Algebra y Geometria Analitica — Trabajo Especial Asistido por Computadora

Curvas definidas en forma paramétrica. Graficos en coordenadas polares

Indicaciones generales

Cada grupo deberad entregar un trabajo impreso con las respuestas a los ejercicios, los
gréficos y las sentencias que utiliz en el software elegido para la realizacion del trabajo. Pueden
incluirse comentarios que parezcan pertinentes y que hayan surgido en la ejecucién del practico.
Esto es que, para contestar las preguntas pudo haber surgido la necesidad de experimentar
numéricamente frente a la pantalla de la computadora, pero que luego ese trabajo no se imprima;
entonces, seria interesante entregar una breve explicacion de lo que se hizo y cuales fueron las
observaciones que surgieron. También existe la libertad de incluir en el informe alguna nota con
una nueva pregunta que no se corresponda con las originales pero que le parezca al grupo
interesante de responder.

El trabajo debera contener una caratula, de disefio libre, pero donde esté incluida la siguiente
informacion: institucion; materia; especialidad; titulo del trabajo; curso; apellido y nombre del
docente a cargo y del docente auxiliar; apellido, nombres y nimero de libreta universitaria de cada
uno de los integrantes del grupo; firma de cada uno de ellos; fecha de entrega; un espacio libre
donde el docente pueda hacer observaciones y/o correcciones. Las siguientes hojas deben
corresponder al enunciado (fotocopia o trascripcion) con las preguntas a contestar en el trabajo.

Consultar con los docentes el plazo de entrega.

Al sentarse frente a la computadora

¢Hara falta aclarar que debe estar prendida y con el software seleccionado abierto?

Las siguientes son algunas pautas previas que se pueden ensayar antes de realizar el Trabajo
Especial Asistido por Computadora, en forma de ejercicios guiados y en parte resueltos. Ellas estan
escritas para funcionar en versiones anteriores a las ultimas del utilitario que se menciona.
Seguramente hay otras alternativas, incluso mas amables y/o agiles para el ejecutor en las versiones
actuales, pero las aqui presentadas se pueden usar en casi cualquier version del programa. Si se
escribieran las sentencias actualizadas, algunas de ellas no funcionarian en versiones anteriores.
Toda esta informacion, junto con muchos otros detalles, pueden consultarse en el help del programa
0 en sus manuales.

Resolucion con Mathematica

A) Graficos bidimensionales

A.l) Ecuaciones cartesiano-parametricas

1)  Para probar si esta funcionando el programa, se sugiere empezar por pedir alguna cuenta por
todos conocida como: [2+3, presionar simultdneamente las teclas Shift-Enter. Si no responde 5,
estamos frente a una dificultad inicial grave. Si responde 5, comenzar por graficar un punto en el
plano

ListPlot [{{2, -1}}, PlotStyle —> AbsolutePointSize[6]]
Trazar el segmento que lo une con el origen
|ListPlot[{{0,0},{2,~1}}, PlotJoined — > True]|
¢ ES este segmento perteneciente a la bisectriz del cuarto cuadrante? Observar que sucede con:
|Show[%,AspectRati0—>Automatic]\
El % hace referencia al resultado anterior, en este caso al grafico anterior. Sacar conclusiones.
Tambien se podria escribir
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|ListPIot[{{0,0},{2,—1}},PIotJoined->True, AspectRatio->Automatic]\

2)  Comprobar gréaficamente si los puntos (2,1), (0,0) y (-1,2) estén alineados. Una opcidn es
ListPlot[{{2,1},{0,0} {2,~1}} PlotJoined->True]

y observar el resultado.

. X =2\ , , .
3) Graficar la recta{ N para algin rango del parametro (Se observard un segmento

perteneciente a la misma). Para ello se puede usar la sentencia
\ParametricPIot[{2t,—t},{t,—3,3}]\

cuya forma general es

\ParametricPIot[{x(t),y(t)},{t,tmin,tmax}]|
Establecer en forma analitica si el punto (5,-2) pertenece a la recta, comprobar en el grafico

X=1+2A
superponiendo el grafico de la recta y del punto. Comparar con la recta {y_z A\ ¢Qué

caracteristicas poseen en comun ambas rectas? Superponer los gréaficos.
Se pueden generar simultaneamente con

ParametricPlot[{2t,—t)},{1+2t,2-t)} {{t,-3,3}]
o0 bien definir los graficos por separado y con Show[%, %%] que los muestre juntos.

4)  Graficar la curva (en R2) que representan las siguientes ecuaciones en forma paramétrica.
Proponer distintos rangos de valores del parametro teR y observar si alguna de las curvas es
periddica, es decir que tiene un comportamiento que se repite ciclicamente, o si presenta algun tipo
de simetria. Si estas ecuaciones pertenecieran al espacio tridimensional (pudiendo tomar z los
infinitos valores reales), imaginar el tipo de superficie que definirian. Utilizar

\ParametricPIot[{fx, fy},{t,tmin,tmax}]\

;;gg;i ¢COomo se puede
cambiar el valor del radio?. ;Cudl es el minimo rango que debe tomar los valores de t? ;Qué sucede
si t toma valores negativos?.
Sugerencia: tomar valores de t escritos como multiplos de = Por €j. {t, 0, Pi/2}.
Por ejemplo, se puede empezar por

ParamericPlot[{Cos[t],Sin[t]} {t,0,Pi/2}]]

y completar la vuelta completa con
\ParamericPIot[{Cos[t],Sin[t]},{t,O,ZPi}]]\

Para cambiar el radio de la circunferencia, por ejemplo al valor 3,

\ParamericPIot[{3Cos[t],3Sin[t]},{t,0,2Pi}]]\
Para desplazar el centro de la circunferencia al punto (-2,2),

\ParamericPIot[{—2+Cos[t],2+Sin[t]},{t,0,2Pi}]]\

4.1) Circunferencia de radio 1 y centro en el origen de coordenadas: {

Para obtener la ecuacién de la circunferencia en coordenadas cartesianas, eliminando el
parametro, es suficiente elevar al cuadrado las dos ecuaciones que la definen y sumarlas de tal

modo que

X2 4 y2 _ coszt+sen2t por relacién pitagorica >X2 4 y2 -1

y ahora se puede cargar el package adecuado, si el programa con el que se esta trabajando lo tiene,
con
<<Graphics ImplicitPlot ]|
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y ejecutar

[ImplicitPlot[x" 2 + y" 2 ==1,{x,-1,1}]|

cuya forma general es \ImplicitPIot[Ecuaci()n, {Xx, xmin, xmax}]\

. . | Xx=2+cost , . .
4.2) Circunferencia { _ N ¢Como se puede cambiar la ubicacion del centro?.

y=1+sent

. X =2 cost . - - - .
4.3) Elipse y = dsent Si se utiliza [Show[%, AspectRatio— > Automatic]|, ,qué se observa?.
¢Depende de la escala en cada uno de los ejes el hecho que una curva sea circunferencia o una
elipse?.
¢Cémo puede eliminar el pardmetro t?.

. X =1+2cost . .
4.4) Elipse {y — _1+4sent Comparar con la elipse anterior.

. =1- . X=t-sent . X = 3cost + cos(3t)

4.5) Parébola {y _tt—4) 4.6) Cicloide {y —1—cost 4.7) Hipocicloide {y _ 3sent—sen (3)

A.2) Ecuaciones en coordenadas polares

Si la curva esta definida por una ecuacion en coordenadas polares se puede usar, por
ejemplo,

|ParametricPIot[{x(p,(p), y(p,0)}.{®, emin, (pmax}]\
tal como un ejemplo posterior donde el radio r es conocido y se varia el angulo; o bien, puede

cargar el package adecuado con
<<Graphics Graphics |
y utilizar

PolarPlot[p(v), {¢. pmin, gmax}]
donde el radio p es una funcion del angulo o, esto es |p(@).

Para recordar: la equivalencia entre el sistema polar y cartesiano esta dada por

{X:pCOS(p . {p:+ /x2+y2

y =psene @ =arctg(y/x)

El polo y el eje polar de un sistema de referencia en coordenadas polares se corresponden,
respectivamente, con el origen de coordenadas y con el semieje positivo de las x en un sistema
cartesiano ortogonal. Una curva en coordenadas polares mediante la funcion p=p(¢p) presenta
simetria con respecto

* al eje polar si p(¢)=p(-¢);
e al polo si p(p)=p(n+o);
 al eje perpendicular al eje polar que pasa por el polo si p(¢)=p(nt—).

5) Dada la ecuacién polar de la cardioide: p=2(1+cose), graficarla y verificar graficamente
que es una funcion de periodo 2.
Se proponen los siguientes pasos:

definir el radio en funcién del &ngulo = [r[t_]=2(1+ Cos[t])|

graficar para cierto rango del angulo con

lgral = ParametricPlot[{r[t] Cod[t], r[t] Sin[t]},{t,0, Pi}];|
ampliar el rango = [gra2 = ParametricPlot[{r[t] Cod[t], r[t] Sin[tT},{t,0,2Pi}];|
incluir valores negativos de ¢ con
lgra3 = ParametricPlot[{r[t] Cod[t], r[t] Sin[t]},{t.-2Pi 2Pi}];|
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Comparar, observar la simetria con respecto al eje polar. Obtener la ecuacion en coordenadas

cartesianas.

También, una vez que se carga el package Graphics Graphics’, se puede usar
PolarPlot[2(1+Cos[t]), {t, 0, 2Pi}]

6) Trébol de tres hojas: p=2sen(3p). Comenzar graficando para ¢ €[0,n/2]. Ampliar para
¢ €[0,n]. Modificar el intervalo de forma de incluir valores del angulo negativos. Si en la ecuacion
se modifica el valor 3 por otro, ;qué pasa con la curva? ;Como se consigue un trébol de 5 hojas?

¢Es esta nueva curva, periodica n? Cambiar la funcion seno por la funcién coseno (con el mismo
argumento), ¢qué diferencia o semejanza presenta? ;Son todos los I6bulos iguales?

7)  Espiral de Arquimedes: p=¢. Comenzar con ¢ €[0,4n]. ¢Es periodica? ¢Presenta alguna
simetria?
Graficar para ¢ €[-4n,0] y comparar con el grafico anterior.

8) Parédbola: p=3/(1—cosgp). Comenzar con ¢ €[0,2x], ampliar a ¢ €[-2x,2xn]. (Qué se

observa? ;Es esta curva acotada? ;Presenta alguna simetria?

B) Graficos tridimensionales
B.1) Ecuaciones cartesiano-paramétricas

9) Comenzar por graficar el segmento de recta definido por

X =3\
y=2% con A e (0,1) = |ParametricPlot3D[{3t, 2t, t}, {t, 0, 1}]
Z=A
Identificar la ubicacion del origen de coordenadas y de cada uno de los ejes. Ampliar el rango del

parametro.
Graficar una recta paralela a la dada que pase por el punto (1,0,0). Para ello basta con
ParametricPlot3D[{1+3t, 2t, t}, {t, 0, 1}]

Este es un ejemplo de como aplicar la sentencia general para curvas paramétricas tridimensionales:
ParametricPlot3D[{f(t), f,(t), ()}, {t, tmin, tmax}]

x=sent

10) Dada la hélice: <y =cost, graficarla para te[0, 15]. ;Como se puede modificar el paso de la
z=t/3

hélice? ¢Presenta esta curva algun tipo de simetria?

Graficar a continuacion la superficie correspondiente a esta curva. Bastard con
\ParametricPIot3D[{u Sin[t], u Cos[t], t/3}, {t, 0, 15} {u, -1, 1}]\

Este es un caso particular de la forma general
|ParametricPIot3D[{fX(t), (1), f,(0}, {t, tmin, tmax},{u, umin, umax}]\
donde t y u son ambos parametros de la superficie.
Con esta ultima sentencia puede corroborar lo predicho para la extension a 3D de las curvas
del punto 4. Por ejemplo, para el caso de la circunferencia 4.1)
|ParametricPlot3D[{Cos[t], Sin[t], u}.{t,0,2Pi} {u,~2,2}]|

Observar que esto es equivalente a graficar en coordenadas cilindricas p = 1.
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B.2) Ecuaciones en coordenadas cilindricas y en coordenadas esféricas

Consultar el help o el manual, o usar ParametricPlot3D y las equivalencias entre estas
coordenadas y las coordenadas cartesianas.

B.3) Observaciones convenientes a tener en cuenta

En los graficos donde aparece el uso de los tres ejes de coordenadas, suele ser conveniente
que aparezca el nombre de dichos ejes. Esto se puede hacer con la sentencia
IAxesLabel->{xlabel, ylabel, zlabel}
Donde dice “xlabel’ dentro de los paréntesis anteriores, se coloca el nombre con el que se quiere
nombrar al eje x. En forma analoga los otros dos. También se puede usar en 2D recortando la
expresion adecuadamente.

Para visualizar un gréfico 3D, segun el tipo de curva o superficie y el gusto del operador,
suele ser conveniente cambiar la posicion en la que se presupone (por default) se ubica el
observador del gréafico. Si se desea cambiar una de las sentencias que se puede usar es

ViewPoint -> {x, y, z}]
Donde dice {x, y, z} debe colocarse la terna de nimeros ordenados que corresponde a la ubicacion
del observador deseada con respecto a un sistema especial de referencia. Dichas coordenadas estan
dadas con respecto al centro de la caja tridimensional que contiene el objeto presentado en la
pantalla (dicho punto tiene coordenadas {0,0,0}) y la escala de medicion toma como unidad de
longitud al lado mas largo de la caja (el lado més largo mide 1 y los demas proporcional a él). Es
conveniente probar varias para entender como funciona.

Segun el help, la posicion por defecto (sin usar esta sentencia) es {1.3,—-2.4,2}. Entre las
indicaciones que se presentan alli, menciona algunas vistas usuales:

Directamente de frente: {0,-2,0}

En frente y arriba: {0,-2,2}

En frente y abajo: {0,-2,-2}

Desde la esquina a mano izquierda: {-2,-2,0}

Desde la esquina a mano derecha: {2,-2,0}

Directamente desde arriba: {0,0, 2}

También se puede averiguar el uso de ViewVertical y ViewCenter.
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