UNIDAD N°: 5 - CUADRICAS

¢Z77)C2,+ a, < # a3322 * 2a72xy # 2a73xz # 2a23yz * 2a74x * 2a24y * 2(1342: * e, = 0
con: ¥ aij eERconielyjel A (a77 £20v 255 £0 Vass 20V a5 £0v

v a73x£OVa23£O)

Las ecuaciones que responden a esta fLorma, se Llaman superficies cuddricas o smple-
menie cuddnricas.

ELectuando transformaciones adecuadas (rotaciones de ejes y/o traslaciones de
efes), es posille Llevarn fa ecuacién a una de Las sigulentes Lommass

!”!.x‘g * ﬂ.gz + P.z2 = R - Cuddnica con centro
0 bien

ﬂ.xz + ﬂ.gz = 8.z - Cuddrnica sin centro

CUADRICAS CON _CENTRO

Siée M20 N N£0O0 ANPZ£O0 ANREZO0, La ecuacién: f’bc2+ﬂf’g2*f)zg=/?, puede
escenibinse de La Lormar

xz gf"_ zz
i—zi 2t—2-:f
a A c

que segin Los signos de Los coelicientes, La ecuacién corresponde a La represen-
tacién de distintas cuddnicas?
@) Si todos Los coeliclentes son positivoss x2 lz_ 22 7
il Rl b
a
su representacién grdfica cornesponde a un £L[PSOID£
(En todos Los casos para detenminarn La grilica, resulia conveniente estudian
Las intensecciones con Los ejes coordenados y con Los planos coordenados)

< V¥

Sie a = & = ¢, Lo representacidén grdfica cornesponde a una ESFERA

<Y




L) Si dos ceolicientes son posilivos y uno negativos

2 2 2 x2 2 2 2 2 2
%-ﬁ%-%:? v -3-%-;—2—2:? v -x—2+g?+-§-é=?
a é c ¥A c a A c

Y
c) Si un coeliciente es positivo y dos negativos:
2 2 2 2 2 2 2 2 2
x4 = .y v —_Jc_2_+_z£__z_=? v _z_z_%+z_'=?
a2 Kz (_:2 a 32 c2 a £ c2

s nepresentacién gadfica coarnesponde a un: HIPERBOLOIDE DE DOS HOJAS
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d) Si Lodos sus coeficlentes son negativos? X 4 _Z _gq
2 2 2 -
a y/A c
No nepnesenta lugarn geoméinico.
Hasta aqgul analizamos Los casos en que todos Los ceolicientes des /’bcz * /Vg2 # PzZ =R

son distintos de ceno, Perno es posible gue alguno de ellos se anule, Lo cual de-
tenmina diferentes Lugares geométnricos, que podemos nesuminlos en?

R Coelicientes: M, N, P | Lugar geométrico ‘Repmem‘.aci_én g/uz;&_ca

i e

> 0 | Uno cero y dos positivos| CILINDRO ELIPTICO
RECTO

(Caso parnticulan:
CILINDRO CIRCULAR
RECTO).

e + Ny




> 0 |Uno ceno y dos negativos | Ningin Lugan geométirico
Uno ceno, uno positivo y | CLLINDRO HIPERBOLICO N A
uno negativo RECTO {:’: i
ne - Mo = R Lo
=i =
Dos cenos y uno positi- | DOS PLANOS PARALELOS
Vo NO COINCIDENTES
/’Ixz =R
Dos cenos y uno negati- |Ningin Lugarn geoméirico
Vo
= 0 |Todos del mismo signo UN PUNTO: EL ORIGEN DE
COORDENADAS
Dos positivos y uno CONO RECTO
negativo
nl 4+ Ny - P = 0
lno cero y £Los otnos UNO DE [0S EJES .
dos del mismo s4igno COORDENADGS
/Vy2 +,Pz2 =0
lUno ceno y Los otnos DOS PLANOS QUE SE
dos de signos contra- CORTAN
nL045
/’bcz - IVyZ =0
Dos ceros UNO DE LOS PLANOS
COORDENADOS
PZZ =0
<0 Se fusca La ecuacidn equivalente, multiplicando miembro a miembro por:

-1 y se considera el andlisis de Los diferentes casos parat R > 0,




CUADRICAS SIN CENTRO

Si:M20 N N£0 N S £ 0, La ecuacidn: f'?x2 # Ngz = 8.2z, puede escnilinse
de La forma:

= Z
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Si efectuamos el andlisis de Los diferentes signos posibles de Los coelicientes
42 oblienen flas sigulentes cuddrnicass

a) Si Los coelicientes de Los ténminos de segundo grnado son del mismo signos

2 2 22
x—zs‘g}-:c.z\f -'_2—'%=C-Z
a & a A

su nepresentacibn grdfica, corresponde a un: PARABOLOIDE ELIPTICO

x.? 2
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L) Si los coelicientes de Los térnminos de segundo grado, son de signos contrarioss

xZ 2 xz 2
—2-%=c.z V-—2+H§=C.Z
a A a £

su nepresentacibn grndfica, conrnesponde a un: PARABOLOIDE HIPERBOLICO

' —

Si alguno de Los coelicientes des /’?)cZ + /Vy2 = S.z, se anwla, analizamos estos

cas04, nesumiendo fLas diferentes posibilicdades en el siguiente cuadros «



k) Coeficientes: M , N Lugar geométrico

>0 |no ceno CILINDRO PARABOLICO
RECTO

Ny~ =38.z

=0 |Del mismo signo UNO DE LOS EJES
COORDENADOS

2 2

M~ + Ny~ =0

S.ignos opuestos DOS PLANOS QUE SE
CORTAN

ne - w2 =0

V/no ceno UNO DE LOS PLANOS
COORDENADOS

ﬁxz =0

<0 Se obtiene una ecuacién equivalente, multiplicando a ambos miembros por
-1 y su estudio coincide con § > O,

EXPRESION MATRICIAL DE LA ECUACION GENERAL COMPLETA
DE SEGUNDO GRADO CON TRES VARIABLES

Recordamos que La misma tiene La Lormar
a”x‘g E a&-.yg - a332‘2 + 2&72,:{; - 2a?3xz + 2a23yz * ZQ:Mx - 2a24y - 2a34z +tay, =0

y es posible expresarnla como:

xtax=o0
donde:
“11 %12 %3 %4
X=(Y) A= (%12 %22 Y23 %4
o %13 %3 433 43y

! VA VI YR
Pero también es posilde expresan Lo ecuacibén genernal completa de segundo
gnado en tres varnialles, en La forma:

X4

X+&%j+a =0

44° 44

donde:



2r %2 Y3 @14 *
w= gy ey ay) Ay = lay,) X= ()

73 " %33 %33 %34 =
manteniendose A 44 maitniz sdméinica.

A

INVARIANTES

En toda ecuacién de segundo gardo con ires varniables, es posidle distinguin
cuatno invariantes: 7) Invaeriante cuadratico: det (A)
2) Invariante cilbicos det (%144)

3 ) Invarniante Licuadndatico:

7= %1 %2 “r1 13|, %22 923
%2 %2 %73 933 223 %33
4 ) Invarniante lineal: in (Afﬁ‘?)
Mecliante una transformacién afin ontogonal, es posible expresan La ecuacibn!

X% = 0

ens

(X )5Ar. X" =0
donder A’ = (B‘?)i.ﬂ.z?-?, siendo B matriz ontogonal,
Para eliminan Los términos rectdngulanes de La ecuacién general de segundo

grado en itnes vanicbles, es necesario efectuar una nolacibn y Luego para
eliminan los términos Lineales una traslacién. ‘

Efectuadas estas transformaciones, La ecuacidn general de segundo grado con
tres variables, queda reducida a fa forma canbnical

N+ het? 4 N2 e N =0 cons det (A,,) £ 0

donde.: X7, AZ Y AB son Los autovalonres de A44 ye
2 det (A)
4 - det (’444)
Yy ademds:
“det (A) = det (A") = x7.A2.X3.k4
I=21 = Af.kz # A?'AB £ lz.lg
I =1I =l7+)\2+l3

luego el polinomio caracternistico de 2444, queda expresado medianitel

- I X% 7. A~ det (4,,) = 0

Sit det (A,,) =0 ydet (A) £ 0y J 40, fa ccuacibn queda reducida a:
Nox® + o 4 2005, = 0
slendo s A?; A2 Y Ag, Los autovalones de Az,’-é ye

a§4 =V-det (A) /7 T

CLASIFICACION DE CUADRICAS
SEGUN EL VALOR DE LOS. INVARIANTES

1) Si: det (A;,) £ 0 (cubdricas con centro) - .
@) signo de I = signo de det (A;,) L J> 0 N det (A)> 0: elipsoide imaginario



2)

L) signo de I

signo de det (4,,) N J>0 A det (4) < 0: elipsoide real
¢) signo de I = signo de det (A,;) N J>0 A det (A) = 0: cono imaginanic
d) det (A) > 0: hiperboloide de una hoja

) det (A) < 0: hipenboloide de dos hojas

2) det (A) = 0: cono neal

Sie det (AM) = 0 (cuddnicas sin centro dnico)
a) det (A) £ 0 N I>0: parcboloide eliptico
L) det (A) £ 0 N ] <0: paraboloide hipernbdlico

c) det (A) = 0 N J> 0: cilindro eliplico o par de plancs imaginarios
d) det (A4) = 0 AN J < 0r eilindro hiperbélico o par de planos neales
e) det (A) =0 N J = 0; cilindro paralblico o par de planos paralelos



UNIDAD NQ: 5 - TRANSFORMACIONES LINEALES
Trabajo prdctico - Cuanta parte

7) Halle la ecuacidn canbnica de cada una de Las siguientes cuddricas, identifi-
quela y efectue su nepresentacién grdfica, 542

@) 28 = 34° 4 42° - 8x = 6y + 122 - 10 = 0
0) 22° = 3)° = 42° = 12x = 6y - 21 = O

c) 2x2 * 2y2 * 222 £ bx -2y +2-73=0
d) 2x2 +-3y2 # ZZ -8x + 6y -4z -3 =0

e) x2 - yz -2x -4y ~z+ 4 =0

2) Hallarn fa ecuacién del elipsodide con centro en el onigen y pasa por Los pun-
toss A(2:2:4) 5, B(0;0;6) y C(274:2). Representarlo.

3) Hallarn Lo ecuacibn del h¢pea@o£o¢de de dos hojas, con centro en el ornigen,
con eJeA co¢nc4denie4 con fos ejes coondenados y que pasa por Los puntose
Py(3:152) P, (2:VTT33) y P3(6:2:VT5).

4) Hallarn fla ecuacibn del paraboloide con vértice en el origen, con eje coinci-
dente con el eje "z" y pasa pon Los puntoss /0(7 0;7) y P7(O,2,7)

5) Hatllan el Lugar geoméirico de Los puntos cuyae distancia al eje "x”, sea el
tniple de La correspondiente al punto P(2;3;7-3).

6) Por medio de una notacibn, eliminar Los términos rectingulares y expresar fLa
ecuacién en el nuevo sistema de ejes coondenados, identificandolar
a) 9x2 + 24xy + 76y2 +# 80x - 60y =0
2) 252 + 34° + 232° 4 T2xz # 150 = 0
c)4x2+4y2+422+4xy+4xz+4gz-—5=0
d) 144x° + 1004° + 812° - 216xz - 540x - 720z = 0

e) xy +yz + xz =1

7) Para cada una de fLas siguientes ecuaciones se pide?
<) Identifican La forma cuadndtica, la Lineal y el téamino independiente:
L) Expresarla en Lorma matricial (Recuerde: Xt A X + 2 Aﬁ.X + @y, = 0J.
Lidl) Detenmine Los autovalonres correspondientes a 444 y La correspondiente
matriz que la diagonaliza ontonormalmente y aplicarn estos nesultados
para expresan Lo ecuacidn en un nuevo sistema de ejes (X':Y’:2 ).

Lv) Esenibin La ecuacidén antenion en un nuevo sistema (X":Y”:2”), donde se
. eliminan fos téaminos Lineales,

v) Reconocern Los invarniantes y segin sus valones clasificar a La cuadrica.
vi) Representarn La cuddrnica utilizando fla ecuacién expnesada en el sistemas
()(”;y”’,zll).
a) 2x2 # 2y2 - 22 #4xy - 9 =0
N o
L) x -y -2 +2yz+x+y=-2z-5=0
c)x2+z2+2x2f_2.t+22=0
d) 2xy + 2xz + 2yz - 6x - 6y - 4z = -9
&) PF & ThC 4 102° - By — Bz + dgz.= 1w 12y » 802 - 24 = D
£) 2x°
g) 2xy - 6x # 10y + z = 31 = 0

# 2y2 - 522 - 4xy - 2xz + 2yz + 10x - 26y - 2z = 0



