Apunte redactado por el ingeniero Fabidan Pérgola

EQUILIBRIO DE FUERZAS Y DESCOMPOSICION DE
UNA FUERZA EN EL ESPACIO

1 2) Sistema de Fuerzas concurrentes

Determinar la equilibrante del siguiente sistema de fuerzas concurrentes

p1 =30N ; ¢, =65°; '81 =45° ; V.= 54,4645°

p,=40N; ¢,=125°; [ =35° ; y =90°

—_—

P,=35N; ,=135°; [3 =90° ; y =45°

—_

P,=5%N; ,=90°; [ =28 ;y =62°

La equilibrante E del sistema, el mismo se determina como la suma vectorial de las fuerzas
componentes del sistema igualada a 0, es decir,

E+Zn:6i=0
i=1

(A1) {en nuestrocaso

E+ZAJE:O
i=1

y las componentes de E en las direcciones de los ejes coordenados son,
4
E.+>. P,.cos o, =0
i=1
4
(B1X Eﬁ; p,.cos =0
4
E.+. p,.cos y =0
i-1

Por lo que debemos determinar los cosenos directores de los vectores representativos de las
fuerzas componentes del sistema.

,=C€0865°~0,4226 ; ), =C0s45°~0,7071 ; ), = cos 54,4645° ~ 0,5812

I

1) |,=c0s125°~-0,5736 ; m,=C0s35°~0,8192 ; n,=c0s90° =0
|3 c0s135° = -0,7071 ; m,=00s90°=0 ; n, = cos 45° = 0,7071
I

,=00s90°=0; m,=cos28°~0,8829 ; n,=cos62°~0,4695

Reemplazando en (B1), se tiene,
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E, +[30.0,4226 + 40.(- 0,5736)+35.-0,7071)+50.0]N =0 —» [, =35,0145N
(D) E, +[30.0,7071+40.0,8192 +35.0+50.08829]N =0 > [ _=-98126N

E,+[30.0,5812+40.0+35.0,7071+50.0,4695]N =0 — [E, = ~65,6595N

Entonces, la expresion vectorial de la equilibrante es,

- E=Ei+E, i+E.k
E = [35,01457 — 98,126 ] - 65,6595k |N

El médulo de [E] = \/(E J (E yf +(E,) D

Reemplazando en (F1) los valores (D1), resulta,

() [E=/(35,0145) +(~98126) +(—65,6595) N ~12315N

La direccidn de E se obtiene determinando sus cosenos directores.

COS ¢y = FEX
(Hikcos f_= %
cos y_= Ef

Reemplazando valores en (H1), se tiene,

0S ¢ = 300185 508432 oL = 73482°
~98126 ~ .
(1) cos f_= 12315 " -0,7968 — [ =142,826
cos y_= ZO0 _ heam y, =122,222°
E 12315 ;

2 2) Descomposicion de una fuerza en 3 direcciones concurrentes a un punto de la misma
considerando equilibrio.

- 20 = = e
Descomponer la fuerza p = — Kgf (3I -2] —1k) en 3 fuerzas en equilibrio cuyos vectores

Jia

representativos tienen las siguientes orientaciones
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IR
[

frease

(3™ 751 72"

La resolucion se reduce a un sistema de 3 ecuaciones con 3 incégnitas desde la operativa

algebraica, para lo cual, considerando (B1), podemos escribir,

i‘_’+L‘_’
/66 P. J230 P,

n 3 _ﬂ_i—b
2Proy, =0=—=-—7¢
(AZ}iProywzoz_ 4&

23
n 20
Proy =0=-
Zo: Y. V14 230
Luego, del sistema (A2) obtenemos,
p‘:1,772.10_3Kgf N B=1,772.10‘3Kgf( S G O
1 1 J38 /38
— — 4 . 7 . 1 -
B2 —9,498Kgf  — = 9,498Kgf i+ - K
(82 p, =898k P, g(r ﬁ‘@}
_>‘—76Kgf N _’—76Kgf( 6 7, 2 5, B3 Ej
Py=" P.=" V230 \/230 V230

3 2) Sistema de fuerzas paralelas

Determinar la E y un punto de la recta de accidn de la misma del siguiente sistema de fuerzas

paralelas al eje z, cuyas coordenadas en el plano (x; y) se indican a continuacion,

—_—

p,=240Kgfk A (-3:4,0)cm

—_—

p,=-150Kgfk A, (81:0)m

—_—

p,=-200Kgfk A, (-5:-6:0)cm

_

p,=180Kgtk A, (10;-5:0)cm

La resultante E eslasuma algebraica de las fuerzas componentes del sistema igualada a cero.

E+Zn16;=0
i=1
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En nuestro caso, resulta,

(B3) E+(240-150—200+180)Kgfk =0 — E =-70Kgfk 4

Para determinar un punto de la recta de accién, tomamos centro de reduccién, por ejemplo, el
origen de coordenadas (0; 0; 0), y, recordando el teorema de Varignon que establece que “la
2)sumatoria de momentos de las fuerzas componentes de un sistema de fuerzas respecto de
un punto es igual al momento de la resultante de reduccion respecto del mismo punto”,
tenemos, aplicando este teorema en analogia con la equilibrante,

(€3 BIC,~ Al 3 pAC.-A)-0

donde A ;AR (XR; yR ;0)son puntos de las rectas de accidn de las fuerzas componentes del

sistemay la equilibrante respectivamente.

i i k|l 0§ k| |i ] k[|li] k i j k
(D3) | 0 0 -70+[0 O 240/+|0 0 -150(+[0 O —200/+| O 0O 180 =0
‘Xz -y, 0| 3 -4 o |-8-1 0|56 0] |105 0

Resolviendo ecuacion matricial (D3), resulta,

([-70y F +70x, j+9607 +720] ~150i +1200] +12007 ~1000 ] ~ 9007 ~1800] =0
de donde obtenemos
-70x,, Kgf =[720+1200-1000-1800]Kgf cm  — x, =12,57cm

70y Kgf =[960-150+1200-900]Kgf cm — Yy =15,857cm

(E3)

4 2) Descomposicion de una fuerza en 3 direcciones paralelas a la misma en equilibrio

Descomponer la fuerza p = 250Kgflz cuyo punto de la recta de acciéon de la misma es

A(— 3;5;O)m en las fuerzas cuyas rectas de accidon cuyas direcciones son 1-1, 2-2, y 3-3, siendo

puntos de las rectas de accidn de estos,

1-1 > A,(4-20m
2-2 > A,(-10,0,0)m
3-3>  A,(T7-40m

Para resolver esta situacion, aplicamos las ecuaciones de equivalencia correspondientes.
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E+IZ;:E =0
#(C.- Al 3 pHC, - A)-0

(A4

Como centro de reduccidn, en la aplicacién del teorema de Varignon, elegimos el origen de
coordenadas CR(O'O'O) De acuerdo (A4), y, comenzamos asignando arbitrariamente

sentidos positivos a los vectores representativos de las fuerzas

250Kgfk = (p1+ p,+ p3)2

(B4) i i k i i Kk i i ok i i
0 0 250+| O 0 pj+ O 0 p,J+ O 0
(0+3) (0-5) 0| |(0-4) (0+2) 0| |(0+10) (0) 0] [0+7) (0+4)

Surgiendo de (B4),

p p p+250N 0

(ca [1250|+750]]Kgfm+[ 2p,i-4p i+10p j-4pi+7p, J}n 0

De (C4), extraemos el siguiente sistema de tres ecuaciones con tres incégnitas
p1+ p2+ p3+250Kgf =
(D4)-2p,—4 P, +1250Kgf =
-4 pl+10 p2+7 p3+750Kgf =

Finalmente, obtenemos de la resolucidn del sistema (D4)

P, = ~215Kgf \§
(E4) p,=—455Kgf |
P, = 420Kgf

5 2) Sistema general de fuerzas
Determinar la equilibrante E y un punto de la recta de accién de la misma, siendo el sistema

de fuerzas con un punto de la recta de accion,

o =
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_—

3. 2 . 1 - -
plzloooN(\/G_zl—\/G_z —\@kj - A,(-35-9)m
E:lsoON(—Ji_zrwj_zj—Ji_sz > A,(2-61m

1, 38 ;. 8 Izj
V194 V194 V194

M = 50000 Nm(

La equilibrante E, no depende del centro de reduccidn, y la misma serd la suma vectorial de

los vectores representativos de las fuerzas del sistema, en nuestro caso,

(A5

- 3 - 2 = 7 — 5 = 4 - 1
E +1000N I — - k |+1500N| — I+ -
(@ Jez ! J@j [m Ja2 ' a2

E+ pl+ p2:0
' Ejzo

Cuyas componentes son,

3000 7500
+ N=0—> =~ 776,27N
e TN - E
2000 6000
BS + N=0 — =-67182N

7000 1500} -0 > E,=1120,46N

E-{ T T

Cuyo mddulo es,

(cs) g - \/ (776,27 +(~671,82) +(1120,46 f N ~1519,66N

cosenos directores de E

776.27
05y =220 _ 051082 — .y =59 2815°
e~ 151966 e

671,82 .
(DShcos 3= 519,66 - 04421 — [3 =116,238

sy :1120’4620,7374 -y =42,49°
B 1519,66 E

Para determinar un punto (XE; yE; ZE)de la recta de accion de la E consideramos como

centro de momentos el origen de coordenadas.
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EX(CR_ AR)+ plX(CR_ A1)+ pZX(CR_ A2)+ M=0

i i k ooT i kK % ik
(E5K|776,27 671,82 1120,46 PP R R
V62 V42

~“Xe Y. —Z 3 -5 9 -12 6 -
50000 = = >

+———01 -3]+8k)=0
\/194( -8k

De (E5) obtenemos el sistema de tres ecuaciones con tres incégnitas siguiente:

-671827_ -1120,46 Y.= 33219,6m
(F5 1120,46 x,— 776,27 7, = —15245,2m
776,27 yR +671,82x, =31741,5m

Del sistema (F5), observamos que el mismo es compatible indeterminado, lo que implica tiene

—_—

infinitas soluciones por poseer la recta de accién de RR infinitos puntos, finalmente, elegimos

arbitrariamente una coordenada, por ejemplo Xg = 0, y resolvemos el sistema restante,

obteniéndose para esta situacién,

Xz =0
(G5) y_=40,89m
7. =19,64m

6 2) Descomposicion de un sistema de fuerzas en 6 direcciones

Descomponer el siguiente sistema

- 3 g 2 ~ 7 -

= 500N i+ ——— K N —5:5:-9)m
P [«/62 «/621 V62 j Al )
_*—800N[— N L S IZ] > A,03-6-1m
P Va2 a2t a2 2o
— 11 . 3 . 8 -
M =50000Nm| — I+ + k

( g Jiea ' Vioa J

En las direcciones 1-1, 2-2, 3-3, 4-4, 5-5, y 6-6 que se indican a continuacién cuyos puntos de

sus rectas de accion se indican,
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A

A,(5:10-4) ; A' (2 70)
A.(0-118) ; A (105-8)
A@3-8) ; A4(2-35)
As(-5-1-3) ; A%(2-26)
A (-15-3:6) ; A'(7:3-6)

Comenzamos por nombrar las fuerzas que pasan por los puntos con igual subindices,

X, - AA
X, - AA
(Aﬁyg ” E
X. = AA.
Xs = AA;
X5 > AA,

Expresando en forma vectorial los mismos, resulta,

x| i a5 a)

X=X (\/314 \/314Y+\/;14Rj
(86}73: (3 3\/_ 3Jsﬁlzj

Y‘;z X“( Jzog \/209¥+\/2?(;9 EJ

%zx(ab%heﬂj_e\l/%@

Por ecuaciones de equilibrio de las proyecciones de fuerzas, tenemos,
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n 6
> Proy =0 — > p,.cosg+>. X008, =0
i=1 1=1

(C6)<2Pr0yyy=0 — Zn:pl.cosIBiJrZB:)(i.cosﬂXi:o
ZProy;o - Zn:pl.cosyiJrZG:Xi.cos?/Xi:o

En nuestro caso, (C6) resulta,

+%x6=o
+ﬁXe=0

2
_ﬁXGZO

Mientras que las ecuaciones de equivalencia de sumatorias de momentos considerando como

centro de reduccién el origen de coordenadas CR (O;O;O), resulta,

m n — 6 |
> M+ 2 pAC- Al L XAC~ A0
j= i= =
11 3 8 500T oK 800
510 Nm| - i+ i+ K |+ 3 2 —7+=—=2|-5
10 ( V194 J194J V194 j J62 Ja2
5 -5 9 ~13
(E6) P 7 K Pj oK P j oK 1
X, X, X X
+ Dilg g 1+ D2| 3 _17 4+ 235 8 _g+ _2
VU8l 4 g V34 o 44 4 3‘/ﬁo 11 -8 @_4
i j k i J k
X X
+ 7 -1 18+ 3 1 -2/=0
V3T4ls 1 3 ‘/ﬁu 3 -6

En la ecuacidn (E6) formamos el sistema siguiente, considerando las componentes

> Mom.: > Mom,,: > Mom.,:

—
(

-4 1] INm+

(op}
[EEN

i ok
-6 13+
-3 8
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21
— 41802Nm + (2,935 X, ~158 X, +194 X ,—0,6225 X ,~1,086 X Jm =0

(F6) 5845Nm + (3866 X ,—0,451 X ,+3,234 X ,— 2,49 X ,+3,568 X . —107 X ,Jm =0

17000Nm + (—1,657 X ,—3,104 X ,+4,446 X ,~1246 X ,+0,62 X . +0,5345 X Jm =0

Los sistemas (D6) y (F6) conforman un sistema de 6 ecuaciones con 6 incdgnitas siguiente:

—476,71IN +

9 3 5 2 7 3
- + - + + =0

J118 X J314 X: 317 X V209 X J374 Xs N Xs
—366,77N +—

6 17 8 6 1 1
— X, - + - - +—X.=0
J118 X J314 X: 317 X 7209 X J374 Xs V14 X
—3211N —

1 4 8 13 18 2
— X, + - + + T =0
J118 X J314 X 317 X5 V209 X J374 SN TRAS
—41802N + (2,935 X, —158 X ,+194 X ,—-0,6225 X ,—1,086 X 5)= 0
5845N + (3,866 )X ,~ 0,451 X ,+3,234 X ,~2,49 X, +3568 X ,~107 X ,)=0
17000N +(~1657 X , 3104 X, +4,446 X ,~1,246 X ,+0,62 X ,+05345 X .)=0

Cuya solucién en Matematica 7.0 es,

Solve[{0.8285X1 — 0.1693X2 + 0.404X3 — 0.138X4 + 0.362X5 + 0.801X6 =

= —476.71,—0.5523X1 — 0.959X2 + 0.647X3 — 0.415X4 — 0.052X5

+ 0.267X6 =
= —366.77,—0.092X1 + 0.226X2 — 0.647X3 + 0.899X4 + 0.931X5
— 0.535X6 == —321.1,2.935X1 — 1.58X2 + 1.94X3 — 0.6225X4 — 1.086X5

== 41802,3.866X1 — 0.451X2 + 3.234X3 — 2.49X4 + 3.568X5 — 1.07X6 =
= 5845, —1.657X1 — 3.104X2 + 4.446X3 — 1.246X4 + 0.62X5 + 0.5345X6
== 17009}, {X1, X2, X3, X4, X5, X6}]

Entonces, la solucion obtenida del software es,

{{X1-6187.07,X2--3719.57,X3-+8508.9,X4-11105.5,X5->-7524.78,X6->-

6758

L4211}

Es decir, podemos escribir,
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_

=6187N  devector A', A

_

X
X ,| = 3719,57N

X /=85089N devector A', A,

X/ =111055N de vector A', A,

_—

X =7524,8N

s

X | =6758,42N




