SUGERENCIAS PARA LA RESOLUCION DEL PRIMER TRABAJO PACTICO DE LA GUIA

EJERCICIO 1

Para resolverlo, se aconseja ubicarse en ambiente y ubicarse mirando un rincon, donde la pared de enfrente te
representa el primer cuadrante del plano: yz, a tu izquierda, tenés parte del semiplano: xz, y el piso, te
representa parte del semiplano: xy.

EJERCICIO 2

2.1) Si el vector es paralelo al eje “x”, debes ensayar: @ = (a;;0;0) y considerar las demas condiciones
que debe cumplir el vector.

2.2) Para hallar los vectores que deben cumplir las condiciones pedidas, debes ensayar un vector genérico, que

. - —~ a a —~
verifique: @ = (0; ay; a3) A |dl = 2 A cos@, = I?zl = = = cosdz .

2.3) Para plantear los vectores que verifican las condiciones pedidas, se propone ensayar en forma genérica:
a= (0;0;a3) A lal = 2.

2.4) Los vectores genéricos que van a cumplir las condiciones pedidas, deben ser propuestos como:
d = (a1;0;a3) A lag] = lasl.

2.5) Los vectores que van a verificar las condiciones pedidas, seran:
ldl = V2 A d = (a;;a,;0) A a; = a,.

EJERCICIO 4

Observen y determinen las coordenadas de cada uno de los vértices, desde la posicion inicial, el paso
intermedio y las coordenadas de los vértices en su posicion final.

Recuerden que lad(B; ; B3) = |Bl B, | Y lo pueden efectuar con cada uno de los vértices del cuadrilatero,
observando el movimiento que se esté realizando.

EJERCICIO S

5.3) Para hallar las componentes del vector: X , seria conveniente despejar a este vector, de la ecuacion
vectorial presentada y luego efectuar el calculo correspondiente.

EJERCICIO 6
6.3) Algunas indicaciones:

6.3.a) Sirealizamos un esquema, donde orientamos vectorialmente los lados del tridangulo convenientemente:

B

A
H) ABC , donde: M es punto medio de AB y N es punto medio de BC



—

T)AC // MN y |MN| = ; [4C|

D) AC = 4B + BC = 2MB + 2BN y a continuar ....

6.3.b)

Si en el cuadrilatero ABCD, trazamos una de las diagonales y pensamos en la demostracion realizada en el
item anterior, la demostracion se puede realizar.

EJERCICIO 7

7.3) Si consideran el grafico de un cubo, de arista de longitud: a & R, (pueden hacer referencia al cubo
dibujado en el Ejercicio 1, una de las diagonales del cubo, podria estar determinada por: VgV3 y la diagonal

de una de las caras, podria ser: V3V;s .
EJERCICIO 8

8.4) Como los vectores i y v son ortogonales, si consideramos que son dos lados consecutivos de un
cuadrilatero, éste resulta un rectngulo, donde: U + ¥ y U — U, representan las diagonales de ése
rectangulo y con la demostracion que se pide realizar, demostramos que las longitudes de las diagonales del
rectangulo resultan iguales.

EJERCICIO 9
9.8) Esta realizada en otro archivo y que, ademas, sirve como orientacion, para resolver el ejercicio 9.7).

EJERCICIO 10

10.4) Para demostrar analiticamente la igualdad, se sugiere: ¢ x d = é&.Siutilizamos expresiones conocidas
y propiedades, resulta:

(@xb)x(éxd)= (@xb)xé= (@.&)b— (b.8)d = [@a.(¢xd)]b— [b.(¢xd)]d =

I
ol
I
o
I
ol

= (d;¢;d)b— (b;&;d)d= 0b— 0d

Seria conveniente justificar cada paso y considerar la hipotesis, para comprender la demostracion.

RESOLUCION DE ALGUNOS EJERCICIOS DEL PRIMER TRABAJO PACTICO DE LA GUIA




EJERCICIO 74) ¢)

Dados los vectores: d = (a; —1;2) y b = 1; -2;4)y cosf = — 2—61.
Resolucion:
R i.b 6 a— 10 2
cos = ——— - - — = - — =.v21 . a2+ 5 = a - 10
EE 21~ Vaz+ 5 . V2l 7

Si elevamos ambos miembros al cuadrado y haciendo pasaje de términos, obtenemos:

12 @+ 5 = 7(@— 1002 - 12a®2+ 60 = 7 (a® — 20a+ 1000)

5a* + 140a — 640 = 0 - a®*+ 28a — 128 =0 - |ay = 4 V a, = —32

EJERCICIO 9.8)
Todos los vectores X que verifican que: @ x X = ¢ . D existir al menos una respuesta. ;es (inica?
Resolucion:
Los vectores que ensayamos son: ¥ = (x;; x,; x3),siendo: @ = (1;1; -1) y ¢ = (0;2;2).
I A S T T TR N | RSO E
Calculamos: a x x = |1 1 -—-1| =1 -
X2 X3 X1 X3 X1 X
X1 Xz X3
dx X = (x3+ x2; —x3— X5 %— %) = (0;2;2) = ¢

Por definicion de igualdad de vectores, debemos resolver el siguiente sistema de ecuaciones:

Xy + X3 = 0 (1)
- x1 - X3 = 2 (2)
— X1 + Xy = 2 (3)

Si despejamos de la ecuacion (1): x3 = — x, y al remplazar en las otras dos ecuaciones, obtenemos:

{—x1+ Xy = 2

— X1 + Xy = 2
Al obtener las dos ecuaciones iguales, alcanza con despejar de una de ellas a x; y se obtiene: x; = —2 + x,
Con lo cual los vectores que verifican con las condiciones pedidas son: ¥ = (=24 x5; x3; — X3).

Como los posibles vectores que se obtiene dependen del valor elegido para: x, , son infinitos los vectores
posibles.

Algunos ejemplos:
Si: x, =0 - x = (-=2;0;0)
Si: x, =1 - %= (-1;1;-1)
Si: x, = -3 - % = (-=5;-3;3)

Para verificar que los infinitos vectores solucion, son: X = (—=2+ x5; X5 ; —X3) Vx, &R, debemos
tener presente que:



alLc - a.c= (1;1;-1.(0;2;2) =0+2-2=0
.7? L E) il .7_5 = (_2+ xz;xz;_xz).(O;Z;Z) = 0+ sz - 2x2 =0
Nota:

Recuerde que: ¢ debe ser perpendicular al plano determinado por los vectores: d y X (direccion del resultado
de: a x ¥).

EJERCICIO 11.3)
Justificar si son verdaderas o falsas, cada una de las siguientes afirmaciones. En caso de ser verdadera,

demostrarla. Si es falsa, proponer un contraejemplo.

Resolucion:

113.a)VdeR?, VbheR?,VieR?: (@ — b)x2¢ = 2[¢x (b — d) VERDADERA

(@-b)x2é=2[@@- b)xé] = 2[-¢x(@-b)] =2 [¢x[-1(a-Db)]| =2[¢ x (- a)]
1 2 3 4

1) Asociativa del escalar con el producto vectorial.

2) Propiedad anticonmutativa del producto vectorial.

3) Asociativa del escalar con el producto vectorial.

4) Distributiva del escalar, respecto a la suma de vectores.

113b) VD eR®: ix(@xi) + jx@xf) + kx(Bxk) = 29 VERDADERA
Si: 73 = (vl;vz;v3) = U1i+ v2j+ 173]2

ix(Bxd) + Jx@xf) + kx(Bxk) = 1128 — @91+ 25— G.9)F + |k 5-

o
1
—(12.13)]2 = V—v il +0—v,]+7—v3k = 3% — (vl + vy f + vsk) = 3v —v = 20U
2 3 4 5
1) Aplicacion de la expresion equivalente del doble producto vectorial:
(Gxb)xé = (@.Ob— (b.0)d
2) 112 = |jI* = |l§|2 = 1y aplicacion de la definicion del producto escalar.
3) Suma de términos semejantes y asociativa de términos con extraccion de factor comin (—1).
4) Definicion del vector .
5) Definicion de suma de vectores.
113.c) VdeR?, VbheR?: dx[dx(dxb)] = —ldl>(bxd)  FALSA
Un contragjemplo podria ser (seria conveniente buscar otro...):
Si los vectores elegidos son: @ = (1; —1;1) y b = (0;2;1), resulta:
dxldx(ax B)] = (9;3;-6) y —]d|? (Bx d) = (-9; —3;6), con lo cual, los resultados que

encontramos son vectores opuestos.

113.d) VdeR?,VbeR® : (d+ b).(a+ b) = |@+ b VERDADERA



Si:d = (ay;a,; az) yb = (by; by; b3)

(&+B).(a+5) (a1+bl;a2+bz;a3+b3).(a1+b1;a2+bz;a3+b3) (a1+b1)2+

-
1

+ (az + by)* + (az + b3)?

will

1) Definicion de suma de vectores.
2) Definicion de producto escalar.

3) Definicion de médulo de un vector: si: X = (x1; %35 x3) — %] = 112+ 2,2 + x52
luego: |X]? = x2 + x,2 + x32.

113.e) VaeR?, vbeR® : (i+5).(@+5) = |2 + |b°  FALSO

(G+5).(@+b) = |a+ 5| =la? + |b|
Contraejemplo:

Si:d = (3;-1;1)yb= (1;5;-3) - d+ b= (4;4;-2)

@+ b = (Va2 + 42 + (—2)2)2 = 62 = 36

~
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ldl> + |p| = 11 + 35 = 46

-

11.3.f) No existen vectores d y b en R3, tales que la terna de vectores {51 ,b,dx E} resulten coplanares.

> Si: alguno de los vectores d 0 b es el vector nulo, la proposicion resulta FALSA, ya que el producto
mixto resulta igual a: 0. Ademas el vector nulo, siempre resulta coplanar con cualquier vector.

> Si: los vectores d y b son paralelos:

-

/b - b=a.d A a %0 (pues a = 0, b = 0 esta contemplado en el analisis anterior),
luego : (51; ad; ax (a ﬁ)) = (&; ad; 6) = 0 - los vectores resultan coplanares,
entonces existen vectores d y b de R3 que resultan coplanares.

Por lo tanto, la afirmacion resulta FALSA, pues la afirmacion asegura que no existen vectores d y b de R3,

tales que la terna de vectores {& b,dx B} resulten coplanares.

EJERCICIO 12.2)

Dadas las regiones de R? , describirlas en la forma: o = A1d + pu b , indicado los vectores: d y b

elegidos como asi también el rango de variacion de los parametros reales de A y u para cada caso.

Resolucion:



Se presentan una de las posibles soluciones, porque de los vectores d y b elegidos dependera la variacion
de los parametros A y u.

a) Si:d = (2;0) y b = (0;1), lavariacion de los parametros sera: 1 > 1y u = 1.
b) Si:a= (2;-1)y b = (0;1), la variacion de los parametros sera: VAeR y u > 0.
¢) Si:a= (2;-1)y b = (0;1), lavariacion de los parametros serd: VAeR y u = 1.
d Si:a= (1;3)y b = (0;4),lavariacion de los parametros sera: 0 < A < 1y

0 <upu<=s1
e) Si:a= (1;3)y b = (1;0),lavariacion de los parametros sera: 1 < A < 2y

0 < upu =< 4.

Nota: Una vez que analicen las posibilidades, intenten de representar y verificar que coincide con las
representaciones dadas.

MISCELANEA M3
En R?. Dos lados de un paralelogramo estan sobre lasrectas 7, =y —3x+1=0 y

r, =4y —x—7 =0 siendo A (5;4) uno de los vértices. Hallar las coordenadas de los otros tres vértices.

Respuesta:

Uno de los vértices faltantes, lo podemos determinar como interseccion de las dos rectas dadas, es decir
resolviendo el sistema:

(rr=s - Ba

—x+4y = 7

Dado que los vértices corresponden a un paralelogramo, debemos buscar rectas paralelas a las dadas que pasan
por el punto A. (Paralelogramo: cuadrilatero que tiene dos pares de lados opuestos y paralelos).

Para encontrar otro de los vértices, escribimos la ecuacion de la recta 73, paralela a la recta r; , que pasa por
el punto A.

r3 = y = 3x—11 , para hallar las coordenadas del segundo vértice faltante, resolvemos el sistema que
determinan las rectas 13 y 1y :

{— 3x+y = —11 (51 32)
- Cl—; —
—xtdy =7 11° 11
Para determinar el tercer vértice faltante, buscamos la ecuacion de la recta 1, , paralela a la recta 1, , que pasa
por el punto 4 .
=y = % x + % , para hallar las coordenadas del tercer vértice, resolvemos el sistema que determinan

lasrectasry, y 1y :

{—x+4y 11 R D(Eﬁ)
—-3x+y = -1 11° 11

Nota: Seria conveniente representar las cuatro rectas y ubicar los cuatro vértices del paralelogramo.

MISCELANEA M4




En R2. En una circunferencia de didmetro 10 cm. y centro en el origen de coordenadas O, se inscribe un
triangulo equilatero ABC como indica en forma esquematica la figura M4. Hallar, justificando cada respuesta
con un planteo y/o calculo adecuado:

a) La distancia entre O y el lado AC.
Respuesta:
Para determinar la distancia, conviene determinar la ecuacion de la recta determinada por los puntos Ay C.
Por el dato (diametro: 10 cm,), las coordenadas del punto 4 (0 ; 5).

Para determinar las coordenadas del punto C, consideramos el siguiente esquema:

0 0OC =5y OD= % y utilizando el Teorema de
Pitagoras, DC = % V3, con lo cual las coordenadas del punto
5 5
cGv3i-3)

D C

Luego una forma de encontrar la ecuacion de la recta determinada por los puntos: A y €, la podemos determinar
como:

x y 1
15 5 25
2 2 2
E\/g —E 1

r: 3x+ V3y—5V3=0

Pasamos la ecuacion de la recta a la forma normal o Hessiana. Para ello debemos obtener las componentes de
un vector normal y su médulo.

n,= (3;V3) - Iml=+V9+ 3 =12 = 2V3

., 3 1 5
La ecuacion normal de la recta resulta: 7 : PN t sy - 5= 0

Entonces: d (0 ;r) = |— ;l = g



