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SISTEMAS DE CUERPOS VINCULADOS

Segln hemos estudiado en la unidad correspondiente a cinematica del cuerpo rigido,
el mismo posee 6 grados de libertad, resultantes de 3 movimientos de desplazamientos
respecto de los ejes coordenados, y 3 giros alrededor de los mismos. Para que el mismo se
encuentre isostaticamente sustentado es necesario restringirle los 6 grados de libertad
mediante la aplicacion de vinculos convenientemente distribuidos. Estudiaremos la
invariabilidad del movimiento considerando un cuerpo w al que le colocamos 6 bielas para
restringir los grados de libertad del cuerpo. En la figuran 2 1, fijamos el punto A del mismo a
tierra mediante 3 bielas no coplanares.

A Z
figuran©1l

Para inmovilizar el cuerpo, es necesario fijar 3 puntos no alineados del mismo a tierra. A
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continuacién, fijamos otro punto, como el B a tierra. Observemos, ¢qué ocurre si colocamos 3
bielas no coplanares en B, como lo indicamos en la figuran 2 2?.

\ Z

figuran?®?2

Segun podemos observar en la figura n 2 2, mediante 3 bielas no coplanares, fijamos el punto
A a tierra constituyendo un vinculo de 3 2 especie, y, mediante 3 bielas no coplanares fijamos
el punto B a tierra constituyendo otro vinculo de 3 2 especie. Pero, con 2 puntos fijos a tierra,
el cuerpo permanece cinematicamente variable, y no quedan restringidos sus grados de

libertad, pues el mismo podra girar alrededor de la recta que une estos puntos AB, por lo que
existe vinculacion aparente. En consecuencia, para que no exista vinculacién aparente en un
cuerpo vinculado por medio de 6 bielas no coplanares, es condicidn necesaria, que no
concurran mas de 5 bielas al mismo eje.
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En el siguiente analisis, fijamos a tierra un punto A mediante 3 bielas no coplanares,
como mostramos en la figura n 2 3, y luego, fijamos otro punto B, mediante 2 bielas no

coplanares con la recta AB, pues la condicidon de rigidez esta implicita por la distancia de este
segmento del sélido ideal. Tenemos 2 puntos fijos a tierra, pero, el cuerpo puede girar

alrededor de la recta E, en consecuencia, necesitamos una Ultima condicion de vinculo,
que, como hemos sefialado anteriormente, no debe concurrir a esta recta, ni ser coplanaria
con la misma. Ubicamos un vinculo de 1 2 especie en un punto C arbitrario, que cumpla con las
condiciones mencionadas.

4
figuran®3

Luego, desde A se transmite una biela AB a B, de forma tal que B es otro punto fijo ahora por
concurrir 3 bielas . no coplanares. Ahora, desde A transmitimos al punto C, la biela E Y,

desde B le transmitimos la biela BC . Estas bielas, juntos con el vinculo no coplanar a las
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mismas C*, constituyen el punto fijo C del cuerpo, y de esta forma, el cuerpo w posee 3
puntos fijos, quedando el mismo fijo a tierra, y, en consecuencia, cinematicamente invariable.

"En consecuencia, cuando un sdlido estd sustentado a tierra mediante 6 bielas, hay
vinculacion aparente cuando todas sus bielas cortan una misma recta".

Un ejemplo de vinculacién aparente se muestra en la figuran 24. En la misma
observamos que todas sus bielas cortan un mismo eje n-n.

figuran©4

' Z

| @

b6

b5

Como podemos observar de la figura n 2 4, las bielas bl, bz,bs, Yy b4 cortan la recta n-n,

mientras que las bielas b5 Yy b6, al ser paralelas a n-n, se interceptan con la misma en el punto

impropio de la misma.

Ecuaciones de equilibrio

|!
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Cuando estamos analizando el equilibrio de un cuerpo, las condiciones que se deben
cumplir para el mismo, son:

* a) la sumatoria de las proyecciones de las fuerzas activas y reactivas respecto de los ejes
coordenados igualadas a cero, con lo que se asegura que el cuerpo no posea desplazamientos
respecto de los mismos;

* b) La sumatoria de los momentos de las fuerzas activas y reactivas respecto de los ejes
coordenados sea nula, con lo que se evitan los giros respecto de los mismos.

La ecuaciones de equilibrio absoluto son:

>.Proy =0
2.Proy =o0
(1)<ZProyu=0
>.Mom,, =0
> Mom,,=0
>.Mom,,=0

Cuerpos vinculados

Cuando a un cuerpo a)lvinculado a tierra, al cual se le restringen los 6 grados de
libertad, por tanto inmovilizado, le articulamos un segundo cuerpo ), mediante una rétula
., como lo mostramos en la figura n 2 5, este segundo cuerpo, podra girar alrededor de los

ejes coordenados, con lo cual, se le deben restringir los 3 grados de libertad restantes para que
el conjunto permanezca en equilibrio. Entonces, una rétula es equivalente a un vinculo de
tercera especie.
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figuran®5

Con esto, deducimos que dos cuerpos vinculados mediante una rétula, poseen 9 grados de
libertad. Para que el conjunto sea cinematicamente invariable, se deberdn restringir las 3

condiciones de vinculo al cuerpo ., - Colocaremos 3 bielas no coplanares en un punto B

como lo indica la figuran 2 6.
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figuran©°6

Observamos las bielas [y ,[), ¥ ), concurrentes al punto B, constituyen una vinculacion

aparente, pues el cuerpo 0> puede girar alrededor de la recta r, B, como ocurre en el caso

mencionado anteriormente, y mostrado en la figura n 2 2 en el cual colocamos 3 bielas no
coplanares en 2 puntos, y el cuerpo permanecia cinematicamente variable. Entonces, para que
no exista vinculacidon aparente, las 3 bielas no deben concurrir a un punto. Entonces,

colocando en el punto B, 2 bielas no coplanares con r., B, y una tercer biela baen un punto

C, con la condicién que no corte a r., B, el conjunto permanecera cinematicamente

invariable. Analizaremos esta situacidon con ayuda de la figuran 2 7.
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figuran®7

Desde la rotula r, considerando que es un punto fijo de Y @, transmitimos una biela

al punto B de (), 9ue posee dos bielas concurrentes al mismo no coplanares con r, B,

definen a B, como punto fijo de a, Desde este, transmitimos a C, (con una biela b3 qgue no

cortaalarectay,, B), labiela BC,y, desde I,,, transmitimos a C, la biela rlZC , que,

junto con bs, y BC determinan el punto fijo C, de esta forma, el cuerpo ), Posee los puntos

fijos I, ,., B, y C, permaneciendo cinematicamente invariable el conjunto.

Al igual que cuando estudiamos cadenas cinematicas de chapas para que el conjunto
permanezca en equilibrio, no se transmitir momentos a través de las rétulas o uniones entre
cuerpos

Ecuaciones de equilibrio de 2 cuerpos vinculados
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Son las ecuaciones que determinan las reacciones de vinculo externo de los cuerpos vinculados
sometidos a determinado sistema de fuerzas

Ecuaciones de equilibrio absoluto

Las mismas se aplican para el conjunto de cuerpos, y son las correspondientes al estudio del
equilibrio de un cuerpo,

>.Proy =
2. Proy -
(ZyZProyzz=0
> Mom,,=
>.Mom,, =
>.Mom.,, =

Ecuaciones de equilibrio relativo

Debido que dos cuerpos vinculados poseen 9 grados de libertad, se deben utilizar 9
condiciones de vinculo externas para establecer el equilibrio de los mismos, pero las
ecuaciones de equilibrio absoluto, nos proveen solo 6 ecuaciones, por lo que, las restantes
ecuaciones se deben referir a ecuaciones de equilibrio de sumatoria de momentos de uno de
los cuerpos respecto de la rétula que los vincula. Como no se pueden transmitir momentos a
través de las rétulas, la sumatoria de estos momentos debera ser nula. En consecuencia, las
ecuaciones de equilibrio relativo se expresan,

ZMomru _
ZMomrm —
. _
2 Mom:”, =
ZMomrlz —
ZMomru —
. _
> Mom;, =

(2)

Grados de libertad (GL) de los cuerpos vinculados

Para determinar los grados de libertad de un conjunto de cuerpos vinculados, sabiendo
gue un cuerpo posee 6 grados de libertad, utilizaremos una expresién analoga a cuando
estudiamos la determinacidn de GL de cadena cinematica de chapas. La expresion utilizada (7)
nos permitia determinar los grados de libertad de una cadena cinematica de chapas, pero,
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siendo que cuando vinculamos chapas, cada articulacién es equivalente a un apoyo de 2 @
especie, en el caso de cuerpos, no es posible generalizar, pues debemos tener en cuenta la
forma de vinculacién entre los cuerpos, que nos determina el valor I. Pero, la expresidn para
determinar GL de los cuerpos vinculados es,

3) GL=6.n-> (Lr-1)

Donde:

* n: nimero de cuerpos vinculados;

* 1: grados de libertad restringidos por la articulacién;

* r: nimero de cuerpos concurrentes a cada articulacion

Ejemplificaremos con los cuerpos vinculados de la figuran 2 8.
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figuran®8

v &

En la figura n 2 8 muestra un conjunto de 12 cuerpos vinculados con rétulasen A, B, C, D, E, y
F. Cada rotula restringe 3 grados de libertad, mientras que los cuerpos 9, 10, 11, y 12 tienen
una vinculacién de 5 2 especie. Considerando que a las rétulas mencionadas concurren los

cuerpos:

A — cuerpos 1,8,y9
B — cuerposl,y?
C — cuerpos2,3,y6
D — cuerpos3,y4

E — cuerpos4,5,y7

F — cuerpos7,y8

(4)

De donde, los grados de libertad del conjunto seran,
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(5) GL=6.12-(3.4-3+32-3+3.3-3+3.2-3+3.3-3+3.2-3+54-5)=30

Grados de libertad de barras vinculadas

Como hemos estudiado, una barra posee 5 grados de libertad, por consiguiente, para
determinar los grados de libertad de un sistema de barras, la expresion (3), queda expresada

por,

(6) GL=5.n->(l.r-1)

Como ejemplo, determinaremos los grados de libertad del siguiente sistema de chapas de la
figuran@9.

figuran©9 E

Considerando, de la figura n 29, las barras concurrentes a las articulaciones,
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— 4hbarras:1,2,3,y8
— 4barras:3,4,5,y6
: > 5hbarras:6,7,8,9,y11
: — 3barras:2,9,y10
. — 2barras :10,y11
: — 2barras:5,y7

mTmooOw >

De aqui, los grados de libertad del sistema son:

(8) GL=511-(3.4-3+3.4-3+35-3+3.3-3+32-3+32-3)=13

A continuacion, ejemplificaremos con 2 problemas de aplicacidn, para clarificar conceptos
respecto a la determinacidn de las reacciones de vinculo en cuerpos y sistemas de cuerpos.

PROBLEMA DE APLICACION N @ 1: DETERMINAR LAS REACCIONES DE VINCULO, Y CONSTRUIR
LOS DIAGRAMAS DE ESFUERZOS CARACTERISTICOS CORESPONDIENTE A LA ESTRUCTURA DE LA

FIGURA N ¢ 10.
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Figuran®10 * ton/m

D E F
1 ton/m
1 tonm
c 2t
B z
X
o)
1 ton/m
y
A
datos
AB=BC =CD=DE=EF =1m
Resolucion

1 2) Analisis cinemadtico

Por tratarse de una pieza espacial, la misma posee 6 grados de libertad. Al estar vinculada la
misma a un empotramiento espacial , no existird posibilidad de desplazamiento alguno en
ninguno de sus puntos, por consiguiente, concluimos este punto afirmando que el sistema es
"cinematicamente invariable".

2 °) Diagrama de solido libre

|g
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En el mismo, colocamos en evidencia las reacciones de vinculo del empotramiento,
reemplazando el mismo por las fuerzas y momentos incégnitos correspondientes,
asignandoles las direcciones de los ejes coordenados, y sentidos arbitrarios. En la siguiente
figura n 2 11, mostramos esta situacion,

MFy
1 ton/m
. RFy
Figuran©°11
D E F RFx MFX
1 ton/m RFz
1 tonm
c 2t
MFz
B z
X
o
1 ton/m
Yy
A

3 9) Estudio del equilibrio, Determinacion de las reacciones de

vinculo externo.

A continuacion, planteamos las ecuaciones de equilibrio absoluto con tres ecuaciones de
proyecciones de componentes de fuerzas y tres ecuaciones de momentos al rededor de los
ejes coordenados, considerando la terna en el baricentro de la seccién F.
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(o)

>.Proy =0 —>-RF_X+1%.2m—2t:0 - R., =0

> Proy, =0 - RF_y—1%.1m=0 > R., -1

t
Y.Proy,=0 » R, -1_2m=0 > R =2

>Mom, =0 - -MF_X+1%-1m-0,5m=o - M., =05m

ZMomfﬁo - |\/|F_y+1%.2m.lm:0 - Mg, =-2m sentido opuesto T

ZMOszZZO - |\/|F_Z+1tm—1%.1m.2m:0 M., =1m

4 2) Verificacion de los resultados

Mediante las ecuaciones de equilibrio absoluto, realizamos la comprobacién de los valores

obtenidos en las reacciones de vinculo.

(2)

>.Proy =0 - 0+1%.2m—2t=0 verifical!

>.Proy =0- 1t-1%.1m:0 verifical!

>.Proy =0- 2t -1%.2m =0  verificall

ZMomA =0 —> -1L.1m.0,5m-li.2m2m+2t.2m+1t.1m-0,5tm:0 verificall
XX m m

Z I\/I(')m/;y =0 — -2tm+2t.2m -1i.2m.1m =0 verificall
m

ZMomizo — 1tm-1t.2m+1tm=0 verifica!l

5 2) Diagrama de cuerpo libre definitivo

En la figura n 2 12 mostramos las fuerzas con sus valores, direcciones y sentidos finales.
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. 1 ton/m //étonm
Figuran®° 12
E l‘
T 1 tonm

O 5 tonm

1 ton/m
1 tonm

X
1 ton/m

PROBLEMA DE APLICACION N 2 2: DETERMINAR LAS REACCIONES DE VINCULO, Y CONSTRUIR
LOS DIAGRAMAS DE ESFUERZOS CARACTERISTICOS CORESPONDIENTE A LA ESTRUCTURA DE LA
FIGURAN 213.
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figuran© 13

iy 3tm

AN

1t/m

AE =EB =BF = FC =CG =1m ; GD=2AE
Resolucion

1 2) Analisis cinemadtico:

Tratandose de una viga quebrada, la misma posee 6 grados de libertad, que se restringen con
el empleo de 6 apoyos de primera especie o bielas. Segun se observa en la figuran 2 10, no
hay mas de tres bielas concurrentes al mismo punto, como el nodo C, con lo cual no hay
vinculacion aparente. No existe la posibilidad que la viga pueda girar alrededor de un eje por
no concurrir mas de 5 bielas al mismo eje, que es el eje DC. En estas condiciones, afirmamos
gue el sistema es cinematicamente invariable Cl, por consiguiente es compatible
determinado, y tiene solucidn unica.
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2 2) Diagrama de sdlido libre.

En este diagrama, ponemos en evidencia los vinculos, reemplazando los mismos por fuerzas
incégnitas cuyos vectores representativos tienen direccidon conocida y sentido desconocido,

por lo que, en primera instancia se les asigna sentidos arbitrarios, esta situacion se indica en la
figuran @ 14.

figuran©®14
3tm

Dz 2 t/m

1t/m

3 2 Analisis del equilibrio.

Se plantean 6 ecuaciones de equilibrio absoluto, de las cuales 3 ecuaciones de proyecciones
respecto de los ejes coordenados, y 3 ecuaciones de sumatorias de momentos respecto de los
ejes coordenados considerando una terna de referencia ubicada en el nodo A.
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ZProyXX=o — DX—BX+1%-1m=0 - B.-D, =1
(1)<2Proyyy:o - Ay+Cy—1%.2m:0 - A,+C,=2
ZProyH:o—> -DZ+CZ—21.3—m+1l.1m:o > C,-D,=2

m 2 m

Mientras que las ecuaciones de sumatorias de momentos respecto de los ejes coordenados,
quedan,

> Mom,, =0 -1 omam—1m +1l.1m.0,5m—3t.2m+Cy.2m+CZ.2m—
m m
_ DZ.Zm =0 - Cy+Cz_ Dz = 4,25t
(2) > Mom,, =0 - B,-2m+D,.3m-,.2m+1m —1£.1m.2m +3t.Im=0
m
B.+,D,~D,=-

De los sistemas (1) y (2), surgen los siguientes valores de reacciones de vinculo:

1 . ) 7 9 2
=—=—t —sentido opuestoal asignado; =—t; =—t; =—t
A=, p 9 B.=4t: C,=7t:C.=3

3

D.= %t (yadeterminado) D, = —gt — sentido opuestoal asignado

4 °) Verificacion de los resultados obtenidos

En el siguiente paso, procedemos a verificar los valores de las reacciones obtenidas.

Z I:)royXX =0 > %t +1t —%t =0 verifica la igualdad

(4) Z P royyy =0 - %t -2t —%t =0 verifica la igualdad

2. Proy =0- gt -2t +§t =0 cerifica la igualdad

Para la verificacion de las ecuaciones de momentos, ubicamos la terna de referencia en A.
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(5)

Z |\/|0m:\X =0 — -1tm -1i.gm +1l.2m.1m +%t.2m =0 verifica la igualdad
m m

Z |\/|0m;\y =0 — 1tm +1i.1m.3m —-3t.2m +§t.3m =0 verifica la igualdad
m

A t t 1 1 7 9
=0 - 3tm+1—2m.3m+1—Im.—m+—-t.3m—-——t.2m-—t.3m=0
Z Momzz m m 2 4 4 4

verificada esta Ultima igualdad, confirmamos las reacciones anteriores

5 2) Diagrama de sdlido libre definitivo

En la figura n 2 15 mostramos los valores definitivos de las fuerzas, junto con

direcciones y sentidos.
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figuran©15

3tm

2 t/m

Wi
—t

Hiw
~t

1t/m

PROBLEMA DE APLICACION N 2 3: Dos cuerpos .Y @, se encuentran vinculados por la

rétula A12 como loindica la figura n 2 16. El cuerpo (1, S€ encuentra vinculado a tierra 3

bielas en A, B y D, mientras que el cuerpo (), Posee un empotramiento espacial en H. Para las

solicitaciones indicadas en la cadena, se pide realizar:
1 9) el andlisis cinematico del conjunto;
2 9) el diagrama de cuerpo libre;

3 2) el estudio del equilibrio, determinando los valores de las reacciones de equilibrio externo
e interno;
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4 9) |os diagramas de esfuerzos caracteristicos en todos sus tramos.

figuran© 16
A B/ / g0=2 t/m

wil ?1 tm AlL,2

/ / w2 G H

c // 1t/m 13 i
Wwﬂ? 2 tm z

1tm X

D 0

y

datos:

AB=BC=CD=DE=EF =GH =1m; FG=2AB

Resolucidn

1 2) Andlisis cinematico.

Al tratarse de una estructura formada por 2 cuerpos 0 (ABDF) y 0N (FH), posee los

siguientes grados de libertad:
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GL=2.6—(32-3)=9

Debido a que los mismos estan vinculados por una rétula A1-2 que restringe 3 grados de

libertad.

En el cuerpo (), €xiste un empotramiento espacial que le impone 6 condiciones de

vinculo al cuerpo, restringiéndole 6 grados de libertad, en consecuencia el mismo esta fijo a
tierra, restando restringir 3 grados de libertad al sistema, para lo cual se deben colocar 3

condiciones de vinculo en el cuerpo 0 dada la imposibilidad de colocar vinculos en el

cuerpo (), , pues los mismos resultaran superfluos.

Al ser la articulacion ,A\1 ,un punto fijo de X podemos considerar que 3 bielas no

coplanarias, en consecuencia, no deberan concurrir mas de 5 bielas a la misma recta.

De la observacién de la figura n 2 1, concurren 5 bielas a la recta definida por Auy D,

considerando la biela en B de direccién y paralela a la recta y se une en el impropio a dicha
recta, es decir, que se cumple el requisito.

Ademds, las bielas agregadas no son coplanarias entre si mas de 2 de ellas.

Por lo expresado en el analisis efectuado, concluimos que el sistema es
cinematicamente invariable Cl, y continuamos con el diagrama de cuerpo libre.

2 2) Diagrama de cuerpo libre.

Para esto, reemplazamos los vinculos externos e internos por vectores fuerzas y
vectores momentos desconocidos en la estructura de la figura n 2 16, asignandoles
arbitrariamente el sentido de los mismos, como lo indica la figuran 2 17.

|g
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figuran® 17

1tm

3 2) Estudio del equilibrio.

Comenzamos planteando las ecuaciones de equilibrio absoluto, para lo cual ubicamos la terna
de referencia en el nodo H.

Planteamiento de las ecuaciones de equilibrio absoluto.

2.Proy =0 - HX—DX+1%-2m=0 - D.~H.=2

> Proy =0- By-Hy-%-Zm:O - B,-H,=2t

ZProyzzzo - AZ+HZ—2%.3m%+3t:O - A,+H,=0
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En cuanto a las ecuaciones de sumatoria de proyecciones de momentos, se tiene,

> Mom, =9 > M.,..- 2tm-1%.2m.1m +B,2m- A,.2m=0
2m. By—2m.Az+ M, =4tm
t 3m
@) > Mom,, =0 = -M,., +2— =% 1m-3t1m-1tm- A, 4m =0
amA,+M,_, =-lm
> Mom,, =9 > M.., +l%.2m.1m -1%.2m.3m +B,3m-D,-2m=0

M., +3m.B,-2m.[D, = 4m

Ecuaciones de equilibrio relativo. Consideramos tres ecuaciones de sumatorias de

proyecciones de momentos del cuerpo (), respecto de la articulacién ,A\12 .

ST
B, A=2

Z Momy’?‘}g}l =0 —>-1tm- A .Im=0 — A =-1t sentidoopuestoal asignado

t
> Mom2: =0 - -2tm-1_2m.1m+ B,.2m- A,.2m =0

(3)

S MomA: =0 -D,.2m+1-- 2mim=0 — D =1t
m

2,
De los sistemas de ecuaciones (1), (2), y (3) resulta,

A, =-1t sentidoopuestoal asignado; H, =1t
(4} D, =1; By =1t ; H, = -1t — sentido opuestoal asignado; Hy = -1t sentido opuesto

alasignado; M, =0 M, =3tm; M, ,=3tm

En cuanto a las reacciones de vinculo interno, determinamos las mismas por el equilibrio de

cada uno de los cuerpos. Considerando el cuerpo ), Por sencillez de resolucién, tenemos,

ZProyXXw =0 > A,,,~Ut=0; A, =1t
(5) >Proy ~=0- A, +1t=0; A, =-It sentidoopuestoal asignado
Noz '

2y

>P royzz-wl =0—> A, +3t- 2%.3m% +1t=0; A, ,, =-1tsentidoopuesto

Antes de continuar la resolucidn, es conveniente realizar una verificacién del equilibrio, para lo

cual, ubicamos la terna de referencia en la articulacién A12 )
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>.Proy =0 - 1%.2m -1t-1t=0 — verifica igualdad

>, PI’Oyyy =0 > -1%.2m +1t+1t =0 — verifica igualdad

2. Proy =0 - -1t+3t- 2%.3m% +1t =0 — verifica igualdad

Z Momxfol =0 - -2tm -1l.2m.1m +1t.2m+1t.2m =0 — verifica igualdad
2 m

> Mom,, , =0 — -3tm-1tm+1tim+1t3m=0 — verifica igualdad

> Momzz_A =0 — 3tm +1%.2m.1m -1t.2m-1t.3m =0 — verifica igualdad

Diagrama final de cuerpo libre. El mismo se obtiene reemplazando los valores obtenidos en (4)
y (5) en la figuran 2 17, obteniéndose la figuran 2 18.
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figuran© 18
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