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CINEMATICA DEL CUERPO RIGIDO

MODELO DE CUERPO RIGIDO

Un cuerpo rigido es un sistema de puntos materiales cuyas distancias mutuas permanecen constantes
por mas grandes que sean las fuerzas que actlen sobre él. Esto determina la condicidn de rigidez que

matematicamente podemos expresar del siguiente modo:

Y
T — T;;| - [111',:; = cte
"B . . . . . ’
jf Si empleamos letras para indicar las posiciones de cada particula,
/
YRiA .« ez
/ esta condicidn se expresa
"'i’:‘/‘gfjA
Nyl '13‘ = dap = cte
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Es decir, ninguna fuerza que “actue” sobre el cuerpo rigido serd capaz de modificar la distancia que
guarda cada una de las particulas que componen al sélido con todas las demas. Esta es su caracteristica

distintiva.
Elevando al cuadrado:
(7; = 7) - (Fi = 7) = dy, = cte
y derivando esta expresion respecto al tiempo obtenemos la condicidn sobre las velocidades.

a7, dF\ . L.
__'!" '(Tt'—T;;)ZQ(Ué_Uk)'(T‘i_Tk)

dt dt

0=2

Esta es la condicidn cinematica de rigidez, que podemos escribir

— —
lp, =

;- (Tt' — T;;) = (Tt' — T;;)
o, empleando letras, para cada par de puntos del sélido

4. AB =¢® . AB

Dividiendo por la distancia entre las particulas Ay B
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siendo cada miembro la proyeccién de la velocidad en la direccion del vector -’1§

Prﬂ}’”ﬁ(ﬁﬂ} = prﬂ}r”ﬁ(ﬁﬂ)

La condicion cinematica de rigidez implica que, dadas dos particulas, 4y B, la proyeccion de sus

respectivas velocidades sobre la recta que las une es la misma.

El que las dos proyecciones sean iguales quiere

decir que la componente de las velocidades en

g
— pm)ﬁ”fﬁg’,) esa direccion es la misma; las dos particulas
AB Be—» ’

i avanzan o retroceden a lo largo de esa linea en

proy.(?) v

igual medida, manteniendo su distancia relativa

Un cuerpo asi solo existe en condiciones ideales, por eso se trata de un modelo, pero en muchos casos
es posible aproximar el comportamiento de un cuerpo solido al de un cuerpo idealmente rigido ya que
las deformaciones que sufre el objeto en su movimiento son muy pequefias y a fines practicos

despreciables.

La condicién de rigidez impone limitaciones a las posibles distribuciones de velocidades. Solo aquellos
movimientos que preservan las distancias entre los puntos son admisibles. Estos movimientos posibles

se conocen como movimientos rigidos.

En general, el movimiento de un sélido rigido puede ser muy complejo; sin embargo, haciendo

oportunas descomposiciones, puede ser analizado por partes, lo que nos permitird simplificar el

problema.

En la siguiente animacion se ha representado el movimiento de un bolo lanzado al aire:
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El bolo durante su vuelo describe un movimiento complejo, en el que gira y al mismo tiempo va
desplazandose hacia la derecha. Como el sélido es un sistema de particulas, podemos calcular
la aceleracion de su centro de masas utilizando la segunda ley de Newton. Las Unicas fuerzas externas
gue actuan sobre él (despreciando el rozamiento) son los pesos de las particulas que lo constituyen vy,

por tanto, la aceleracion de su centro de masas viene dada por:

- l o = 1 -
Aoy = 2F,,=—2mg=g
M M
Es decir, el centro de masas del bolo se mueve como un punto de masa igual a la masa total del sistema
lanzada al aire. Por tanto, describe un movimiento parabdlico.
Utilizando la segunda ley de Newton aplicada a un sistema de particulas podemos describir el

movimiento de traslacion del centro de masas de un sélido rigido.

Sin embargo, en la animacidn se observa que, ademas del movimiento de traslacidon de su centro de
masas, el bolo describe una serie de giros. La segunda ley de Newton es valida Unicamente para
describir movimientos de traslacién, por lo que debemos encontrar otra ecuacidn que nos permita

analizar la parte rotacional del movimiento.

Si observamos el sélido desde un sistema de referencia situado en su centro de masas (parte superior

derecha de la figura):

)
&5

s

vemos que su movimiento es Unicamente de rotacion.

El movimiento del bolo se puede estudiar como la composicion del movimiento de traslacion de
su centro de masas con respecto al origen del sistema de referencia y la rotaciéon con respecto a

un eje que pasa por el centro de masas.
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CLASIFICACION DEL MOVIMIENTO DE LOS SOLIDOS RIGIDOS
MOVIMIENTO DE TRASLACION PURA

Un sélido rigido experimenta un movimiento de traslacién cuando cualquier recta PQ que une dos

puntos cualesquiera del cuerpo mantiene su direccién durante el movimiento.
Entonces se cumple que:

Cualquier punto del sélido rigido recorre trayectorias idénticas con la misma velocidad

y aceleracidon y en consecuencia se puede hablar de una unica velocidad o aceleracién

para el sélido rigido.

Si se toman dos particulas A y B cualesquiera
pertenecientes al sdlido rigido, sus vectores

posicion se relacionan:

?B :T'_A)+E

Derivando la expresidon anterior respecto del

tiempo tenemos:
dry _dr, , 448
dt  dt = dt

Durante la traslacion el vector AB permanece constante, en modulo (ya la distancia entre dos puntos
pertenecientes a un sdlido rigido es invariable) y en direccidn (pues en la traslacion pura cualquier
recta perteneciente a un sélido rigido mantiene su direccién en el movimiento); por lo que su derivada

es nula:

dAB
dt

Sustituyendo en la derivada y derivando de nuevo:

dry _dr, .,  _,
—=—SUp=7
dt — dt B— "4
a7)3 dvy —
—=——>dg=a
dt — dt B— T4

Todos los puntos del sélido rigido tienen la misma velocidad y aceleracién para un instante
determinado. Por esta razdn, en el caso de la traslacion pura cuando se puede hablar de velocidad o

aceleracion del sélido rigido.
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La traslacidon puede ser rectilinea o curvilinea.

b Traslacion rectilinea: todos los puntos del sélido recorren trayectorias

Z rectas y paralelas entre si.

Traslacidon curvilinea: las trayectorias recorridas por los distintos puntos del cuerpo son curvas. En la
Figura la estructura circular de la rueda tiene rotacion pura pero los carritos, despreciando los

pequenos balanceos, tienen un movimiento de traslacion circular.

Los puntos A y B describen circunferencias iguales con sus centros desplazados, los puntos tienen
velocidades y aceleraciones iguales y la posicion del carrito es siempre horizontal (cualquier recta

contenida en el cuerpo mantiene su direccién en el movimiento).

MOVIMIENTO DE ROTACION PURA O ROTACION ALREDEDOR DE UN EJE FUJO
Se dice que un sdlido tiene un movimiento de rotacidn pura cuando gira alrededor de un eje fijo

Todos los puntos del sdlido describen trayectorias circulares cuyos centros se
encuentran alineados en una recta perpendicular a cada una de las trayectorias
denominada eje de rotacidn. Los puntos situados sobre el eje de rotacién tienen

velocidad nula.

Para estudiar este tipo de movimiento vamos a comenzar representando un sélido rigido
rotando alrededor del eje fijo 8, y definiendo las magnitudes vectoriales Wy a”, es decir la

velocidad y aceleracién angular del sélido.
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Puesto que el sélido gira, su orientacidon cambia, y por lo tanto es necesario

un parametro que indique que tan rapido gira, es decir un parametro que

exprese el angulo girado por unidad de tiempo. Y

Siendo 6 el angulo que gira el sélido en torno a su eje, pueden definirse la

velocidad angular W y la aceleracién angular a”:

W : Velocidad angular del sélido rigido:

-

, dae
Moédulo: w =—
dt

Direccién: perpendicular a la circunferencia trayectoria, pasando por su centro; coincide con
la direccidn del eje de rotacion.
Sentido: el del avance del sacacorchos al girar en el sentido del movimiento.

Punto de aplicacion: cualquier punto del eje de rotacidn, ya que es un vector deslizante.

a : Aceleracién angular del sélido rigido:

, dw
Médulo: a=—
dt

Direccién: perpendicular a la circunferencia trayectoria, pasando por su centro; coincide con

la direccidon del eje de rotacién

Sentido: cuando a tiene el mismo sentido que W el
sélido gira cada vez rapido; si a” tiene sentido

opuesto a w; el sélido estd frenando (ver figura)

Punto de aplicacion: cualquier punto del eje de rotacidn, ya que es un vector deslizante.

En este punto resulta interesante insistir en un par de ideas en torno a las dos magnitudes vectoriales

definidas:

Se puede hablar de una velocidad angular W y una aceleracién angular @’ que definen el
movimiento de rotacion pura del sélido rigido.

— - .7 . . . .

W y a también caracterizan los movimientos circulares de cada uno de los puntos
pertenecientes al sélido rigido. Asi, podremos calcular la velocidad y la aceleracién lineales de
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un punto cualquiera del sdlido rigido considerando su movimiento circular en un plano

perpendicular al eje de rotacion.

Aclaracion: w y a” tienen la misma direccién por tratarse de una rotacidn alrededor de un eje fijo,
el cual es un movimiento particular. Se vera mas adelante que en el caso del movimiento general

wy a pueden tener direcciones diferentes.

Supongamos que a continuacion desean conocerse la velocidad y aceleracion lineales de un punto
cualquiera P del sélido que rota con una velocidad angular W y una aceleracién angular a”

alrededor de un eje fijo 6.

En la Figura se han representado el eje de rotacidn y la trayectoria de
un punto. Puede observarse, que el eje de rotacidon & pasa por un
punto O conocido y que el punto P describe una circunferencia situada

en un plano perpendicular al eje § y con su centro O” en dicho eje.

Para calcular la velocidad del punto P se parte de la expresidn de la

velocidad instantdnea obtenida anteriormente:

—

Up

_drf _ds _|
T ar ™

e Mddulo: Se sabe que ds = Rdf y en la Figura se observa R = rseng, por lo que:

ds Rdf R
v, =—=——=R.w =rsenp.w
Podt dt ¢
e Direccién: u; tangente a la trayectoria, es decir, tangente a la circunferencia
e Sentido: el del movimiento

e Aplicada en el punto P

Por Gltimo, puede verse que el vector v~ es el producto vectorial de la velocidad angular del sélido

y el vector de posicion del punto P respecto de cualquier punto que pertenezca al eje de rotacién:
— —
Up = Wxr

Para calcular la aceleracién del punto P se deriva la velocidad respecto del tiempo. La expresién
obtenida puede descomponerse en las denominadas componentes intrinsecas de la aceleracion:

la aceleracion tangencial y la aceleracién normal.
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La aceleracién tangencial: a;, = a X 7

e Modulo: ar=a-rsenp=R-«a
e Direccidn: tangente a la circunferencia trayectoria en el punto P
e Sentido: el que origina a

e Aplicada en el punto P

La aceleracién normal: a” =W X (W X 7) = Wxv,

e Mddulo: an=w - vpsen90°=w-R-w=w? R
e Direccién: Normal a la trayectoria
e Sentido: hacia el centro de la circunferencia descrita por el punto P

e Aplicada en el punto P

Por ultimo, pueden calcularse el médulo de la aceleracién y el angulo B que forma la aceleracidn con

la tangente:

a= |a?+a2=+R%a?+R2w*=R.\Ja? +w*
an
t = —
9B 2,

MOVIMIENTO GENERAL DE UN SOLIDO RIGIDO: MOVIMIENTO ROTOTRASLATORIO

Hasta el momento se han definido la traslacion y la rotacion pura como movimientos elementales del
sélido rigido. Recordemos que en el caso de la traslacion todos los puntos tienen la misma velocidad y

la misma aceleracién y por lo tanto pueden definirse una v”y una a” para el sélido.
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En el caso de la rotaciéon pueden definirse una w y a’, que son las que producen el cambio de

orientacién del sélido en el espacio.

En el ejemplo de la Figura, la barra AB no tiene un movimiento
de traslacion ya que es evidente que los puntos Ay B no tienen
la misma velocidad y que la barra cambia de orientacién en el
movimiento. Sin embargo, tampoco se mueve con rotacion
puraya que los puntos Ay B no describen trayectorias circulares
con eje comun, por tanto puede deducirse que su movimiento

es general.

El movimiento general un sdlido rigido consiste en una traslacion y una rotacion
simultaneas y por lo tanto puede expresarse en cada instante como la superposicién de
una traslacion de un punto de referencia arbitrario y una rotacién alrededor del eje que

pasa por dicho punto de referencia.

La velocidad de cada punto del cuerpo rigido serd, de acuerdo con la superposicion de movimientos

independientes:

—

1_])=U0+WX77

Esta es la expresidn del campo de velocidades para un movimiento rototraslatorio, puede observarse

que la velocidad de traslacidon v, es la velocidad de los puntos del eje de rotacién.

Este estado mas general de movimiento de un cuerpo rigido esta definido por los vectores vy y w,

conocidos los cuales, el movimiento queda integramente determinado.
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Puede demostrarse que el campo de velocidades cumple la condicién de rigidez
Si para todo T se cumple
() =ty + & x 7
entonces, para dos puntos cualesquiera se verifica
i?(fa) = i&;-+—dj = fﬁ
i?(fﬁ) = i&;-+—dj = fﬁ
Restando
U(7y) = 0(r1) = & x (72 — 71)
El segundo miembro es ortogonal a FE - Fl, por lo que
(U(72) — (1)) - (T2 —71) = 0
y separando los términos
U(ry) - (fp — 1) = 0(7) - (P2 — 71)

esto es, el campo de velocidades cumple la condiciéon de rigidez

También puede observarse que todos los puntos que estan sobre una recta paralela al eje de rotacion

(paralela a W) tienen la misma velocidad.

Si Py Q son dos puntos sobre una recta paralelaa w

@ & = Vg =g+ Wx0Q =75+wx (0P +PQ)=1,+wx (0P) =7,

Dado que el centro de masa es un punto notable del cuerpo rigido, es muy Util tomarlo como punto
de referencia del movimiento del rigido. De manera que la velocidad de cualquier otro punto del

cuerpo la podemos escribir como:

ﬁ:VCM'l'WXF

Donde 7 es la posicidn del punto respecto al centro de masa
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MOVIMIENTO PLANO

Un sdlido rigido realiza un movimiento plano cuando las
trayectorias de sus puntos y sus velocidades son en todo
instante paralelas a un plano fijo t tal y como se indica en la
figura. En este caso particular, la posicion del sélido y el
movimiento que describe en cada instante estard

determinado estudiando simplemente una seccion del sélido

por un plano paralelo al plano t considerado / /
n

Vamos a suponer la seccién plana escogida como representativa

del sélido situada en el plano coordenado XY.

En el movimiento plano general de un sélido rigido no hay ningln punto que se halle siempre en
reposo. Sin embargo, en cada instante, es siempre posible hallar un punto del cuerpo (o de su
extensidn) que tenga velocidad nula. Este punto recibe el nombre de centro instantdneo de rotacién

(CIR).

El centro instantaneo de rotacidn (CIR) no es un punto fijo. Si en un instante determinado el punto / es

el centro instantaneo de rotacién, entonces su velocidad es nula, de manera que:

U, =V, +BxIA=BxIA=> v, L 1A

o ] Portanto, larecta que une el CIR con un punto cualquiera A del sélido

es perpendicular a la velocidad de dicho punto.
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Si conocemos las velocidades de dos puntos del sdlido A Y B, el CIR estara en la interseccién de sus

rectas perpendicularesa v, yv g enAyB.

En todos los puntos del sélido que pertenecen a la recta que une el centro instantdneo de rotacién /

con el punto A, las velocidades son perpendiculares al vector IA:

Vv, =0 (CIR) Y .
w=—-4
14
0
w=-L
IB
(v
. w=-X
v, 1C
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Consideremos dos puntos del sdlido A y B cuyas velocidades, v, yv g, respectivamente, son

conocidas y que el punto | es el CIR. Si las velocidades a v, y v 5 son paralelas, el CIR se encuentra

en la recta que une los puntos Ay B.

A V4

1A

w="E

IB
b B [A+IB= 4B
v

w=-4

14

v

w===L

B

IA
& ; IB

AB=14-IB

Cuando dos o mas cuerpos estan unidos por un pasador, se puede hallar un CIR para cada
cuerpo. Como la velocidad del punto que une los dos cuerpos es la misma para cada uno de
ellos, los CIR de uno y otro deberdn estar sobre la recta que pase por el punto comun de

ambos cuerpos.
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El CIR de una rueda que gira sobre una superficie se encuentra en el punto de contacto de la rueda
con la superficie.

V, =0 (CIR)

La velocidad de un punto en el sélido siempre es perpendicular al vector de posicidon relativa dirigido

desde el CIR hacia el punto.

El lugar geométrico de los puntos que definen la ubicacion del CIR durante el movimiento del sélido se
llama centroda y, por tanto, cada punto de la centroda actia como el CIR del sélido sélo por un

instante.

I (CIR)

centroda
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