U.T.N. - F.R.Haedo Algebra y Geometria Analitica

GUIA DE EJERCITACION 4  ESPACIOS VECTORIALES REALES

Espacio Vectorial Real
Sea V un conjunto no vacio, R el conjunto de los nimeros reales, "+ 'y ' -’ dos operaciones
llamadas suma y producto respectivamente.

Definicién (V, R+ ’-') constituye un espacio vectorial real si y sélo si se verifican los siguientes
axiomas
Al. Leyde composicién interna parala’+'
Vo, EV,VU,eEV= (¥, '+ v, €V
A2. Leyconmutativaparala’+’
Vo, EVVI,EV= (¥, '+ ¥,) =W, +'7,)
A3. Leyasociativaparala’+'
VU, EVVU,EV,Vi, eV=10, "+ (0, +'U3) =W, "+ 1)+ U3
A4. Existencia de un elemento neutro parala’+'
VB EV,30eV/(#'+0)=(0"+"D)
A5. Existencia de elemento opuesto
VeV, I(-B) eV [B'+'(-B)] =0
A6. Leyde composicion externa parael -’
VieEVVaeER= (a'-'V)EV
A7. Ley asociativa mixta parael -’
ViEV,VaeER, VBER=a'-'"(B'"'V)=(a-p) '
A8. Existencia de un elemento neutro parael -’
VoeEV,A1eR=>1"-"¥) =7
A9. Propiedad distributiva del ' - ' con respecto a la suma en R
VieV,VaeR, VBeER= (a+ B)' "' v=a'"-'"v'+'B"'v
A10. Propiedad distributiva del ' - ' con respectoala’+ '
Vo, EVV, EV,VaER=a'-'(%, '+ V) =a’''v,'+ " a’-" 7,

Los elementos del conjunto V se denominan vectores (¥, Uy, U3, ... ); el elemento neutro para la
—
"+ ' denotado por 0 se denomina vector nulo; los elementos del conjunto R se denominan escalares.
Si en lugar de R, se toman los escalares pertenecientes al conjunto Z de los nimeros enteros, el

(V, Z' +, ’~') se denomina espacio vectorial entero; analogamente, al considerar el conjunto de los

rr

numeros complejos C, (V, c'+'" ) se denomina espacio vectorial complejo, ...

Propiedades Si (V, R+, ’-') es un espacio vectorial real, entonces:
Pl. VDEV,0ER=0"-'$=0

P2. 0eV,vaeR=(a’-'0)=0

P3. Si0-'3=0=2>a=0vV5=0

Pa. VvieVVaeR = (—a) "' v=a’'-'(-V)= —(a'-'D)

Subespacio Vectorial Real
Definicién Sea S un subconjunto no vacio de V, se denomina subespacio del espacio vectorial

(V, R+, '-’) si y solo si es en si mismo un espacio vectorial con las operaciones '+ 'y ' -’ definidas
enV.
Para que S sea subespacio, debe verificar las siguientes condiciones:
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Cl. ScV

C2. S+0¢

C3. VU, eESVi,eS=W,'+'V,)€ES
C4. VVESVaeER= (a'-'V)ES

Propiedades
Pl. 0€ES

P2. SiS;yS, sonsubespaciosde (V, R+, ’-'), entonces (S; N'S,) esun subespacio (V, R+ '«’)
P3. S= {6} y S =V se denominan subespacio triviales

rr

Notacidn: En los siguientes parrafos se identificara al espacio vectorial (V, R+ ) con el conjunto
V. Por una cuestién de practicidad un simbolo + simple reemplazarda’+ ', y un simbolo-a '-'.
Combinacidn lineal de vectores
Dado un conjunto de vectores {¥;; U,; ...; U} € V, se dice que ¥ € V es una combinacién lineal
de los elementos del conjunto si existen a4, a5, ..., @, € R tales que verifiquen
U=V + ayl, + - + a1y

Dependencia e Independencia Lineal

Dado un conjunto de vectores {¥;; U,; ...; U, } € V, se dice que es linealmente dependiente si
para la combinacidn lineal entre los elementos del conjunto que da por resultado el vector nulo, no
todos los escalares son simultaneamente nulos, es decir

Si Uy + ayUy + -+ AUy, = 0=13 alging; #0 i = 1,2,---,m.
El conjunto se denomina linealmente independiente, si la Unica solucion posible es que todos los
escalares sean simultaneamente cero (solucidn trivial), es decir
Si oy V1 + ap¥, + -+ AUy, = 0= a;=0VvVi=12,--,m.

Sistema de generadores
Dado un conjunto de vectores {¥;; U5; ...; Uy} C V se denomina sistema de generadores de V
siVP €V, Ja; ERconi =1,2,..,m talque a,;V; + ayV, + -+ + ap Uy = V.
es decir que cualquier vector de V se pueda expresar como combinacion lineal de los elementos del
conjunto.

Base

Dado un conjunto de vectores {¥;; U,;+;U,} C V se denomina base de V si constituye un
sistema de generadores linealmente independiente. Cuando la base posee un nimero finito de
elementos, se denomina por dimension del espacio vectorial V a dicho numero.

Observacion: estos ultimos conceptos se pueden relacionar con un subespacio S, pudiendo establecer
la dependencia o independencia lineal, sistema de generadores, base y dimensién para dicho
subespacio.
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