U.T.N. F.R.Haedo Probabilidad y Estadistica

Guia de Ejercitacion 2. Calculo de Probabilidades

Ejercicio 1. Espacio muestral y eventos. El conjunto de los posibles resultados de un experimento

aleatorio recibe el nombre de espacio muestral del experimento. Serd indicado con E, vy la

probabilidad de ocurrencia de E vale 1, esto es P(E) = 1. Los eventos o sucesos serdn simbolizados
con letras como 4, B, C, etc. El evento nulo serd @ 6 { }. El evento complementario de A sera escrito

como A€ (otras formas posibles son 4’ 6 A).

En cada uno de los siguientes casos definir el espacio muestral; identificar si es finito o infinito,
discreto o continuo. De mencionarse, dar por extension los eventos asociados definidos, y expresar
literalmente y por extensién los sucesos complementarios correspondientes.

a) Se analiza un cilindro con una muestra de aire para detectar o no la presencia de una molécula
contaminante.

b) Se seleccionan dos componentes y se clasifican conforme cumplan o no un requerimiento de
resistencia eléctrica predeterminado.

c) Se arroja una moneda hasta obtener cara.

Eventos asociados. A: se arroja a lo sumo tres veces la moneda; B: la primera cara aparece

después de la segunda tirada y antes de la sexta tirada.

d) De una produccion donde hay articulos buenos y defectuosos se extraen sucesivamente hasta
obtener dos defectuosos consecutivos o cuatro articulos cualquiera sea su condicién. ¢Cuantos
articulos buenos debe haber como minimo en la produccién para que la respuesta dada sea
vdlida? ¢Cuantos defectuosos como minimo?

Eventos asociados, suponiendo que haya la cantidad minima requerida de articulos buenos y

defectuosos para que el espacio muestral dado sea valido. R: se efectian por lo menos tres

extracciones; T: se efectian a lo sumo tres extracciones.

e) En un experimento se selecciona una pieza moldeada por inyeccién y se mide su longitud.

Proponer tres experimentos aleatorios y definir en ellos al menos un evento.

Ejercicio 2. Diagrama de Venn.
a) Los siguientes diagramas de Venn contienen 3 eventos (4, B y C) de acuerdo a lo esquematizado.
Representar para cada uno de los esquemas (i) y (ii):

A B A B

(i) (ii)
A ANB;(ANnB)NC;(BUC)5(ANB)‘UC;(AnB)uU (A nB°).

b) Visualizar con el auxilio del diagrama de Venn que contiene 2
eventos, A y B, las siguientes igualdades:
(AU B)¢ = A° n B¢ (Primera Ley de De Morgan)
(AN B)¢ = A° U B° (Segunda Ley de De Morgan)
A¢ = (A°n B) U ((A° n B°)
(AnNB)=(A°NB) U (A°NB°) U (AN B°) E
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c) Afianzar la comprension. Indicar cudles de las siguientes relaciones son verdaderas.
Observacion: si una proposicion es verdadera lo tiene que ser en todos los casos. Asi, de
auxiliarse con los diagramas de Venn conviene utilizar el esquema (i) del item a), y no del (ii) del
mismo item pues sélo un caso particular.
i)(AUB)N(AUC)=AU(BnC)i)(AUB) = (AN B°)UB;ii)A°NB =AU B;

iv) AUB)‘NC=A°NnB°NnC;v)(ANnB)N(B°NC) =0Q;
vi) [AN(BUC)]* =(A°UB°) n (AU C®).

Ejercicio 3. Definicion de eventos contextuados y operaciones elementales con ellos.

a) Se prueba un artefacto electronico y se registra su tiempo total de uso, t. El espacio muestral es
E ={t € R/t = 0} y sean en él los eventos definidos como:

A={teR,,/t<0},B={t €R,,/50<t <100},C ={t € R,,/t <150}.
Definir los siguientes eventos: AUB; ANB; BUC; BNC;A; B®; C°.
Aclaracion: en la definicion de A no hay error de escritura.

b) Una instalacion consiste de dos calderas y un motor. Sean los sucesos, A: el motor funciona; B;:
la caldera 1 funciona; B, la caldera 2 funciona; C: la instalacion funciona. Si la instalacion funciona
cuando lo hacen el motor y por lo menos una caldera, expresar los sucesos C y C¢ en funcion de
operaciones de union, interseccion y complementos de 4, B; y B,.

Ejercicio 4. Ingenieros y fecha de vencimiento. Una compafiia de ingenieros constructores esta
actualmente trabajando en plantas eléctricas en tres lugares diferentes. Denotemos por 4; el evento
de que la planta del lugar i se termina para la fecha del contratoconi =1, 2, 3.
PI) Utilizar las operaciones de union, interseccién y complementos para describir cada uno de los
siguientes eventos en términos de A;, A, y A5, dibujar un diagrama de Venn y hacer un sombreado
de la region correspondiente a cada uno.

a) Por lo menos una planta se termina para la fecha del contrato.

b) Todas las plantas se terminan para la fecha del contrato.

c) Sélo se termina la planta del lugar 1 para la fecha del contrato.

d) La planta 1 no se termina para la fecha del contrato.

e) Exactamente una planta se termina para la fecha del contrato.

f) Nila planta 2 ni la planta 3 se terminan para la fecha del contrato.
Pll) Definir literalmente los eventos complementarios correspondientes a los definidos en Pl).

Utilizar las operaciones de unidn, interseccidon y complementos para describir cada uno de ellos en
términos de 4,, 4, y 4;.

Ejercicio 5. Experimento aleatorio y espacio muestral equiprobable. Estrategia visual.
Un dado equilibrado se arroja dos veces y se anota el resultado cada vez.
a) Escribir por extensién el espacio muestral E.
b) ¢Es E un espacio muestral equiprobable?
c) Ubicar en el diagrama de la figura correspondiente a los sucesos elementales que componen
los siguientes eventos:
: el primer resultado es igual al segundo;
: el segundo resultado es menor que el primero;
: el segundo resultado no excede en dos al primero;
: ambos resultados son 4;
:a lo sumo uno de los resultados es 4;
: al menos uno de los resultados es 4.
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d) Hallar las probabilidades de los eventos definidos en el item c).
e) Definir literalmente los eventos complementarios A€, B¢, C¢, D¢, F€, G°€.

Ejercicio 6. Validar orefutarargumentosdeasignacion de probabilidades. De una urna con cinco
bolillas rojas numeradas de 1 a 5 y tres negras numeradas de 6 a 8, se saca una completamente al
azar. Analizar la validez de las siguientes proposiciones y los argumentos que se presentan.

a) Solo hay dos resultados posibles: rojo o negro. Luego la probabilidad de cada uno es 1/2.

b) Las rojas tienen mas probabilidad de salir que las negras. Como 1 es roja y 6 es negra, es mas
probable que salga el 1 que el 6.

c) Cualquier bolilla tiene la misma probabilidad de salir, 1/8.

d) El experimento se realizé una vez y salio el 4. Esta bolilla se vuelve a introducir en la urna. Si se
vuelve a realizar el experimento, seria mucha casualidad de que vuelva a salir el 4. Luego, en dos
repeticiones consecutivas del experimento, si la primera vez salié el 4, en la segunda es menos
probable que salga el 4 que, por ejemplo, el 8.

Ejercicio 7. Diagramade Venn asociado a un espacio muestral y probabilidad de eventos. Sean
A, B y C tres eventos definidos en un mismo espacio muestral E. Dadas las siguientes proposiciones,
probarlas en base a los axiomas de probabilidad o bien visualizar estos resultados sobre
probabilidades de eventos relacionandolas con las areascorrespondientes en los diagramasde Venn.
a) Si A c B, entonces P(B) = P(A).

b) P(AUB) = P(A) + P(A° N B).

c) P(AUB)=P(A)+P(B)—P(ANB).

d) PAUBUC) =P(A)+P(A°NB)+P(A°N B° N C).

el PAUBUC(C)=P(A)+PB)+P(C)—P(ANB)—P(BNC)—PANC)+P(ANnBnNC().
f) Proponer expresiones equivalentes a los item d) y e) para la unién de 4 eventos.
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Ejercicio 8. Afianzar la comprension. Resolver las siguientes cuestiones en cada caso.
a) Sean Ay B eventos cuyas probabilidades son P(A) = x, P(B) =y, P(A N B) = z. Expresar en
términos de x, y, z las probabilidades:
P(AU B); P(A° U B°); P(A° N B); P(A° U B); P(A° n B°).

b) Sean A, By C eventos cuyas probabilidades son:
P(A)=0,7,P(B)=0,4,P(C)=04;,P(ANB)=0,3;
P(AnC)=0,25P(BNnC)=0,15P(ANnBNC)=0,1.

Calcular: P(LAUB); P[(AUB UC)¢]; P(A°NBNC°); P[A°Nn (BUC)].

c) Sean A, B y C eventos cuyas probabilidades son:

P(A)=P(B)=P(C)=1/4P(ANB)=P(BNC)=0yP(ANC) =1/8.
Calcular la probabilidad de que al menos uno de los eventos A, B 6 C ocurra.

Ejercicio 9. Tabla de relevamiento de informacién y probabilidades. La inspeccién visual de las
ldminas de un proceso de fabricacién de semiconductores arrojo la siguiente tabla con respecto a
particulas contaminantes:

Numero de particulas
contaminantes
Proporcion de obleas o
ldminas

0 1 2 3 4 5 o mas
0,40 0,20 0,15 0,10 0,05 0,10

Si se elige al azar una lamina de este proceso y se hace una inspeccion de ella:
a) ¢Cual es la probabilidad de que no contenga impurezas?
b) ¢Cuadl es la probabilidad de que contenga 3 o mds impurezas?
c) ¢Cuadl es la probabilidad de que la oblea contenga hasta 2 impurezas?

Ejercicio 10. Tabla de doble entrada. Diagrama de arbol. Al analizar la resistencia al rayadoy a los
impactos de 49 muestras de un policarburo pldstico, se obtiene la siguiente informacion:

Resistencia al rayado
Alta Baja
Resistencia Alta 40 2
a los impactos Baja 4 3

Se extrae una muestra al azar del conjunto y se analiza sus caracteristicas. Sea A el evento de que la
muestra tiene alta resistencia a los golpes y B el evento de que la muestra tiene alta resistencia al
rayado. Construir un diagrama de Venn para el experimento aleatorio. Interpretar literalmente cada
uno de los eventos: A N B; A°; A U B y calcular para cada uno su respectiva probabilidad. Proponer
un diagrama de arbol que represente al experimento.

Ejercicio 11. Tornillos, tuercas y demas. Una caja de articulos de reserva esta compuesta de la
siguiente manera: 10% de los articulos son tuercas, 8% son tornillos, 12% son articulos defectuosos,
4% son tuercas defectuosas y 3% son tornillos defectuosos. Se selecciona un articulo al azar de la
caja. Calcular la probabilidad de que:
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a) no sea tuerca ni tornillo;

b) sea tuerca defectuosa o tornillo defectuoso;

¢) sea bueno pero no sea ni tuerca ni tornillo.
Esquematizar un Diagrama de Venn asociado al experimento, un diagrama de arbol y una tabla de
probabilidades. Apreciar las ventajas o desventajas que se presentan en la confeccién de estas
representaciones de acuerdo a los datos del enunciado.

Ejercicio 12. ¢Y si de resistencias se trata? Un determinado dispositivo electrénico sélo puede
contener resistencias de 10£), 22Q y 4842 pero estas resistencias pueden tener potencias nominales
de 0,25W, 0,50W y 1W, dependiendo de cdmo se realice sucompra para minimizar costos. Se sabe
que en la compra que se realizé el 8% son resistencias de 102y 0,25W de potencia, 10% son de
1002y 0,5W, el 1% son de 102y 1W, el 20% de 2202y 0,25W, 26% de 2202y 0,5W y el 5% de
220y 1W. Del total, el 40% son resistencias de 0,25W de potencia, 51% de 0,5W vy el restante 9%
esde 1WW.

a) ¢Cuadl es la probabilidad de que al extraer una resistencia la misma resulte de 48.(?

b) ¢éCual es la probabilidad de que resulte 482y 0,25W?

¢) ¢éQué porcentaje hay de resistencias de 4802y 1W?

Ejercicio 13. ¢Qué numero era? Para abrir una cerradura de combinacidon se requiere de la
seleccidn correcta de un conjunto de 4 digitos en sucesion (por ejemplo, puede tratarse del PIN de la
tarjeta para extraccion de dinero de un cajero automatico). Los digitos se eligen desde el 0 al 9.
Calcular la probabilidad de poder abrir la cerradura sabiendo que

a) todos los digitos son distintos;

b) el nimero de cuatro digitos es capicua.

Ejercicio 14. Extraccion simultanea o sucesiva sin reposicion, ées lo mismo? De un conjunto de 25
articulos entre los que hay 7 defectuosos y el resto buenos, se extraen simultdneamente 5 articulos.
¢Cudl es la probabilidad de tener exactamente 3 articulos defectuosos entre los 5 extraidos? ¢Difiere
la respuesta si la extraccion se realiza sucesivamente sin reposicion?

Ejercicio 15. Lote de arandelas. Un lote de 50 arandelas espaciadoras contiene 30 que son mas

gruesas que la dimension requerida (fuera de tolerancia). Del lote se escogen 3 arandelas al azar, de

a unay sin reemplazo.

a) (Cuadl es la probabilidad de que las 3 arandelas sean mas gruesas que la dimension requerida?

b) ¢Cudl es la probabilidad de que la tercera arandela sea mds gruesa que lo tolerado, si las dos
primeras son buenas?

c) ¢Cuadl es la probabilidad de que la tercera arandela esté fuera de la tolerancia?

d) ¢Cudl seriael nimero de arandelasque es necesario tomar para que la probabilidad de que todas
ellas sean buenas sea menor a 0,04?

e) ¢(Cudl es el numero de arandelas que es necesario tomar del lote para que la probabilidad de que
una o0 mas sea mas gruesa que la dimensién requerida sea al menos 0,967 ¢Qué diferencia hay
entre esta pregunta y la anterior?

Ejercicio 16. Probabilidad total y control de produccion.

a) Controldecalidad enunalinea de produccion. Se disefié un procedimiento de control de calidad
que es eficaz el 90% de las veces en que el articulo es defectuoso y 95% en que es bueno.
Suponiendo que en una produccién hay un 1% de articulos defectuosos, calcular la probabilidad
de que el sistema actule con eficacia en un articulo elegido al azar.

b) Mezcla de producciones defectuosas. Para proteger los aparatos electronicos contra cambios
inesperados de corriente se usan fusibles. Los fusibles modernos se producen en placas de vidrio,
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con procesos de deposicion de metalesy litografia fotografica. En cada placa se producen varios
cientos de fusibles en forma simultanea. Al final del proceso, las placas se cortan con precision
utilizando sierras especiales. Cada fusible pasa por una de tres maquinas cortadoras alternas. La
maquina M, produce 200 fusibles por hora, la maquina M, produce 250 fusibles por hora, yla
maquina M3, 350 fusibles por hora. Después, los fusibles se mezclan. Las proporciones de partes
defectuosas que producen por lo regular esasmaquinas son 0,01, 0,02y 0,005, respectivamente.
Se elige un fusible al azar de la produccion de una hora, ¢cudl es la probabilidad de que cumpla
con el requisito de amperaje (que no sea defectuoso)?

Ejercicio 17. Teorema de Bayes. Dos maquinas automaticas, producen piezas idénticas, que son
colocadas en un transportador comun. El rendimiento de la primera maquina es el doble del
correspondiente a la segunda. El porcentaje de piezas sin defectos que produce la primera es del
60% y el de la segunda del 84%. Una pieza que se toma del transportador resulta sin defectos. Hallar
la probabilidad de que esta pieza haya sido producida por la primera mdaquina.

Ejercicio 18. Afianzar la comprension. Un dispositivo electrénico consta de dos subsistemas Ay B.
A partir de una serie de pruebas previas, se presupone que: la probabilidad de que el subsistema A
falle es 0,2; la probabilidad de que falle solamente el subsistema B es 0,15; y la probabilidad de que
ambos fallen es 0,15. Calcular:

a) la probabilidad de que el subsistema B falle.

b) la probabilidad de que el subsistema A falle solo.

¢) la probabilidad de que A falle sabiendo que B no falld.

d) ¢Son independientes las fallas de los subsistemas? Justificar la respuesta.

Ejercicio 19. Funcionamientoindependiente peronoidéntico.Parala confeccién de unsistema de
sefializacidén de emergencia se tienen tres indicadores. La probabilidad de que el indicador accione
durante la averia es igual al 0,95 para el primero de ellos y 0,9 para los otros dos. Se supone que su
funcionamiento es independiente del tipo de conexién, o no, entre ellos. Si los indicadores se
conectan en un sistema en paralelode tres ramas, écudl es la probabilidad de que cuando se produzca
una averia, el sistema lo indique? éCual si el sistema es de conexiones en serie?

Ejercicio 20. Los contactos A, B, C, D, pertenecena

distintos relés cuya probabilidad individual de falla es __A/, B_/._

_2 . ape . . .
107, Indicar la probabll_ldad de gue_arcule cqrrlente Entrada Salida
entre la entrada y la salida del circuito de la figura al — —
excitar los cuatro relés. Suponer independencia de ___C/ b ]

falla de los relés.

Ejercicio 21. El circuito siguiente trabaja si y solo si existe una trayectoria de dispositivos en
funcionamiento de izquierda a derecha. Se supone que los dispositivos fallan de manera
independiente. La probabilidad de falla de cada uno de ellos esta indicada en el esquema. ¢Cudl es la
probabilidad de que el circuito trabaje?

0,01 0,01 0,10
— A B T D
— —
Cc E
0.10 0.10
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|Lectura y comprension

El arte de predecir sucesos muy raros

Supongamos que la presencia de una cierta enfermedad virdsica se determina mediante un anélisis
de sangre que tiene una “sensibilidad” muy elevada de 0,999. Este nimero indica la probabilidad de que el
analisis de sangre de positivo si la persona tiene el virus. Supongamos también que la prueba mencionada
tiene una “especificidad” elevada del 0,9999, nimero que indica la probabilidad de que elanilisis dé negativo
sila persona no tiene el virus. En suma, un analisis de sangre de calidad: alta sensibilidad, alta especificidad.

Pero, si lo miramos desde la perspectiva de la persona cuya sangre se analiza, las apreciaciones
matematicas al respecto se tornan con otro matiz. Por extrafio que parezca, elsignificado (elvalor predictivo)
del resultado positivo o negativo de un individuo cambia segun la situacién. Concretamente, dependiendo de
la “rareza” de fondo del suceso que la prueba trata de detectar. Cuanto mas raro es el suceso entre la
poblacién de referencia, peorse vuelve la capacidad de deteccidn de la prueba, aun siendo la misma prueba
gue antes, con la misma sensibilidad y la misma especificidad.

Es mas facil de comprender con cifras concretas. Supongamos que el porcentaje de la poblacién de
unacierta regién infectada por ese virus es de 1,5%. Si sometemos a 10000 individuos de lazonaal excelente
anadlisis de sangre, podremos esperar 151 resultados positivos en total: 150 seran los individuos
verdaderamenteinfectados que obtendran auténticos resultados positivos en sus andlisis sanguineos, pero1
corresponderad al falso positivo que podemos esperar. Asi, si alguien obtiene un positivo para el virus en un
analisis de sangre, en esas circunstancias, la probabilidad de que esté infectado realmente con el virus esde
150 entre 151, un porcentaje de probabilidad del 99,34%.

Si esta misma prueba se realiza en una poblaciéon donde haya, aproximadamente un caso por cada
10000 individuos, el ultimo resultado es bien distinto. Si analizamos a 10000 personas, podremos esperar 2
resultados positivos en total: uno correspondiente a la persona verdaderamente infectada y el otro al falso
positivo. O sea que si alguien tiene un positivo para el virus en el andlisis de sangre, en esas circunstancias, la
probabilidad de que esté infectado realmente con el virus es de 1 entre 2, un porcentaje de probabilidad del
50%.

Estoes, pues, cuando elindice de fondo de un suceso nos dice que ésteesmuy raro, hasta un excelente
analisis de sangre se vuelve un tanto malo.

Hasta aqui, la lectura fue una adaptacidn del parrafo “Las estadisticas nos abruman” dellibro Mala Ciencia de
Ben Goldrace, Editorial Paidds, 2011, p190-192.

En la figura | mostramos elanalisis generalizado a partir de una proporciénp de individuos que tienen
el virus dentro de una poblacidn. En ella se grafica la probabilidad condicional de que si al individuo le dio el
analisis positivo, realmente esté infectado, simbolizada con P(A). Su célculo, expresado por

0,999p
P(A) = )
0,999p + 0,0001(1 —p)
es unaaplicacion directadel Teorema de Bayes. Se grafica el rango significativo de proporciones poblacionales
bajas (casos raros); para proporciones mayores de infectados, el grafico es asintético a 1.

En la figura Il se completa la visualizacion de este andlisis superponiendo a P (4) paratodoel rango de
p, la probabilidad condicional de que si al individuo le dio el analisis negativo, realmente no esté infectado,
simbolizada con P(B), cuyo célculo est4 dado por

P(B) =

0,9999(1 —p)
0,001p + 0,9999(1 — p)’

Fuerade este contexto, sieste analisis de altasensibilidad y alta especificidad se aplicase a un proceso
de control de calidad sobre unapoblaciéon de un 10% de individuos por debajo del estandar, se apreciaria su
excelente poder predictivo (baja probabilidad de errores). Observar que en este procesose cometen dos tipos
de errores: falsos positivos y falsos negativos, que no tienen la misma probabilidad (excepto paraalgun valor

de p).
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