U.T.N. — F.R.Haedo Algebra y Geometria Analitica

RESPUESTAS GUIA DE EJERCITACION 5 TRANSFORMACIONES LINEALES

Ejercicio 1.
1.1) Es transformacion lineal (T.L.); se corresponde con una proyeccion sobre el eje vertical para luego

1.2)

1.3)

1.4)

1.5)

1.6)

1.7)

efectuar una rotacién en /2 en sentido horario.
fRSR? / f, ) = 0,00 4-X =F0 - (0 )-(3) = (%)
Nu(f) = {(x1,0) Vx; € R} (todo el eje horizontal); dim(Nu(f)) = 1; B(Nu(f)) = {(1,0)}
Im(f) = {(x;,0) Vx; € R} (todo el eje horizontal); dim(lm(f)) =1; B(Im(f)) = {(1,0)}
(X =(25);y=03B4) i+y=(59
fG+fO) #fE+Y)
(10,0) + (12,0) # (5 9,0)
\ (22,0) # (45,0)
( x=@25;y=03B4) x+y=(5)9)
fE+FO)# fE+Y)

2-15+2)+@B—-14+2)# (5B-19+2)
\ (3,13) # (4,11)

No es T.L. Contraejemplo <

No es T.L. Contraejemplo <

EsT.L.
fiR3SR3/f(xy, x5, x3) = (2x1 — 6x3,0, —4x; + 12x3)

2 0 -6 X1 2x1 — 6x3
on ) 8) ()
-4 0 12 X3 —4x; + 12x3
Nu(f) = {(x1, %, x3) € R®/x; — 3x3 = 0} = {(3x3, %3, X3) VX5, Vx3 € R}
dim(Nu(f)) = 2; B(Nu(f)) = {(0,1,0); (3,0,1)}
Im(f) = {(w1,0,—2w;) Y, € R}; dim(Im(f)) = 1; B(Im(f)) = {(1,0,—2)}
EsT.L.
1 2 X X1 + 2x,
FiRESR3/f(xy,x3) = (g + 2%y, —xq, X1 + X3) ; (—1 0> . (xl) = ( —x; >
1 1 2 X1 + x,
Nu(f) = £(0,0) }; dim(Nu(f)) = 0
Im(f) = {(wy, wz, w3) € Rs/w1 — w, — 2w3 = 0} = {(wy, w; — 203, w3) Y, Vo € R}

dim(Im(f)) = 2; B(Im(f)) = {(1,1,0); (0,—2,1)}

=5 9= ) 3= o)

No es T.L. Contraejemplo fO+fO)#=fE+y)
[5— (=6)] + [-10 — (=7)] % 0 — 4
8+ —4
EsT.L.

X, X
fiRP>*2L5R?2/F(X) =X —XT conX = (x; Xz) € R?*2 jsomorfo con (x4, X, X3, x4) € R*
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X1 0
xZ xz - x3

0 0
0 0 = —
0 _1 1 O x3 —X2 + .X'3
0 O 0 O X4 0
X, X
Nu(f) ={X e R¥*?/X = X"} = {(x; xi) Vxy, Vx,, VX, € R} (matrices simétricas de orden 2)

aim(vu(n) = 3:80u(N) = {3 00 (¢ 9

Im(f) ={X e R?*2/X = —XT}= {(2

aim(im(n) = 1;8(m(N) = {(¢ 1)}

=2, %)~ _

X3 — X3

—-X
0 3) Vx; € R} (matrices anitsimétricas de orden 2)

0
Ejercicio 2.
_(1 0 . :
filc,y) = (x,—y) A = (0 _1) Reflexion con respecto al eje x
-1 0 L .
fLlx,y) =(—x,y) A, = ( 0 1) Reflexidn con respecto al eje y
_ _(0 1 . _
f306,y) = (y,x) A, = (1 0) Reflexion con respectoalarectay = x
Rotacién en /4 alrededor del origen con sentido antihorario
g oG cos (%) —sen (%) /ﬁ 2
2 2 V2 2 2) = 2 > Ty
f4(x,y)=<7x—7y,7x+7y>,fl4= : Y= 2 2

sen (%) CosS (%) g g

Composicion de dos transformaciones: una rotacion en 7t /4 alrededor del origen con sentido horario
(T.L. g9) y una reflexion con respecto al eje y (T.L. /1), esto es fs = ho g = As = Ap4y

V2. W2
V2. N2 N2 2 o T
) = -5 -5 VT 5 X IA =
\ 2 2
m n V2 2 V2o V2
A5=(_1 0)_ COS(_Z) _Sen(‘z) :(—1 0)_ 2 2 2 T2
s s
0 1 sen(—z) cos(—z) 0 1 _E E _E Q
2 2 2 2
3 3 0 Expansion en la direccidn del eje x de factor
foxy) = (3%.7) Ag = (E ) L3
0 1 )
7 7 Compresidn en la direccidon del eje x de factor
£y = (3 4, =5 7 7
7, Y) = 8x1y 7 8 k==
0 1 ~3
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3 1 0 Expansidén en la direccion del eje y de factor
fa(x,y) = (’“53’) Ag = (0 E) 3
2 k=5
2
1 . 1 Cizalladura en la direccién del eje x de factor
fg(x,y)=(x+§y,y) A9=( E) =l
0 1 )
1 1 0 Cizalladura en la direccion del eje y de factor
fio(x,y) = (x 5X +)’) Ay = (1 1> 1
k==
2 2
Ejercicio 3.
Caso Forma explicita Matriz Descripcién
1 f(x,y) = (1,5x,1,5y) A= (1(’)5 105) Cambio de escala en un factor 1,5
5 f(x,y) =(=15x,—-1,5y) A= (—1,5 0 ) Cambio de escala en un factor 1,5y
V0 -1,5 rotacién en m alrededor del origen
filtx,y) = (—x,y) A = (_01 (1)) Reflexidn con respecto al eje y
3
_ (0 -1 Rotacion en /2 alrededor del origen
futoy) = (=,%) Au = (1 0 ) con sentido antihorario
7T m V2. W2
\/_ \/_ \/_ \/_ COoS (Z) —sen (Z) 7 - 7
sen (—) cos (—) _2 _2
4 4 5 5
Rotacién en i /4 alrededor del origen con sentido antihorario
£(6y) = (—x,y,2) A = _01 (1) g Reflexion con respecto al plano
(XY= 24 b o 0 1 coordenado (yz)
5
-1 0 O
filx,y) = (—x,—y, 2) A, = ( 0 -1 0 Rotacidon en m alrededor del eje z
0 0 1
Ejercicio 4.
Im(f): recta sobre la cual se proyecta; Im(f) = {(x,y) € R*/y = x}
a | Nu(f): recta que pasa por el origen perpendicular a aquella sobre la cual se proyecta;
Nu(f) = {(x,y) € R*/y = —x}
Caso 5
1 b A =0;8=0 = Nu(f) = {(x,y) €R*/y =—x}
A=1;5-, =Im(f) = {(x,y) € R?/y = x} (subespacio invariante)
1 1 1/2 1/2
° fen=(3e a7 ) (e 170)
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a Im(f) = R%; Nu(f) = {(0,0)}

A=1;5-1 = {(x,y) € R?/y = x} (subespacio invariante; recta donde se refleja)

Caso b A=-1;5-_; = {(x,y) € R?/y = —x} (vectores que se transforman en sus
2 opuestos; recta perpendicular a aquella sobre la que se refleja y pasa por el origen)
a1 =0a;,=0
— . — ZXZ ; _ — _ J— 1,1 2,2
: Fey) = nia= (@) R R P

Im(f): plano sobre el que se proyecta; Im(f) = {(x,y,z) € R3/y =0}
a Nu(f): recta que pasa por el origen perpendicular al plano donde se proyecta;

Nu(f) ={(x,y,2z) ER*/x =z =0}

Caso 3
3 b A=0;S-0 = Nu(f) ={(x,y,z) eR’/x =z =0}
A=1;5-; = Im(f) = {(x,y,2z) €R3/y = 0} (subespacio invariante)
_ A —(( 3x3 . _ (1 (i=j=1)v(i=j=3)
¢ floy2) = (x0,2);4 = ((a”)) R0, = {O en otro caso
Im(f): plano sobre el que se proyecta; Im(f) = m
a Nu(f): recta que pasa por el origen perpendicular al plano donde se proyecta;
CTO Nu(f) = {x = (x,y,2) €R*/7,-X =0}
b A=10;5-0 =Nu(f);A=1;S,-1 = Im(f)
c T=x+y+z=0
Ejercicio 5.

51) r':x—y=0;5.2)r":2x -7y =0;53)r":2x +y =0;5.4)r":x — 2y = 0;
5.5)r": (8 +5V3)x + 11y =0

Ejercicio 6.
6.1) i. Nu(f) ={(x,y,2) € R3/x =y = 0}; recta coincidente con el eje z.
Im(f) = {(x,y,2z) € R3/z = 0}; plano coordenado (xy)
ii. 1=0;52 =Nu(f) ={(xy,z) €R3/x =y =0}
A=-18-1 =Im(f) = {(x,y,2) ER?/z =0}
cos(#) —sen(@) O
iii. f(x,y,z) = (xcos(8) —ysen(d),xsen(8) + y cos(6), O);Af = (sen(e) cos(6) 0)
0 0 0

1 0 O
iv. g(x,y,2z)=1(ay0)4,= (0 1 0>;
0 0 O
cos(f) —sen(f) O
h(x,y,z) = (x cos(6) — y sen(8), x sen(f) + y cos(6),1); 4 = (sen(e) cos(6) 0)

0 0 1
x X cos(#) —sen(@) O 1 0 0 x x cos(6) — y sen(0)
(heg) <J’> =h|g <3’> = (sen(@) cos(6) 0) ' (0 1 O> ' (y) = (x sen(0) +y cos(@))
z z 0 0 1 0 0 O z 0
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6.2)

6.3)

6.4)
6.5)

6.6)

3 2 3 3/2
i. ParaX = <1>,(f g)( ) ( )es diferente de (g ° f) (1) = (3/2)

1 0 1 0

- 1/2 —1 ~1/2
ParaX = 2 >,(f g)( ) = < 0 )es diferente de (g Of)< 2 ) = <—1/2)
-1 -1 0 -1 0

X x (x+y)/2 x (x+y)/2 X x/2

i. f(y> <0> g<y>::(cx+30/2>;(f°g)<y>==< 0 >;C9°f)<Y>::<Y/2>
z 0 z 0 z 0 z 0

0O, en forma equivalente: f(x,y,2) = (x,0,0); g(x,y,2z) = (ﬂ’ﬂ'o)

2 2

(fe @ y,2) = (22,00); (g2 Nxy,2) = (55,0)

100 1/2 1/2 0
iii. A = <0 0 0); Ay = (1/2 1/2 0)

0 0 O 0 0 O
12 1/2 0 1/2 0 0
Afog=Af'Ag=< 0 0 0);Agof=Ag'Af=<1/2 0 O)

0 0 0 0O 0 O

x1 —2x2
—X; +x X
No son posibles: go h, f o g. (h o g) <x2> = (_3; _H? ),- (gof) (xl)( 0 );

x3 2 3 2 4‘x1 —_ 8x2

X1 B xl_—x3 X, 3x; — 4x,
(Fom(®)= (=20 -x+35 Laen(l) = ("5 )

X3 —2x1 + x5 + X3
Observacioén. Si en el par se pudiera utilizar una misma funcién, esto es la composicidon de una
funcion consigo misma, sélo podria realizarse g © g.

-1
g(xy, x2,x3) = (g + 2x3,%, — X3,X3); Ag = (Af)
Si se rota seis veces un angulo 8 = 1 /3, se llega nuevamente al punto de partida. Esta situacién
indica que la potencia sexta de A sera la matriz identidad de orden 2.

1 V3
j% s 4= 7)
I

Si al vector reflejado segun el planoa = x +y — z = 0, se le aplica nuevamente la transformacion,
o sea se lo vuelve a reflejar, se vuelve al punto de partida. Por lo tanto, la transformacion resultante
f o f es la transformacién identidad. Esto indica que A% = I, es decir que 4 es involutiva.

1 2 2
32 13 g 100
-2 5 slar=aa=(0 1 0
2 33 00 1
3 3 3

Ejercicio 7.a)

f:R3 >

Rs/f(xl, xZ,x3) = (xl + 2x2 - x3, 2x2 + 3x3, 3x3)

Autovalores: A =1;A=2;1=3
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Si=1 = {(x,0,0),vx € R}

Bon S(A=1) = {(1,0,0)}

S)l=2 = {(Zy'y' 0)'Vy € R}

2v/5 /5

Bsia=2) = {(21,0)} - Bonsp=2) = {<—'?;

)

V65 6165 2@)}

5
Si—3 = {(EZ, 32,Z>,VZ € R}

A es diagonalizable. Matriz de pasaje P = (

137 65 ’ 65

Bsia=3) = {(5,6,2)} = Bonsa=3) = {(
1 2 5
0 1 6

OOZ)

No es posible hallar una matriz que diagonalice ortogonalmente a A. Esta matriz no es simétrica. Esto
puede verse también facilmente si se toma la base de autovectores y se la ortonormaliza

BA = {(110'0)' (2,1,0); (5,6,2)} - B,A = {(LO'O): (01110); (0:0;1)}
no se obtiene una base de autovectores que permita diagonalizar a A.

g:R3 > R3/g(xy, x5, x3) = (2x1 + X5, X3 — X3, 2%, + 4X3)
Autovalores: A = 2 con multiplicidad 2; A = 3

A=2 Si=2 = {(x,0,0),vx R}

Bon S(A=2) = {(1,0,0)}

A=3| S=, ={(y,y,—2y),Vy €R}

6’6 3

Bsa=s) = (L1, =2)} = Bonsa=2) = {<\/_ S \/—>}

A no es diagonalizable

Observar que si se ortonormaliza la base de autovectores, deja de ser una base de autovectores

V5 245

£-30)

B, ={(1,0,0); (1,1,-2)} » B’y = {(1,0,0); (0 c

h:R3 - R3/h(%) = proy,(X) proyeccién ortogonal del vector ¥ sobre el planor = x+y+z=0

h( (2 1 1 1 +2 1 1 1 +2 )
¥ =(3x—3y-3273*¥+3y"3573x¥ "3V +37
Autovalores: A = 1 con multiplicidad 2; A = 0
BS(A=1) = {(1' _1'0) (1 1, _2)}

=1 S =T (Y2 V2 )\ (V6B 6

Bonsa=n =\ 7=\ 65 ™3

V3 V3 V3

A=0| S==1{(z22),vzER} Bsg=0) = {(LL 1)} = Bonsg=0) = {<?,?,?>}

Base de autovectores ortonormal

B, = {(\/— V2

(e T (55T
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A es diagonalizable
Matriz de pasaje

1 1 1
P = <—1 1 1>
0 -2 1

A es diagonalizable ortogonalmente
Matriz de pasaje

V2 V6 3
2 6 3
p=|_Y2 Y6 3
2 6 3
V6 V3
0 -3 73

Ejercicio 7.b)

Vi.

i A= (—2

3 -2 0
'.A=(—2 3
0 0 5

3

A= (_1 (2)), polinomio caracteristico P(1) = A% — 31 + 2; ecuacién caracteristica A2 =31+ 2 =0

Autovalores A; = 1; 1, = 2. Autovectores: ¥;—; = (—1,1); S3=; = {(x, —x),Vx € R}

-1
1

-2

Es diagonalizable. P = ( 1

5 2

No es diagonalizable con escalares reales

a=(7

4 3

Vpey = (=2,1); S1= = {(=2y,¥),Vy € R}

);D=P‘1-A-P=(1 0).

0 2

); polinomio caracteristico P(1) = A% + 1; ecuacién caracteristica 4> + 1 = 0

no existen autovalores reales (A1 € R/ + 1 = 0)

4); polinomio caracteristico P(1) = A2 — 25; ecuacidn caracteristica 12 — 25 = 0

Autovalores 1, = 5; 1, = —5. Autovectores: V-5 = (1,2); S;=5 = {(x, 2x),Vx € R}

Es diagonalizable ortogonalmente

D=P1-A-P=PT-A-P=

AutovaloresA; = 1; A, =43 =5

171:—5 = (_2:1);5‘1:—5 = {(_ny }’),Vy € R}

1z 1z
R (R i RS
IR EE

0); ecuacion caracteristica (5 — 1)(A2 =61+ 5) =0

Autovectores: U,-; = (1,1,0); B(S;=5) = {(—1,1,0); (0,0,1)} base ortogonal
Ortonormalizando los autovectores para hallar la matriz de pasaje ortogonal:

11
V2. W2
P=1 1
V2. 2
0 0

5 01

5

1 0 0
;D=PT-A-P=<0 5 O)

0 0 5

A= ( 1 1 O>; ecuacion caracteristica A2 — 612 +121—-8=0
-7 1 0

Autovalor 1; = 2 con multiplicidad 3. Autovector v;-, = (1,1, —3); dim(S;—,) = 1
A no es diagonalizable. No existe la matriz de pasaje P

UTN — FRH Algebra y Geometria Analitica — Respuestas Guia Ejercitacion 5 — Pagina 7




‘ Conceptualizacion e integracion. Trabajo con parametros.

Ejercicio 8.
8.1) i.Siessuficiente; £(2,0,2) = f[(1,—-1,2) + (1,1,0)] = f(1,—-1,2) + f(1,1,0) = (1,5,0)
ii. No. {(1,—1,2); (1,1,0)} no es una base de R3
8.2) Esposible hallar los transformados de los vectores: (a,b,c) ER3/—a+b+c =0
8.2) No.(2,2,—4) = (=2)(1,—1,2) Af(2,2,—4) # (=2)f(1,-1,2)
8.3) Si, {(1,—1,2); (1,1,—4); (1,0,—2)} es una base de R3; f:R® - R3 /f(x,y,2) = (0, -2y + %Z, x)
8.4) {(1,—1); (1,1)} es una base de R?
V¥ € R%: % = a(1,—1) + B(1,1) y esta combinacién lineal es Unica, por ser combinacién lineal de
vectores de una base. Luego f(X) = af(1,—1) + ff(1,1), que es también C.L. Unica
fx,y) = (4x — 2y, —x — 3y)
8.5) Existe la transformacién lineal f, pero no es Unica
{(1,-1,2); (1,1, —4); (0, —2,6)} no es una base de R [(0,—2,6) = (1,—-1,2) — (1,1, —4)]
Para definir alguna transformacion lineal, basta con completar el conjunto{(1,—1,2); (1,1,—4)}, a
una base para R3 y determinar el transformado de dicho vector.
f(1,-1,2) =(0,3,1)
Ejemplo 1.Si< f(1,1,—4) = (0,—4,1) = f:R3 > R3 /f(x,y,2) = (O,—Zy + %z,—?)y — z)
£(1,0,0) = (0,0,0)
f(1,-1,2) =(0,3,1)
Ejemplo 2.Si< f(1,1,—4) = (0,—4,1) = f1:R3 > R¥/f(x,y,2) = (O,—Zy + %Z,—Sy - z)
£(0,1,0) = (1,1,1)
1 1 3 4 1
f:R3 > R3/fy(x,y,2) = <—x +y+szx+y+szox+y +—z>
3 3 2 '3 3
Ejercicio 9.
9.1) dim(Nu(f)) =1sik=0V k=-3/2
9.2) Porejemplo, f:R3 > R3/f(x1,x5,x3) = (—x; — x5 — X3,%1 + X5 + X3,%; + X5 + X3)
9.3) a=1 A b=—1;9.4) Por ejemplo, f:R% - R?/f(xy, %) = (—2x; + x5, —4x; + 2x;)

Ejercicio 10.
3 2 2

10.1) A= <2 2 0>; polinomio caracteristico P(1) = A3 —94% + 184; los autovalores que se
2 0 4

obtienen resolviendo la ecuacién caracteristica A> — 942 + 181 = 0 son:
ML=01,=314;=6
Los subespacios asociados son: S;-, = {¥ € R3/¥ = a(-2,2,1),Va € R} = {(—2z,22,2),Vz € R}
S;—3 = {¥ e R3/X¥ = $(1,2,-2),VB € R} = {(x, 2x, —2x),Vx € R}
Si—e = (X €R3/% =6(2,1,2),V5 € R} = {(2y,y,2y),Vy € R}
10.2) La transformacién lineal es f:R3 - R3/f(x,vy,z) = (3x + v,y + 32,y — z) y la correspondiente
matriz asociada, utilizando la base candnica de R3, resulta:

31 0
A=(0 1 3)
0 1 -1

10.3)i. La afirmacién es verdadera dado que U y ¥ son autovectores linealmente independientes, con un
mismo autovalor, igual a cero, por lo cual se transforman en el vector nulo del segundo espacio, y
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{u; 7} es una base para el nicleo de la transformacién lineal, que tendré dimensién dos. Es posible
agregar otro vector, linealmente independiente con los vectores % y ¥, cuyo transformado también
sea el vector nulo, con lo cual la dimensién para el nucleo serd tres

ii. El conjunto {(1,1,0); (0,1,1)}, debemos completarlo a una base de R3. Para completar a la base,
debemos elegir vectores: (a,b,c) ER3/a—b+c # 0

Si el vector elegido es (a,b,c)=(101) = f(1,0,1) =(1,1,0) y para esta eleccion la
transformacién lineal es:

f:R? > R3/f(x )_(1x_1 +1 1x_1 +1 0>
' Y2 =\ QX TRy TRt T Y TR

Ejercicio 11.
i. Ecuacién Caracteristica: (1 — 1)?(3 — 1) = 0. Autovalores: A; = 1 (doble), 2, = 3 (simple)

Los autovalores no dependen del valor de k

La matriz solo es diagonalizable para k = 1. Base de autovectores:B = {(1,0,0); (0,1, —-2); (1,0,2)}
ii.  Ecuacién Caracteristica: (1 — 2)?(1 + 1) = 0. Autovalores: 1; = 1 (doble), 2, = —1 (simple)

La matriz sélo es diagonalizable para k = 0. Base de autovectores: B = {(1,0,2); (0,1,—1); (0,1,1)}

Sugerencia para hallar el polinomio caracteristico: P(1) = det(4 — Al)

1+k—2 —k k |c2ec24c3|1+k—A 0 k |rer-m3|1+k—2 0 k
24+k  —-k—-21 k-1 = 2+k  —-1-1 k-1 = k 0 k—1+2
2 —11 k_/}1 ) 1% —1-2 =2 2 —1-2 2

+ —
P)=| &k 0 k-1+1=CDE1-ptrETA K
2k (—171)1 —k/1
_ + (1 - _ _ _ _ 1,2
P =+ TN TV = @Dtk - k- - 21— k2

PO =QQ+D([k* -1 -D*]-k*) = (DA +D)(A-2)?
Observacion: los autovalores no dependen del valor de k
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