U.T.N. - F.R.Haedo Algebra y Geometria Analitica

GUIA DE EJERCITACION 5 — TRANSFORMACIONES LINEALES

Se denominan transformaciones (o aplicaciones) entre dos espacios vectoriales, estructurados
sobre un mismo cuerpo de escalares, a las funciones que a cada elemento del primer espacio vectorial le
hace corresponder un elemento del segundo espacio vectorial. Dichas transformaciones se representardn
en la forma f:V = W indicando los nombres de los espacios vectoriales de partida y de llegada,
respectivamente.

Caso particular. Transformacion traslacion (o afin)

f:R25R?/ f(x,y) = (x—a,y—pB),a €ER,B ER,
fR35SR3/ f(x,y,2)=(x—a,y—B,z—y),a R, BERYER

Transformacidn inyectiva. Dada la transformacién f: V — W es inyectiva si y solo si:
VXEV,VYyeV:X+y=f(X)# f(¥)oequivalentemente, VX e V,Vy EV: f(X) = f(y) = X = 7.

Transformacidn suryectiva o sobreyectiva. Dada la transformacién f: V — W es suryectiva si y solo si todo
vector de W es imagen de alguin vector de V, es decir, si y solo si:

vw € W= 3X € Vtal que f(X) = (w).
Transformacidn biyectiva. Dada la transformacion f: V — W es biyectiva si y solo si es inyectiva y
suryectiva.

Transformacion lineal (T.L.). Definicién. Dados dos espacios vectoriales (V, R+ ’-') y (W, R+ "’) ,
se denomina transformacidn lineal a toda funcién f definida de V en W que verifica:

1) fE+Y) =fD+fQ)VXEV,VYEV;
2) f(ax) = af (X),Ya € R,¥X € V.

Propiedades: f(ﬁv) = Ow; f (%) = —f (2.

Algunas transformaciones lineales particulares.

FiVoW; f(R) =0y T.L. Nula (o T.L. Cero)
Si0 <k <1, T.L Contraccién o compresion de factor k
f:VoV; f(X) =kx Sik =1,T.L Identidad

Si k > 1, T.L. Estiramiento o dilatacion de factor k

Si0 < a < 1, T.L Contraccidén en el eje x de factor a

. R2 2. —
f:RZSRE f(x,y) = (ax,y) Sia > 1, T.L. Estiramiento (extensién) en el eje x de factor a

Si0 < f <1, T.L Contraccién en el eje y de factor

. R2_\R2- —
fRESRE (0 y) = (6 By) Si B > 1, T.L. Estiramiento (extensidn) en el eje y de factor

f:R®5R?%; f(x,y) = (x + By,y) | T.L. Cizallante de factor 8 en la direccién del eje x

f:R25R?; f(x,y) = (x,ax + y) | T.L. Cizallante de factor « en la direccién del eje y

T.L. Rotacién en el plano de angulo 6
f:R25R?; f(x,y) = (x cos(0) — y sen(8), x sen(8) — y cos(6))
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En esta unidad todas las rotaciones se mediran con angulos con sentido horario (6 < 0)y
antihorario (8 > 0) con |0]| € [0; 27].
T.L. Proyeccién ortogonal sobre un subespacioS c W, f: V- W/ f(X) = proysx.

Esto es, si Bs = {¥;; Up; -*+; U} €s una base ortogonal de § =
T
> <5C)’ 1_7)1) -
f(x) = ——~ V.
= (U;, 0;) "

i=
T.L. Reflexion sobre un subespacioS c W, f: V- W/
f(X) = refsX = (2proysx) — X, o equivalentemente, f(X) = refsX = X — (2proys, X)

Nucleo de una transformacion lineal f: V — W. Definicion. Si f es una transformacion lineal entre los
espacios vectoriales Vy W, se denomina nucleo (kernel o nulidad) de la transformacién lineal f, Nu(f), al
subespacio de vectores de V definido como

Nu(f) = Ker(f) = {% € V/f (%) = Ow}.

Observacion: 6‘, € Nu(f), cualquierasealaT.L. f.

Imagen de una transformacion lineal f: V — W. Definicion. Si f es una transformacién lineal entre los
espacios vectoriales V y W, se denomina imagen (o rango) de la transformacién lineal f, Im(f), al
subespacio de vectores de W definido como

Im(f) ={y e W/3X e VA f(X) = J}.
Observacién: BW € Im(f), cualquierasealaT.L. f.

Dada f: V> W, dim Nu(f) + dimIm(f) = dim(V).

Operaciones definidas entre transformaciones lineales
Dadas las siguientes transformaciones lineales f: V> W, g: V - Wy h: W — U, se definen las siguientes
transformaciones lineales:

TLSumaf+g:Vo>W/VXxeV:(f+g)%) =f()+ g

T.L. Diferencia f —g: Vo W/ VX e V: (f — g)(X) = f(X) — g(X)

T.L. Producto de un escalara por la T.L. af: V> W f/ VX € V: (af)(X) = af (X)

T.L. Composicién ho f: V > U/ VX € V: (ho f)(X) = h(f (X))

Transformacioén lineal inversa. Si f: V - V es una transformacion lineal biyectiva, existe f™1:V >V,
llamada transformacién lineal inversa de f, que verifica (f 1o f)(X) = (f o f™1)(X) = X,VX € V.

Matriz asociada a una transformacién lineal. Sean By = {¥;; U,; ;U } Y Bw = {Wy; Wy; Ws; -+ ; Wy, }
bases ordenadas de los espacios vectoriales Vy W, respectivamente. Si f: V — W es una transformacién
lineal entonces existe una Unica matriz A € R™ ™ tal que

V[X]g, € V:[f(X)]p,, = A" [X]5,,
donde [X]BV es una matriz columna compuesta por las coordenadas de X en la base By, 4 es una matriz
tal que su columna i-ésima esta por formada por las coordenadas de f(¥;) con i = 1,2, ..., n expresadas
en la base By. [f (X)],, es una matriz columna compuesta por las coordenadas de f(¥) en la base By.
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Notacion: Si f: R™ = R™, cuando se trabaje con las bases candnicas serdn equivalentes:
XERYf(X)=yconyeER™ =X e R, f(X)=A-X=YconY € R™*!
XX, fed fW=yeoAdA-X=Y,yoV
Sif:R" > R"o 4, g:R">R" o B;h:R" > RP & (C
f+g9g © A+B; f—g o A—B; af © ad;hof o (C-A
Ejemplos

f: R% - R? Proyeccion ortogonal sobre el eje x

fen =6 o (5 0-()=0)

-

VACO R

v

=

f ()

f: R? > R? Reflexion respecto al eje y

f,y) =(=xy) < (_01 2) ' (;) - (_yx)

=

: R? - R? Simetria central con respecto
: 1Y
al origen de coordenadas >

faen=cx-n - (G 2)-G)=0G) f@) *

f: R3 - R3 Proyecclén Ortogonal SObI’G e ,
el plano xz Eal .

v

1 0 O X X F(x)
fx,y,2) = (x,0,2z) © (0 0 0)-(3/) = <0>
0 0 1 z A
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f : R? > R? Rotacion de angulo 6 con respecto
al origen de coordenadas

flx,y) = (x cos(6) —y sen(0),xsen(0) +y cos(H))

cos(6) —sen(8)\ (x\ _ (xcos(8) —ysen(6)
(sen(H) cos(6) ) (y) B (x sen(0) + vy cos(H))

6 > 0: sentido antihorario; 8 < 0: sentido horario

f:R3 - R3 Rotacion de angulo 6 con respecto al eje z

f(x,y,2) = (xcos(8) — y sen(0), x sen(6) + y cos(8), z)

cos(f) —sen(6) O X x cos(0) — y sen(8)
(sen(@) cos(0) O) . <Y> = <x sen(f) +y COS(9)>
0 0 1 Z z

6 > 0: sentido antihorario; 6 < 0: sentido horario

f:R3 = R3 Rotacién de angulo 6 con respecto al eje x

f(x,y,2) = (x,y cos(8) — z sen(8),y sen(8) + z cos(6))

1 0 0 X x
(0 cos(0) —sen(@)) - <y> = (y cos(8) — z sen(@))
0 sen(f) cos(H) z y sen(8) + z cos(0)

6 > 0: sentido antihorario; 8 < 0: sentido horario

f:R3 = R3 Rotacién de angulo 6 con respecto al eje y

flx,y,2) = (x cos(6) + zsen(B),y, —xsen(B) + z cos(9))

cos(8) 0 sen(8) x x cos(0) + z sen(6)
< 0 1 0 ) : (y) = y
—sen(f#) 0 cos(6) z —x sen(0) + z cos(0)

6 > 0: sentido antihorario; 6 < 0: sentido horario
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Autovalores y autovectores de una T.L. f: V — V. Dada una transformacion lineal f: V — V, se denomina
autovalor (valor propio, valor caracteristico o eigenvalor) de f, al escalar 4 para el que exista algun vector

nonulo X €V — {6‘,}, tal que f(X) = AX. Al vector no nulo anterior se lo denomina autovector (vector
propio, vector caracteristico o eigenvector) asociado a A.

Observacion: si A = 1 es un valor propio de f, los vectores propios asociados verifican que f(¥) = X y se
denominan vectores invariantes frente a la transformacion.

Subespacio propio de unaT.L. f: V = V. Cada autovalor de la T.L. f tiene asociado un subespacio definido
por

Sp={XeV/f(X) =1},
esto es, por todos los autovectores de autovalor Ay el vector nulo de V.

Observacion: como la T.L. f esta definida dentro de un mismo espacio vectorial, su matriz asociada, 4, es
cuadrada de orden coincidente con la dimensidn del espacio vectorial. Se refiere indistintamente
autovalores y autovectores de f 6 autovalores y autovectores de A.

f) =AM A- X=X
Condicién: A es autovalor & det(4 — AI) = 0.

Polinomio caracteristico. Se denomina polinomio caracteristico (o polinomio propio) dela T.L. f: V>V

de matriz asociada A, a la expresion polindmica dependiente de A, P(1),que se obtiene del desarrollo:
P(1) = det(4 — Al),

donde I es la matriz identidad.

Ecuacion caracteristica. Se denomina ecuacion caracteristica de la T.L. f: V — V de matriz asociada 4, a la
ecuacion que permite hallar las raices (o ceros) del polinomio caracteristico

P(A) =0=det(A—Al) =0.
Observacion: la resolucién de la ecuacidn caracteristica permite hallar los autovalores de f (6 de A).

Propiedades. Los autovectores asociados a autovalores distintos, son linealmente independientes.
Si la matriz A es simétrica, sus autovalores son reales y los subespacios asociados a
autovalores diferentes resultan son ortogonales.

Matrices semejantes. Dos matrices son semejantes, si y sélo si, tienen el mismo polinomio caracteristico
y, por lo tanto, los mismos autovalores.
Matriz diagonalizable. La matriz A asociada a una transformacidn lineal f: V — V es diagonalizable si es
semejante a una matriz diagonal D. Si A es diagonalizable, existe una matriz P inversible denominada
matriz de pasaje, tal que

pP~l-4-P=D.
La matriz A de orden n es diagonalizable si y sélo si admite n autovectores independientes. Esta afirmacion
es equivalente a que si f tiene r autovalores diferentes, 1,4, 4,, -+, 4, entonces

dim(V) = Z dim(S;).
i=1

La matriz de pasaje P se construye tomando como sus columnas, n autovectores lineralmente
independientes de A y la matriz diagonal D tendrd en su diagonal principal los autovalores de A
correspondientes a los autovectores que se emplearon para construir las columnas de P, en el mismo
orden.

Matrices ortogonalmente diagonalizables. La matriz A asociada a una transformacion lineal f: V — V es
ortogonalmente diagonalizable si es semejante a una matriz diagonal D con una matriz de pasaje
ortogonal, es decir Q™1+ A-Q = D siendo Q™! = Q7.
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La diagonalizacion ortogonal de matrices esta directamente ligada a las matrices simétricas a través de las
siguientes propiedades:
Los autovalores de una matriz simétrica real, son reales.
En una matriz simétrica real, los autovectores correspondientes a autovalores diferentes, son
siempre ortogonales.
Una matriz A es diagonalizable ortogonalmente si y solo si A es simétrica.
Procedimiento para diagonalizar ortogonalmente una matriz simétrica:
1) Se forma el polinomio caracteristico P(1) = det(4 — AlI).
2) Se determinan las raices del polinomio caracteristico de A.
3) Para cada autovalor A; de A, de multiplicidad algebraica k;, se determina una base de k;
autovectores para el espacio propio de 4;.
4) Para cada espacio propio, transformamos la base obtenida en 3) en una base ortonormal
mediante el proceso de Gram-Schmidt.
5) Sea Q la matriz cuyas columnas son los n autovectores linealmente independientes determinados
en el paso 4), entonces Q es una matriz ortogonaly Q" 1-A4-Q = QT - A-Q = D es una matriz
diagonal, cuyos elementos de la diagonal son los autovalores de A correspondientes a las
respectivas columnas de Q.
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Ejercicio 1.

Identificacion de la condicidn de linealidad en una transformacion. Busqueda de contraejemplos. Valoracion de la

escritura matricial cuando lo sea. Concepto de Subespacios Nucleo e Imagen.

Determinar cuales de las siguientes transformaciones son lineales. En los casos en los que la
transformacion no sea lineal, dar un contraejemplo con el que se visualice esta condicién. En los casos que
la transformacién lo sea, dar la escritura matricial y hallar los subespacios Nucleo e Imagen. Indicar
dimensidn y una base para estos subespacios.

1.1)  f:R?5R? f(x1,x5) = (x5,0)

12)  f:RZ5R?, f(x1,X;) = (x1%,,0)
1.3) f:R?5R? f(xy,x,) = (x; — 1,x, + 2) (caso particular de traslacién)
1.4) f:R35R3, f(xy,x5,%3) = (2x; — 6x3,0, —4x; + 12x3)
1.5) f:RZ5R3, f(xy,x5) = (x5 + 2x5, —x1, X1 + X3)
2%2 X111 X1.2 . .

1.6) f:R*“*“*>R,f (Xz L X 2) = X11X22 — X12X21 (valor del determinante de la matriz)
1.7) f:R¥*25R?**2,f(X) = X — X" con X € R?*2

Observacién: Para la escritura matricial, se considera el isomorfismo que existe entre R2*2y R*.

Ejercicio 2.

Visualizacidn del efecto de aplicar transformaciones lineales elementales a regiones sencillas y busqueda de la funcién

adecuada que provoque una modificaciéon prefijado en un conjunto de puntos dado.

Dada la region D, definida por un cuadrado de lado 1 formado por dos tridngulos isésceles iguales
indicada en la primer figura, identificar la transformacién lineal f;: R2—R?tal que modifica D a f;(D) para
cada valor de i =1,2,...,10. Dar la forma explicita y la matriz asociada a cada una de estas
transformaciones.

y

\4

\4

S3(D)

v
v
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Ss(D)

Sio(D)

Ejercicio 3.
Desarrollar el pensamiento visual en su vinculo con las transformaciones lineales. Escritura de transformaciones en sus
expresiones explicita y matricial. Identificacion y descripcidn como lugar geométrico de las regiones planas y espaciales

involucradas.

Proponer, para cada caso, una transformacién lineal f que transforme la regién indicada en el espacio
vectorial de laizquierda en la regién indicada en el espacio vectorial de la derecha, y otras especificaciones

gue eventualmente se expliciten.

Caso 1.
y

tad 4

f R2Z>R?

D ={(x,y) eR*/x* +y* < 1}; f(D) = {(x,y) ER*/x* + y* < 1,5}
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Caso 2.

D={(x,y) ER?/x?+y2<1Ax=0Ay=>0}Lf(D)={(x,y) ER?/x2+y2 <15Ax<0Ay <0}

Caso 3.

°
a

Ry
|

H‘I
v

FRSR?

D={(x,y) ER?/x?+y?><1Ax=>0Ay=>0}; f(D)={(x,y) ER?/x2+y2 <1Ax < 0AYy >0}
Considerar dos transformaciones para este caso:
i.  unatal que f;(1,0) = (—1,0),
ii.  laotratal que f;(1,0) = (0,1).

Caso 4.
yA R? R
1
.
1 X x,>
FRSR?

D={(x,y) ER?/x?+y2 <1Ax=>0Ay >0}

f(D):{(x,y)ERZ/xZ +y2§1/\—7SxS7/\y2|x|}

~)
)
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Caso 5.

Ko K

fRI5R3 x
C={(x,v,2) ER3/x2+y? =1Ax>0A-1<y<1A0<z<3}
O ={(x,y,2) ER3/x?+1y2 =1Ax<0A-1<y<1A0<z<3}
Considerar dos transformaciones para este caso:
| i.  Unatal que f;(0,1,3) = (0,1,3) | ii.  Laotratal que f;;(0,1,3) = (0,—1,3) ‘
Caso 6

RP5R3 x
——>

C={(x,y,2) ER3/x*+y? =1Ax>0A-1<y<1A0<z<3}
(O ={(x,y,2) ER3/y2+ 22 =1A-3<x<0A-1<y<1Az=0}

Ejercicio 4.

Identificar subespacios especiales (Nucleo, Imagen, Subespacios Propios) asociados a transformaciones lineales en el
plano y en el espacio tridimensional en un acercamiento al tema a partir de la interpretacion geométrica.

Se definen distintas transformaciones lineales f: V-V, con V = R? (casos 1y 2) o con V = R3 (casos 3 y

4). Para cada una de ellas contestar las siguientes cuestiones:

a) Describir geométricamente cuales son los subespacios imagen de f y nucleo de f. Dar para cada uno
de ellos una base.

b) Describir geométricamente cudles son los autovectores y autovalores de f, esto es los vectores no
nulos ¥ € V tales que su imagen es un mdultiplo escalar de si mismo, f(¥) = Av. Indicar los valores
posibles de Ay el subespacio asociado a los autovectores para cada uno de ellos, S;.

c) Escribir la forma explicita de f y su matriz asociada.
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Figura Caso 1.

Caso 1. Sea latransformacion lineal f: RZ—R?
tal que le haga corresponder a cada vector (x,y)
del plano su proyeccion ortogonal sobre la recta (x.)

x =y, como indica la figura.

Figura Caso 2.

y
Caso 2. Sea la transformacion lineal f: RZ—R?

tal que le haga corresponder a cada vector (x,y)
del plano su imagen especular con respecto a la
recta x = y, como indica la figura.

Caso 3. Sea la transformacién lineal f: R3—>R3tal que a cada vector del espacio ¥ = (x,y, z)
v =(x,y,z) le hace corresponder su proyeccion sobre el plano coordenado (xz).

Figura Caso 4.

Caso 4. Sea f: R3—R3 una transformacién lineal 4
gue representa la proyeccién ortogonal de cada z
vector del espacio sobre un plano m que pasa por P
el origen, esto es f(x,y,z) = proy,(x,y, z).
Informacién adicional para el item c). La matriz e S

asociada a f es

2/3 -1/3 -1/3
A= (—1/3 2/3 —1/3>.
-1/3 -1/3 2/3
Hallar la ecuacién del plano .

v

Ejercicio 5.
Hallar la imagen de un subespacio mediante transformaciones elementales en el plano.

Hallar la imagen de la recta del plano definida por r: 2x — y = 0 a través de cada una de las siguientes
transformaciones. Identificar geométricamente la imagen obtenida y representarla.
5.1) Compresion de factor 1/2 en la direccion del eje y.
5.2) Deslizamiento constante (cizallamiento) de factor 3 en la direccién del eje x.
5.3) Reflexion respecto al eje y.
5.4) Reflexion respecto a la recta definida por x —y = 0.
5.5) Rotacién alrededor del origen de coordenadas de angulo 8 = /3.
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Ejercicio 6.

Visualizar el mecanismo de composicion de transformaciones lineales a partir de aplicaciones geométricas sucesivas,
para luego adquirir la destreza en ejemplos mas generales. Relacion entre operaciones entre transformaciones lineales

y operaciones entre las matrices asociadas a las mismas.

6.1)

1.

111.

1v.

6.2)

ii.
111

6.3)

6.4)

6.5)

6.6)

Sea la transformacion lineal f: R3—5>R3 que consiste en dos aplicaciones sucesivas. Primero

proyecta cada vector del espacio sobre el plano coordenado (xy), y luego, al vector imagen

obtenido lo gira un angulo 8 = m sobre el plano mencionado.

Identificar geométricamente los subespacios nucleo e imagen.

Hallar todos los vectores no nulos ¥ € R3, tales que su imagen es un multiplo escalar de si mismo,

f(¥) = Av. Indicar los valores de A.

Analizar un caso mas genérico donde la rotacién sobre el plano (xy) de la imagen dada por la

primera proyeccion se corresponde con un angulo 8 € (0,2m) (sentido antihorario) donde 6 # .

Escribir la forma explicita y la matriz asociada a f.

Dar la forma explicita de f y su matriz asociada A. Constatar que f se puede escribir como la

composicidn de dos transformaciones lineales g y h, indicando cuales, y que A se corresponde con

el producto de las matrices asociadas a g y h.

Sea f la proyeccion ortogonal sobre el eje x en R3,y g la proyeccidn ortogonal sobre la recta
rry=xANz=0.

Mostrar con dos ejemplos que la composicion de f con g no es conmutativa, estoesgo f # f o g.

Escribir las formas explicitas de f y g, y de las dos composiciones posibles, go fy f o g.

Verificar el vinculo entre las matrices asociadas a f y a g, y las matrices correspondientes a sus

composiciones.

Dadas las siguientes transformaciones lineales, efectuar, con cada par de ellas, todas las

composiciones posibles si:

FiRESR3: f(xy,x5) = (x; — x5, —2%; + 3%5, X5 — 2X7),

g: R35R3: g(xq, x5, x3) = (x3 — x5,0,—3x, + x3),

h: R35RZ%: h(xy, X5, x3) = (%7 — X3, —X5 + X3).

Dada la transformacion lineal f: R3—>R3/f (x4, x5, x3) = (x; — 2x3, X, + x3,X3), hallar en caso de

ser posible, una transformacién g tal que al componer f o g resulte la transformacién identidad.

Nota: g = f~L.

Sea f: R?->R? |a rotacién en el plano en un angulo 8 = /3 y sea A su matriz asociada. Si f se

compone consigo misma 6 veces, esto es fofofofofof, icudl serd la transformacidn

resultante? (no realizar los calculos, sino pensarlo en términos de acciones). ¢ Qué indica esto para

la potencia sexta de la matriz 4, esto es A°®? Verificarlo.

Sea f: R35>R3 la reflexién con respecto al plano @ = x + y — z = 0 y sea A su matriz asociada. Si

f se compone consigo misma 2 veces, esto es f o f, écudl sera la transformacidn resultante? (no

realizar los calculos, sino pensarlo en términos de acciones). ¢ Qué indica esto para el cuadrado de

la matriz A, esto es A%? Verificarlo.

Ejercicio 7.

Adquirir el método del calculo de autovalores y autovectores. Reforzar las destrezas necesarias para distinguir
transformaciones diagonalizables o no

a) Para cada una de las siguientes transformaciones lineales determinar los autovalores y sus
correspondientes subespacios de autovectores asociados y, en caso de ser posible, encontrar una
matriz de pasaje que diagonalice a la matriz asociada de la transformacion. Ortonormalizar la base de
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b)

autovectores de la transformacion y, en caso de ser posible, escribir una matriz de pasaje ortogonal
(observar que esto sdlo serd posible si la matriz asociada es simétrica):

FiR3SR3/f(xy, x5, x3) = (1 + 2, — X3, 2%, + 3x3,3x3),

g:R35R3/g(xy, x5, x3) = (2x; + X3, X5 — X3, 2%, + 4X3),

h: R35R3/h(X) = proy, (%) proyeccién del vector X sobre el planomr = x +y + z = 0.

Para cada una de las siguientes matrices A, correspondientes a transformaciones lineales expresadas
en funcién de la base candnica respectiva, encontrar el polinomio caracteristico, la ecuacién
caracteristica, los autovalores y sus autovectores asociados y obtener, si es posible, la matriz de pasaje
P que las diagonalice y la matriz diagonal con la que son semejantes, D = P1 - A P.

- 5
G D@ (T (11)
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Conceptualizacion e integracion. Trabajo con parametros.

Ejercicio 8.

Identificacion de la calidad de suficiencia de la informacién aplicada a transformaciones lineales. Reconocimiento de la

incompatibilidad en la informacion.

8.1) Seala transformacion lineal f: R3—>R3 de la que se conoce que
f(1,-12) = (0,31)y f(1,1,0) = (1,2,-1),
responder las siguientes cuestiones justificando en cada caso:

i. Lainformacidon dada, ées suficiente para hallar £(2,0,2)?

ii. Con la informacion dada, ées posible hallar los transformados de todos los vectores de la forma
(a,b,c)? En caso negativo, indicar las caracteristicas de los vectores que si se pueda hallar
f(a,b,c).

8.2) (Es posible hallar una transformacion lineal f: R3—>R3 tal que cumpla que f(1,-1,2) = (0,3,1) y
f(=2,2,—4) = (0,—6,—1)? iPor qué?

8.3)  (Esposible hallar una transformacién lineal f: R3—R3 tal que se cumpla que £(1,—1,2) = (0,3,1)
yf(1,1,-4)=(0,41)y f(1,0,-2) = (0,-1,1)? éPor qué?

8.4) Demostrar que existe una Unica transformacién lineal f: R2—>R? tal que f(1,—1) = (6,2) vy
f(1,1) = (2,—4). Hallarla.

8.5) (Existe y es Unica la transformacion lineal f: R3—R3 tal que cumpla que f(1,-1,2) = (0,3,1) y
f(1,1,—-4) = (0,4,1)y f(0,—2,6) = (0,7,0)? De no existir, justificar la respuesta. De existir, pero
no ser Unica, indicar por lo menos dos transformaciones lineales que cumplan con lo pedido.

Ejercicio 9.
Planificar estrategias de resolucidn, evaluar alternativas posibles.
Resolver cada una de las siguientes cuestiones, o justificar —si asi fuere el caso— la no existencia de
respuesta.
9.1) Hallarel valor de kR para que el nucleo de la transformacidn lineal f tenga dimensiéon 1, donde
f:RY*SRY/f(xq, x5, x3,x4) = (kxy — 3x3,—2x1 + X + kxg, x1 + X3 + kxy, x5 + 2x3).
Dar todas las respuestas posibles.
9.2) Hallar una transformacion lineal f: R3—R3, tal que
{ Nu(f) = {(x1, %2, x3) € R¥/x; + x, + x3 = 0}
Im(f) = {(x1, %2, %3) € R?/x; +x3 = x, — x3 = 0}
9.3) Hallar los valores de a y b para que los nucleos de las transformaciones lineales f y g sean los
mismos, sabiendo que
f (1, %2, x3) = (x4 + x3,—x; — x3) A g(1,0,0) = (1,—1) A (0,1,0) € Nu(g) A g(0,0,1) = (a, b).
9.4) Hallar una transformacién lineal f: R2—R? tal que B = {(1,2)} sea tanto una base para Nu(f)
como para la Im(f).

Ejercicio 10.
Interpretar la informacion dada; planear e implementar estrategias de resolucion.
10.1) Se conoce que la matriz asociada, A, a una transformacion lineal, f: R35R3, es simétrica y verifica
que f(1) = 31+ 2] + 2k, f(j) = 21+ 2jyd = 2i — 2] — k es un autovector. Hallar la matriz 4, los
autovalores y sus subespacios de autovectores asociados.

UTN — FRH Algebra y Geometria Analitica — Guia Ejercitacion 5 — Pagina 14



10.2)

10.3)

11.

Se conoce que los autovalores de una matriz son 3, 2 y —2 y las bases de los subespacios de
autovectores correspondientes son {u =(1,0,0)}, {v=(-331} y {wW=(1,-55)}
respectivamente. Encontrar la matriz y la transformacién lineal.

Los vectores i = (1,1,0) y ¥ = (0,1,1) son autovectores linealmente independientes del mismo
autovalor, el cual vale cero, de una transformacién lineal f: R35R3.

Justificar la afirmacién: el nucleo de f es un subespacio de R3 de, al menos, dimensién 2.
Proponer una transformacion f tal que ademas verifique que {ii} sea una base para el subespacio
imagen de f.

Ejercicio 11.

Trabajo con parametros a definir para que se cumplan las condiciones solicitadas.

Hallar los subespacios propios de cada una de las transformaciones lineales definidas en el espacio

real tridimensional cuyas matrices en la base candnica son las dadas. éPara qué valores reales de k, cada
una de las matrices es diagonalizable?

1 2 k 1+k -k k
L.{0 1 O)u(24+4k -k k-1
0 4 3 2 -1 0
Ejercicio 12.
Demostracidon de proposiciones tedricas vinculadas a autovalores y autovectores.
12.1) El término independiente del polinomio caracteristico de una transformacién lineal es el valor del
determinante de la matriz asociada.
12.2) La matriz A satisface su propia ecuacion caracteristica, esto es P(A) = 0.
12.3) A = 0 esun autovalor de A € R™™", siy sélo si, A es una matriz singular (no invertible).
12.4) Sea A € R™™" invertible, con autovalor 2 # 0y autovector asociado X. Probar que A~ ! es autovalor
de A7 con el mismo autovector X.
12.5) Si A es autovalor de A € R™™ con autovector X, entonces A% es autovalor de A% con el mismo
autovector X.
12.6) Si A es autovalor de A € R™" con autovector Xy B = cI — A, con I la matriz identidad y ¢ € R,
entonces (c — A) es autovalor de B con autovector X.
12.7) Sea B € R™™" con autovalor Ay autovector asociado X,yseaAd = P~ - B - P donde P es una matriz

invertible. Probar que Y = P! - X es autovector de A, y encontrar cudl es el correspondiente
autovalor.
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Aplicaciones

Arte grafica
e Aplicar la transformacién lineal f: RZ—R?/f (x,y) = (x + %y, y), al contorno del dibujo dado.

0,2)

0,1

-Lhe (1, 1)
(0.5, 0.5)
®(1,0)

Calculo de potencias de una matriz
e Demostrar que si la matriz A € R™™ es semejante con una matriz diagonal D verificandose que:

A=P7-D-Pentonces A =P71-D¥-P, conk €N.

e Calcular las potencias indicadas de las siguientes matrices

1
17 0
Lo . 3 -1 0
A=( ) A%.B=|o = o|l=B1.c=(-1 2 —1]->ckkeN.
-1 2 2 0 -1 3
1
0 ;1

Aplicacidn a un sistema dindmico

En muchas aplicaciones es necesario modelar matemdaticamente un sistema que evoluciona en el
tiempo. Algunas caracteristicas del sistema se miden a intervalos de tiempo con lo cual se produce una
secuencia de vectores (escritos como matrices columna) X, X, ---. Las componentes de cada X}, contienen
la informacion acerca del estado del sistema al momento de la k-ésima medicion.

Si existe una matriz A talque X; = A- Xy, X; = A+ X;, yengeneral
Xgs1= A-Xgparak = 0,1,2,3,---.
a esta ecuacion se la llama ecuacion lineal en diferencias y al sistema que representa, sistema lineal
dinamico discreto.

A fin deilustrar como algunas ideas desarrolladas en este trabajo practico que se pueden aplicar en
estos casos, plantearemos el siguiente problema sobre movimiento de poblaciones. Vamos a analizar como
cambian las poblaciones urbanas y rurales en una regién dada durante un periodo de varios afios. Fijemos
un afo inicial, por ejemplo, el 2000y lamemos u, y 7, a las poblaciones urbanas y rurales respectivamente
en ese afio:

T,
Xy = (u(z)) con u, poblacion urbana en el afio 2000 y r, poblacion rural en el afio 2000.

Para los afios 2001 y subsiguientes emplearemos la notacion:
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X, = (511); X, = (522). X3 = (:Z),

Supongamos que estudios demograficos revelan que cada aio, el 5 % de la poblacidon rural se muda
a centros urbanos y el 3 % de la poblacion urbana se muda al zonas rurales (estos valores no son reales
sino apropiados para las cuentas de este ejercicio). Después de un aio, la cantidad original u, de personas
en zonas urbanas se han distribuido entre la ciudad y el campo de la siguiente manera:

0.951, 0,95 . .
(0,05r0) =1, (0’05) (1era fila permanecen en zonas rurales, 2da fila se mudan a zonas urbanas),

y para la poblacién urbana serd

0.03u, 0,03 . .
(0’97%) = U, (0'97) (1era fila se mudan a zonas rurales, 2da fila permanecen en zonas urbanas).

De esta forma:
- )= G- G2 B

es decir X; = M - X, donde M es la matriz de migracién determinada porM = (0’95 0,03

005 0,97) 108
porcentajes de migracidon permanecen constantes, para el cambio del 2001 al 2002 serd X, = M - X; y el
cambio del afio k-ésimo al (k + 1) — ésimo serd X;.; = M - k. La secuencia de vectores {X;; X,; X3; -+ }
describe la evolucién en el tiempo de la poblacion en zonas rurales y urbanas.

Supongamos que la poblacion total en la region en estudio, en el ano 2000 es de 1000000 de

personas con 600000 habitantes en zonas urbanas. ¢ COmo seria el comportamiento a largo plazo de este
400000

600000
) y A, = 0,92 con autovector V, = (_11) El siguiente paso es escribir X,

sistema? En este caso seria Xy = ( ) Buscamos los autovalores y autovectores de M y obtenemos

A; = 1 con autovector V; = (g

como combinacion lineal de V; y V, obteniendo X, = 125000 - V; 4+ 25000 - V,. Ahora se reemplaza X,
para obtener X; en X; = M - X, y asi sucesivamente para obtener:

=M - = k(3 . k(1 =012 ---

Xps1 = M- X, = 1250001 (5) + 25000 - (0,92) (_1) k=0;1;2;

lo que nos da la solucidén explicita a nuestra ecuacién en diferencias X1 = M - X},. Por otra parte, cuando

k — oo vemos que X;,; — 125000V, = (2;?888

habitantes y la urbana en 625000. (Verificar que M es una matriz de Markov). En este modelo no se
consideran ni nacimientos ni decesos en la poblacidn.

). La poblacién rural tiende a estabilizarse en 375000

Ejercicios

e Supongamos una poblacidn de cierta especie donde no hay nacimientos en la que cada afo el 2% de
la poblacion joven se vuelve vieja y el 3% de la poblacion vieja muere. Comprobar que una ecuacion
en diferencias para este sistema es

Joven 098 0,00 0 Joven
( Vieja ) = <0,02 0,97 O) ( Vieja )
Muerta/ 41 0,00 0,03 1 Muerta
0

Demostrar que el estado estacionario del sistema segun esta ecuacion es Xy = <0>, es decir toda la

1
poblacién muerta.
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e Lafraccion de autos alquilados por una empresa en una ciudad, es el 2% del total de autos que posee
y fuera de esa ciudad alquila el 98% restante. Si cada mes esas fracciones son multiplicadas por la

matriz de Markov 4 = (8’28 g’gg

fuera de la ciudad en un mes posterior cualquiera y encontrar el estado estacionario del sistema.

), encontrar la expresién para las fracciones alquiladas dentro y

Ecuacion general de segundo grado con dos variables. Vinculo con matrices, autovalores y autovectores.
La ecuacién general de segundo grado puede expresarse como

al‘lxz + zal'zxy + azzyz + 2a1'3x + 2a2’3y + a3,3 = O
Asi se resalta el hecho que puede expresarse en forma matricial mediante
a1 412 413\ /X
(x y 1)[Q,2 G2 4az3 (y>:O:>XT-A-X=0
Q13 Q23 Qassz/ \1

donde XT = (x y 1)y A esunamatrizsimétrica.

Por los grados de los términos, la ecuacidon general de segundo grado admite asociarla en

Forma cuadratica: ay 1% 4 2a1,xy + az,y?
Forma lineal: 2a;3x + 2a,3y
Término independiente: as3

Para destacar los distintos términos, también se puede expresar como:

> ¥ (Zi: 3122) (;) +2(413 Aaz3) (;C/) +az3 = 0.

X a1 QAq2 a3
=) 455 (0, an) 45 = (a)
y 33\a12 Ay 3 az;3
es posible escribir la ecuacion en la siguiente forma matricial
XT'A3’3'X+2A5'X+(13’3=0.

Llamando

donde A3 3 también es simétrica.

Eliminacién del término de producto cruzado. Si el coeficiente a;, # 0, la conica (elipse, hipérbola o
pardbola, o algin caso degenerado de ellas) que representa la ecuacion estd girada con respecto a la
posicién que generalmente se estudia (ejes principales paralelos a los ejes coordenados x V). Se requiere
girar los ejes de referencia habituales de modo que la ecuacién de la cénica en el nuevo sistema x’ y' no
contenga término de producto cruzado. Esto se puede lograr mediante la sucesion de acciones siguiente.

Paso 1. Encontrar una matriz P que diagonalice ortogonalmente la forma cuadratica X7 "Azz - X.
Observacion: P estara constituida por una base ortonormal de autovectores de Aj ;. Siempre se podra
pues esta matriz es simétrica

Paso 2. Intercambiar las columnas de P en caso de ser necesario, para hacer det(P) = 1, de modo que
P resulta matriz ortogonal propia y geométricamente el cambio de coordenadas se corresponde en forma
estricta a una rotacién (en caso de que P sea ortogonal impropia se corresponde con una rotacién y una
reflexion de uno de los ejes y no resulta conveniente).

Paso 3. Para obtener la ecuacion en el sistema x' y' se sustituye X = P - X', Asi

(P-X)T-A35-(P-X)+24L-(P-X)+az5=0
(X7 (PT-A35-P)-X +2(AL-P) X'+ az3 =0.
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Como P diagonaliza ortogonalmente a A; 3,

- A 0
PT-A35-P=P 1-A3,3-P=(01 /12)

donde 4, y A, son autovalores de Aj 3. Asi, la ecuacién queda
roon(h 0 (X P11 P12
a a ' =
& ¥) ( 0 /12) (y') +2(0s G23) (P2,1 Pz,z) (y) +a33 =0,

/11.7(:’2 + Azylz + Za,1’3x’ + Za’2’3y’ + a3’3 = 0
Esta ecuacion no contiene término de producto cruzado.

o bien

ComoX=P-X'=P1.-X=X"=X =PT-X.
Los transformados de los versores canonicos i, j son

(P1,1 P2,1) (1) _ (P1,1) (P1,1 P2,1) (0) _ (P2,1)

P12 D22/ \0/ P12/’ \P12 DP22/\1/)  \P22/)

De modo que la base {? = (P1,1.P1,2)27 = (pzjl,pzlz)} indica la orientacion de los nuevos ejes.
Eliminacion de los términos lineales. Una vez eliminado el término cruzado, los términos lineales se

eliminan completando cuadrados.
Por ejemplo, siA; # 0y A, # 0, la ecuacién luego de aplicarle la rotacidn se puede presentar:

12 , 2 a"2p3 r _
Al x +2—x +A4, |y +2—y |+az3=0,
A Ay '
I al 2 al 2 12 12 2 a, 2
1,3 1,3 2,3 2,3
pdu3 ey (L) (L3 242 — (=%
i 2 +</11> </11> o 12y+</12> (12)
, 2 4 2 & 2 & 2
1,3 2,3 1,3 2,3
= Y g 43 —_=—=2) _ : = 0.
/1<+'11>+2<y+/12>+a3'3 </11> (/12> 0

Se propone la traslacion

Al + 12 + a3'3 = 0,

( a A
x" =x +£

/11

a’ 2, 3,

=y +
y' =y 1,
de donde se obtiene la forma candnica de la ecuacién en los
nuevos ejes dada por y’
a's .\’ a' 2
/11x"2 + /12y"2 + a3 3 L3 - 23 = 0,
' M Az

cuyos elementos son facilmente identificables.

v
v

Queda una ecuacién del tipo
llx"z + Azynz + a"3,3 = 0
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Ejemplo 1. Graficar la cénica cuya ecuacién es 5x2 — 4xy + 8y? — 36 = 0.
Escritaen laforma XT - A3 - X + 245 - X + az5 = 0:

— X X
CIEY) (_52 2)()+20 o)+ (—36) = 0.
T - Término independiente
Forma cuadratica Forma lineal

Para eliminar el término cruzado hay que hallar la matriz P, se calcula el polinomio caracteristico

detta-20 =21 T |=G-DE-D- (D2 =2 -131+36 = A-NA-4).
El subespacio de autovectores asociado al autovalor A = 4,
1 -2/0
(5, Jlo)=x-=0=x=2yvyeR 51y = (25.9) ¥y €R}; Bsp=y = (2.1}
La base ortonormalizada de S;_,:

(3 )

El subespacio de autovectores asociado al autovalor A = 9,
(:‘2* :ﬂg) = —2x—y=0=y=—2xVx €R; S0 = {(x, —2x) Vx € R}; Bsi_0) = {(1,—2)}.
La base ortonormalizada de S;_o:

]

e Y
Una matriz de pasaje P ortogonal sera 1 V5 2\/5 .
e ~Ys

Dado que el det(P) = —1 (ortogonal impropia), usamos el opuesto del vector base de S;_o. Queda

2 1

o |5 VB
1 2 I
NG

Las orientaciones de los nuevos versores son
{A 2 1N\ 1 2
o))
V5 V5 V55
Aplicando la rotacidn a la ecuacion dada, a partirde X = P - X":

(P'X,)T'A3,3'(P'X’)+2A’§'(P'X,)+a3‘3:0,
= (X)) -(PT-A35-P) X' +2(AL-P)- X' +az5 =0,

gueda
’ n . pT . 5 -2 . <X’> . _<X’>_ _
o P (2, ) Pe(y)t20 0pe(D)-36=0,
@ (g g)(5)-36=0=a"+9y"-36=0
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Dividiendo por 36 y reordenando la expresion, resulta la ecuacién candnica correspondiente a una elipse

con centro en el origen de coordenadas,
2 y,z Iz y,z
—t—=1l=—=+==1,
9 4 32 22
con semieje mayor paralelo al eje x’ de longitud 3, y semieje menor paralelo al eje y’ de longitud 2.

A

Ejemplo2. Graficar la conica cuya ecuacion es

5 , . 20 80
5x°—4xy+8y“+—=x——=y+4=0.

NN
Escritaen laforma XT - A3+ X + 245 -X + az5 = 0:
5  —2\ /X 10 40N\ /x
*x ¥ +2(— ——) + 1 = 0.
<_2 8 ) (y> \/g \/g (y) Término ilraependiente

Forma cuadratica Forma lineal

Se utiliza la misma transformacién que en el ejemplo 1.

2 1
| PR - CEel
V5 V5

Aplicando la rotacidn a la ecuacion dada, a partirde X = P - X":
(P-X)T-As5-(P-X)+24%-(P-X')+azs =0,
= (X)T-(PT-A35-P)- X' +2(AL-P) X'+ az3 =0,

gueda
2 1
©yy.pT (5 2. <x) <E _ﬂ>. V5 W5 (x) _
(x y)P(_2 8)Py’+2\/§ Bl o2 y)T4=0
V5 V5
’ n(4 0 x' x' _ 12 12 I ! _
@ M, 9)(y,)+2(—4 —18)(y,)+4—0=>4x +9y'® —8x' =36y’ + 4 = 0.

Aqui es necesaria una translacién para eliminar los términos lineales. Se completa cuadrados.
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4(x?—2x)+9(y"* -4y )+4=0=>4(x*-2x"+1-1)+9(y'* -4y +4-4)+4=0
4(x? =2x"+1)+9(y"* =4y’ +4) +4-4-36=0
4(x' — 1) +9(y' —2)% = 36
Este proceso lleva a la ecuacion:
(x' =1)? Lo 2)?

=1
9 4
Al proponer la traslacién
{x" =x"-1
yn — ! _ 21
resulta la forma candnica de una elipse
x' —1)? " —2)2
( ) N 0’ -2"_

32 22

v

Ejercicio propuesto.

Aplicar el procedimiento anterior para identificar y graficar las siguientes cénicas (o sus degeneraciones).
a) 4x?—24xy+ 11y +56x—58y +95=0

b) 4x% —12xy + 9y? — 8V13x — 14V/13y + 117 = 0

c) 11x?+ 24xy +4y>—-15=0

d x2—-2xy+y%2=0

e) 9x%+ 12xy +4y2—-52=0

UTN — FRH Algebra y Geometria Analitica — Guia Ejercitacion 5 — Pagina 22



	GUÍA DE EJERCITACIÓN 5 – TRANSFORMACIONES LINEALES
	Operaciones definidas entre transformaciones lineales
	Ejercicio 4.
	Aplicación a un sistema dinámico


