U.T.N. - F.R.Haedo Algebra y Geometria Analitica

GUIA DE EJERCITACION 2 MATRICES Y DETERMINANTES

Algebra de Matrices sobre el Cuerpo de los Nimeros Reales - Propiedades

ay  dyp o dpy

ay1 dpy -t dpy
A=| 7 N . N

am,l am,2 am,n

Nomenclatura: 4 € R™™ meN,n eN;Az((a,.,j));au eR;i=12,---,m;j=12,---,n

Matriz nula: O € R™";0 = ((O)) Matriz identidad: / e RV";/ = ((8[’1. ))
1 r=t
Notacién: Delta de Kronecker: 6, , = {O . (si ambos subindices son iguales, vale 1; sino 0)
’ r#

Matriz escalar: 4 e R, aeR; 4= ((a -9, ; )) Matriz diagonal: 4 € R™"; 4= ((al.,j ));a[’j =0 Vi#j

Matriz triangular superior (inferior): 4 € R""; 4= ((al.,j ));al_’j =0 Vi>j (Vi < j)

Igualdad: 4eR™",BeR"™, 4=((a,,)).B=((5,)).4=B si a,=b,, V()

J

a) Para la operacion suma

Definicién: ~ 4eR™",BeR™", 4=((a,,)),B=((b,,)): 4 +Bdi((aiJ +b,,)) VG ))

J
a.l1 Ley de composicion interna: VA € R™™ VB R™", A+ BeR™"
a.2 Propiedad conmutativa: V4e R™" VBeR™" A+B=B+4

a.3 Propiedad asociativa: V4 e R™" VBe R™" VCeR™", 4+(B+C)=(4+B)+C
a.4 Elemento neutro: VA R™" 30eR™™"/ A+0=4
a.5 Elemento opuesto: VA€ R™",3(-4)eR™"/ A+(-4)=0, - 4= ((— a; »

b) Para la operacion producto de un escalar por una matriz

Definicion: AeR™" keR, A= ((aw. )), k- Adif((k a,; )) v(i, )

b.1 Ley de composicion externa: V4 R™" ,VkeR, k-4eR™"

b.2 Notacion: VAe R™",VkeR, k-A=A4-k

b.3 Propiedad asociativa mixta: VA e R™® VkeR,VpeR, k-(p-A)=(k-p)-4
b.4 Elemento neutro: VAeR™" ,J1eR / 1-A=4

b.5 Observacion: k-O=0 VkeR ; 0-4=0 V4 R™™"

¢) Para ambas operaciones combinadas

Propiedades distributivas: V4 e R™" ,VBe R™" VkeR,VpeR
el k-(A+B)=k-A+k-B ¢2 (k+p)-A=k-A+p-4
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d) Para el producto de matrices y otras operaciones combinadas

Definicion: AeR™", BeR"™ A= ((al.’j )),B = ((bl.,j )), A- Bdif C e R™® tal que

C:((Ci,_f)) ¢ =2 (@, b,;) i=12mj=12, .

h=1

d.1 Propiedad asociativa: 4 R™",BeR"™,CeR", 4-(B-C)=(4-B)-C

d.2 Propiedad asociativa mixta: A€ R™",BeR",kecR, k-(4-B)=(k-A)-B=A-(k-B)
d.3 Propiedad predistributiva: 4 € R™™,Be R",CeR"™ , 4 (B+C)=A-B+A-C

d.4 Propiedad postdistributiva: Be R™",CeR™", 4cR™ ,(B+C)-A=B-A+C- A4

d.5 Elemento neutro: VAeR™",3/eR™/ A-I1=A4; VAcR™", 3T cR™™ /]-4=4

=

e) Para la transposicion

Definicién: ~ 4eR™",4=((a,,)); 4" eR™™, 4 d:/((a/)) v(is j)

el VAecR™™ (47) =4

e2 VAcR™ keR,(k-A) =k-A"

e3 VAeR™™ VBeR™™, (4+B) = 4" +B"
ed VAcR™" VBeR™, (4-B)" =B"- 4"
e5 VAcR™ heN,(4") =(4")"

) Para la inversa de matrices cuadradas

Matriz inversa : VAe RV ™A det(A)#0, 34 eR™™ /) 4- A=A 4=1
A se denomina invertible, regular o no singular

£1 VAeR™ A det(4)#0,(4") =4

£2 VA R™A det(4)#0, Vke R—{0}, (k-A) " =k 4"

£3 VAeR™ A det(4)=0,(4") =(47)"

f4 VA R™ A det(4)20,VheN, (4") =(4")"

£5 VA R™™A det(4)#0, VBe R™™A det(B)#0,(A4-B) ' =B - 4"

2) Para el determinante de matrices cuadradas

g.1 OeR™™, det(0)=0

g2 [e R™™ det(/)=1

g3 VAeR™", 4 matriz triangular, det(4)=a,, -a,, ~~a

g4 VAeR™™ det(4”)=det(4)

g5 VAe R keR, det(k- A) = k" -det( A)

2.6 VA R VB e R™", det(A4-B) =det( 4)-det(B)

g7 VAeR™ adet(4)#0, det( A7) =[det( 4)] "

g.8 Sea Ae R™"
g.8.a al intercambiar entre si dos filas (o dos columnas) de 4 = det(4) cambia de signo
g.8.b si A4 tiene dos filas (o dos columnas) iguales = det(4) = 0

n,n
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g.8.c si A tiene dos filas (o dos columnas) proporcionales = det(4) = 0

g.8.d si A4 tiene una fila (o una columna) de ceros = det(4) =0

g.8.e si a los elementos de una linea de un determinante se le suman los elementos
correspondientes de otra linea paralela, el determinante no se modifica el valor del
determinante.

h) Adjunto de un elemento de una matriz cuadrada y matriz Adjunta

Sea AcR™™, 4= ((al.’j)).

h.1)  Para cada elemento a, ; de 4, se define como

menor complementario de a, : M, ; =det(m; ;) € R donde m; ; € RO DD o5 1a submatriz que
resulta de suprimir en 4, la fila i-ésima y la columna j-ésima.

adjunto o cofactorde ¢, ;: 4, ; =(-1)""/ det(m; ;) eR

h.2) Matriz adjunta (o de cofactores) de A: Adj(A)= ((Ai’j )) e R™™

h2.a) Adj(A)" = Adj(A")  h2.b) A Adj(A)" = Adj(A)" - A= det(A)- I

i) Falacias a evitar cuidadosamente

Téngase presente que, en general:
e A-B#B-A;o0bs.:cuando 4B = B- A las matrices A y B se denominan conmutativas o conmutables.
e AB=A-C#>B=C;obs.: A-B=A4-C=B=C s6losi 34"

e A-B=0#>A=0v B=0; A>=0+>4=0
o (4+B) ' #47"+B7"; det(4+ B)=det(4)+ det(B)

J) Algunas matrices reales cuadradas especiales

Sea A e R™™, 4= ((a,-’j ))

A es nilpotente de indice psi  IpeN,, /AP =0r AP 20
A es idempotente de indicepsi IpeN_ /A" =AANA""#A4 r=1,---,p-2

A esinvolutivade indice psi  IpeN, /AP =1 A AP =1 r=1,---,p—1

A es simétricasi A" = A4

A es antisimétricasi A’ =—4

o si det(4)#0, Aesortogonalsi A" =A™ o equivalentemente si A-A” =1

Obs: siendo 4 una matriz ortogonal, se dice propia si det(4) = 1 o impropia si det(4) = —1

k) Algunas matrices complejas

Sea 4 C™", A:((al-’j));es decir que a; ; €C; i=12,--,n; j=12,---,m; neN,meN

def
k.1) Matriz transpuesta de 4: A7 eC™™, AT = ((aj,l- )) V(i j)

— __def —
k.2) Matriz conjugadade 4: 4 eC™™", 4 = ((a,-y j )) V(i; j) donde a; ; es el complejo conjugado de a, |

de
k.3) Matriz transpuesta conjugada de 4: 4* e C™™, 4" =f((aj_l)) Y(i; j)
k.4) Si A€ C™" se tienen las siguientes matrices cuadradas complejas especiales:
e A eshermiticasi A4 = A
e A es antihermiticasi 4" =—A4
e Aesunitariasi 4" = A" oequivalentemente 4-4" = A" -A=1
o Aesnormalsi A-(A4") =(4")"- 4
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Ejercicio 1.
Identificacion de los elementos de una matriz mediante sus coordenadas o indices de ubicacién. Generalizaciones
a matrices de orden arbitrario.

Dada la matriz 4 = ((q; ;)) € R¥3 | marcar sobre ella los elementos a; ; tales que:

i) i=2; i) j=3; ii) i=/; iv) i<j; v) i2j; vi) i#/; vil) i=/+1; viil) i=/-1;ix) i+ =4.

Ejercicio 2.
Construccion de una matriz dada leyes de formacion de sus elementos en funcion de condiciones sobre los indices
de ubicacién de sus elementos. Empleo de distintos tipos de presentacién para las leyes. Generalizaciones.

2.1)  Construir la matriz 4 =((a; ;)) € R>3 segun las definiciones dadas en cada caso:

i—j sti<j
2.1a)a,; =i>-2j-3; 2.1.b) aq; ; = ;21.0) a,; =35, 1.

i+ j en otro caso

2.2)  Construir la matriz 4=((q,;)) € R*?® segun las definiciones dadas en cada caso:
i—j si i<y

o ;2.2.¢) a; , =8,;+6,,+8
i+ en otro caso

i+j,6°

22.) a;; =(-1)"; 2.2b) q, ={

Notacion: 8, , Delta de Kronecker, si ambos indices son iguales, vale 1; sino 0.

Ejercicio 3.
Recodificacién de informacidn, de distinta indole, en forma matricial. Valoracién del empleo de matrices como
medios eficientes para cubrir dicho objetivo. Creacién de cédigos propios.
Interpretar y completar las siguientes matrices.
3.1) Sea M lamatriz de comunicacion que representa a la red esquematizada en la figura 1, consistente
de 6 nodos los cuales pueden o no transmitir informacion entre si, construida con la siguiente convencion:
* se establece una relacion biunivoca entre el nombre del nodo y la sucesion de los nimeros
naturales, correspondiendo: A<>1, B&>2, Co3, D4, E©&S5, Fo6.
A 1 sielnodoienviainformacion alnodo j,coni # j
“/" |10 en caso contrario '
Por ejemplo: m,;=1;m;, =0 ;m,, =0
Escribir la matriz M.

-

B [c}—+—p]
™

E}——F]

Figura 1. Grafico del sistema de comunicacion

3.2) Sea M la matriz de comunicacion entre cuatro puntos de una ciudad escrita con la misma
convencion que en el ejercicio 3.1). Indicar en el esquema de la figura 2 mediante flechas el sentido de
circulacion de las calles que los vinculan. En la eventualidad de no tener conexion alguna, eliminar la
traza correspondiente.

A B

— = T T

0
0
0
1

— D =
= = O

C D

Figura 2. Esquema de los cuatro puntos de la ciudad y matriz de circulacion asociada
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3.3) Sea conocida la red de calles que se muestra en la figura 3 (a).

. . 100 200
A CALLE1 A 'T‘ 150 hd
L L 100 -4 A N Bl—- 200
L L
E E 50 150
CALLE 3

2 4 500 «+—| ¢ " DI+ 600

53 700 T

250 50

(a) (b)

Figura 3. (a) Red de calles, (b) esquema de informacion del trafico

La figura 3 (b) corresponde al esquema de informacion de trafico de dicha zona. Cada calle tiene
un s6lo sentido de circulacion representado por el sentido de las flechas en 3 (b). Los niimeros en dicho
croquis indican la cantidad de coches/hora que pasan por el segmento de calle donde estan ubicados.
Crear una matriz de trafico correspondiente, es decir una matriz que contenga exactamente la informacion
que el esquema pero escrita en un cuadro de valores numéricos, explicando la manera de interpretarla
esto es dar las pautas del codigo de lecto-escritura.

Ejercicio 4.
Operaciones elementales enfre matrices. Induccién de hipétesis a partir de resultados particulares.

Dadas las siguientes matrices pertenecientes a R2X2, realizar las operaciones pedidas:
2 1 11 30 2 5/2
A=(3 2] B=[o 1) C=[o 2] D=(—3/2 2 )

4.1) Calcular la combinacion lineal: 3-4 —2-B+ C

4.2) Hallar los nimeros reales o y B que verifiquen la igualdad: a4 + 3-B=D

4.3) Obtener: 4-C — C-A. | Es necesario realizar este calculo o el resultado serd, sin lugar a duda, la
matriz nula? ;Qué resultado espera para C-4 — A4-C?

4.4) Determinar la relacion: 4-B — B-C?

4.5) Calcular: B2; B3; B4; C2; C3; C*. Inducir una hipotesis para By C", Vn e N.

Ejercicio 5.

Destreza en el manejo de la factibilidad de operaciones matriciales en relacién con el orden de las mismas.

Formulacidn de justificaciones para validar deducciones basadas en una informacion dada.

Analizar los siguientes enunciados y resolver la consigna propuesta.

5.1) SiAy B son matrices tales que las operaciones A+B 'y A-B son realizables, entonces tanto A como
B son matrices cuadradas y son del mismo orden. Probar la afirmacion anterior.
5.2) Si A-B e Rmn_;esta informacion es suficiente para garantizar que el producto B - A se puede
realizar? Justificar la respuesta. En caso afirmativo, ;qué orden tiene dicho producto? En caso negativo,
dar ejemplos numéricos donde se visualice la situacion.
5.3) Sitanto 4-B como B-C son realizables, ;jtambién lo es (4-B)-C ?. Explicar.
5.4) Sea A una matriz triangular superior de orden n, tal que su cuadrado da por resultado la matriz
nula. ;(Necesariamente los elementos de la diagonal de 4 (a;; con i = 1, ..., n) deben ser iguales a cero?

Explicar.

Ejercicio 6.

Planteo y resolucién de ecuaciones presentadas como relaciones enfre matrices. Bisqueda y presentacion de todas
las respuestas posibles.

6.1) Hallar todas las matrices A diagonales de orden 2 tales que verifiquen la igualdad
A* +24-81=0,
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donde O es la matriz nula de orden 2.
6.2) Dada la matriz 4, averiguar para que valores de o € R, la matriz M es diagonal siendo:

1 a
Az(za _a_l) M:A2+2A—111

6.3) Hallar todas las matrices triangulares superiores X tales que X2 = ((9) I6)

Ejercicio 7.
Identificacién de las caracteristicas de matrices cuadradas especiales. Trabajo con casos generales.
Aproximacién al concepto de grados de libertad de una estructura.
Calcular la cantidad méaxima de elementos arbitrarios que posee una matriz 4 € R0 si:

7.1) A esuna matriz cualquiera 7.2) A es diagonal 7.3) A esescalar
7.4) A es simétrica 7.5) A esantisimétrica  7.6) A es triangular superior

Ejercicio 8.
Demostraciones empleando propiedades generales de las operaciones matriciales y caracteristicas particulares
de las matrices dadas.
Demostrar cada uno de los siguientes items.
8.1) Sean 4 y B eR™n conmutativas (o conmutables) entonces:
8.1.a) (4+B)(4—B)=A42- B2 8.1.b) (4 + B) y (4 — B) son conmutativas.
8.2) Dada una matriz cualquiera 4 e Rmxn_a operacion (47-4) es siempre realizable y su resultado es
una matriz simétrica.
8.3) Sea B una matriz cualquiera de orden n, entonces (B — BT) es antisimétrica.
84) Sean Ay B eR™n_ conmutables, donde 4 es simétrica y B es antisimétrica, entonces (A4 - B) es
antisimétrica.
8.5) SiA eRmxn eg antisimétrica y Be R™*m entonces (B7-4-B) es antisimétrica.
8.6) Sean 4y B eRm™n_§j 4 es idempotente de indice 2, entonces B = 2-4 — [ es involutiva de igual
indice.

Ejercicio 9.
Destreza en el uso de las propiedades de los determinantes.

Sin desarrollar los determinantes, demostrar las siguientes identidades, mencionar las propiedades
utilizadas.

a, a, as a, a, as a—b a,-b, as;—b;
C,—a;, C,—a, C3—a, b, b, b C—a, C—a, C3—d;
a,+bx ax+b ¢ a b ¢ z 1 x+y
9.3) |a,+bx ayx+b, c|=(1-x*)a, b, ¢ 94) |y 1 x+z/=0
a;+byx  ax+by ¢ a; by ¢ x 1 y+z
1 4 p a b ¢ d
1 2 —
95) 1 a+b  a, |=b b, 9.6) |, _2 o Z:a-b-c d
1 q a, +b, -a -b - 0
1+ al al al al a a a a
1+ 1
9.7y | 2 g gy rayta, 98) | {0 Y=aa-1)
a3 613 l+ (13 a3 3 2 1 a
ay ay ay 1+ ay
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Ejercicio 10.
Destreza en el cdlculo de determinantes. Utilizacién de propiedades para abreviar la resolucién numérica.

Calcular los siguientes determinantes, indicando las propiedades usadas.

-1 2 3 4 1 301 -1 2 1
0 3 -1 4 7 0 3 142
10) |2 -3 0 4 1 102) |1 4 2 3 1
4 7 6 4 1 5 -1 325
2 -1 10 3 -1 1 2 32

Ejercicio 11.
Condiciones de existencia y cdlculo de matrices inversas.

Hallar, en caso de ser posible, las inversas de las siguientes matrices. En caso de no existir, indicar

el porque.
11.1) A—(l 2) 11.2) p=|! ? 11.3) |t ? 3
' 25 ' (2 4 ' 2 5 7
1 3 -5 7
1 2 3
o1 2 -3
114) D=| 2 5 7 11.5) E=
o0 1 2
-2 -4 -5
00 0 1

11.6) a) F e R¥3 con Funa matriz escalar; b) G € R>3 con G una matriz diagonal. Generalizar estos
dos ultimos resultados para matrices con las mismas caracteristicas que las dadas pero de orden #.

Ejercicio 12.

Combinaciones de distintas operaciones entre matrices. Cdlculo de pardmetros para que se cumplan condiciones
establecidas.

12.a) Para qué valores de k € R, M? es una matriz simétrica? M es tal que
M+4-4"=B"-C+D,

4 3 1 0 2 -1 k 4
donde A:(—Z —lj B:(3 _2) C:(l _3) D:(4 3)

0 -1 h h+3
12b) Si M =P ' 4-P donde P=(1 OJYA=( 3 o J,

i) hallar todos los valores /# € R para los cuales M resulta una matriz antisimétrica;
ii) hallar todos los valores # € R para los cuales M resulte una matriz no inversible.

Ejercicio 13.

Aplicacién del concepto de matriz inversa. en matrices de orden n-ésimo.
13.1) Sea A R™™, inversible, tal que A% +2-A4—8-I = 0; demostrar que
_ 1
A7 ==(4+21).
8

13.2) Sea A una matriz cuadrada de orden 7, no singular (inversible), que verifica la siguiente igualdad:
aA®> + bA+cl = O, donde a, b y ¢ son nimeros reales con ¢=0. Hallar los nimeros A y p para los cuales
se verifica que: A =4+ ul .

Ejercicio 14.
Tdentificacién de matrices ortogonales.

14.1) Verificar si las siguientes matrices son ortogonales. En caso afirmativo clasificarlas en propias o
impropias.

U.T.N. F.R.Haedo — Algebra y Geometria Analitica — Guia de Ejercitacion 2 — Pagina 7



12/13  5/13 2 0
Az(—5/13 12/13] B=[1 1/2j
14.2) ;Qué¢ valores deben tomar a, b, ¢ € R para que M = (CCZ 8) sea ortogonal?

14.3) ;Qué condiciones deben cumplir los elementos de una matriz diagonal de orden n para ser
ortogonal?

Ejercicio 15.
Demostraciones basadas en propiedades generales de las operaciones matriciales y caracteristicas particulares
de las matrices.
Realizar las siguientes demostraciones, dejando indicadas claramente las hipotesis, tesis y
propiedades utilizadas en cada desarrollo.
15.1) Sean 4, B € R™™ matrices inversibles. Si 4 y B son conmutativas, entonces sus inversas también
lo son.

15.2) Sean 4, C, D € R™n tales que verifican 4=C"'-D-C, entonces A* =C™'-D*-C k eN.
15.3) Sea 4 € Rnxn gimétrica e inversible, entonces A-les simétrica.

15.4) Sea A € Rnxn ortogonal, entonces A~! es ortogonal.

15.5) Sean A4, B € R™n ortogonales, entonces (4-B) es ortogonal

15.6) SeanA, B € R™n_Si 4 es antisimétrica y B es ortogonal, entonces M = B~ - A- B es antisimétrica.
15.7) Sean D, E, F € Rmn_Sj D es ortogonal, E es simétricay F' = E - D, entonces E*=F-F".

Ejercicio 16.

Adquisicién del concepto de rango. Andlisis de la variacién del rango de una matriz de acuerdo a los distintos
valores de un pardmetro contenido en la misma.

Resolver segun lo pedido en cada item.

—o 20 -3

(0 4 10 a )

. 4 1
16.3) ;Para qué valores de a, el rango de la matriz 4 = LIO 188 4?) al-;6J es 2?

1 7 a+l6 3

0 2 -4
|(_1 4 5\| 2 1 3 -1
16.1) Calcularelrangode A=| 3 | ~|yelde B=|1 3 3 ZJ.
L 73 0 J 2 4 3 3
(0 50 -o
16.2) Estudiar el rango de la matriz 4 = [2& o 10a | para los distintos valores de o € R.

Ejercicio 17.
Andlisis de la validez de proposiciones. Integracion de conocimientos. Demostraciones y bulsqueda de
contraejemplos.
Justificar si son verdaderas o falsas, cada una de las siguientes afirmaciones. En caso de ser
verdadera, demostrarla. Si es falsa, proponer un contraejemplo.
17.1) Sid,BeR»X2 A A-B=0 A A+B=1 = A2=A.
17.2) Sid,B e R22 A det(4 —B)=0 = det(4) = det(B).
173) SideR33 A4=-A4AT= det(4)=0.
17.4) Sid e R3x3 AA4=A4T= (-A)es antisimétrica.
17.5) Sik=3AAde R3S A det(d)=2 = det[(k- 4)1]=-1/54.
17.6) SiA, B € R2x2 A det(d) =det(B) = det(4 + B) = 2det(A).
17.7) Si A es una matriz diagonal de orden 2 y todos los elementos de la diagonal principal se
diferencian entre si, cualquier matriz triangular de orden 2 es conmutativa con A4.
17.8) SiA € Rmn A A es nilpotente de indice 2 (4 2 = O), entonces 4 no es inversible.
17.9) Si el determinante de una matriz de orden 2 es igual a 1 6 a —1, entonces la matriz es ortogonal.
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Miscelanea

M1  Sean P, O, A y S matrices de orden 5 tales que cumplen con la condicion
S=A+PAQ+P?40° + P> 40> + P*40* + P°40°,
siendo Q la matriz opuestade Py P=((p; ;)) con p; ; =8;¢_;.
Ml1.a) Hallar las potencias naturales de Py de O, estoes P",Q" ,neN.
M1.b) Demostrar que (PS 0-5 ) da por resultado la matriz nula de orden 5.

M2 Sean 4, B, X € R™" matrices inversibles tales que verifican la igualdad

B~ -X=[X~(AT)_1T.

M2.a) Despejar, usando propiedades de las operaciones matriciales, X? de la igualdad dada en
funcién de A4, B, sus respectivas inversas y/o traspuestas.
M2.b) Escribir las matrices 4 y B sabiendo que n=2, 4= ((au j » es simétrica con

a;;=3i-2j i<j, B= ((bi’ j » es triangular superior con b; ; =i+ j en los elementos no nulos. Bajo
estas condiciones, evaluar numéricamente a la matriz X? despejada en el item anterior.

M3  Demostrar que es imposible que una matriz 4€R™" invertible (347") resulte nilpotente (4 es
nilpotente de indice p, si existe peN tal que 47=0, donde O es la matriz nula de orden n).

M4 Sea AeR™" tal que 42= O (matriz nula de orden n), hallar 4-(/ — A)" donde I es la matriz

identidad de orden n y n € N5, . Mencionar las propiedades usadas.

Aplicaciones
Al Matriz de Probabilidad

Una matriz de probabilidad P es toda matriz cuadrada que cumple las siguientes dos propiedades:
1) cada uno de sus elementos es no negativo (p;; 2 0)

i1) la suma de los elementos de cada columna, o de cada fila segin se defina, es exactamente igual a 1.
Considerar un caso en el cual se hacen inspecciones a intervalos regulares sobre el
funcionamiento de maquinas en un sistema y se registran los resultados. Cada maquina tiene tres estados
posibles: funciona correctamente (B<>1), necesita reparaciones (R<>2) o no funciona definitivamente
(M©3). Una estadistica basada en estos registros determind la siguiente matriz P de probabilidad donde
cada elemento p; ; (llamado probabilidad de transicion) es la probabilidad que tiene cada maquina que se

halle en el estado j en una observacion dada, de hallarse en el estado 7 en la siguiente:

0,7 03 0
P=103 04 O
0 03 1

a) Verificar que P es una matriz de probabilidad e interpretar correctamente cada uno de sus elementos.

Si P es una matriz de transicion y V) es el vector de estado en el periodo de observacion k-ésimo,
entonces V., es el vector de estado en el siguiente periodo de observacion y esta dado por:
P-V,_=V,donde ke Ny I es el estado inicial.
b) Si ¥, siendo (V)T = (0,5 0,4 0,1), representa el estado actual del funcionamiento de las maquinas

determinado en una inspeccion, hallar el estado V; en que se encontrara en la proxima inspeccion.
JY en la siguiente, V,? (Y a largo plazo?
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A2 Formas Cuadriticas — Expresion matricial

Las ecuaciones de segundo orden tienen diferentes expresiones matriciales para indicar la misma
relacion.

Hallar la matriz simétrica A que hace equivalente las ecuaciones dadas con la correspondiente
relacién matricial, segun se detalla en el siguiente cuadro.

ecuacion expresion matricial )¢
a x2+4y?-3=0 XT-A4-X=0 (x y» 1
b x2+4y?-3=0 xT. 4. x=3 (x )
c x2+4y?-2xy-3=0 XT-4-X=0 (x y 1
d x2+4y? -2xy-3=0 XT-4-X=3 (x »)
e x2+2y? =322 +2xy-10=0 XT-4-X=0 x y z 1
f x2+2y? =322 +2xy-10=0 XT.-4-X=10 (x y 2)
g X2 +2y? =322 +2xy—6xz-8yz—10=0 XT-4-X=0 x y z 1
h x2+2y? =322 +2xy—6xz-8yz—10=0 XT.4-X=10 (x y 2
i ax® +by” +cz’ +2dxy+2exz+2fyz=g XT-4-X=0 (x ¥y z 1
i ax® +by’ +cz> +2dxy +2exz+2 fyz=g XT-4-X=g x y 2)

A3 Matrices elementales

Una matriz de orden n se denomina matriz elemental si la misma se puede obtener efectuando
una sola operacion elemental en las lineas (vertical u horizontal) de la matriz identidad del mismo orden
(multiplicar una linea por una constante no nula; intercambiar dos lineas paralelas entre si de lugar;
sumarle a una linea una linea paralela diferente multiplicada previamente por una constante). En general
operaremos con matrices elementales que efectuan operaciones por filas, salvo que se diga lo contrario.
a) Dadas las siguientes matrices elementales, identificar las operaciones con que se obtuvieron.

1 0 00
1 0 3
1 0 0 0
; ;10 1 0
0 -3,{0 0 1 0
0 0 1
01 00
3 4 1 8 1 5 3 4 1
b) Sean las matrices 4={2 -7 -1|,B=|2 -7 -1|yC=(2 -7 -1].
8 1 5 3 4 1 2 -7 3

Encontrar las matrices elementales E1, E»>, E3 y Estales que:

EA=B,E,B=4, E;iA=Cy E,C=4.
¢) La matriz F es tal que FB=C, con By C definidas en el item b. Dar una expresiéon de /' como
combinacion de operaciones entre todas o algunas de las matrices elementales del item b). Justificar la
respuesta con una presentacion adecuada pero no realizar los calculos numéricos correspondientes.
d) Conclusion general. Si una matriz elemental £ opera por filas, ;cudl es el efecto que produce
multiplicar a una matriz 4 por la izquierda por la matriz E?
e) Siuna operacion elemental en las filas se ejecuta en una matriz elemental / para obtener una matriz
elemental E, entonces existe una segunda operacion en las filas que, al ser efectuada en E, produce
nuevamente /. Con este criterio completar la siguiente tabla.

Operaciones en las filas
de E que reproducen /

Operaciones en las filas
de 7/ que producen E
Multiplicar la fila i por ¢0
Intercambiar las filas i y j
Sumar la fila /i multiplicada por c a la fila j
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Las operaciones en la columna derecha de la tabla se denominan operaciones inversas de las operaciones
correspondientes en la columna derecha.

f) Si A es una matriz de orden n inversible, entonces A se puede expresar como un producto de matrices
elementales. Esto permite determinar un método para calcular la matriz inversa de A. Para ello es
necesario encontrar una sucesion de operaciones elementales en las filas que reduzca 4 a la matriz
identidad 7'y luego efectuar esta misma sucesion de operaciones en [ para obtener 47!, Esto se representa
simbolicamente para una matriz inversible 4:

SiE,--E,ELA=1 = A" =E, ---E,E, A A=E'E;" --.E;'I =E'E;" .- - E".

1 0
Considerar la matriz 4 =
-5 2
1. Encontrar las matrices E1 'y E> tales que E,E,4A=1
il. Escribir 4! como producto de dos matrices elementales.
1. Escribir A como un producto de dos matrices elementales.

S L N
o0 W W

1
g) Con el procedimiento descrito en el item f, encontrar la matriz inversade 4 =| 2
1

U.T.N. F.R. Haedo — Algebra y Geometria Analitica — Guia de Ejercitaciéon 2 — Pagina 11



