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TRANSFORMACIONES

Definicion:

Una Transformacion entre dos espacios vectoriales es una funcion que a cada elemento del
primer EV le hace corresponder un elemento del segundo EV.

Caracteristicas:

f:V->W esinyectiva ©VXeV ,VyeV:x#y=>f(X)=f ().
f:V->W es Subyectiva ©V yeW:AXeV/f(X)=

f:V->W esbiyectiva &V f es inyectiva y subyectiva .

Por ser funcion, tiene su dominio y su codominio, con la particularidad de que
€stos son espacios vectoriales.

Ejemplos:
Traslacion, Traza de una matriz.

TRANSFORMACIONES LINEALES (TL)

Definicion:

Una Transformacién f:V->W es TL si cumple las siguientes cond1c1ones

S N i
Y 1)
ke - f(ocx)~ af(X)

\ \Mw/"‘ fGc+Y)=TG)+(Y)
Vo W
Ambas condiciones pueden resumirse en: f (ax+8Y)=af (X)+Bf (V)

=2 af (%) CLde CL de
= vectores  vectores
de V de W

Generalizando: f(z o X,
i=1



TRANSFORMACIONES LINEALES (TL)

Propiedades:

1) f(0,)=0,

2) f(=%,)=—f(X))

Clasificacion:

1) f:V>W esTL =f es MORFISMO ( Mantiene la forma ya que los escalares de la CL

son los mismos).
2) Si f esinyectiva = f es MONOMORFISMO.

Si f es monomorfismo = Nu(f)=(0,)
3) Si f es subyectiva = f es EPIMORFISMO.
Si f es epimorfismo =Im (f)=W
4)Si f:V=>V Af esbiyectiva =f es ISOMORFISMO.
5)Si f:V>V=f es ENDOMORFISMO.
6) Si f:V=>V Af funcion biyectiva=f es AUTOMORFISMO.

TRANSFORMACIONES LINEALES (TL)
Operaciones entre TL:
Dadas las siguientes transformaciones lineales: f:V2>W ,g:V2>W h:W->U
1) SUMA: (f+g):VWIVXeV:(f+g)(X)=f(X)+g(X)
2) DIFERENCIA: (f—g):V=WIVxeV:(f—g)(X)=f(X)—g(X)
3) PRODUCTO DE UN ESCALAR Y UNATL: VXeVAVkeR:(kf)(X)=kf(X)
4) COMPOSICION: hof:V>U/Y X€V (hof)(X)=h(f(X))
5) INVERSA: f:V-V,f esbiyectiva =3f '(laTL inversade f)/V X€V:
(e f)(x)=(fof)(%)=%



TRANSFORMACIONES LINEALES (TL)
Nucleo de una TL:

f:V>W

Nu(f)=(*€V/f(%)=0,)

Imagen de una TL.:
f:V>W
Im(f)={yew/aAxeV/f(x)=y|

Teorema de la Dimensioén:
Sea f: V - Wuna TL:
dim(Nu(f)) + dim(Im(f)) = dim(V)

MATRIZ ASOCIADA AUNATL

Definicion:

Sea f(X):V->W unaTL. La TL f puede expresarse matricialmente:
f(X)=F.% donde F: es lamatriz asociada ala TL f

Si: f: V=W con: dim(V)=nAdim(W)=m=F€R™"

Es decir: la matriz F asociada a la TL f sera de orden mXn.

Si: f:R">R"=>FeR™"
Si: f:R™">RP=FeR" ™"



MATRIZ ASOCIADA A UNA TL
Como hallar F utilizando las bases canoénicas:

Cada columna de la matriz F asociada a la TL f esta dada por los transformados

de los vectores canonicos del primer espacio.

Es decir: la primer columna de F se obtiene tras aplicar f al primer vector de la
base canonica. Luego se repite para la segunda columna. Se repite n veces

(con n: dimension del espacio de partida)

MATRIZ ASOCIADA A UNA TL

Como hallar F utilizando las bases candnicas: Ejemplo.

Sea: f:R*>R*/f(x,;X,; X35 X,)=(x,—3x,+5x,; X;+X,—2 x,—3x,). Hallar F: la matriz

asociada a f utilizando la base canonica de IR*.
Bp.={(1;0;0;0),(0,1,0;0),(0;0;1;0),(0;0;0;1)}

1 0 0 0
0|—(1). ¢|1|=[=3]|. £|0|=[ O}. £|O|=] 5|5p=|1 —3
fo (1) f 0 ( 1)’ f 1 (—2)’ f 0 (—3) (1 1
0 0 0 1
X1 X1 X
fl%|=F.[% :(1 -3 0 5) X, |—[X;—3x, + 5Xx,
X, x| \1 1 =2 =3/ {x;| |x, + x,—2x,—3x,




MATRIZ ASOCIADA A UNA TL

Como hallar F a partir de los transformados de una base del primer espacio
(Teorema Fundamental de las TL: Extensién por linealidad)

Sea f: R" — R™ pero no se conoce la expresion de f.

Se conoce B = {vi; va; . . Va } una base de R".

Se conocen: y; = f(vi) 105 transformados de la base B, con y; € R™.

La matriz F asociada a la TL puede hallarse como sigue:

- Hallamos los escalares ¢; / la CL de B expresa a todo vector genérico del primer
espacio (x : vector genérico de R").

Z azf(‘_;l)

=1

se obtiene f: f(x)= (Z a, v,

- Aplicando f miembro a miembro x—(z v,

i=1

- Reemplazando: f(;i) = ;i, se obtiene la TL y se puede presentar F: la matriz asociada a
la TL.

MATRIZ ASOCIADA A UNA TL

3 1
Ejemplo: Hallar f:R*>R’ sabiendo que: f|1 :( 11);f 0 :(3);f
o 1

-3

_ =N

1) Verificar que B={(3;1;0)";(1;0;1)";(2;1;1)"} es LI=R’=gen(B)
312 o1 -1 -

det(B)=]1 0 1|=[1 0 1]|=( 1)“21 1‘:—2:>BesLI
0 1 1] [0 1 1




MATRIZ ASOCIADA A UNA TL

3 1 1 3 2 4
Ejemplo: Hallar f:R*>R’ sabiendo que: f|1|= SFlol=12 1=
-1 0 -2
0 1 1
3 3 1 21 Xy
2) Hallar los a,./z a,v,=x | 1|t 0tas 1= X,
=1 0 1 1) |x,
31 2 |x)| [01 =1 |x,—-3x,) (0 0 =2 |x,—3x,—x,
g 1 |x,|~1 0 1 |x, ~1 0 1 |x,
0 1 1 |x3/ |01 1 |xq4 0 @1 1 |xg
0 01 |—lx +§x +=X 051:£X1_1Xz_1_xa
1.3 .1 271272 973 2 2 2
0 0 (D | —=x;+=x,+= X,
2 2 2 7~ 1 00 |lx —lx —lx = az_l_x1_?ixz+l_x
10 1 |x, 2 1Ty 2 IR
-1 3 1
0 1 1 1x 0 1 0 |%X1—§x2+%x3 B=" X1+2 X2+5X3
MATRIZ ASOCIADA AUNATL 3 1 ’
Ejemplo: Hallar f:R*>R’ sabiendo que: f|1|= 1 ;flol= 3 fl1)= 4
-1 0 -2
0 1 1
3) Con los «; armamos la CL igualada al vector genérico: Z av,=X
i=1
11 1. |3 L) g 2\ %
EX —2—X2—5X Jd1 1+ 5X1—5X2+2—X3 10|+ —2X1+§X2+5X3 J1 1= X,
0 1 1) \x,
4) Aplico f a ambos miembros
11 1 3 [1 1 1\ 2[5
Fllg X1im5 X =5 Xs || 1 [F| 5 =5 Xt 5 X || 0|+ 5 Xt Xo+ 5 Xa || 1| (= x,
0 1 1



MATRIZ ASOCIADA A UNA TL 3 1 7
Ejemplo: Hallar f:R*>R’ sabiendo que: f|1 :(_11),f 0 :(8)’f 1 :(_3)
0 1 1
Por 1er condicion de linealidad: A
111 P, 3 VML= 3 L P
f 5X1 EXZ 2_X3 A1 ||+f §X1 §X3 -10 —2X1 2X2 5X3 A1|=f X,
0 1 1 Xy
Por 2da condicion de linealidad: N /'\
e 1) 2] [x
1 | L1 3 (=1 3 | \
2—X1—2—X2—2—X3 \f 1 ﬂ' 2—X1—2—X2+§X3 ‘f 0 ﬂ' —2X1+5X2+2 X5 ‘f 1 -Ff X,
O/* N 1/:‘ ‘x\ 1/:‘ X5
Por Hipotesis: o — s
L —Lx,-Lx L1 L SV V1 31 VAR VS S (O B
2 1 2 2 2 3 _1 2 1 2 2 2 3 O 2 1 2 2 2 3 _2 XZ
X3
MATRIZ ASOCIADA A UNA TL 3 1 ’
Ejemplo: Hallar f:R*>R’ sabiendo que: f|1 :( 11);f 0 :(3);f 1 :( ;)
— . =
Multiplicando los escalares «; por los vectores:
1 1 1
—X;——X,——X 3 9 3 X
2T S Xy Xt Xy —2x,+6Xx,+2x, ¢ Xi
-1 +1 + X, — 3XZ - X3
T Tyt 0 X3
X, X,+3 X, x| (0 1 31 %
=1 s 1 | Pl FIL =5zl
x,| |22y xa 1202 2] |x




ALGUNAS TL PARTICULARES
1) Nula: f:V=W/f(X)=0,

00 0
Ejemplo: f:R*2>R*/f Xt1=lo ol.[*t]=[0o
00 0

X5 X

2) Identidad: f:V=V/f(X)=1I,.%3=%
1 0
x,] 10 1) \x,] |x,
3) Contraccién / estiramiento: f:V =V /f(X)=Ex
En R?,f:R*>R¥/f|%1]=[2 Y
X2 0 b XZ

Sia=b > 1: estiramiento uniforme.
Sia=by |al] <1: contraccion uniforme.

Ejemplo: f:R*>R*/f|*1|= Xi|=[X1

.

X, |_[ax,

bx,

Nota:

Si se desea aplicar la misma TL a
un conjunto de vectores, es
posible hacerlo en una Unica
operacion.

Esto se logra multiplicando a la
matriz de la transformacion por
una matriz que en sus columnas
contenga a cada uno de los
vectores.

Resulta en otra matriz donde los
vectores transformados se
presentan en las columnas.

Si a # 1: contraccién / estiramiento en el eje x.
Si b # 1. contraccion / estiramiento en el eje y.

ALGUNAS TL PARTICULARES

4) f: R’> R’ Proyecciones ortogonales sobre los ejes:
a. Sobre eje x: b. Sobre eje y: c. Sobre eje z:

X

1 0 0} (x 0| [x x| (0 0 0} [x
fly|=|0 0 0|y flyl=lo 1 0|y fly|=lo 0 0|y
z| \0 0 0] \z z| \0 0 0] \z z| \0 0 1] \z
5) f:IR’>>IR® Proyecciones ortogonales sobre los planos coordenados:

a. Sobre plano xy: b. Sobre plano yz: c. Sobre plano xz:
x| (1 0 0} (x x| [0 0 O} (x x| (1T 0 0} x
fly|=|0o 1 0]y flyl=lo 1 0]y fly|[=|0 0 0]y
z 0 0 0/ \z z 0 0 1/ \z z 0 0 1/ |z



ALGUNAS TL PARTICULARES
6) f:IR*>IR® Reflexiones respecto a los ejes:

a. respecto al eje x: b. respecto al eje y: c. respecto al eje z:
x| [ 0 0} x X -1 0 0} [x X -1 0 0} (x
flyl=|0 =1 0]y flyl=l 0 1 ol.|ly| fly|F| 0 =1 0|y
z 0 0 -—-1]\z z 0 0 —1/ \z z 0 0 1) \z

7) f:R’>>R® Reflexiones respecto de los planos coordenados:

a. Respecto al plano xy: b. Respecto al plano yz: c. Respecto al plano xz:
p% 1 0 0} (x X -1 0 0| (x X 1 0 0} (x
flyl=lo 1 0|y flyl=| 0 1 0]y fly|=|0 —1 0}-|y

z| \0 0 —-1]\z z| 10 0 1] \z z[ \0 0 1/ |\z

ALGUNAS TL PARTICULARES

8) Proyeccioén ortogonal sobre un subespacio:
f:V>W/f(X) con B,={W,;W,;...;w,| base ortogonal de S.

z“”

W i
9) Cizallante:
f:R*>R*/f(x;y)=(x+ay;y) (de factor & en la direccién del eje x)

f:R*>R*/f(x;y)=(x;y+pfx) (de factor S en la direccién del eje y)

10) Rotacion en el plano de angulo « en sentido anti-horario :

seno Cos o y




ALGUNAS TL PARTICULARES

11) Rotacién en el espacio de angulo « en sentido anti-horario alrededor de un eje :

X X
f:R>R%f|y|=R|y
2 0 o
a) Alrededor de eje x: R=|0 cosa —sena
0 sena cosa
cosa 0 sena
b) Alrededor de ejey: R=| 0 1 0
—sena 0 cos«a
cosa —sena 0
c) Alrededor de eje z: R=|senax cosa 0O
0 0 1

ALGUNAS TL PARTICULARES “ /

Ejemplo: Sea t=(2;1) :
a) Estirar el vector homogeneamente al triple. '
b) Rotarlo 31 en sentido antihorario. '

0.5

c) Reflejarlo respecto del eje x

-0.5 0 0.5 1 15 2 25 3 3.5 4 4.5 5

_[3 0 2\_[3 0} (2)_[6]_~ w
o Sl s
1 -3 1 -3 V3
x|=| 2 2 | [x|5p(2]2] 2 2 | (2|= 2 |—3
b)fy_ﬁ 1 [y f(l) 31 (1) (34l !
2 2 2 2 2
x|_[1 0}(x 21_(1 0} (2\_[ 2\_=~
o SHGIHo S




Matricial TL

ALGUNAS TL PARTICULARES

Ejemplo:
Sea X={a= 0 ,B: 2 ,C= 2 ,EI: 0 .Estirar X 1,5veces en el eje x y 2 veces en y
0 0 1 1 D c
3 2@ [
exey 0|0 220033
0 2 '
D G
A B B

ral
w@®

25 35

Matricial TL

ALGUNAS TL PARTICULARES

Ejemplo:
Sea X= 8), ( ) (i . Rotar X un angulo de é—r en sentido anti-horario .
2 c
ﬁ -1 0 V3 V3 1 )
_| 2 21(0 2 2\_ 2
RX= J3 o o 1/~ V3 " \[
1 V3 0 1 1+ | \
2 2 2

1 d—A~£ @ >
05 7 = a




Ejercicio 3: Hallar la matriz asociada a cada una de las siguientes
transformaciones lineales considerando las bases candnicas.

1) f:R*>R/f (x5 X,)=(X,+X,,2 X,+2X,)
1_(1]. ¢[0|_[1 11
ook (212l = #=L2 3

2) fR*SRf(x,; x5 %55%,)=(x,#x,—3%,;2X,—2X,+X,)

= F=

1 0 0 0
0|_(1). ¢[1|_(1). flO|_[ O). flO|_(-3}  s_(1 1 O -3

fo_(z)’fo_(o)’fl_(—z)’fo_( 1) E (2 0 -2 1)
0 0 0 1

Ejercicio 4: Dada la region D, identificar la TL que modifica D a f(D)

Caso 4: 15 sl
:R*> R’ :
ol \/E 05| 2
cosZ —senZ Al
= 4 4 .(x): 2 2 | [x
y senf cosf y Q Q y
2 2

Rotacién de D en un angulo de f



Ejercicio 4: Proponer en cada caso una TL que informe la regién indicada en el
espacio vectorial de la derecha en el de la izquierda

Caso])

D={(x; y)eR*/x*+y’<1} f(D)=((x;y)€lR*/x’+y’<2,25}

f X | 1,5 0 X
y 0 15/ \y

(Estiramiento o escalado uniforme de factor 1,5)

Ejercicio 4: Proponer en cada caso una TL que informe la regién indicada en el
espacio vectorial de la derecha en el de la izquierda

Caso II) 4 R? 4 R?

D={(X,_}’)ER2/‘X2+_}’2 SleZO/\yZO} f(D)={(x,y)eszxz+yZSI,5f\xS OAySO}

£lX -1,5 0 X
y 0 —1,5/ |y

(Estiramiento o escalado uniforme de factor —-1,5
o bien escalado uniforme y simetria central)




Ejercicio 4: Proponer en cada caso una TL que informe la regién indicada en el

espacio vectorial de la derecha en el de la izallierda
A Rl 2
¥

Caso IV)
1}

=y

fFRSK

D={(X,_}’)ER2/XI+}’2 SleEOAyéO}
fD)=1{x,y)e R/ x>+ ? slA-ﬁfzsxsﬁ/2A}:z\x|}
2 2

f[x COSf —senf . 5 2 |
y_senf cosl.y_ﬂ Q')’
2 2

(Rotacion en sentido antihorario de n/4)

da

Ejercicio 4: Proponer en cada caso una TL que informe la regién indicada en el

espacio vectoriat de la derecha en el de la izquierd

Caso VI)

“.x - x
R —
C:{(,7c,y,z)st3/’Jc2-¢-y2 :l/\xEOA—lS}’SlAOSZSE‘;}

O ={x32)eR /y +27 =1Az<0A-1<y<IA-3<x <0}

T T
N cos2 0 sen2 N 0 0 1| [x
VA _Senl 0 Cosl VA _1 0 0 Z

2 2

(Rotacion en
sentido antihorario
de n/2)



de

Guia

11.5) Seca £ R*—>R? la rotacion en el plano en un 4ngulo 0=n/3 y sea 4 su matriz asociada. Si f se
compone con si misma 6 veces, esto es feo fofofo fof,  ;cudl serd la transformacion
resultante? (no realizar los calculos, sino pensarlo en términos de acciones). ;Qué indica esto para

la potencia sexta de la matriz 4, esto es A®? Verificarlo.
3 3

3 3
2 2 2 2
: : f(u) " fw fu) &
f(f(u)) f(f(u))
3 1 o 1 2 a1 0 1 2 2 re ] 2 s 2 1 1 2 3
a 1 -1 (AU
Tl 2 -2 T2 -2
u T - - -
12 flu f ol [fofsflla
3 3 3
2 2 2
1 =2 7
FEFR(F(F(T i
= _ve ) - (L) u((((((u)m)
2 2 f(f(u)) f(f(u)) f(f(u))
-2 1 1 -2 -1 (4 £ ¥y 3| -3 -2 -1 F I (f 3 3
/2 1 ﬂf(f(f(me f(f(f(f(ﬂu)_mL
_ — FERT(W)) TR (u)) TR
2 2 FR(F(F(U))))) FREF()))) (W)

fofof

[}

I

fofofetoflia

|

Foferarsrofli



