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UNIDAD 1: VECTORES GEOMETRICOS

En esta unidad vimos los siguientes temas
* Vectores: definicidn.

* Vectores geométricos y no geomeétricos.

* Operaciones Basicas: Suma y producto de escalar y vector.
* Producto escalar

* Producto vectorial

* Doble Producto Vectorial

* Doble Producto mixto.

* Rectas en el plano y en el espacio.

* Posiciones relativas entre rectas.

* Planos

* Geometria Métrica

UNIDAD 2: MATRICES

En esta unidad vimos los siguientes temas

* Matrices: definicion.

* Clasificaciéon de Matrices

* Operaciones Basicas: Suma de matrices y producto de escalar con matriz.
* Producto entre matrices (;la conmutatividad?)

* El Determinante de una matriz

* Matriz inversa



UNIDAD 3: SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES

En esta unidad vimos los siguientes temas

* Qué es un sistema de ecuaciones Lineales

* Notacion Matricial

* Rango de una Matriz

¢ Teorema de Rouche-Frobenius

* Resolucién de Sistemas de Ecuaciones: El método de Gauss-Jordan

* Sistemas homogéneos

* Sistemas Cuadrados: métodos de la Matriz Inversa y método de Cramer.

UNIDAD 4: ESPACIOS VECTORIALES REALES

En esta unidad vimos los siguientes temas

* Espacios vectoriales (EV) y Subespacios

* Combinacién Lineal (un vector como CL de un conjunto de vectores)
* Subespacio generado (por un conjunto de vectores).
e Sistema generador de un EV.

* Dependencia e independencia lineal.

* Base y dimensién de un EV.

* Norma Vectorial

* Producto Interior

¢ Conjunto y Base ortogonal: Beneficios de su uso.

* Conjunto y base ortonormal: Beneficios de su uso.

* EI PGS para la ortonormalizacién de bases

* Subespacios Fundamentales de una matriz



DEFINICION: TRANSFORMACION

Una Transformacion entre dos espacios vectoriales es una funcion que a cada elemento del
primer EV le hace corresponder un elemento del segundo EV .

Ejemplo: Traslacion
f:R*>R*/f(x;y)=(x—a;y—b)

f(x,y)=(x-a,y-b)

DEFINICION: TRANSFORMACION

Una Transformacion entre dos espacios vectoriales es una funcién que a cada elemento del
primer EV le hace corresponder un elemento del segundo EV .

Ejemplo: Traza de una matriz

Traza de una Matriz: f:IR2X2->IR/f(a b

c d =a+d




CARACTERISTICAS DE UNA TRANSFORMACION
f:V->W esinyectiva ®VXeV ,VyeV:x#y=>f(X)#f (V).
f:V>W es Sobreyectiva © V yeW :3xeV/f(x)=y
f:V=2>W esbiyectiva & V f es inyectiva y sobreyectiva .

Por ser funcion, tiene su dominio y su codominio, con la particularidad de que
€stos son espacios vectoriales.

DEFINICION: TRANSFORMACIONES LINEALES (TL)
Una Transformacion f:V > W es TL si cumple las siguientes condiciones:

1) f(x+y)=f(X)+f(¥) S xe -\
2) flai)=af (%) S
 xe e f(0x)= af(X)

\

R )

Ambas condiciones pueden resumirse en: f (

> A5->[z)

i=1 \ ] ﬁ,/_

Generalizando: f

Los escalares de la CL
se mantienen en la TL




DEFINICION: TRANSFORMACIONES LINEALES (TL)

Una Transformacion f:V->W es TL si cumple las siguientes condiciones:
1) f(k+y)=f(X)+f(¥)

2) flak)=af (%)

Ejemplo:

Sea la transformacién f:R*>R’/f(x,;x,)=(2x,+x,;3x,; X,—X,). Probar que f es TL

D) f(x+3)=F (x5 %) +(y,57,)] Reemplazo x por (xi;x2) € y por (ysyz)
f(X+y)=f(x, +y1,X2+yz) Suma de vectores.
f(;("'j’): (X1+Y1) (Xz+Y2)'3(X1+Y1) (X1+Y1) (X2+Y2)] Aplicacion de la TL
f(X+Y)=(2x,+2y,+X,+ y,;3X, 43y, X+ Y, = X,— ¥,) Prop. Distributiva
f()_?+3;) <2X +X,;3X; X~ 2) (2}’1+YZ:3)’1:Y1_J’2) Suma de vectores
f(x+y)=f(X)+f(¥)

DEFINICION: TRANSFORMACIONES LINEALES (TL)

Una Transformacion f:V > W es TL si cumple las siguientes condiciones:
) f(x+3)=f(%)+f ()

2) flak)=af (%)

Ejemplo:

Sea la transformacién f:IR*>R’/f(x,;x,)=(2x,+x,;3x,;X,—X,). Probar que f es TL

2) flax)=f(ax,; ax,) Reemplazo x por (Xi;X2)
flax)=(2 ax,+ax,;3ax,;ax,—ax,) Aplicacién de la TL
flax)= a(2x1+x2, 3X,;X,—X,) Transformo al vector como
flax)=af (X) Producto del escalar o y el vector

Como f cumple las dos condiciones de linealidad, ==>fes TL




PROPIEDADES:

D1) f(0,)=f(0%,)
f(0,)=0f(x)
f(0,)=07,
f(OV):OW

D2) f(=X)=f(-1%)

Expreso al vector nulo como 0 por cualquier vector.
Aplico Segunda condicion de linealidad.

Aplico TL en el miembro de la derecha

Propiedad de prod. de escalar nulo y vectores

1 elemento neutro del producto de escalar y vector.
Aplico Segunda condicion de linealidad.

NUCLEO E IMAGEN DE UNA TL

Nucleo de una TL (o kernel):

f:V>W

Nu(f)=(%eVIf(%)=0,] Nu




Introduccion a Transformaciones Lineales
| i

_ NUCLEO E IMAGEN DE UNA TL

Imagen de una TL:
f:V>W f
Im(f)={yew/3xeVI/f(x)=y|

_ TEOREMA DE LA DIMENSION

Sea f: V -~ Wuna TL:
dim(Nu(f)) + dim(Im(f)) = dim(V)




NUCLEO E IMAGEN DE UNA TL

Ejemplo:

Sea f:IR*>R*/f(x,; x,)=(x,—2X,; X,+X,; X,—5x,). Hallar su niicleo e imagen
Nu(f)={(x,5x,)€R/f (x,5%,)=(0;0;0)]

Si: f(x,5%,)=(0;0;0)=(x,—2x,;X,+X,;X,—5x,)=(0;0;0)

x,—2x,=0 (1 =2} [1 =2] (1 O
X+ x,=0=(1 1|~[0 (3|~0 1|=r(A)=r(A’)=2=#incégnitas=SCD (Por RF).
x,~5x,=0 |1 =5 {0 =3/ {0 0

Luego: Nu(f)=({(0;0)}=dim(Nu(f))=0

NUCLEO E IMAGEN DE UNA TL

Ejemplo (cont.):
Im(f):{()ﬁ;YZ:'Y3)€|R3/EI<X1;Xz)aRz/\f(XﬁXz):(YﬁY2;Y3)}
Sit f(x,5%,)= (15 25 ¥a) = (%= 2%, X+ %,5%,-5%,)=(y 15 ¥25 ¥5)

1 0
X, —2x,=y, |V =2 [y (1 =2 |y |i/1

1
X+ X,=y, =1 1 [y,]~[0 3 [y,=y|~0 1 |§}’2_§Y1

X1_5X2:y3 1 -5 | Y3 0 -3 | Y= V1 0 0 | _2y1+y2+y3

Para que el sistema sea SC: r(A)=r(A") =>—-2y,+y,+y,=0=>y,=2y,—y,
Im(F)=1(y; 725 7:) ER N Y15 v25 y3)=(y15 ¥252y,1-v)))

Luego: Im (f )= con 7:{y€R’/y=A(1;0;2)+u(0;1;-1)V AERV ucR|
B(Im(f))=((1;0;2);(0;1;-1)|=dim(Im(f))=2=dim(V)

Se verifica el teorema de la dimension .




CLASIFICACION:

1) f:V>W esTL =f es MORFISMO ( Mantiene la forma ya que los escalares de la CL
son los mismos).

2) Si f esinyectiva @f es MONOMORFISMO.
Si f es monomorfismo = Nu(f)={0,]

3) Si f es sobreyectiva »f es EPIMORFISMO.
Si f es epimorfismo = Im(f)=W
4)Si f es biyectiva 2 f es ISOMORFISMO.

5 Si f:V>V=f es ENDOMORFISMO.
6) Si f:V2>VAf funcion biyectiva=f es AUTOMORFISMO.

OPERACIONES DEFINIDAS ENTRE TL:
Dadas las siguientes transformaciones lineales: f:V>W ,g:V>W h:W->U
1) SUMA: (f+g):VWIVXeV:(f+g)(X)=f(X)+g(X)
2) DIFERENCIA: (f—g):VWIVxeV:(f-g)(X)=f(X)—g(X)
3) PRODUCTO DE UN ESCALAR Y UNATL: VXV AV aeR:(af)(X)=af (X)
4) COMPOSICION: hof:V=U/V X€V (hof)(X)=h(f(X))
5) INVERSA: f:V>V,f esbiyectiva =3f '(laTL inversade f)/V X€V:
(F o f)(*)=(fef ) (X)=%



OPERACIONES DEFINIDAS ENTRE TL:

Ejemplo: Seanlas TLfy g.

f:R*>R*/f(x;y)=(2x;y)
g:R>>R*/g(x;y)=(x;3y)

Ejercicio 1: Determinar cudal de las siguientes transformaciones es TL. En caso de
tratarse de transformaciones simples, dar interpretacion geomeétrica.

1 f: R*>R /f(xl,xz) (xZ,O)

D f(x+y)=f[(x,;x,)+(y,;y,)] Presento las componentes de los vectores xey.
f(x+y)=f (x1+y1, x,+y,)  Sumando los vectores x e y.
f(x+y)=(x,+y,;0) Aplicando TL.
f(X+Y)=(x,;0)+(y,;0) Separo al resultado como suma de vectores.
f(x+y)=f(X)+f(y)

) f(aX)=f(ax,; ax,) Producto de escalar y vector.
flak)=(ax,;0) Aplicando TL.
flaX)=al(x,;0) Aplico Segunda condicion de linealidad.
flak)=af (%)



Ejercicio 1: Determinar cudal de las siguientes transformaciones es TL. En caso de
tratarse de transformaciones simples, dar interpretacion geométrica.

1 f: R*-> R /f(xl,xz) (xZ,O)

;
l

D) f(X y) f[(xl’XZ) <.Y1’ Y2)]

f(}'*'j;):f(xl"'}ﬁ)xz"')’z)

f(}'*'j’):(Xz"'}b: )

f(;("'j;):(xz’o) (Y2: )

fRe3)=f(R)+f(3) Como cumple con las 2 condiciones
1) f(O{;():f(axl; ax2) de linealidad ==> fes TL

fla%)=(ax,;0)

flaX)=alx,;0)

flaX)=af(X)

Ejercicio 1: Determinar cudal de las siguientes transformaciones es TL. En caso de
tratarse de transformaciones simples, dar interpretacion geomeétrica.

1) f:R*>R /f(xl,xz) (x,,0) 4

D f(x+y)=flx,5%,)+(y,;5,)] :
f(}"'j;): (X1+Y1:X2+y2)
f(}+j’):<x2+)’2: ) 2 b
f(}"'j;):(xz:o) (YQ) )
[+ 7)= R0+ (5) S

D) f(aX)=f(ax,; ax,) IREEEIREUE Y Rakme samaE Amas e
flax)=al(x,;0 i T
flak)=af (%) |BLd !



Ejercicio 1: Determinar cudl de las siguientes transformaciones es TL. En caso de
tratarse de transformaciones simples, dar interpretacion geométrica.

3) f:R*>R*/f(x,;x,)=(x,;x,;0)

) f(Z+¥)=f[(x;;x,)+(y,;¥,)] Presento las componentes de los vectores X e y.
f(Z+Y)=f (x4, X% Y,) Sumando los vectores x e y.
f(x+y)=(x,+y,;x,+y,;0)  Aplicando TL.
f(x+Y)=(x,;x,;0)+(y,; y,;0) Separo al resultado como suma de vectores.
f(x+Y)=f(%)+f ()

) f(aX)=f(ax,; ax,) Producto de escalar y vector.
flax)=(ax,; ax,;0) Aplicando TL.
flaX)=alx;x,;0) Aplico Segunda condicion de linealidad.
flaX)=af (%)

Ejercicio 1: Determinar cudl de las siguientes transformaciones es TL. En caso de
tratarse de transformaciones simples, dar interpretacion geomeétrica.

4) f:R*>R/f (x5 x,)=(x,—1;x,+2)

D f(X+Y)=F (x5 %) +(y,5 5,)]

f()?"'y):f(xl"'}ﬁ;xz"'.)’z)

f(}+y):(X1+Y1_1;X2+Y2+2)

f(‘):’f-'-;);):(xl_'_l"Xi+2>+(y1;y2)

f(Eey)2f (R)+f (7) Como NO cumple con las 2 condiciones
I f(aX)=f(ax,; ax,) de linealidad ==> f NO es TL

flax)=(ax,—1; ax,+2)

flax)#af (%)



Ejercicio 6: Caso |

Caso 1. Sea la transformacion lineal £ R*—R? tal que le haga corresponder a cada vector (x, y) del plano

su proyeccion ortogonal sobre la recta x=y, como indica la figura.

a) Describir geométricamente cuales son los subespacios
imagen de f y nicleo de f. Dar para cada uno de ellos una
base.

b) Describir geométricamente cudles son los autovectores y
autovalores de f, esto es los vectores no nulos ¥ e R? tales
que su imagen es un multiplo escalar de si mismo,
f(@)=Av. Indicar los valores posibles de A y el subespacio

asociado a los autovectores para cada uno de ellos, S;.
¢)  Escribir la forma explicita de f'y su matriz asociada.

Ejercicio 6: Caso |

(x.y)

x:}:

o)

v

a) Im(f): Recta sobre la que se proyectan los vectores del plano.

Im (f)={(x;y)eR*/ y=x|

Nu(f): Recta que pasa por el origen. Se proyecta sobre el origen.

Nu(f)={(x;y)€ER*/ y=—x]



Ejercicio 6: Caso |

N 2
~ Nu(f)
* X=(x{y)
I
1.5
I
Proy X
1
Y o5 Y
-2.5 -2 -1.5 -1 -05 8~ 05 1 15 2 25
/, \\
-0.5 T
.
- 71 ~
/’ \\
Im(f) .-
" -1.5 \\\
N

Ejercicio 6: Caso |
b)

Autovalores: Son los A/ f(v) = Av
A=0
A=1

Autovectores: Subespacio asociado a los diferentes autovalores
S,_,: Nu(f)
S,_,: Im(f):




Ejercicio 6: Casol
¢) S=(x;y)eR*/ y=x= By=[ti=(1;1)]

=SB () L Ly p (o) =[xk yibedy

<(1;1);(1;1)> 272772772
11

fX:2 2 |[x

y) (L Ly
2 2

Ejercicio 8: Para cada una de las siguientes transformaciones lineales, hallar el

nacleo y la imagen. Indicar la dimension de los mencionados subespacios y una
base para cada uno de ellos.

9.1) f:R’>R?/ S(x,x,)=(x; +x,,2x, +2x,)

Nu(f)= {(xl,xz)EIR /f(xl,xz) 10;0]}
flx,;%,)=(0;0]=(x,+x,;2x,+2x,|=(0,0|
X, + x,=0 _|1 1)~1 1

2x,+2x,=0 2 2/ 0 0

Nu(f)Z{(xl;XZ)EIRZ/(xl;xz) XZ(—1,1”

By, (f)={i=(-1;1]}=dim(Nu(f))=1

:>X1:—X2




Ejercicio 8: Para cada una de las siguientes transformaciones lineales, hallar el
nacleo y la imagen. Indicar la dimension de los mencionados subespacios y una
base para cada uno de ellos.

9.1) fR™SR*/ f(x,,x,)=(x, +x,,2x, +2x,)
Im(f)=(y,:y,)€R* /3 x,: %, €R* 1 f [ x,:%,=(y, 1 v,
fX1;Xz):(Y1;YZ):>(X1+X2;2X2+2X2):(}’1;Y2

X1+X2:y1 :>1 1 |Y1 Nl 1 |Y1

2x,42%=y, |2 2 |y,) |0 0 |y,=2y,] =y,=2y,

Im(f)=(y,; y,)€R* /|y, 5 v, =y,(152]]
Bi(f)={V=[1;2]}=dim(Im(f))=1

Ejercicio 8: Para cada una de las siguientes transformaciones lineales, hallar el
nacleo y la imagen. Indicar la dimension de los mencionados subespacios y una
base para cada uno de ellos.
9.1) [ RSRY/ f(x,,x,)=(x, +x,,2x, + 2x,)

‘\blu{f) Ir]n'(f)




