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TRANSFORMACIONES

Definicion:

Una Transformacion entre dos espacios vectoriales es una funcion que a cada elemento del
primer EV le hace corresponder un elemento del segundo EV.

Caracteristicas:

f:V->W esinyectiva ©VXeV ,VyeV:x#y=>f(X)=f ().
f:V->W es Subyectiva ©V yeW:AXeV/f(X)=

f:V->W esbiyectiva &V f es inyectiva y subyectiva .

Por ser funcion, tiene su dominio y su codominio, con la particularidad de que
€stos son espacios vectoriales.

Ejemplos:
Traslacion, Traza de una matriz.

TRANSFORMACIONES LINEALES (TL)

Definicion:

Una Transformacién f:V->W es TL si cumple las siguientes cond1c1ones

S N i
Y 1)
ke - f(ocx)~ af(X)

\ \Mw/"‘ fGc+Y)=TG)+(Y)
Vo W
Ambas condiciones pueden resumirse en: f (ax+8Y)=af (X)+Bf (V)

=2 af (%) CLde CL de
= vectores  vectores
de V de W

Generalizando: f(z o X,
i=1



TRANSFORMACIONES LINEALES (TL)

Propiedades:

1) f(0,)=0,

2) f(=%,)=—f(X))

Clasificacion:

1) f:V>W esTL =f es MORFISMO ( Mantiene la forma ya que los escalares de la CL

son los mismos).
2) Si f esinyectiva 2 f es MONOMORFISMO.

Si f es monomorfismo = Nu(f)=(0,)
3) Si f es subyectiva »f es EPIMORFISMO.
Si f es epimorfismo =Im (f)=W
4) Si f es biyectiva 2 f es ISOMORFISMO.
5)Si f:V>V=f es ENDOMORFISMO.
6) Si f:V=>V Af funcion biyectiva=f es AUTOMORFISMO.

TRANSFORMACIONES LINEALES (TL)
Operaciones entre TL:
Dadas las siguientes transformaciones lineales: f:V2>W ,g:V2>W h:W->U
1) SUMA: (f+g):VWIVXeV:(f+g)(X)=f(X)+g(X)
2) DIFERENCIA: (f—g):V=WIVxeV:(f—g)(X)=f(X)—g(X)
3) PRODUCTO DE UN ESCALAR Y UNATL: VXeVAVkeR:(kf)(X)=kf(X)
4) COMPOSICION: hof:V>U/Y X€V (hof)(X)=h(f(X))
5) INVERSA: f:V-V,f esbiyectiva =3f '(laTL inversade f)/V X€V:
(e f)(x)=(fof)(%)=%



TRANSFORMACIONES LINEALES (TL)
Nucleo de una TL:

f:V>W

Nu(f)=(*€V/f(%)=0,)

Imagen de una TL.:
f:V>W
Im(f)={yeW/3AXeV Af(X)=Y]

Teorema de la Dimensioén:
Sea f: V - Wuna TL:
dim(Nu(f)) + dim(Im(f)) = dim(V)

MATRIZ ASOCIADA AUNATL

Definicion:

Sea f(X):V->W unaTL. La TL f puede expresarse matricialmente:
f(X)=F.% donde F: es lamatriz asociada ala TL f

Si: f: V=W con: dim(V)=nAdim(W)=m=F€R™"

Es decir: la matriz F asociada a la TL f sera de orden mXn.

Si: f:R">R"=>FeR™"
Si: f:R™">RP=FeR"™"



MATRIZ ASOCIADA A UNA TL
Como hallar F utilizando las bases canoénicas:

Cada columna de la matriz F asociada a la TL f esta dada por los transformados
de los vectores canonicos del primer espacio.

Es decir: la primer columna de F se obtiene tras aplicar f al primer vector de la
base canonica. Luego se repite para la segunda columna. Se repite n veces
(con n: dimension del espacio de partida)

MATRIZ ASOCIADA AUNATL
Como hallar F utilizando las bases candnicas: Ejemplo.
Sea: f:R*>R*/f(x,;X,; X35 X,)=(x,—3x,+5x,; X;+X,—2 x,—3x,). Hallar F: la matriz

asociada a f utilizando la base canonica de IR*.
Bp.={(1;0;0;0),(0,1,0;0),(0;0;1;0),(0;0;0;1)}

1 0 0 0
— 1 -3 0 5
flol=(1). f1]=(-3). flo]=f 0). flo]<f 5)ok= 0
0 1 0 1 1 -2 0 -3 1 1 2 3
0 0 0 1
X1 X1 X1
fl%|=F.[%|= 1 -3 0 5) X, |—[X;—3x, + D5x,
X, x; \1 1 2 =3/|x;] |x;, + x,—2x,—3x,

Xy Xy Xy



MATRIZ ASOCIADA A UNA TL

Como hallar F a partir de los transformados de una base (Extensién por
linealidad)

Sea f: R" — R™ pero no se conoce la expresion de f.

Se conoce B = {vi; va; . . Va } una base de R".

Se conocen: y; = f(vi) 105 transformados de la base B, con y; € R™.

La matriz F asociada a la TL f puede hallarse como sigue: 3
Hallamos los escalares ¢; / la CL de B resulta en el vector genérico: x € R".

Z a,f (V)

=1

Aplicando f: f(x)= (Z a v,

Por ser TL, valen las condiciones de linealidad: aplicarlas.
Luego, como y=f(V,) es conocido = se lo reemplaza.

Finalmente F puede hallarse.

MATRIZ ASOCIADA A UNA TL 3 1 ’
Ejemplo: Hallar f:R*->R’ sabiendo que: f|1|= 1 ;flol= 3 NINE 4
-1 0 -2
0 1 1
1) Verificar que B={(3;1;0)";(1;0;1)";(2;1;1)"} es LI=R’=gen(B)
31201 -1 L
det(B)=]1 0 1|=]1 0 1 :(—1)“21 1‘:—2=Besu
0O 1 1 [0 1 1



MATRIZ ASOCIADA A UNA TL

3 1 1 3 2 4
Ejemplo: Hallar f:R*>R’ sabiendo que: f|1|= SFlol=12 1=
-1 0 -2
0 1 1
m 3 1 2| X1
2) Hallar los a,./z a,v,=x | 1|t 0tas 1= X,
=1 0 1 1) |x,
31 2 |x)| [01 =1 |x,—-3x,) (0 0 =2 |x,—3x,—x,
g 1 |x,|~1 0 1 |x, ~1 0 1 |x,
0 1 1 |x3/ |01 1 |xq4 0 @1 1 |xg
0 01 |—lx +§x +=X 051:£X1_1Xz_1_xa
1.3 .1 271272 973 2 2 2
0 0 (D | —=x;+=x,+= X,
2 2 2 7~ 1 00 |lx —lx —lx = az_l_x1_?ixz+l_x
10 1 |x, 2 1Ty 2 IR
-1 3 1
0 1 1 1x 0 1 0 |%X1—§x2+%x3 B=" X1+2 X2+5X3
MATRIZ ASOCIADA AUNATL 3 1 ’
Ejemplo: Hallar f:R*>R’ sabiendo que: f|1|= 1 ;flol= 3 fl1)= 4
-1 0 -2
0 1 1
3) Con los «; armamos la CL igualada al vector genérico: Z av,=X
i=1
11 1. |3 L) g 2\ %
EX —2—X2—5X Jd1 1+ 5X1—5X2+2—X3 10|+ —2X1+§X2+5X3 J1 1= X,
0 1 1) \x,
4) Aplico f a ambos miembros
11 1 3 [1 1 1\ 2[5
Fllg X1im5 X =5 Xs || 1 [F| 5 =5 Xt 5 X || 0|+ 5 Xt Xo+ 5 Xa || 1| (= x,
0 1 1



MATRIZ ASOCIADA A UNA TL 3 1 )
Ejemplo: Hallar f:IR°->R* sabiendo que: f|1 :( 1),f 0 :(3);f 1 :( 4)
0 1 1

Por 1er condicion de linealidad: A
111 P, PR S S T U ol A
f 5 1Ty XaT 5 X L|[*f 5 X1Ty Xy X3 0 5 X1ty X T X 1|[=f]x,
0 1 1 Xy
Por 2da condicién deﬁpe idad ~ }\
1 3, 1| (-1 eI
2—x1—2—x2—5x3 \f 1 +I- 5 X, 5 —X,+ 5 =X \f 0 +|- _ZX +=X,+=x5|.f|1 tf X,
“\\ 0/ “‘\\ 1/"“ \ 1// X3
Por Hipotesis: h
X
1 1 1 1), (1 1 3| [—1 1 4\ !
5x1—2—x2—5x3 17 + EX 5 x2+2 1 + > —X; +2 x2+2 2)_f X,
X3
MATRIZ ASOCIADA A UNA TL 3 1 ’
Ejemplo: Hallar f:R*>R’ sabiendo que: f|1 :( 11);f 0 :(3);f 1 :( ;)
_ . =

Multiplicando los escalares «; por los vectores:

;—xl—;—xz—%x?, 3—x —9—x —Z x|, [—2x,+6Xx,+2x =
1 1 +2 71 72 T3+ i32_3=fx2
—2X1+ X2+ X3 0 X1 X2 X3 X
X, X+ 3 X, x| [0 1 31 (X
=1 s 1 | PHxF|L =5 ZL|x
x,| |22y xa) 122 2] \x




ALGUNAS TL PARTICULARES
1) Nula: f:V=W/f(X)=0,

00 0
Ejemplo: f:R*2>R*/f Xt1=lo ol.[*t]=[0o
00 0

X5 X

2) Identidad: f:V=V/f(X)=1I,.%3=%
1 0
x,] 10 1) \x,] |x,
3) Contraccién / estiramiento: f:V =V /f(X)=Ex
En R?,f:R*>R¥/f|%1]=[2 Y
X2 0 b XZ

Sia=b > 1: estiramiento uniforme.
Sia=by |al] <1: contraccion uniforme.

Ejemplo: f:R*>R*/f|*1|= Xi|=[X1

.

X, |_[ax,

bx,

Nota:

Si se desea aplicar la misma TL a
un conjunto de vectores, es
posible hacerlo en una Unica
operacion.

Esto se logra multiplicando a la
matriz de la transformacion por
una matriz que en sus columnas
contenga a cada uno de los
vectores.

Resulta en otra matriz donde los
vectores transformados se
presentan en las columnas.

Si a # 1: contraccién / estiramiento en el eje x.
Si b # 1. contraccion / estiramiento en el eje y.

ALGUNAS TL PARTICULARES

4) f: R’> R’ Proyecciones ortogonales sobre los ejes:
a. Sobre eje x: b. Sobre eje y: c. Sobre eje z:

X

1 0 0} (x 0| [x x| (0 0 0} [x
fly|=|0 0 0|y flyl=lo 1 0|y fly|=lo 0 0|y
z| \0 0 0] \z z| \0 0 0] \z z| \0 0 1] \z
5) f:IR’>>IR® Proyecciones ortogonales sobre los planos coordenados:

a. Sobre plano xy: b. Sobre plano yz: c. Sobre plano xz:
x| (1 0 0} (x x| [0 0 O} (x x| (1T 0 0} x
fly|=|0o 1 0]y flyl=lo 1 0]y fly|[=|0 0 0]y
z 0 0 0/ \z z 0 0 1/ \z z 0 0 1/ |z



ALGUNAS TL PARTICULARES
6) f:IR*>IR® Reflexiones respecto a los ejes:

a. respecto al eje x: b. respecto al eje y: c. respecto al eje z:
x| [ 0 0} x X -1 0 0} [x X -1 0 0} (x
flyl=|0 =1 0]y flyl=l 0 1 ol.|ly| fly|F| 0 =1 0|y
z 0 0 -—-1]\z z 0 0 —1/ \z z 0 0 1) \z

7) f:R’>>R® Reflexiones respecto de los planos coordenados:

a. Respecto al plano xy: b. Respecto al plano yz: c. Respecto al plano xz:
p% 1 0 0} (x X -1 0 0| (x X 1 0 0} (x
flyl=lo 1 0|y flyl=| 0 1 0]y fly|=|0 —1 0}-|y

z| \0 0 —-1]\z z[ {0 0 1/ |z z| |0 0 1/ \z

ALGUNAS TL PARTICULARES

8) Proyeccion ortogonal sobre un subespacio:
f:V->W con B.={w,;W,;...; W, base ortogonal de S,ScW.
f:V>3W/f(X)=proy,x[dim(V)=m;dim(W)=n]
f(x)= Z 2_, W_,> w, Observacién: Si B es base ortonormal = f(x :Z X; W)W,
i=1 i=1

9) Cizallante:
f:R*>R*/f(x;y)=(x+ay;y) (de factor « en la direccién del eje x)

f:R*>R*/f(x;y)=(x,y+pBx) (de factor £ enla direccion del eje y)

10) Rotacion en el plano de angulo « en sentido anti-horario :

_|CoSa —Ssena||lx

fR*>R/f|X|=
y|] \sena cosa |y




ALGUNAS TL PARTICULARES

10) Rotacion en el espacio de angulo « en sentido anti-horario alrededor de un eje :

X X
f:R>R%f|y|=R|y
2 0 o
a) Alrededor de eje x: R=|0 cosa —sena
0 sena cosa
cosa 0 sena
b) Alrededor de ejey: R=| 0 1 0
—sena 0 cos«a
cosa —sena 0
c) Alrededor de eje z: R=|senax cosa 0O
0 0 1

ALGUNAS TL PARTICULARES “ /

Ejemplo: Sea t=(2;1) :
a) Estirar el vector homogeneamente al triple. '
b) Rotarlo 31 en sentido antihorario. '

0.5

c) Reflejarlo respecto del eje x

-0.5 0 0.5 1 15 2 25 3 3.5 4 4.5 5

_[3 0 2\_[3 0} (2)_[6]_~ w
o Sl s
1 -3 1 -3 V3
x|=| 2 2 | [x|5p(2]2] 2 2 | (2|= 2 |—3
b)fy_ﬁ 1 [y f(l) 31 (1) (34l !
2 2 2 2 2
x|_[1 0}(x 21_(1 0} (2\_[ 2\_=~
o SHGIHo S




INTRODUCCION
Ejemplo: Se desea conocer el efecto que la matriz A realiza sobre los vectores no

nulos de R?.
3 2 > - (3 2| [x
A= =Ax= .
14 =f(%)=A% 14y !

Sea el recinto R:{(g

IS

T T T
05 o 0s 1 15

-05

Ejemplo extraido del sitio de la UTN FRBA:

INTRODUCCION
R’ el recinto R luego de la transformacion f.
£(0)=(3 2].[0]=(0) £[1)=(3 2} (1)=(3) £[1|=[3 2).[|=[5] £[0)=[3 2][0}=[2
0/ \1 4/10) \o o/ (1 4)\0) (1 1) \1 4/\1] |5 1/ \1 4/\1] \4
4 7 Luego: R':[(O);(3 : 5); 2 ¢ Habra vectores que después de la
S 0/°11)°15)°14]]  deformacion conservan la direccion?
/ L
/ f(1,1)" = (5,5)". Conservé la direccion y se estiré con un factor 5.
VL Al vector que mantuvo su direccion se denomina autovector,
° : + y el factor por el cual se lo estird es su autovalor.
J ‘
Av=[3 2|[1]|=(5 =<5|1=9 A=5 Autovalor
1 4)\1] 5/ |1 v
|

=(1;1)" Autovector

Ejemplo extraido del sitio de la UTN FRBA:



DEFINICION
Seala TL: f:V -V (endomorfismo) =f(X)=AX
Sea vEV AV#0=[Ves autovector ©IAERAF(V)=AV]

A: Autovalor, valor propio, eigenvalor, valor caracteristico.
v: Autovector, vector propio, eigenvector, vector caracteristico.

f(V)=Av Definicién de autovector
AVv=AV Expresién matricial de la TL
AV—Av=0 Operaciones con vectores
(A—AI)v=0 Anti-distributiva de v a derecha
P(A)=det(A—AI) Polinomio caracteristico

Como se debe resolver un sistema homogéneo que debe resultar SCI, luego:
P(A)=det(A—AI)=0 Ecuacién caracteristica

P(A): Polinomio caracteristico.
A: Autovalores.
EJEMPLO:

00 -2 x| (00 —=2|[x, —2X,

A=1 2 1|=f|x,|=[1 2 1 ||x,|F[x+2x,+x,
10 3 X, 103x3 X, + 3x;
1) Buscamos autovalores: Ecuacion Caracteristica
0 0 -2 1 00 -A 0 =2
det[A—AIl=det||1 2 1|-4/0 1 Of|=| 1 2-1 1 =(2—/1)‘
1 0 3 0 0 1 1 0 3-4
P(A)=[det(A—AI)]=0=P(A)=(2—A)(A*~31+2)=0
Los autovalores de A:
A,=A,=2—» Multiplicidad algebraica = 2 (raiz doble de P(}))
J,=1——» Multiplicidad algebraica = 1 (raiz simple de P(3))

1 =2
=0
1 3—/1‘



EJEMPLO (CONT.):
2) Buscamos autovectores: a partir de los autovalores hallados.
21 Para: M=A=2
(A—A1)v=0
Reemplazamos: A =2
—20 -2} (000 x+z=0=>x=-z
10 1]~[101 r(A)=r(A')=1, #inc=3 :scnzg)\\
10 1/ 000 y=yV yeR
El subespacio generado por los autovectores asociados a los autovalores
7\.1 = )\.2 =2:

) 01| autovectores asociados a
’ (1) los autovalores Ay = A, = 2

>

_Z [—
S,_,=|X€R’ / y|=| yl|i Unabase: Bg =
z

N
_ O =

dim(S,_,)=>mg=2 mg: Multiplicidad Geométrica

EJEMPLO (CONT.):

2) Buscamos autovectores: a partir de los autovalores hallados.
2.2.Para: A3=1
(A—AI)v=0
Reemplazamos: A =1

-1 0 =2 (0 0 O
11 1|50 1 -1
1o 2/ 110 2
El subespacio generado por los autovectores asociados al autovalor A; = 1:

y—z =0=>y=z r(A)=r(A')=2, #inc=3
X+ 2z=0=>x=-2z2 =SCI( 1gl: z)

x| [—2z ) autovector asociados al
S,-1={X€ER’ / y|=| z |; Unabase: B; =i| 1 autovalor Az =1
z z 1

dim(S,_,)=>mg=1



OBSERVACIONES:

1) La Multiplicidad Algebraica (ma) siempre resulta mayor o igual a la Multiplicidad
Geométrica (mg): ma=mg

2) Si V A,:ma=mg= la matriz A resulta diagonalizable.

PROPIEDADES:

1) Si A es autovalor de A = A" es autovalor de A

2) Si A=0 no es autovalor de A = A es inversible.

3) Si A es autovalor de una TL 'y S, conjunto de autovectores asociados a A:
=>S= S,luf) es subespacio.

4) anﬂl:tr(A)

5) H A=det(A)



MATRICES SEMEJANTES
Dos matrices A, y A, son semejantes <P, (A)=P,(1)

Ejemplo: 00 -2 1 00
A=[12 1| A=l1 20
10 3 -5 5 2
0 0 =2 [A 0 O -4 0 -2
P (A)=det||1 2 1]-|0 4 of|=det] 1 2—=12 1 |=(2—=4).(F*-34+2)
1 0 3 0 0 4 1 0 3—A4

1 00| [2 0 0 1-A 0 0
P(A)=det|| 1 2 0o|-|0 A of|=det] 1 2—-2 o0 |=(1—-21).(2=21).(2=4)
-5 5 2/ 10 0 A -5 5  2-A |

Ejercicio 6.1:
Seala TL f:IR*<IR’* tal que le haga corresponder a cada vector (x;y)del plano su
proyeccién ortogonal sobre la recta y=x, como indica la figura. Describir

geométricamente cuales son los autovalores y autovectores de f. Hallar los autovalores y
Nu(f): y=-x T

autovectores. 1 1
5_’1 2 1 1 1
P(A)=det[A—AI]= =(2—A).(2—A)—-=
l 1__/1 2 2 1 (x.y)
Autovalores: 2 2 ~
P(A)=2-A=A(A-1)=1,=0(ma=1)AA,=1(ma=1)




Ejercicio 6.1:
Seala TL f:IR*>IR* tal que le haga corresponder a cada vector (x; y)del plano su

proyeccién ortogonal sobre la recta y=x, como indica la figura. Describir
geométricamente cudles son los autovalores y autovectores de f . Hallar los autovalores y

Nu(f): y=-x
autovectores. 1
Autovectores: (A—AI)v=0

Para\. = 0:

N (xy)
L2l _
2 2| ] |-t 1) =y==x
1 1 — —| 0 0
2_ E 2 2 f(x;y)
S ,—o=1X€R?/(x;y)=(x;—x)] B, ={w=(1,-1) ! ,

dim(S,_,)=1 (mg=1)

>

Ejercicio 6.1:

Seala TL f:IR*<IR’* tal que le haga corresponder a cada vector (x;y)del plano su
proyeccién ortogonal sobre la recta y=x, como indica la figura. Describir
geométricamente cudles son los autovalores y autovectores de f . Hallar los autovalores y

autovectores. Qui): y=-x
Autovectores: (A—AI)v=0
Para\, = 1:
1 1 N\ (x,y)
117 ) 5 =510 0
2 2 f(x;y)
5,1=1:{;<€|R2 / (X;Y):(X;X)} BSZ:IZ{‘_}:<1’1)} ‘ ;
dim(S,_,)=1 (mg=1)




Ejercicios de la Guia

Ejercicio 6.4: Seaf. R® - R®una tal que representa la proyeccion ortogonal de
cualquier vector del espacio en un plano  que pasa por el origen.

a) Describir geométricamente: Nu(f) y Im(f).

b) Describir geométricamente cuales son los autovectores y autovalores de f.

2/3 -1/3 -1/3
¢)  Hallar la ecuacion del plano 7 si la matriz asociadaa fes 4= -1/3 2/3 -1/3
-1/3 —-1/3 2/3

Ejercicios de la Guia

Ejercicio 6.4: Seaf. R® . R®una tal que representa la proyeccion ortogonal de
cualquier vector del espacio en un plano  que pasa por el origen.
a) Describir geométricamente: Nu(f) y Im(f).
b) Describir geométricamente cuales son los autovectores

a) Nu(f)={XeR’/x=2n,V A€R]
Im(f)=m:X€ER*/X=Ali+uW A, ueR



de la Guia

Ejercicio 6.4: Seaf. R® - R®una tal que representa la proyeccion ortogonal de
cualquier vector del espacio en un plano &t que pasa por el origen.
a) Describir geométricamente: Nu(f) y Im(f).
b) Describir geométricamente cuales son los autovectores

ovalores de f.

a) Nu(f)=(x€R’/x=2A7,V A€R)
Im(f)=m:X€R® %= Ali+ W A, uceR

b) Autovalores:
M =0 (ma=1):y A, =1 (ma=2):

Autovectores: _
M =0: S0 = Nu(f) (mg=1) ==>{nz} __
h=1: Si=i =1Im(f) (mg=2) ==> { us;

de la Guia

Ejercicio 6.4: Seaf. R® . R®una tal que representa la proyeccion ortogonal de
cualquier vector del espacio en un plano  que pasa por el origen.

2/3 -1/3 -1/3
¢) Hallar la ecuacion del plano = si la matriz asociadaa fes A= -1/3 2/3 -1/3

-1/3 -1/3 2/3

2 -1 -1 2 1
3 3 3 33V 3
= =1 2 —=1|(% |[-1 2
AX=|"2 2 2|, =Tt x+2y—1
3 3 3 ;/ 3x+3y 3Z
-1 -1 2 —1,..1.,.2,
3 3 3 3 Y 3Y73



} Ejercicio 6.4: Seaf. R3

Ejercicios de la Guia

- R®una tal que representa la proyeccién ortogonal de

cualquier vector del espacio en un plano t que pasa por el origen.

Buscamos la Im(f):

S3orlal 2,
Lo 1 3 3 3'7! 0 =1 0 |y+2y;
__5 §—§|y2’:“1_ 2__1_|y =0 @_1|yZ_Y3
3 3 3'7° I 1 —2| =3y,
Sl L2 1 1 -21-3
3 3 '3 Y3 Y3
00 0 |y+y,+y,| =>mx+y+z=0 «— m()
=01 —1]y,~y, B,=(u=(-1;1;0);v=(-1;0;1)) ;
10 —-1]y,—2y; |
e Ejercicios de la Guia

Ejercicio 6.4: Seaf. R® . R®una tal que representa la proyeccion ortogonal de
cualquier vector del espacio en un plano m que pasa por el origen.




Ejercicios de la Guia

Ejercicio 6.4: Seaf. R® - R®una tal que representa la proyeccion ortogonal de
cualquier vector del espacio en un plano &t que pasa por el origen.




