U.T.N. - F.R.Haedo Algebra y Geometria Analitica

GUIA DE EJERCITACION 4 ESPACIOS VECTORIALES REALES

Espacio Vectorial Real
Sea V un conjunto no vacio, R el conjunto de los nimeros reales, '+
suma y producto respectivamente.

1

y '-' dos operaciones llamadas

Definicion (V,R,'+','-") constituye un espacio vectorial real si y solo si se verifican los siguientes
axiomas
Al. Ley de composicion interna parala '+'

v, eV,Vv, eV=(V,+'7,)eV
A2. Ley conmutativa para la '+'
v, eV, W, e V= (W +',) =(V, '+ ')
A3. Ley asociativa para la '+'
v, eV,¥v,eV,Vy, e V=0 '+ '(\72 '+'\73) = (\71 '+‘\72)'+ "V,
A4. Existencia de un elemento neutro para la '+'
V3, eV, 30eV/(5+'0)=(0+'%)
AS. Existencia de elemento opuesto
Vi, e V,3(=) e V/[ ¥ +'(-)]=0
A6. Ley de composicion externa para el '-'
Vv, eV,VaeR=(a"'y)eV
A7. Ley asociativa mixta parael "'
Vi eV,VaeR,VpeR=a" ' (B ') =(a-B)""y,
A8. Existencia de un elemento neutro parael "'
vy, eV,3leR=(1""V) =V,
A9. Propiedad distributiva del '-' con respecto a la suma en R
Vi, eV,YaeR,VBeR= (a+P)"'v, =(a"'v,'+'B" ')
A10. Propiedad distributiva del '-' con respecto a la '+'
Vv, e V,¥v, e VWoeR= oc'~'(\7l "+ '172) = (oc'-'ﬁ1 "+ 'oc'~'172)

Los elementos del conjunto V se denominan Vectores(ﬁl,ﬁz,\73,---); el elemento neutro para la '+'

denotado por 0 se denomina vector nulo; los elementos del conjunto R se denominan escalares.

Si en lugar de R, se toman los escalares pertenecientes al conjunto Z de los nimeros enteros, el
(V,Z,'+',"-") se denomina espacio vectorial entero; analogamente, al considerar el conjunto de los
numeros complejos C, (V,C,'+',"-') se denomina espacio vectorial complejo, ...

Propiedades Si(V,R,'+','-') esun espacio vectorial real, entonces:

Pl. V4, eV,0eR=(0""%)=0
P2. VaeR,()eV:(a'-'())z()
P3. Sia''v,=0=>0a=0v¥ =0
P4. Vv eV, VaeR=(-a"'v)=a"'(-V)
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Subespacio Vectorial Real

Definicion Sea S un subconjunto no vacio de V, se denomina subespacio del espacio vectorial
(V,R,'+',"-") si y solo si es en si mismo un espacio vectorial con las operaciones '+' y '-' definidas en V.
Para que S sea subespacio, debe verificar las siguientes condiciones:

Cl. ScV

C2. Sz#O

C3. W, eS,V,eS=(v,'+',)eS

C4. Vv eSVoaeR=(a"V)eS

Propiedades
P1. 0eS
P2. SiSiy S son subespacios de (V,R,'+',"-"), entonces (S1MS2) es un subespacio de (V,R,'+',"-")

P3. S= {6} y S=V se denominan subespacio triviales

Notacion: En los siguientes parrafos se identificara al espacio vectorial (V,R,'+',"-") con el conjunto V.
Por una cuestion de practicidad un simbolo + simple reemplazara a '+', y un simbolo - a '-'.

Combinacion lineal de vectores

Dado un conjunto de vectores {V;;V,;--+;v.} =V, se dice que v €V es una combinacion lineal de
los elementos del conjunto si existen a,,a,,--,a, € R tales que verifiquen

V=0V +0, Vo, V).

Dependencia e Independencia Lineal

Dado un conjunto de vectores {\71;\72;- . ';‘7,"} <V, se dice que es linealmente dependiente si para la

combinacion lineal entre los elementos del conjunto que da por resultado el vector nulo, no todos los
escalares son simultaneamente nulos, es decir

Si (o, -V, +0, -V, +---+a, -V, )=0=TJalgn o, #0 i=1,2,--,m.
El conjunto se denomina linealmente independiente, si la inica solucion posible es que todos los escalares
sean simultdneamente cero (solucion trivial), es decir
Si (o -V, +0, -V, ++0,V,)=0 =a =0 Vi=12,-,m.

Sistema de generadores

Dado un conjunto de vectores {V,;¥,;--;¥,,} €V se denomina sistema de generadores de V
si VveV,3o,eRcon i=12,--,m talque (o, -V, +0, -V, +--+0, -V, )=V

es decir que cualquier vector de V se pueda expresar como combinaciéon lineal de los elementos del
conjunto.

Base
Dado un conjunto de vectores {V,;,;--;¥,} = V se denomina base de V si constituye un sistema de

generadores linealmente independiente. Cuando la base posee un nimero finito de elementos, se denomina
por dimension del espacio vectorial V a dicho ntimero.

Observacion: estos ultimos conceptos se pueden relacionar con un subespacio S, pudiendo establecer la
dependencia o independencia lineal, sistema de generadores, base y dimension para dicho subespacio.
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Normas vectoriales
Sea un espacio vectorial V sobre el cuerpo de los reales R, una norma vectorial es una funcion
f:V — R que hace corresponder a cada vector X € V un escalar, denotado por || X ||, tal que verifica las

siguientes propiedades:

Pl. VieV,|[Z|20A[X|=0=5%=0
P2. VxeVVkeR, | k-X|=Hk]|-|X]
P3. VxeV,YWeV, || Xx+y|<IX|+] 7]

Algunas de las normas més usadas para X € V, V=R™" con X =(x,X5,...,X, ), SOn

n
a) ||)?||1=Z|xl.|:|xl|+|x2|+---+|xn| norma de orden 1

i=1

1/2
- S 2 2.2 2 \1/2 . .
b) [ x]|,= le- = (xl + x5+ xn) norma de orden 2 6 euclidea
i=1

¢) | ¥|,=max{|x |}, =max{|x,|;|x,];...;]x,|}  norma de orden infinito

0 norma de maxima magnitud.

Producto interior
Producto interior sobre un espacio vectorial V, definido sobre el cuerpo de los reales, es una funcion
que asocia un escalar <u,v >e R con cada par de vectores u y v en V, de manera que se satisfacen los

siguientes axiomas

Al. Vu,VYveV, <u,v>=<v,i> propiedad conmutativa

A2. Vu,Vv,VweV, <u+v,w>=<u,w>+<v,w> propiedad distributiva con respecto a la suma
A3. Vu,YweV,VkeR, <ku,v>=k<u,v>

Ad4. VﬁeV,<ﬁ,ﬁ>20A<ﬁ,ﬁ>:0<:>ﬁ:6

Un espacio vectorial sobre el cual se ha definido un producto interior se conoce como espacio con producto
interior.

Como propiedades, consecuencia de los axiomas 1 al 4 se puede indicar
P1. VVGV,<6,\7>:<\7,()>:O

P2. Vu,Vy,VweV, <v,u+w>=<v,u>+<v,w>

P3. Vi,VweV,VkeR, <u,kv>=k<u,v>

Ejemplo: sean # = (u,,u,,us, -+, u,), v =(v,v,,v;,---,v,) € R", el producto interior euclideo, conocido
como producto escalar de dos vectores, definido por
<Z:l’,\7 >Eu1 'V] +u2 'V2 +1/l3 'V3 ++Un Y%

n
satisface todos los axiomas del producto interior.
Observacion: si el espacio vectorial V esta definido sobre el cuerpo de los complejos C, entonces los
axiomas 2, 3 y 4 se mantienen, cambiando el axioma 1 por
<U,V>=<V,u>

Asi, la propiedad P3 es ahora: <ii, kv >=k <ii,v > con k € C.
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Definiciones asociadas a los espacios vectoriales con producto interior definido

Sean X y y vectores no nulos pertenecientes a un espacio vectorial V con producto interior, se dice
que X y y son ortogonales si <X,y >=0.

Si bien suele denotarse la ortogonalidad con el simbolo L, s6lo en el caso de vectores con interpretacion
geométrica el concepto de ortogonalidad coincide con el concepto de perpendicularidad.

Sean X un vector no nulo perteneciente a un espacio vectorial V con producto interior y S un
subespacio incluido en V, con S # {6}, se dice que X es ortogonal al subespacio S si X es ortogonal a
cualquier vector perteneciente a S. Esto es:

YveS,<x,vy>=0

Sean S, y S, dos subespacios no nulos de un mismo espacio vectorial V con producto interior, se

dice que S, y S, son ortogonales si cada vector de S, es ortogonal a cada vector de S,.

Base ortogonal
Se dice que un conjunto de vectores {V,;V,;---;V_} en un espacio V con producto interior es un

conjunto ortogonal, si <v;,v; >=0 cuandoi# ;.

Se dice que un conjunto de vectores {V,,V,,::-,V,} en un espacio V con producto interior es un
conjunto ortonormal, si

<V,v;>=0 sii#j
<0,V >=| % |P=1 sii=j’

Es decir, un conjunto ortogonal el cual verifica que todos sus vectores tienen norma unitaria. En notacion
mas compacta, utilizando la delta de Kronecker, debe ser < ﬁi,ﬁj >= 61.’]. .

Se dice que B ={V;V,;---;V,} en un espacio V con producto interior es un base ortogonal, si el

conjunto B constituye una base de V que cumple la condicion de ortogonalidad.
Se dice que B={V,;V,;---;V } en un espacio V con producto interior es un base ortonormal, si el

conjunto B constituye una base de V que cumple la condicion de ortonormalidad.

Teorema Si B={y;V,;---;V }es una base ortogonal para un espacio vectorial V con producto interior

para cualquier vector u# € V , entonces
<u, vy > . <U,Vy >
v+ =

<)

<
~ 1 — —
<V1,V1> <V2,V2> <v

Teorema Si A={V;V,;---;V }es un conjunto ortogonal donde v; #0Vi=12,-.m en un espacio

m

vectorial V con producto interior, entonces el conjunto 4 es linealmente independiente.

Proyeccion ortogonal
Sea V un espacio vectorial con producto interior y sea 4 ={V,;V,;-:+;V }una base ortonormal de

dicho espacio. Si S es el subespacio generado por A4’ ={V,;v,;---;V.} donde » <n, entonces todo vector

u €V se puede expresar en la forma:
u=w +w, donde wy €Sy w, LS

El vector w; es la proyeccion ortogonal de # sobre S'y se denota por w; = proygii .
El vector w, =u — proyqu se conoce como componente de # ortogonal a S.
W, =<U,V, >V +<U,V, >V, +-+ <,V >V

Wy, =U—=<U,V, >V—<U,V, >V, = =<U,V, >V =<U,V, >V  ++<U,y, >V
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ScV (plano xy)

Proceso de Gram-Schmidt
Todo espacio con producto interior de dimension finita, no nula, tiene una base ortonormal.
Sea V un espacio vectorial con producto interior de dimension finita n. Sea B una base de V

B = {ii;u,;y;++3 U,

La sucesiva secuencia de siguientes operaciones producira otra base de V pero ortonormal
B ={0;V,;v5537, .
ﬁl
| ||

1) Tomemos Vv, = ; el vector v, tiene norma 1.

2)  Para obtener ahora un vector v, de norma unitaria que sea ortogonal a v,, se calcula la componente

de 1, ortogonal al subespacio S; generado por v, y se normaliza:

V, =U, = proygu,

_ LA A L <y, V>
donde proyg i, =<u,,v, >V, 0 proygu, =——=———V
<Y,V >
. v
v, =—2
[
. A A7 _— . i
Si u,—<u,,v,>v,=0, no se puede i3 ~ Proys, i 2
normalizar. Pero esta posibilidad es un -
absurdo pues, si se diese o - 3

_ oa o <yl >
Uy, =<U,, V) >V, =———1U,
[l ]

i, multiplo escalar de u; = {u,;u,} = L.D,

lo que contradice la independencia lineal de la base B.

3)  Para construir ahora un vector v; de norma igual a 1 que sea ortogonal tanto a v, como a v,, se
calcula la componente de 5 ortogonal a S,, donde S, es el subespacio generado por {V,;7,}

V3 = U3 — Proyg Uy

L oA oa o a A L <Up V> <y, >
proyg Uy =uy— <y, V; > V= <Uy,V, >V, 0 proygldy =iy ——————V,———————V
<V, > <y, V, >

A V3

V3—|

[Vl
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Vi i3

-
=
[ )

Vi Proy 5,ii3

4)  Para determinar un vector v, de norma unitaria que sea ortogonal simultineamente a v,,V, y Vs, se
calcula la componente de i, ortogonal al subespacio S5 generado por {V;;7,;V,}y se normaliza:
Vy = Uy — proyg U
Proyg thy =,— <iiy,V, > V= <iiy,V, > V,— <iy,Vy >V,

SUpV > <UyyVy > <Ug V>

O proygu; =uy ————— | — 2 E—
<V1,Vl> <V2,V2> <V3,V3>
R v
Vv, =
7]

Se sigue este procedimiento y se obtiene un conjunto ortonormal de vectores {V,;V,;V;;-;V, }.

Como V es de dimension n y como el conjunto ortonormal es linealmente independiente, entonces:
B'={V;v,;V5;--+;V } es una base ortonormal de V.

Este proceso se conoce como "proceso de ortonormalizaciéon de Gram-Schmidt".

Aclaracion: Se puede realizar este proceso solo ortogonalizando al conjunto de vectores y luego normalizar
a cada uno de dichos vectores ortogonales.

UTN — FRH Algebra y Geometria Analitica —Guia de Ejercitacion 4 — Pagina 6



Ejercicio 1.
Conceptualizacién a partir de conjuntos de dimensién pequefia, nocién intuitiva de dimensién.
Interpretacion, identificacion, demostracion, bisqueda de contraejemplos, recodificacion.

Identificar si los siguientes conjuntos de vectores son subespacios vectoriales de los espacios
vectoriales reales implicitos naturalmente en cada definicion. En caso afirmativo, demostrarlo. En caso
negativo, mostrar un contracjemplo. Indicar cuando alguno de ellos se corresponda con los subespacios
triviales. Graficar, cuando sea posible, a los conjuntos. En el caso de que el conjunto sea un subespacio
que contenga variables independientes, proponer una definicion del mismo de forma que sélo incluya a
las mismas.

1.1) D, ={(0,0);(0.1);(1,0); (L) D,cR?
1.2) D, = {(x, y)/ x> +y° Sl} D,cR?
1.3) D, = {(x, y)Ix*+y? =—l} D;cR?
14) D, ={(x,y,2)/z=0} D,cR3
1.5) D, :{(x,y,z)/xZO} D¢cR3
1.6) D, :{(x,y,z)/x+y+Z=0} D,cR3
1.7) D= (x,y,z)/x+y+z=1} DgcR3
] ] ] ) ) Xp+xy)—x3=0
1.8) D9={conjunto de soluciones del sistema lineal y homogéneo { } DycR3
2x; + x5 —=3x3=0

1.9y D, = {ax2 +bx+c/c=a a b=0} D,,cP,[x]
P, [x]={polinomios de grado < 2 en la variable real x}
1.10) D, ={M=((m,)eR™/m =0 i> |

111) D, ={[x‘ szeRm/xl —0 A x, :(x3)2}
X

3 Xy

1.12) D, =AN B donde 4= {M eR>2 /M7 = M} y B= W eR>* /M7 = —M}.

Observacion. Son subespacios vectoriales del espacio vectorial R3: el origen de coordenadas, toda recta
que pase por el origen, todo plano que pase por el origen, todo el espacio. Interprete geométricamente
porque se cumplen las condiciones para ser subespacios y compare con algiin conjunto que no lo sea, por
ejemplo una recta que no pase por el origen.

Ejercicio 2.
Abstraccidn, integracién con conocimientos previamente adquiridos. Generalizacion, demostracion.
Demostrar que los siguientes conjuntos son subespacios. Identificar la cantidad de pardmetros libres en
li=j :
3 O, es la matriz nula de orden

cada uno de subespacios. Notacion: Delta de Kronecker 3, ; = {O ‘
’ N

mxn, meN, neN

21) D ={MeR™/M" =M}

2.2) D, ={M=((m)eR"™ /m  =0sii#jrm,=m,==m,,}.
23)  D,={M=((m, ) eR™ /m, =0i>j}.

24) D,={XeR™/4-X=0, AR rr(d)=r}.

nxl1
Ejercicio 3.
Aplicacion del concepto de pertenencia. Identificacion, particularizacion.

Analizar si cada uno de los siguientes vectores pertenece al subespacio indicado.
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31 ¥ = L5 = T ]erm et L
4 0 c d da+c-3d =0

1 -3
3.2) 52:(3 Oj;Szz{Meszz/M+MT:Ozxz}.

33) W = 2x% +x-3; S3={ax2+bx+ceP2[x]/a=2t/\ b=—t A teR}.

Ejercicio 4.
Ejemplificacion del concepto primario de combinacidn lineal y adquisicion del vinculo con el de

independencia lineal. Interpretacion geométrica del concepto y su abstraccion, identificacién de la
posibilidad de mds de una solucién y su relacion con la dependencia lineal.

Hallar, en cada caso, los valores del 6 de los parametros para los cuales el vector v se puede escribir
como combinacion lineal de los vectores del conjunto indicado. Una vez elegidos los parametro, ¢la
combinacion es unica? Interpretar geométricamente cuando sea posible.

4.1) v=(k*k) A={v;=(1,-1);v,=(-1,1)}
4.2) v=(1,2,k) A={v;=(-1,2,3);v%,=(3,-2,0)}
4.3) v=(k2,k,0) A={v,=(-1,2,3); %,=(3,-2,0);v3;=(1,2,6)}

o 1K Loy (o
DovEe ST ST oy 2

45) V=hk’-2x+k  A={ =x"+2x+3:7, =327+ 2x+1}
4.6) v=(1,k,k?) A={v,=(k,k,k?); v,=(k2,kh,k%h)}
Para cada caso analizar la dependencia o independencia lineal del conjunto A4.

Ejercicio 5.
Consolidacidn de los conceptos de generacion e independencia en subespacios de dimensién pequefia.
Reconocimiento de informacion suficiente pero no necesaria; identificacién de subespacios a partir de
conjuntos que los generan: recodificacion de informacidn; andlisis de casos; proposicion de
modificaciones, optimizacidn.

5.1) Dado el conjunto de vectores A = {& = (1,1,1);]5 =(1,-1,5);c = (1,3,—3)} analizar si es:

5.1.a) linealmente independiente 5.1.b) sistema de generadores de R3-
En funcion de la respuesta obtenida, discriminar si toda la informacion contenida en el conjunto 4 es
necesaria desde el punto de vista algebraico, o es posible eliminar parte de ella y seguir generando la
misma entidad algebraica. ;Cualquier parte, en forma arbitraria? Justificar la respuesta.
Si la respuesta (5.1.b) es negativa, definir el subespacio S4 que generan, indicando una base y dimension
del mismo.
Si la respuesta (5.1.b) es negativa, proponer una minima cantidad de cambios en los elementos de A4 para

que dicho conjunto constituya una base de R3. Justificar la respuesta.
I -1\(1 a)l(-2 2

5.2) Dado el conjunto 4= ; ; contestar las siguientes cuestiones.
0 210 =-3)L0 b

5.2.a) Indicar para qué valores de a y b el conjunto 4 es linealmente dependiente.

5.2.b) Sia=-1 y b=0, definir el subespacio que genera el conjunto 4, indicando base y dimension.
5.2.c¢) Hallar la interseccion del subespacio generado por B (S4) si a=—1 y b=0 con §, siendo S el
subespacio definido por

S:{(x );jeRm/x+y+t:0 /\Z+t:0}.
z
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5.2.d) Si a=—1 y b=0, modificar el conjunto 4 para que constituya una base de R>2,
5.3) Dado el conjunto A={(1,1,a);(-1,-a2,—a);(1,1,-b)}
5.3.a) Hallar para qué valores de a y b el conjunto es linealmente independiente.
5.3.b) Encontrar un valor de a y un valor de b para los cuales el subespacio generado por el
conjunto 4 tenga dimension dos. Dar una interpretacion geométrica del mismo. Fijado el valor de
a, {hay una nica opcion de b para que el subespacio generado por el conjunto 4 tenga dimension
dos? Analizar todas las distintas alternativas.
5.4) Dado los siguientes sistemas de generadores, determinar dimension y una base para cada uno de
los subespacios de R? correspondientes. Identificar cada subespacio con un sistema de ecuaciones lineales
de un numero minimo de ecuaciones. Hallar la interseccion de los mismos. Graficar. Para cada subespacio
dar una base que no contenga ninguno de los vectores de los conjuntos que originalmente identifican al
correspondiente subespacio.

S| generado por 4, = {171 =(1,0,1);v, =(=1,0,1);v; = (0,0,l)};
S> generado por 4, = {\71 =(1,0,1);v, = (—1,0,—1)};
S3 generado por A3 = {\71 =(0,0,1);v, =(=1,1,0);v3 =(0,0,0);v4 = (2,—2,—1)}.

Ejercicio 6.
Desarrollo intuitivo. Observacidn, justificacidn de hipétesis, generalizacién.

6.1) Lossiguientes items se pueden contestar sin necesidad de realizar un cdlculo muy elaborado. Existe
una justificacion elemental en cada caso, y es posible encontrarla con la sola observacion. Intentar hallarla,
discutirla.

6.1.a) Sea S; el subespacio formado por las matrices diagonales de orden 2. El conjunto definido

1 0Y(0 O0)\(1 O .
por A= 0 0 ; 0 —1 ; 0 1 no puede constituir una base para Si.

6.1.b) Sea S, el subespacio formado por las matrices simétricas de orden 2. El conjunto definido
{(1 oj(o 1}(0 OJ} -
por B= ; ; no puede constituir una base para 5.
0 0oJlo 0){1 O
6.1.c) Si el subespacio S3 esta generado por el conjunto C, entonces v no pertenece a S3 con
C:{ﬁ1 =x? + 1L, =—x? + ;i =—2}y v=—x? +3x+1.
6.2) Determinar dimension y una base para cada uno de los siguientes subespacios:
S ={ax2 +bx+c/a+b=0{cP,[x];
S, :{XGR" /X, + X, + X, +X, =X, +X, +X; = X, + X, :0};
S, = {M e R™ /tr(M )ZO} . Notacion: ¢r es la traza de una matriz cuadrada definida por la suma

de los elementos de su diagonal principal.
6.3) Sean S;y S dos subespacios de R**? definidos por:
S ={xeR™/ X" =X}, s, ={x eR¥ /X" =—x|.
6.3.a) Hallar dimension y una base Bsi de S1 y dimension y una base Bsy de S».
6.3.b) Justificar que el conjunto B = Bs1 U Bs, es una base de R*2. Constatar que cualquier vector
X =((x,;)) € R** se puede descomponer como X =i +1i, con iij €S|y iy €S,.

Ejercicio 7.
Identificacién de la informacion contenida en los datos del problema. Discusion de alternativas

plausibles y demostracién de hipdtesis en un contexto donde la visualizacién geométrica constituye una
ayuda heuristica.
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7.1) Sean A y B dos conjuntos linealmente independientes de R? definidos por 4 = {\71;\72} y B= {173 }
Analizar la dependencia o independencia lineal del conjunto C = {\71 Va3 V3 } (Constituye C una base de
R3? Justificar la respuesta.

7.2)  Si el conjunto de vectores {&';5;5} es una base de R®, demostrar que el conjunto de vectores
{ﬁ = Gyiiy = d+biiy =d+b +C } es linealmente independiente.

7.3)  Elconjunto A= {i;¥,}c R? es una base de un subespacio S. Analizar para los distintos valores
de L € R y las direcciones relativas de los vectores de 4, la dimension de los subespacios Si, S> y S3 si se
sabe que:

7.3.a) Si que estd generado por el conjunto B = {\71;\72;7&1 X Vs },

7.3.b) S> que estd generado por el conjunto C = {\71;172 ; (V] V9 )V, },

7.3.¢) S3 que estd generado por el conjunto D = {\71 ;2v) —(1=A)v, }
Notacion: (x) producto vectorial; (+) producto escalar.

7.4) Demostrar que cualesquiera sean los vectores d,b,é de R?, el conjunto {5 -b;b-¢c,c —ﬁ} es

linealmente dependiente.
7.5)  Analizar los resultados posibles de (a xZ;)xE si el conjunto {5;5} es linealmente dependiente.
Justificar la respuesta.
7.6)  Analizar los resultados posibles de (@ xb)x¢ si el conjunto {@;h;¢} constituye una base de
vectores mutuamente perpendiculares de R3. Justificar la respuesta.
7.7)  Dados los vectores i y v pertenecientes a R*:

7.7.a) Demostrar que el subespacio vectorial generado por {ﬁ;f/} es el mismo subespacio que el
generado por {ﬁ +vu — 17}.

7.7.b) Analizar los casos cuando {ii;¥} es linealmente independiente o es linealmente

dependiente. Indicar dimension del subespacio generado, dar una base del mismo y su interpretacion
geométrica.

7.8)  Seaun cubo de lado a y un sistema cartesiano ortogonal con su origen en uno de los vértices como
se indica en la figura.

A
z
D G a) (Es linealmente independiente el conjunto {E??, 9C; JB} ?
E £ Justificar la respuesta.
0 C vy b) (Es linealmente independiente el conjunto { },JF ; i4} ?
A Justificar la respuesta.
x B

Ejercicio 8.
Andlisis de estructura légica. Blisqueda de contraejemplos.

Justificar si es verdadera o falsa cada una de las siguientes afirmaciones. En caso de ser falsa, proponer
un contragjemplo.

8.1) Eneste item vj,V,,V3,V, € R3.
8.1.a) Si {V;;V,;v3les LI = {¥];V,;V;;V,} es S.G. de R

8.1.b) Si {¥};V,;V3} es L. = {¥,;V,;V;} constituye una base de R®.
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8.1.c) Si {v;;vy;v3tesLL. = {V;;v,} esL.L

8.1.d) Si {V;;V,;v3} esL.D. = {v;;v,} es L.D.

8.1.e) Si {V;V,;V3;V,}es S.G.de R® = {¥,;V,;V;} es una base de R®.
Notacion: (L.I.) linealmente independiente, (L.D.) linealmente dependiente, (S.G.) sistema de
generadores.
8.2) Todo conjunto de vectores tal que uno de sus elementos es el vector nulo, es linealmente
dependiente.
8.3) En todo conjunto de vectores linealmente dependiente, el primer elemento se puede escribir como
combinacidn lineal de los restantes.
8.4) La condicién necesaria y suficiente para que el conjunto formado por dos vectores no nulos del
espacio R? sea linealmente dependiente es que dichos vectores sean paralelos.
8.5) Es condicion suficiente pero no necesaria para que el conjunto formado por tres vectores no nulos
del espacio R sea linealmente dependiente es que sean coplanares.
8.6) Un subespacio vectorial no puede tener mas de una base.
8.7) Si el conjunto M de vectores genera al espacio vectorial V, entonces todo vector en V puede
escribirse como combinacion lineal de los elementos de M de manera unica.

Ejercicio 9. Sean las siguientes matrices

k+1 0 1 1 -1 1 0 2
M, = M, = M, = M, = .
-2 1 1-k 1 2 0 2 k
9.1) ;Para qué valores reales de k, M4 se puede expresar como combinacion lineal de M1, M> y M3?
9.2) Para k=1, expresar el subespacio S generado por el conjunto {Ml;Mz;M3}. Dar una base del
mismo e indicar su dimension.
9.3) (Existe algin valor de k para el cual el conjunto {M;M,;M,;M,} constituya una base de R>??

Justificar la respuesta.

Ejercicio 10.
Reconocimiento de mds de uha opcion de representar lo mismo. Justificacién de equivalencias; eleccion
de la expresion mds conveniente; cambio de sistemas de referencia; reconstruccion de un sistema dado
un conjunto de datos suficientes; discriminacion de datos redundantes.
10.1) Sean los subespacios S1y S> definidos por
X +x,—x,=0
S, =1(x,%,,x,,x,) € R*/ x—x,—-x,=0 ,

X +3x,-2x,+x,=0

S, = i?c =(x,y,z,0)eR* /3 =M(L0,L)) + p(0,,1,-1), VA e R,V e R},
y 83 el subespacio generado por el conjunto de vectores
A= {\71 =(-1,2,1,-3);%, =(2,-3,-1,5);v, = (1,-1,0,2)} .

10.1.a) Hallar una base para cada uno de los subespacios.

10.1.b) Demostrar que S1=52=S53=S.

10.1.¢) Si en el item a) presentd mas de un conjunto diferente, calcular las coordenadas de un vector
genérico de S en dichas bases. Si en el item a) respondid s6lo una base por respuesta, indicar otra diferente
y realizar con ellas lo pedido.
10.2) Sea B= {\71;\72} una base de R? y sean 4 y ¢ dos vectores de dicho espacio vectorial. Sabiendo
que a en la base canonica estd identificado con el par (1,1), mientras que sus coordenadas en la base B
son 2y 3,y que ¢ de coordenadas (—1,1) en la base candnica tiene coordenadas 3 y 5 en la base B,
determinar las coordenadas en la base candnica de los vectores del conjunto B. Graficar.
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Ejercicio 11.
Cdlculo de distintos tipos de normas vinculadas a un mismo espacio vectorial.
11.1) Hallar las normas de orden 1, 2 e infinito del vector ¥ = (1,2,-5,0) € R4.
11.2) Hallar una base del subespacio S tal que todos sus vectores tengan norma euclidea 1, siendo

S= (xl,xz,x3)eR3 [x] +2x) — X3 :O}.

Ejercicio 12.

Conocimiento del producto interior definido sobre un espacio vectorial. Vinculacion con la generalizacion
del producto escalar de espacios con representacion geométrica. Destreza en la identificacion de
productos interiores factibles distintos a los habituales.

Definido el producto interior, hallar el resultado pedido.

- (W U (N 22 - -
12.1) Con u = V= eR™, <u,v>=up-vi+uy vy +uz-v3+uy-vy.
u, u, v, v,

.. (I -1 . (2 0
Hallar <u,v > si u = y v= .
3 4 -1 4

12.2) Con p(x)=a, +a,x+a,x?, q(x) = b, + b,x + b,x> € P, [x] (espacio vectorial de los polinomios de
grado menor o igual a 2 en la variable x); < p,g >=a,-b,+a,-b, +a, -b,.
Hallar < p,g > si p(x)=—1+5x+2x2 y g(x)=—2x+3x2.

Observacion: Salvo que se indique lo contrario, en lo que siga se trabajara con los escalares pertenecientes
al conjunto de los nlimeros reales. De igual forma, al trabajar en R* y P_[x] cuando no se aclare lo contrario

se usaran los productos interiores definidos por:
u=p,uy,uz,,u,), v=>0,vy,v3,*,v,) € R", el producto interior euclideo, conocido

como producto escalar de dos vectores, definido por < u,vV >=u; - v +uy vy +uy-v3+--4u, v,

p(x) = ag+apx+ax> +--+ax", q(x)=by+bx+byx*+---+bx" P [x] (espacio vectorial
de los polinomios de grado menor o igual a n en la variable Xx),
<p,g>=ay-by+a -by+a,-by+---+a,-b,
Puede observarse que el producto interior de un vector de R™ por si mismo se corresponde con el cuadrado

de la norma de orden 2 o euclidea, es decir que: <v,v >=|| v Hz .

Ejercicio 13.
Construccidn e identificacién de conjuntos ortogonales y ortonormales. Aprendizaje del proceso de
ortogonalizacién de un conjunto con la perspectiva de aplicaciones futuras.
13.1) Seael vector a =(1,2,—1) y el subespacio S = {(xl ,X9,X3) € R? [X] =X3 AXy = O}, demostrar que
als.
13.2) Sean los subespacios de R3 definidos por
S| = (xl,xz,x3)eR3 /X1 =X3 A Xy 20} y S, = {(xl,xz,x3)eR3 /x] =x3 20}.
Demostrar que son ortogonales, es decir S;LS,.
13.3) Demostrar que el siguiente conjunto constituye una base ortonormal de R3

Nota: ademads de calcular los seis productos interiores necesarios y constatar que su resultado es el

esperado, es decir < V;, v  >=90, ;, se puede construir una matriz 4 cuyas columnas sean las coordenadas
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de los vectores de la base y comprobar que 4 es una matriz ortogonal, es decir A-47=1. Pensar el porqué
de esta equivalencia.
13.4) Hallar a e R, para que el siguiente conjunto constituya una base ortonormal de R3

B, :{vl =(0,1,0);7, :(—%,0,%);@ :@,o,a}

(La respuesta es unica?
13.5) Construir a partir de la base B, = {V, =(1,1,0);V, = (0,1,1); %, = (1,0,1)}, una base ortonormal de R3
(aplicar el proceso de ortonormalizacion de Gram-Schmidt).
13.6) Construir una base ortonormal de R# que incluya los vectores #, y i, con:

il Lo Ly ﬁ__lll_lj
NN Y i 2’2’27 2 )

Sugerencia: en primer lugar hallar dos vectores, v; y V4, que completen la base.

Ejercicio 14.
Concentizacion de la agilidad de trabajo al elegir bases ortogonales y ortonormales. Proyeccion a
futuras aplicaciones con espacios vectoriales de dimension infinita.
Dados el subespacio S = {(xl,xz,x3) eR?/ X -Xy +X3= O} (geométricamente representado por un
plano que pasa por el origen) y los vectores a =(1,2,1) y b= (3,-2,4),
14.1) hallar una base ortonormal {V,,7,} para S.

14.2) Hallar las coordenadas de ad € S' en términos de la base hallada. Para ello recuerde la facilidad que
le ofrece el trabajar con una base ortonormal {v,,v,} para S pues se verifica que:

a=<d,v,>v+<d,v,>",.
14.3) Hallar la proyeccion ortogonal de b sobre S, es decir proy Sl; .
14.4) Comprobar que el vector (l; — proy Sl;) es ortogonal a S.
14.5) Hallar la distancia entre el punto P(3,-2,4) y el plano « identificado con S. La misma est4 dada por
la norma euclidea del vector (l; — proy 55 ).
14.6) Hallar el subespacio constituido por todos los vectores de R3 ortogonales a S, es decir
St ={xeR3/3LS
Sugerencia: completar la base {V;,V,}de S a una base ortonormal de R3 y obtener el subespacio

generado por los vectores que se han agregado. Considerar que si V es un espacio vectorial de dimension
finita y S es un subespacio no trivial de V, entonces siempre se verifica:

dim(V)=dim(S)+dim(S+), SNnS+={ 6V .
14.7) Escribir el vector ¢ = (1,1,—1) como la suma de ( p + fz) de formaque peS'y hest.

14.8) Dados los puntos Fy(1,-12) y A (-1,0,1), hallar la proyeccion ortogonal de P sobre el plano
que representa S.

Ejercicio 15.
Identificacién de subespacios ortogonales, visualizacién en ejemplos con representacion geométrica.
Vinculacién entre los conceptos de ortogonalidad e independencia.

15.1) Dados los siguientes subespacios vectoriales (S), hallar una base de cada uno de ellos, el
complemento o subespacio ortogonal (S*) y una base correspondiente. Graficar. Utilizando los resultados
obtenidos, hallar una base del espacio vectorial si:

15.1.2) S= {(xl,xz) eR%/x; +x, :o}
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15.1.b)S:i(x1,x2,x3)eR3 [x; +x, =0A X — X, :0}
15.1.¢) S:{(xl,xz,x3)eR3 /x| + Xy + X3 :0}_

Ortonormalizar las bases halladas.
15.2) Sea el espacio vectorial R® y sea 4cR?* un conjunto ortogonal de tres vectores no nulos, esto es

A:{vl;vz;v3}cR3 con <V;,v; >=0 parai#j, v; #0.

Demostrar que 4 es un conjunto linealmente independiente.
15.3) Sea R’ un espacio vectorial y sea S un subespacio en R>. Si el conjunto 4 constituye una base para
S'y el conjunto B corresponde a una base del subespacio complemento ortogonal de S, S*, donde
A={;v,;7,}c S <R con3=dim(S) y B ={u,;ua,}c S* < R®,
demostrar que si se define el conjunto
C=1{9,;v,;v,;i,;i, }C R
entonces C constituye una base del espacio vectorial R®,
15.4) Sea R’ un espacio vectorial y sea S un subespacio en V. Si el conjunto 4 constituye una base
ortonormal para S y el conjunto B corresponde a una base ortonormal del subespacio complemento
ortogonal de S, §*, donde
A= {\71;\72;\73}c Sc R’ con3=dim(S)y B= {ﬁl;ﬁz}c StcR?,
demostrar que si se define el conjunto
C =1{9;;9,;v,;i0,;i, } c R®
entonces C constituye una base ortonormal del espacio vectorial R,
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