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DEFINICION: ESPACIO VECTORIAL

(V;+;R;.) es espacio vectorial si se cumple los 10 axiomas de espacios vectoriales

AXIOMAS DE ESPACIOS VECTORIALES:
Vxev,VyeVv,VzeV,V acR,V feR:

)
)
)
)
)
)
)
A 8)
)
Al0

Ley de composicidn interna: (x+y)€V

Propiedad Conmutativa: x+y=y+x

Propiedad Asociativa: (x+7y)+z= x+(y+z) )
Existencia de elemento neutro: 30eV/3+0=0+x=x

Existencia de Simétrico (u opuesto): 3— XeV/x+(— }):(_})4.}:6
Ley de composicidn externa: gxeV

Propiedad Asociativa mixta: (aﬁ),;}:a,(/j,})
Existencia de escalar neutro: 31eR/1.x=%
Distributiva respecto de la suma de escalares: (+ ).

X=a.X+p.X
) Distributiva respecto de la suma de vectores: ¢. (my):a +a.3’1

DEFINICION: SUBESPACIO

SiVesEVyScVAS#M=S es suebspacio de V< S cumple los 10 axiomas de EV .

CONDICIONES SUFICIENTES PARA QUE S SEA SUBESPACIO DE V:

I)Scv
M) S0

II) LCI: VXESAV yES:(X+y)ES
IV) LCE: VX€SAY aeR:(aX)€S

Je



COMBINACION LINEAL

Sea V espacio vectorial (EV) Se dice que un vector v de V es combinacién
lineal (CL) de un conjunto de vectores A, si y solo si existen escalares tales que:
v=a, Vit a,V,+..ta, V)

Simbdélicamente:
SeaV EV. Sea A={v,,v,,..,v,|,A# 0 ,AcCV.

VeV es CLde A3 aeRIV=) a.V,
i=1

Para tener en cuenta: Cuando se busca verificar que un vector es CL de A, se
obtiene un sistema de ecuaciones cuyas incognitas son los escalares de la CL.

Si el sistema es SC ==> |os escalares existen y la CL es posible
Si el sistema es SI ==> no existen los escalares, y la CL no es posible

SUBESPACIO GENERADO

Sea V EV y el conjunto de vectores A = {vi, v, ... , Va}. Llamaremos subespacio
generado por A al conjunto de todos los vectores que se pueden escribir como
CL de los vectores de A.

Simbdlicamente:
gen(A)=S (S es el subespacio generado por A)

S=gen(A)={X€VI%=) &.V;} (X es CL de A)

i=1



SISTEMA GENERADOR o B
Sea V EV y el conjunto de vectores A = {vi, Vi, ..., Va} cOn A < V. Diremos que A

es un sistema generador de V si y solo si para todo vector v € V, v se puede
expresar como CL de los vectores de A.

Simbdlicamente:
Aes SGde VoV vVEV V=,V +a,V, a,V,

Si un conjunto A no alcanza a generar todo el EV, no ser& sistema generador
(SG) de V, sino de un subespacio de V.

INDEPENDENCIA LINEAL o B
Sea V EV y el conjunto de vectores A={vy, Vi, ... , Va} CONA C V
Diremos que A es Linealmente Independiente (LI) si y solo si la CL de los

vectores de A igualada al vector nulo se verifica solo si todos los escalares ai son
nulos.

AesLIe0=av,ta,v,...a,v,»a=a,=..=a,=0

Del mismo modo diremos que A es Linealmente Dependiente (LD) si y solo si

la CL de los vectores de A igualada al vector nulo se verifica con al menos un
escalar ai no nulo.

Aes LDo0=a,Vi+a,v,...a,V,= a,#0V a,20V ...V a,#0

a,=a,=...=a,=0 (CL tnica): Aes LI
0= ¥+ ot ¥,
o, 70V a,#0V ... a,#0 (CL multiple): Aes LD




BASE

Definicion:

Un conjunto de vectores B de un espacio vectorial V constituye una base de
dicho espacio vectorial si y solo si, B es linealmente independiente y B es
sistema generador para el espacio vectorial.

VEV,BcV
B esBasede V< B es LIAV=gen(B)
DIMENSION DE UN EV

La dimensidon de un espacio vectorial es la cantidad de vectores que forman
una base del espacio vectorial.

VEV, BcV,B Base de V=dim(V)=#(B)

NORMA VECTORIAL: DEFINICION
f:VR/IVxeV:f(X)=|%]|eR

NORMAS CONOCIDAS:

Norma de Orden 1:
X[, =Z [x;[= | X ||, =[x,]+[x,|+... +]x,]

Norma de Olrden 2 (Norma IIEucIidea):

1%]L,=[2 P =[x+ x4 X2

1

Normaf:de Orden Infinito:
||x||w=max{ |Xi| }i=1




PRODUCTO INTERIOR: DEFINICION

Sea (V;+;R; )espacio vectorial EV El producto interior es una funcion
f:VxVv - Rtalque5|uEV VEV:f(u;v)=<u;v>ER, satisface los
siguientes axiomas:

Yuev,VveV,VweV,VheR

A1) Condicion de Simetria: <u ;v >
A2) Condicién de Aditividad: < u +
Distributiva)

A3) Condicién de Homogeneidad: <hu;v>=h<v;u> (Prop Asociativa
Mixta)

A4) Condicién de Positividad: <u;u>>0A[<u;u>=0<==> u=0
(Elemento neutro)]

u> > (Prop Conmutativa)
> =

=<v;
VW <uU;w>+<v;w> (Prop

ORTOGONALIDAD: DEFINICIONES

Sea V EV con PI (Producto Interior). VX€VAY €V con: x#0A J#0.
S,CVAS,cVAS,#OAS,#8

1) Dos vectores son ortogonales: X L y<<x;y>=0

2) Un vector con un Subespacio son ortogonales: x 1 S,V V.€S,:<x;Vv,;>=0

3) Dos Subespacios son ortogonales: S, 1S,V V,€S, AV W,ES,:<V;;W,>=0

4) Conjunto Ortogonal: A=(V;V};...;V,]cV.A es ortogonal si:<V;;V,>=0 sii# j
5) Base Ortogonal: Sea B={V};V,;...; V.|

B es Base Ortogonal < B es conjunto ortogonal A B es Base de V .



ORTOGONALIDAD: TEOREMAS

TEOREMA 1:

Dado un conjunto ortogonal A={V};V,;...; v, | incluido enun EV V con PI, AcCV,
entonces dicho conjunto resulta LI .

TEOREMA 2:

Sea B={V,;V,;...;V,] una base ortogonal de un EV V con PI, todo vector xcV
- N 1 < }’(; V‘ >

puede escribirse como: Xx= ), ————

i

i1 <V V>

CONJUNTO ORTONORMAL
A={v,;V,;...;v,] SV es un conjunto ortonormal si cumple:

<V;;V;>=0 sii#j

<V V=V =1sii= ]

A es conjunto ortonormal < (V,;;V,)=4;

BASE ORTONORMAL
B:{vl;vz;...;vn}CV, B es base ortonormal < B es base A B es conjunto ortonormal .

Esto es:
Bes LINV=gen(B) (BesLI)

(Vi;V,)=0; (B es conjunto ortonormal)



de Clases

ORTONORMALIDAD: COROLARIO
Si B={v,;Vv,;...;Vv,] es base ortonormal de V=¥ x€V,X puede escribirse:

X=) <X;V.>V,
i

=<

>
>~

SVIPV+<X; V> Vo+ . +<X;V, >V,

de Clases

DEFINICION: PROYECCION ORTOGONAL
Sea (V;+;R;.) espacio vectorial con PI.
Sea B={V};V,;...;V,} una base ortonormal (es decir: (V,;V;)=0, ).
Sea B'={V,;V,;...;V.|conr<n,y sea el subespacio S=gen(B"):
YV €V :ii puede expresarse:

u=w,+w, (con w,€SAW,LS).

3

Vo, W, =Proye u
-1 0 1 2 3 4 5 6




DEFINICION: PROYECCION ORTOGONAL
El vector w, es la proyeccién ortogonal de u sobre S y se denota: W, = proy,u
El vector W,=1— proyu es la componente de & ortogonal a S.

Wy =(U; V) ViU Vo) Vo 405 V,) =w, =2 (i;V)v,  i€[l;r]  (wW,E€S)

=
<

W, =1— (i V)V, — (Ui V) V,—... —(T;

3

W, = (05 Vo) Vi 5V, ) Vi b H (G5 V,)V, 2 W,= D (657 v, jelr+1;n] (W,eSY)

2

1 o 1 2

EL PROCESO DE GRAM-SCHMIDT

El procedimiento de Gram-Schmidt es un algoritmo simple para obtener una
base ortonormal a partir de otra base que no lo es.

Todo espacio con producto interior de dimension finita, no nula, tiene una base
ortonormal.

Sea V EV con PI de dimensi6n finita n. Sea B={u,;U,;...;U,} una base de V.

La sucesiva secuencia de operaciones producira otra base de V ortonormal:

—_
.

B'={V,;V,;...;V,} una base ortonormal de V.



EL PROCESO DV%GRALP/I-SCHMIDT: ALGORITMO
1) Tomamos V; :“ _,1” :” _,1“ (primer vector de la nueva base ortonormal)
W, u;

2) Para obtener Vv, (segundo vector de la base ortonormal), se calcula la componente de u,

ortogonal al subespacio S, generado por V,(W,=ii,— proy,i,) y se normaliza:
Vs bl Bm BT on |[7=17,17,)
IWoll - (|, — proys, G| |id,— (i Vi) i

3) Para construir el tercer vector de la base ortonormal Vv, (con |[V3]|=1AV, LV AV, LV)),
se calcula la componente de i, ortogonal al subespacio S, generado por {V;;V,],
(W,=1,— proys,il;) y se normaliza.

LW, _ i proygily, _ (@) B i)V,

PAWI &= proys, @l i — (55 v,) Vi — (i V) ¥

—

W
En general: V.=—" con: W =i —Pro u=B'={V,;V,;...;V | base ortonormal de Vil
g "Wl Ysn-1 10 V2 n

A !

SUBESPACIOS FUNDAMENTALES DE UNA MATRIZ

Sea A€R™", sus vectores fila: (f,,f5,...,f..], sus vectores columna: [c1c5...,C).
Subespacio Fila de la Matriz A:

Fil(A):gen{fl)fZ:-"’fm}

Fil(A)={yeR"/A". X=Y|

Subespacio Columna de la Matriz A:

Col(A)=gen|(c,,C,,...,C,}

Col(A)=(yeR"/A.X=Y}

Subespacio Nulidad de la Matriz A:

Nul(A)={x€R"/A X=0,,,}

Subespacio Nulidad Izquierda de la Matriz A:
NulI(A)={x€R"/A".X=0_,]



PROPIEDADES
dim[Fil(A)] + dim[Nul (A)]=n
dim[Col (A)]+dim[NulI(A)]=m

Fil(A) L Nul(A)
Col(A) LNulI(A)

EJEMPLO 1 -10
Hallar los subespacios Fila, Columna, Nulidad y Nulidad Izquierda de A=|2 —3 1
1 =21

1) Fil(A)=gen((f,; f,: fs})=gen({(1;,-1;0;3);(2;-3;1;1);(1;-2;1;-2)})

12 1yl (1 2 1y 10 —1]3y+2y,
—1 -3 =2 |y,| | 0 (L 1 |=y=y, |_[01 1 [=y—y,
0 1 1 |Y3 0 1 1 |)’3 00 O |)’1+Y2+)’3
3 1 2 |Y4 0 5 -5 |_SY1+Y4 ,O 0 0 |_8Y1_SY2+)’4

Yi + Y, + y; =0=2y==—y,—y,
—8y, =5y, + y, = 0=y,=8y,+5y,

Fil (A)=7€R (Y, y2: Y35 Y= (V15 Yai— V1= Y2: 8145 y,)|

Bpya=10,=(1;0;-1;8);u,=(0;1,-1;5)} |dim(Fil(A))=2




EJEMPLO

Hallar los subespacios Fila, Columna, Nulidad y Nulidad Izquierda de A=

2) Nul(A)={X€R*/A.X=0,,]

[1)-10 3} (1t =10 3|1 -10 3
2 -3 1 1|~0 —-1(1) =5/|~/0 -1 1 =5
1 21 -2/10 -11 -5 10 00 O
X;—Xx,+3x,=0 =x,=x,—3Xx,
—X,+X;—5x,=0=>x,=Xx,+5x,

NUI( )_{}E|R4/(X1;Xz;X3;X4):(X2_3X4;X2JX2+5X4;X4)}

EJEMPLO

Hallar los subespacios Fila, Columna, Nulidad y Nulidad Izquierda de A=

Verificamos propiedades:

dim[Fil (A)] + dim[Nul(A)] =
2 + 2 =4

I
S

Fil(A)LNul(A):

(i0,;v,)={((1;0;-1;8);(1;1;1;0))=0
(U;;v,)={((1;0;-1,;8);(=3;0;5;1))=0
<sz,v7> ((0;1;-1;5);(1;1;1;0))=0

=((0;1;-1;5);(=3;0;5;1))=0

_ N =

_ N =

|
N W =
el =)

N W =
el =)

_ W

|
N

_ W

I
N



EJEMPLO 1 -10 3
Hallar los subespacios Fila, Columna, Nulidad y Nulidad Izquierdade A=|2 -3 1 1
1 -21 =2
3) Col (A)=gen([T,;T,; Ty; T )=gen({(1;2;1)";(—1;-3;-2)";(0;1;1)";(3;1;-2)"})
1 -10 3 |y| [(1)-10 3 |y 1 -10 3 |y
2 =301 1 |y|~] 2 =31 1 |y, ~0 -1 1 =5 [=2y+y,

1 =21 =2 |y/ |=1 1 0 =3 |[=y,+y,/ 10 0 0 0 |y—y+y,

Vi Yoty;=0=2y,=y,ty;
COI( )= b’EIR /(Y1,Y2:Y3) ()’1,)’1"'}’3’)’3>1

Beya=(W,=(1;1;0);W,=(0;1;1)] dim(Col (A))=2

EJEMPLO 1 -10 3
Hallar los subespacios Fila, Columna, Nulidad y Nulidad Izquierdade A=|2 -3 1 1
1 -21 =2

4) NulI(A)=({X€R’/A".X=0,,,}

1 2 1|1t 2 1|1
-1 -3 =2|_[0 -1 —1|_]|0
o 1 1|0 1 1| |0
3 1 -2/ o -5 =5/ lo

X,—x,=0 =X, =X,

o= O O

1
0
L |x,+x;=0=>x,=—x,
0

NulI(A)={X€R’/(x,; x,;x;)=(X5;— x3;x3)}
Byuyw=li=(1;-1;1)} [dim(NulI(A))=1




EJEMPLO

Hallar los subespacios Fila, Columna, Nulidad y Nulidad Izquierda de A=

Verificamos propiedades:

dim[Col(A)] + dim[NulI(A)] = m
2 + 1 =3

Col(A)LNulI(A):
(wy;8)=((1;1;0);(1;-1;1))
(wy;6)=((0;1;1);(1;-1;1))

0
0

Ejercicio 17.2: Hallar los subespacios fundamentales de B :(1 3 g)

1) Fil(B)=gen({(1;2;3);(1;2;3)})

D1 |yl (11 |y,

2.2 |y,|~|0 0 |y,=2y, Y,=2y,=0 =y,=2y,
3 3 |y (0.0 |y,—3y, Y3—3y,=0 =y;=3y,;
Fil(B):{yEIR3/()’1;)’2;}’3):()’1;2}’1;3)’1)}
B =10,=(1;2;3)} dim(Fil(B))=1

_ N =

|
N W =
el =)

_ W

N



Ejercicio 17.2: Hallar los subespacios fundamentales de B:(i ; 3)

2) Nul(B)={X€R’/A.X=0,,,]

(1 2 3) 1 2 3] =2x=-2x,—3x,

1 2 3 0 0O

Nul (B) { ER’/(x,;xy;%5)=(—2X,—3 X5 X5 X3
Buuip=[V1=(2;1;0);7,=(~3;0;1)} |dim(Nul (B))=2

Ejercicio 17.2: Hallar los subespacios fundamentales de B= (1

Verificamos propiedades:

dim[Fil(B)] + dim[Nul(B)] = n
1 + 2 =3

Fil(B)L Nul(B):
(u,;v)=((1;2;3);(~2;1;0))=0
(Uy;v,)=((1;2;3);(=3;0;1))=0

N
w w
-



Ejercicio 17.2: Hallar los subespacios fundamentales de B:(i ; g)
3) Col(B)=gen({(1;1)";(2;2)";(3;3)"})

12 3 |y | (1 2 3 |y
1 2 3 |y, (00 0 |y,—y =Y1=Y2

Col(B)={yeR*/(y,; y,)=(y2; ¥,))
‘BCOI(B):{W:(I; 1)} ‘ dim(Col(B)):l‘

Ejercicio 17.2: Hallar los subespacios fundamentales de B= (1

N
w w
-

4) NulI(B)=[%€R¥A".x=0,,,]

:>X1:—X2

W N =
w N R
l
o o R

1
0
0

NulI(B)=|

XER?/(x,;%,)=(—x,;x,)]
(

Byyp=i=(-1;1)} dim(NulI(B))=1




Ejercicio 17.2: Hallar los subespacios fundamentales de B:(

Verificamos propiedades:
dim[Col(B)] + dim[NulI(B)]
1 + 1

Col(B) LNulI(B):

(w;1)=((1;1);(-1;1))=0

m
2



