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DEFINICION: ESPACIO VECTORIAL

Sean:

V : Conjunto no vacio.

+ : Operacion suma.

IR: EI conjunto de los numeros reales

. : Operacién que relaciona un elementode R y V

(V;+;R;.) es espacio vectorial si se cumple los 10 axiomas de espacios vectoriales

DEFINICION: ESPACIO VECTORIAL
AXIOMAS DE ESPACIOS VECTORIALES:

Vxev,VyeV, VieV,V aeR,V feR:

A1) Ley de composicién interna: (x+y)eV

A 2) Propiedad Conmutativa: X+y=y+x

A 3) Propiedad Asociativa: (X+y)+z=X+(y+Z) _

A 4) Existencia de elemento neutro: 30€V/x+0=0+x=X R
A 5) Existencia de Simétrico (u opuesto): 3—x€V /x+(—x)=(—x)+x=0
A 6) Ley de composicidon externa: axeV

A 7) Propiedad Asociativa mixta: (@) x=a(fx)

A 8) Existencia de escalar neutro: 31€R/1x=x

A 9) Distributiva respecto de la suma de escalares: (a+p)X = aX+/5X
A10) Distributiva respecto de la suma de vectores: a(X+y)=aX+ay



de Clases

DEFINICION: SUBESPACIO
SiVesEVyScVAS#M =S es suebspacio de V < S cumple los 10 axiomas de EV .

PROPIEDADES QUE SE DEDUCEN DE LOS AXIOMAS DE E.V.
I )0%=0,

1) «0,=0,

) (—1)x=—%x

IV) a%=0,a=0Vvx=0,

CONDICIONES SUFICIENTES PARA QUE S SEA SUBESPACIO DE V

I)Scv

1) S# 4

III) LCL: VXESAV yES:(X+y)€
(ax

S
IV)LCE: VX€SAY a€R:(ax)eS

de Clases

PROPIEDADES

) 0eS=S puede ser subespacio. Pero si 0ZS=Sno es subespacio de V
IT) S, y S, son subespacios de S=S,NS,es subespacio de S

I1T) Los subespacios triviales son: S={ 0}AS=V (es decir: ScVAVCS)



COMBINACION LINEAL

Sea V un espacio vectorial (EV), se dice que un vector ¥ € V es combinacion lineal (C.L) de un conjunto de vectores, si
y solo si existen escalares pertenecientes a R, tal que ¥ = a, ¥, + a¥, + - + @, ¥,

SeaV EV. Sea A={v,,v,,..,v,|,A# 0 ,AcCV.

VEV es CL de AoJqeRIV=) .V,

i=1

COMBINACION LINEAL

Para tener en cuenta:

* Cada vez que se busca verificar que un vector es CL de los vectores de un
conjunto A, se obtiene un sistema de ecuaciones cuyas incognitas son los
escalares de la CL.

* Si el sistema es SC ==> |os escalares existen y la CL es posible.
* Si el sistema es SI ==> no existen los escalares, y la CL no es posible.



SUBESPACIO GENERADO

Sea V un espacio vectorial (EV)y el conjunto A = {#;,¥,, g, ... ... ... , .}, llamaremos subespacio generado por A al
conjunto de todos los vectores que se pueden escribir como C. L de los vectores de A.

gen(A)=S (S es el subespacio generado por A)

S=gen(A)={X€VI%=)_ .V, (%X es CL de A)

i=1

SISTEMA GENERADOR

Sea V un espacio vectorial (EV ) y el conjunto de vectores A={V,;V,;...;V,} con ACV.

Diremos que A es un Sistema Generador deV siy solo si todo vector veV , se puede
expresar como CL de los vectores de A.

AesSGdeV oV veV:v=a,Vi+a,V,+...a,V,

Si un conjunto de vectores A no alcanza a generar todo el espacio vectorial V entonces A
no sera SGdeV sino que generara un subespacio de V.



INDEPENDENCIA LINEAL

Sea V un espacio vectorial (EV)y A = {¥;, V3, U3, e oo oo, Uy} CV

Diremos que A es Linealmente Independiente (L.1) < 0= U +ayUy, + o+ a,t, 2, =ay, ==a, =0
Es decir, que s1 un conjunto es L., entonces debe verificar que la anica C.L de los vectores de A que expresa al vector
nulo es aquella en la que todos los escalares son cero.

Del mismo modos diremos que A es L.D < 0= Uy + ay¥y, + -+ @, ¥, » Ja; #O0VIi ER

Un conjunto A es LI < La CL igualada al vector nulo es posible solosi Vi€IN: =0
Del mismo modo:
Un conjunto A es LD < La CL igualada al vector nulo es posible para algin «;#0Vi€IN

a; =0Vi ER - Aes LI(C.L tnica)

5=a1§1+a262+”'+a ﬁ
T T g, # 0 Vi € R > A es LD(C. L multiple)

INDEPENDENCIA LINEAL: OBSERVACIONES

Todo conjunto que contiene al vector nulo es L.D

Todo conjunto unitario es L.I siy solo si, no contiene al vector nulo.

Toda vez que queramos analizar si un conjunto es LI o LD, se obtiene un sistema de ecuaciones homogéneo.

La dependencia lineal se dara cuando el sistema sea S.C.I (hay mas soluciones ademas de la trivial)

Sera L.I cuando el sistema sea S.C.D (solucion tnica, la trivial)

Si el sistema es cuadrado, es decir n vectores de n componentes, se puede aplicar determinantes a una matriz cuyas
filas o columnas sean los vectores del conjunto A

Solo en sistemas cuadrados
det(A) # 0 = Solucién Trivial Gnica - L.1

det(A) = 0 — Infinitas soluciones — L.D



BASE DE UN EV
Definicion:
Un conjunto de vectores B de un espacio vectorial V constituye una base de

dicho espacio vectorial si y solo si, B es linealmente independiente y B es
sistema generador para el espacio vectorial.

VEV,BCcV
B esBasede V< Bes LIANV =gen(B)

DIMENSION DE UN EV

Definicion:

La dimension de un espacio vectorial es la cantidad de vectores que forman
una base del espacio vectorial.

VEV, BcV,B Base de V=dim(V)=#(B)



BASE

Ejemplo:
Hallar una base para el conjunto de todas las matrices simétricas de orden 2.

a c 1 o)+b(o 0

+C
c b

=da

0 0 01 10

o

Luego:

B'Jl 0;0 0;0 1}»es una base para el conjunto de matrices simetricas de orden 2.
0 0]'0 111 0f

|

La dimensién del espacio de las matrices simétricas de orden 2 es 3.

BASE

Ejemplo: SeaB ={v: = (3;-2); v = (1 ; 1)}. ¢Es B una base de R??
Debe demostrarse que B es LI y que gen(B) = R?

BeslLl:

Armo CL igualada al 0,: ¢,V +a,v,=0,

3 1) 3 1|_(3 1|_[0 1 r(A) = r(A) = #inc ==> SCD
-2 1 -5 0/ |1 o] \1 o Luego: a,=a,=0=>B es LI
gen(B) = R%:
Armo CL igualada al vector genérico x: «,V,+a,V,=X
2 3
( 301 ] x| 1] ox ~ 3 1 | )il Ol 0 1 | §x1+§x2
-2 1 | %) |=5 0 | x—x] |1 0 | gxl_gxz 10 | 1X1 lxz

571 5



BASE

Ejemplo: SeaB ={v: = (3;-2); v = (1 ; 1)}. ¢Es B una base de R??
gen(B) = R%

. 1 1 2 3
Se tiene entonces que: a=cXx o X, A G XX

Reemplazo ¢, y «, enla CL:

1 1 2 3

=X X (3;-2)+ §x1+§x2 (1;1)=(x,;x,)

EAVE BV SV Y T IV SNV B =(x,;x,) iVerifical
g X1T g X T KT X T X T e X e X T X 15 X2 jverimca:

Luego: B es una base de R?

BASE
Ejemplo: Sea B = {v = (1; —2)}. ¢Es B una base de R2?
BeslLl
av=0v=>0.(1;-2)=(0;0)=>a=0==>BesLl
gen(B) = R%:
av=0,a(1;-2)=(x;y)
x| 1= =r(A)=r(A')=1= y+2x=0= gen(B)#R*(gen(B):unarecta)
2|y 0] y+2x

Luego: B NO es una base de R?



Ejercicio 5:
Ejercicio 5.1. Dado el conjunto de vectores analizar si es (a) L.I (b) sistema de generadores de R>
A={d=(1,11),b=(1,-15),¢ = (1,3,-3)}
Analizamos la dependencia lineal

5=a1d+a2b+a35 rg(A)_rg(Ar)_2<n_3
(0,0,0) = a;(1,1,1) + a5(1,-1,5) + @5(1,3,-3) SCI = Aes LD

1 1 : 0 1 1 1 : 0 1 1 1 : 0 1 2 0 : 0O\—»a +2a,=0
(1 -1 3 0)~(0 -2 2 0)~(0 -1 : 0)~(0 -1 1 : 0)—)—5{2 +a;=0
1 5 -3 :0 0 4 -4 : 0 01 -1 : 0 0O 0 0 : 0

Al ser el conjuno A L. D, entonces no es Sistema generador de R® pero analizamos qué Subespacio genera A

(x, Y, 2= (1,1,1)+ (1, - 1,5)+ «4(1,3, — 3)

1 1 : x 1 1 1 x 1 1 1 0 1 2 0 : 0
1 -1 3 : vy ~(0 -2 2 y—x)~(0 -1 : (y—x)/2)~(0 -1 : (y—x)/Z)
1 5 -3 : z 0 4 -4 : z—-x 0 4 -4 Z—Xx 0 0 0 : Z=l% ‘

El sistema seraS.Csiz—x =10 5
Sgen(A):{(xvy:Z)ER / z—x =0}

Ejercicio 5: Ejercicio 5.2. Dado el conjunto de vectores A, definir el subespacio
gue genera A indicando base y dimension.

a={6 )G )G
Subespacio generado

G D=al Z)ral )+a(l D)

Buscamos un S.¢ Condiciones para un SC

1 1 -2 X 1 1 -2 x

-1 -1 2 y| [[o0 0 ¢ y+x|] 2y+tx=0 (x y):(x —x

o 0 o z 00 0 Z -z=0 z t 0o t

2 -3 O t 0 -5 4 t—2x

Base de A ) N0 0
X — —4).

Sgen(A) = {(Z Jt/) € R?%2 /x +y=0Az= 0} BSgen(A) {(0 0 ) ’ (0 1)}

- Dimension de la Base |
Sgen(4) = {(;C 3t]) SR/ (;C Jtl) - (g tx) VEER VL E R} dim(gen(A))=2 !



Ejercicio 5:

Ejercicio 5.2. (¢) Hallar la intersecciéon del subespacio generado por Bs.a sia=—1yb=0conS, siendo S el
subespacio definido por:

x 1 -1 0 O
s={( J)er>/ x+t=0rt+y=0Az=0} Bspin ={(6 0 )i 1)}

Analizamos la condicién que debe cumplir S

xee=0 ox=-t s (3 Ner/ (= ( ) wer)
y+t=0 —-y=-—t
z=0

Expresamos el Subespacio S,

Sy = {(2 Z) € R?*2 /(;C; 2) = _x’jl) vt € R}

Interseccion SN Sy Foo e Sumando las dos primeras ecuaciones
-t =ty _ (%1 —H =L oy =25 0=—2t-t=0
= | _ 1 1
(o )=(o x4) =t
Xp=t —1(0 O
4 SN .S, [(0 O)]
Ejercicio 6:

6.1 Los siguientes items se pueden contestar sin necesidad de realizar calculo
alguno muy elaborado. Existe una justificacion elemental en cada caso.

6.1.a Sea Sl el subespacio formado por las matrices diagonales de orden 2. El
conjunto A no puede constituir una base.

1 0.
0 0/)

00
0 -1

10
01

)

A=




Ejercicio 6:

6.1 Los siguientes items se pueden contestar sin necesidad de realizar calculo
alguno muy elaborado. Existe una justificacion elemental en cada caso.

6.1.a Sea S1 el subespacio formado por las matrices diagonales de orden 2. El
conjunto A no puede constituir una base.

10
00

00
0 —1

10
01

b

)

A=

Rta. La tercer matriz es CL de la primera y la segunda ==>Aes LD

Ejercicio 7:

Identificacion de la informacion contenida en los datos del problema. Discusion
de alternativas plausibles y demostracién de hipotesis en un contexto donde la
visualizacion geometrica constituye una ayuda heuristica. B
7.1 Sean Ay B dos conjuntos LI de R® definidos por A = {vi; v2} y B = {va} .
Analizar la dependencia o independencia lineal del conjunto C = {vi; vz ; vs}.
¢, Constituye C una base de R3?

Armo la CL igualada al vector nulo: 0,= e, V,+ &, V,+ &,

Si v, esCLde V,yV,: V,=pV,+yV, (con #0V y#0)=Ces LD
Sino: C es LI

SiCesLl: =C es base de R’

SiCesLD: =C NO es base de R’



Ejercicio 7:

Identificacion de la informacion contenida en los datos del problema. Discusion
de alternativas plausibles y demostracion de hipo6tesis en un contexto donde la
visualizacion geométrica constituye una ayuda heuristica.

7.4 Demostrar que cualquiera sean a; b; ¢ vectores de R? el conjunto

A ={a-b; b-c; c-a} es LD.

H) d=(aya,;a,),b=(b,;b,5b,),8=(c 5 c550)

T) A={a-b;b-c;c-a}eslLD.

D) Armo la CL igualadaal 0,: ¢, (d—b)+a,(b—¢ )+ a,(¢—a)=0,
a,—b, b,—c¢, ¢,—a,| |¢,=b, bj—c, ¢;—ay| |b,—¢; b—c; ¢,—q

az_bz bz_cz Cr— 0y = Cz_bz bz_cz Cr— 0y = bz_cz bz_cz C,—d, =0=AesLD
a,—b, by;—c, c3—a3f c;—b; by;—cy c;—aq f b,—c, by;—cy c;—a,

C1=C1+C3 C1=(-1) C1

Ejercicio 7:

Identificacion de la informacion contenida en los datos del problema. Discusion
de alternativas plausibles y demostracién de hipotesis en un contexto donde la
visualizacion geométrica constituye una ayuda heuristica.

7.5 Analizar los resultados posibles de (ax b) x c si A={a; b} es LD.
SiAeslLD:(axb)=0luego: (axb)xc=0



Ejercicio 7:

Identificacion de la informacion contenida en los datos del problema. Discusion
de alternativas plausibles y demostracion de hipétesis en un contexto donde la
visualizacion geométrica constituye una ayuda heuristica.

7.7 Dados los vectoresuyvdeR3.

7.7.b. Analizar los casos cuando A ={u ; v } es LI o LD. Indicar dimension del
subespacio generado, dar una base e interpretacion geométrica

« Caso 1: SiAesLDconu=0y v=0;gen(A) =S. dim(S) = 0. Bs = @. S ={0}.

* Caso 2: SiAes LD: gen(A) =S. dim(S) = 1. Bs = { u }. S: una recta (que pasa
por el origen) dirigida por u.

* Caso 3: SiAes Ll: gen(A) =S. dim(S) =2. Bs ={u; v}. S: un plano (que pasa
por el origen) dirigido poruy v.

Ejercicio 8: Justificar si es verdadera o falsa cada una de las siguientes
afirmaciones. En caso de ser falsa, proponer un contraejemplo.

8.1. Sean los vectores v, V2, V3 y Vs de R,

a) Si{vi, Vo, va} es LI ==> { vy, V2, V3, Va} s SG de R®. (Verdadero)
b) Si{ vi, vz, va} es LI ==> { vi, V2, v3} es Base R (Verdadero)
C) Si{vi, Va2, va} es LI ==> { vy, vo} es LI (Verdadero)
d) Si {vi, V2, va} es LD ==> { vy, vo} es LD. _ (Falso)

e) { vi, V2, V3, Va} €5 SG de R® ==>{ V1, Va, vs} es Base R:.

Sea Vs = a Vit B V2 Vs, { Vi, V2, Vs} es LD pero
{ v1, v2} puede ser LI. Ejemplo: {(1;0;0);(0;1;0);
(1;1;0)}




Ejercicio 8: Justificar si es verdadera o falsa cada una de las siguientes
afirmaciones. En caso de ser falsa, proponer un contraejemplo.

8.1. Sean los vectores Vi, V3, Va y Vs de R3.

a) Si{vi, Vo, va} es LI ==> { vy, v, V3, Va} s SG de R®. (Verdadero)
b) Si { vi, vz, va} es LI ==> { vi, V2, v3} es Base R (Verdadero)
C) Si{ vy, Vo, va} es LI ==> { vy, vo} es LI (Verdadero)
d) Si{vi, vz, vs}es LD ==> { vy, vo} es LD. _ (Falso)

e) { vi, V2, V3, Va} €s SG de R® ==>{ vy, v, v3} es Base R3 (Falso)

o

Contraejemplo: {(1;0;0);(0;1;0);(1;1;0);(0;0;1)}
es SG de R? pero {(1;0;0);(0;1;0);(1;1;0)} es LD
entonces, no es Base.




