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DEFINICION: ESPACIO VECTORIAL

Sean:
V : Conjunto no vacio.
+ : Operacion suma.
IR: EI conjunto de los numeros reales
: Operacion que relaciona un elementode R y V

(V;+;R;.) es espacio vectorial si se cumple los 10 axiomas de espacios vectoriales

DEFINICION: ESPACIO VECTORIAL
AXIOMAS DE ESPACIOS VECTORIALES:

Vxev,VyeVv,VieV,V aeR,V feR:

Ley de composicién interna: (x+y

J€
Propiedad Conmutativa: Xx+y=y+Xx

-

)

)

) Propiedad Asociativa: (X+y)+z=X+(y+Z)_

) Existencia de elemento neutro: 30€V/x+0=0+%= R

) Existencia de Simétrico (u opuesto): 3—x€V /X+(— )_(—})+F<:O
A 6) Ley de composicidon externa: axeV

) Propiedad Asociativa mixta: (@) x=a(fx)

) Existencia de escalar neutro: 31€R/1x=X

) Distributiva respecto de la suma de escalares: (a+ )X = aX +/X%
A10) Distributiva respecto de la suma de vectores: a(X+y)=ak+ay



de la Clase

PROPIEDADES QUE SE DEDUCEN DE LOS AXIOMAS DE E.V.
I )0%=0,

1) «0,=0,

) (—1)x=—%x

IV) ax=0,=a=0Vx=0,

de la Clase

DEFINICION: SUBESPACIO
SiVesEVyScVAS#M =S es suebspacio de V < S cumple los 10 axiomas de EV .

CONDICIONES SUFICIENTES PARA QUE S SEA SUBESPACIO DE V
[)ScV
) S0
IIN) LCI: VXESAV yES:(X+y)€S
IV) LCE: VX€SAY aeR:(aX)€S

PROPIEDADES

) 0eS=S puede ser subespacio. Pero si 0€S=Sno es subespacio de V
IT) S, y S, son subespacios de S=S5,NS,es subespacio de S

I1T) Los subespacios triviales son: S={0}A S=V (es decir: SCVAVCS)



COMBINACION LINEAL
Sea V un espacio vectorial (EV), se dice que un vector ¥ € V es combinacion lineal (C.L) de un conjunto de vectores, si
y solo si existen escalares pertenecientes a R, tal que ¥ = a, ¥, + a¥, + - + @, ¥,

A={U,,0,, V3, oo, U} 3,0, Agyeeeo, @y ERJ U= ay ¥y + @u¥y + -+ Ty,

Ejemplo
Analizar si el vector v=(0,6, -3 es CL del conjunto de vectores A:{\*zlz[l,Z, -10;v,=(2,- 2,1)}
Planteando laCL: (0,6,-3) = a;(1,2,—1) + a,(2,—-2,1) Las incégnitas son a; y o,
(0,6, -3) = (a1, 2ay, —ay) + 2ay, —2a,,a3)
(0,6, -3) = (ay + 2a3,2a; — 2a,, —ay + a,)
Armo el sistema de ecuaciones

o +2a,=0 2 : 0 1 2 : 0 12 : 0 1 0 : 2\—wo=2
20,—2 x,=6 (2 -2 6)~(0 -6 6)’“(0 : —1)~(0 1 : —1)—>a2=—1
—ata,=—-3 -1 1 : -3 0 3 : -3 01 : -1 00 : 0

Verificamos: (0,6, —3):2(1,2, - 1)+(—1)(2, - 2,1)=> (0,6, _3):(2,4, _2)"'(_2,2, - 1)

COMBINACION LINEAL

Para tener en cuenta:

* Cada vez que se busca verificar que un vector es CL de los vectores de un
conjunto A, se obtiene un sistema de ecuaciones cuyas incognitas son los

escalares de la CL.
* Si el sistema es SC ==> |os escalares existen y la CL es posible.
* Si el sistema es SI ==> no existen los escalares, y la CL no es posible.



SUBESPACIO GENERADO

Sea V un espacio vectorial (EV )y el conjunto de vectores A={V,;V,;...;V,} con ACV.

Llamaremos Subespacio generado por A al conjunto de todos los vectores que se pueden
escribir como CL de los vectores de A

Notacion:
gen(A):Subespacio generado por A
gen(A)=|X€V/X=a,V,+a,V,+..+ @V, ¥ g,€R
Ejemplo v, = (1,2,—-1) Uy = (2,-2,1) gen{vy, v} = {X € R? / ¥ = a; (1,2, —1) + a3 (2, —2,1)}
Planteamos la C.L a + 20, = x;
(xq,%0,%3) = (1,2, 1) + a,(2,—2,1) 20, — 2, = X,
(21, %2, %3) = (0 + 205, 20a) — 205, —@; + @3) ot az =X
P 1 2 . 10 - le 2X3 Busco un S. C, es decir
(1) 2 ox 1 2 X o -6 . flz C 3 T3 rg(A) = rg(A”)
2 -2 ¢ x|~[0 =6 : xm—2x; |-[° 7 2200 x t2x
-1 1 : x3 0 3 : x3+x 01 33 L 01 X3 +x, Xy +2x5 =0

3

“sggnm) = {X ER3/x, + 2x3 = 0 Vx,Vx3 € R} |

SISTEMA GENERADOR
Sea V un espacio vectorial (EV ) y el conjunto de vectores A={V,;V,;...;V,} con ACV.

Diremos que A es un Sistema Generador deV siy solo si para todo vector veV,
v se puede expresar como CL de los vectores de A.

AesSGdeV eV vesetV.v=a,V,+a,V,+...a,V,

Si un conjunto de vectores A no alcanza a generar todo el espacio vectorial V entonces A
no sera SGdeV sino que generara un subespacio de V.

Ejemplo: A=[v,=(1,2,-1),7,=(2,-2,1)]
Sgen(a) = {X € R?/x, + 2x3 = 0 Vx,Vx5 € R}

El conjunto A no genera todo R’ sino que genera un subespacio de IR*. En este ejemplo,
se genera un plano



SISTEMA GENERADOR

Ejemplo
A= {7 = (1,1,1), ¥,= (1,1,0), ¥3= (1,0,0)} ;esS.G de R3?
(x4, X2,%5) = @, (1,1,1) + @5(1,1,0) + @5(1,0,0)
El Sistema es
1 1 X1 0 0 1 Xy — Xy 00 1 : x—x 0 0 1 Xy — X3\ siempre S.C
1 0 x |~(1 1 0 X3 |~l1 1 0 : x |~{0 1 0 : x No hay
1.0 0 X3 100 X3 0 0 : X3 1.0 0 : X3 Restricciones

El conjunto A genera todo R3! #,, ¥, v 3 Son Vectores No Coplanares

Sgen(A) = {(xlvxz’xa) € R? Vx, Vx, VX3 € R}

INDEPENDENCIA LINEAL

Sea V un espacio vectorial (EV)y A = {¥;, V3, U3, e oo oo, Uy} CV

Diremos que A es Linealmente Independiente (L.1) < 0= U+ AUy, + o+ a, b, 2, =ay, ==a, =0
Es decir, que siun conjunto es L., entonces debe verificar que la anica C.L de los vectores de A que expresa al vector
nulo es aquella en la que todos los escalares son cero.

Del mismo modos diremos que A es L.D < 0= Uy + ay¥y, + -+ @, ¥, » Ja; #O0VIi ER

e = 0Vi € R — Aes LI(C.L tnica)

5=a1ﬁ1+a2‘l‘72+"'+a ﬁ
" T g, £ 0Vi €R > 4 es LD(C. L miltiple)

A:{T/l:(l,ZJ,T/ZZ(— 1,5)}_, L.1 5= { v,= (1 2) (0 0) v,= ( 1,5)]-; L.D
(0,0) = a;(1,2) + a,(—1,5) (0,0) = a1 (1,2) + a2(0,0) + a3(—1,5)
_ - . — : 1 0 —1 : 0
G 5 g)”(é P Gos i0Go 7 o
: = 1 1 0 0 . ON—a, =0
GG ez | G T b et olg=0

a, pz/eo’e z‘omar cw/quzer valor!




INDEPENDENCIA LINEAL: OBSERVACIONES

Todo conjunto que contiene al vector nulo es L..D

Todo conjunto unitario es L.I siy solo si, no contiene al vector nulo.

Toda vez que queramos analizar si un conjunto es LI o LD, se obtiene un sistema de ecuaciones homogéneo.

La dependencia lineal se dara cuando el sistema sea S.C.I (hay mas soluciones ademas de la trivial)

Sera L.I cuando el sistema sea S.C.D (solucion tnica, la trivial)

Si el sistema es cuadrado, es decir n vectores de n componentes, se puede aplicar determinantes a una matriz cuyas

filas o columnas sean los vectores del conjunto A
Solo en sistemas cuadrados

det(A) # 0 = Solucién Trivial Gnica - L.1

det(A) = 0 — Infinitas soluciones — L.D

Ejercicio 4:

Hallar, en cada caso, los valores del 6 de los parametros para los cuales el vector se puede
escribir como combinacién lineal de los vectores del conjunto indicado. Una| vez elegidos
los parametro, ¢la combinacion es unica? Interpretar geométricamente cuando sea posible.

(4.1) ¥ = (k%K) A={# =1, —1), B,= (—1,1)}

Expresamos la C.L

V=a,v; +azxv; Para que exista la V2
(k%K) = a;(1,—1) + a,(—1,1) C.L el sistema debe

1 1o (1 -1 g ser S.C ot s sLimEL v, | 2
(—1 1 k) (0 0 : k+k2) _>k(k+1)20 G

Valores de k que hacen posible unS.C

k=0Y k=-1

-2

Infinitas soliciones. A es LD, v, y ¥, resultan paralelos. 2

Petenecen a la misma recta que pasa por el origen.




Ejercicio 4:

Hallar, en cada caso, los valores del 6 de los parametros para los cuales el vector se puede
escribir como combinacion lineal de los vectores del conjunto indicado. Una vez elegidos
los parametro, ¢la combinacion es inica? Interpretar geométricamente cuando sea posible.

4.2) v=(1,2k) A={¥; =(-12,3), = (3,-2,0)}

Expresamos la C. L

U= a;V; + azs Con k = 6la solucién es tnica:a; =2y a, = 1
(1,2,k) = ay (—=1,2,3) + (3, —2,0) Aes LI, ¥, y U, Generan un plano

-1 3 : 1 -1 3 : 1 2 0 : 4
(2 -2 2)~(—1 @ : —1)~ -1 1 : -1
3 0 : k 3 0 : k 3 0 : k

-

@ o : 2 1 0 2

-1 1 : -1~ |0 1 1

3 (0] A O O k—6J) k—6=0
Valores de k que hacen posible unS.C k=6
Ejercicio 4:

Hallar, en cada caso, los valores del 6 de los parametros para los cuales el vector se puede

escribir como combinacion lineal de los vectores del conjunto indicado. Una vez elegidos

los parametro, ¢la combinacion es inica? Interpretar geométricamente cuando sea posible.
(4.3) %= (k?,k,0) A={B, =(-1223), = (3,-2,0) #;=(1,2,6)}
Expresamos la C.L
V= qV; + ayVy + a3V

(k% k,0) = a;(-1,2,3) + @,(3,-2,0) + a5(1,2,6)

-1 3 1 : k? -1 3 1 : k? 0 3 3 : Kk
2 =2 2 : kl~l2 -2 2 : k|~l0o -2 -2 : k
3 0 6 : 0 1 0 2 : 0 1 0 2 : 0

1 1 : k?%/3

0 1 : k?/3 /0 2 2
~{0 -2 -2 : k (0 0o 0 - k+§k2 —>k(§k+1):0
/

102:0\102: 0

3
Conk =00 k = -3 infinitas soluciones.

Aes LD,v,, ¥, y V3 Generan un plano

3
Valores de k que hacen posible unS.C k=0 vy k= -3



Ejercicio 4:

Hallar, en cada caso, los valores del 6 de los parametros para los cuales el vector se puede
escribir como combinacion lineal de los vectores del conjunto indicado. Una vez elegidos
los parametro, ¢la combinacion es inica? Interpretar geométricamente cuando sea posible.

- (1 k —_ (1 0} = 0 1
(4.4) v= 2 A:[vlz(z A 2)
1V1T &% V) K1 o 1 2l_1 9
0o : 1 1 0 1 1 0 1
0 1 : k 0 : k 0 1 k
2 -1 : K*[7\0o -1 : k*-2 "”(0 0 : k*+k-2 {k+k 2= 02-Vk——2
-1 2 : 1 0 2 : 2 0 0 2 -2k 20-K) =0k =1
Sik=1=SCD y la solucion es unica: ¢;,=1Aa,=1
Verifico: |1 T)=1|1 Ol4q[ O 1
f (1 1712 -1/ {-12
Ejercicio 4:

Hallar, en cada caso, los valores del 6 de los parametros para los cuales el vector se puede
escribir como combinacion lineal de los vectores del conjunto indicado. Una vez elegidos
los parametro, ¢la combinacion es inica? Interpretar geométricamente cuando sea posible.
4.5] V=kx*-2x+k A=|V,=x’+2x+3,7,=3x’+2x+1]

Expresamos la C. L

V=,V + ayV,

kx? —2x+k=a; (x> +2x+3) +a,(3x%+2x + 1)
(k,—2,k) =a,(1,2,3) + a,(3,2,1)

1 3 1 1 0 : —§—E
3 k 1 3 1 "1 2 2
(g i : —]{2)"(8 —g —ngZk)N 0 : E+§k = 0 : %+%k
Valores de k que hacen posible unS.C ’ o 2k 0 0 2k +4/ >k =-2
k=-2 La solucién es Gnica: a; = —% ya, = —%

Aes LI



Ejercicio 4:

Hallar, en cada caso, los valores del 6 de los parametros para los cuales el vector se puede
escribir como combinacion lineal de los vectores del conjunto indicado. Una vez elegidos
los parametro, ¢la combinacion es inica? Interpretar geométricamente cuando sea posible.
(4.6) v=(1Lkk?) A=V, = (k,k,k?), v,= (k? kh,k*h)}

Expresamos la C.L

B = a, B, + axB kKT 1

ot 27z k kh : k
(1, k, k?) = a,(k, k, k?) + a,(k?, kh, k?h) K> K’h : K2
k#0 1 FE/ky F/k?
Kk K2 - 1 0 [ktk=h) : 11—k Sik=h+#1 5.1
1 h : 1 ~(0 0 : 0 Sik=h=1 S.C.1,AesL.D
1 A = 1 1 h : 1 .

Sik+h S.C,AeslL]

k=0
O 0 : 1
O O : O| Sik=0VvheR S.1,Aes LD,no hay solucion.
O 0 : O
Ejercicio 5:

Ejercicio 5.1. Dado el conjunto de vectores analizar si es (a) L.I (b) sistema de generadores de R>
A={d=(111),b=(1,-15),¢ = (13,-3)}

Analizamos la dependencia lineal

O = a,d+ ab + a3 rg(A) = rg(A) =2 <n =3
(0,00) =a,(1,1,1) +a,(1,-1,5) + a5(1,3,-3) SCI = Aes LD

1 1 : 0 1 1 1 : 0 1 1 1 : 0 1 2 0 : O\»a+2a,=0
(1 -1 3 0)~(0 -2 2 O)~(0 -1 : 0)~(0 -1 1 : 0)—)—5{2 +a;=0
1 5 -3 : 0 0 4 —4 : 0 o 1 -1 : 0 o 0 0 : 0

Al ser el conjuno A L.D, entonces no es Sistema generador de R® pero analizamos qué Subespacio genera A

(x, Y, 2= 1,1,1)+ (1, - 1,5)+ 2,(1,3, — 3)

1 1 : x 1 1 1 x 1 1 1 : 0 1 2 0 : 0
1 -1 3 : vy ~(0 -2 2 y—x)~(0 -1 : (y—x)/2)~(0 -1 : (y—x)/Z)
1 5 -3 : z 0 4 -4 : z—x 0 4 —4 Z—x 0 0 0 : zZ—x

El sistemasera S.Csiz—x =10 5
Sgen(A):{(xﬁy»Z)ER / Z_x:(’}



