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VECTORES: INTRODUCCION

v" Vectores: Una definicion. v" Atributos de un vector:
Es un segmento orientado. * Direccion
* Sentido
v" Vectores Libres * Modulo
Bl v Médulo de un vector
y i=[a,;a,50,
%

@=v(a, +(a,)+(a,)’ |d|€R>0



OPERACIONES CON VECTORES:
Sean:a=(a,;a,;a,)Ab=(b,;b,;b,)Ac=(c,;c,;ch) AaER:

) SUMA: . 4
a+b=(a,+b,;a,+b,;a,+b,) a+beR’

) PRODUCTO DE ESCALAR Y VECTOR:
aa=(aa,;aa,;aa,) aaceR’

1) PRODUCTO ESCALAR: R
a.b=a,b,+a,b,+a,b, a.beR




Repaso de Clases Anteriores

OPERACIONES CON VECTORES (CONT.):
Sean:a=(a,;a,;a,)Ab=(b,;b,;b,)Ac=(c,;c,;c,) NaER:

V) PRODUCTO VECTORIAL:
axb=(a,b,—a,b,;a,b,—a,b,;a,b,—a,b,)s

V) DQBLE PRQDUCTQ MIXTO:
a.bxe=axb.t=(a;h;¢) ¢

V1) DOBLE PRODUCT(
(dxb)x¢es un vecto
d x(bx¢)es un vector e



Resumen

Condiciones interesantes

Va#0AV b#0AV ¢#0
Condlcmnes de Paralellsmo

a//beJacR/a=ab
Soloen R*:a//beaxb=0

Condicion de ortogonalidad
adlbea.b=0

Condicién de coplanaridad
a,b,¢ son coplanares < (a;b;¢)=0

Calculos de interés geométrico
Versor asociado a un vector

. 1.
a=—a A |a|=1

-

a
El angulo entrj dos vectores

A

a

¢=arccos
jdl ||

El area del paralelogramo

|axb|: Area del paralelogramo
El volumen del paralelepipedo
|(a;b;6)|: Volumen del paralelepipedo




Ecuaciones de rectas para R’y R®
Datos: P (X,; y,;z,)AP,Er, u=(u,;u,;u,)AuU//r
) Ecuacion Vectorial Paramétrica (EVP)
ri(x;y;2)=(xy; ¥o5 2)+ Alu s uy5u,) (VAER)
) Ecuacion Cartesiano Paramétricas (ECP)
X=x,+Au,
rity=y,+iu, VAER
Z=2Zz,+ A U,

lll) Ecuaciones Simétricas (ES)

r,x_xo Y= Yo _Z7 %

u, u, U,



Ecuaciones de rectas para R*y R®
Datos: P,(x,;V,;z,)AP,Er, u=(u;u,;u,)Au//T

IV) Ecuaciones Reducidas (ER) '

( ( o

X—X, Z2—1Z, u, u, u, u

= X—Xy=—Z——1, X=—Z——Z,tXx, < P

r: Uy Us =>r Us Us =r U3 Ll3 ———————————————————————————

e Us \ Cuy o ouy \ U3 U ool k

8

pe| X=mMz+p n

y=nz+q Nota: En estas ecuaciones, se pierde de vista las

p.(p;q;0),v=(m;n;1) coordenadas del punto y componentes del vector

Ejemplo:

X=—=3y+> 0:1) 9=(—3:1-
Z:2y+1 :>PO(550:]->:V ( 3,1,2)




Ecuaciones de rectas para R*y R®

Datos: P,(x;;y,;2,)AP.€r,, u=(u;u;u,)Au/r,

P,(Xy;v,;2,)AP,Ery, v=(v,; v, ; Vo)AV T,
Posiciones relativas entre rectas en R3:

Paralelas: Coincidentes:

r/lr,eul/lveu=av /s

- r=r,< uirv

En R :uXv=0 P,er,VP€r,

Perpendiculares: Incidentes: -

rilr,eulveu.v=0 r<r,er Nr,z40 = 11T
(P,P,;u;v)=0

Alabeadas: rOr,=0

r, y r,son alabeadas|r HNr,

———

(Ple;il;T/);tO



Ecuaciones de rectas para R?

I) Ecuacion Explicita: Recta que pasa por dos puntos
Datos: P,(x,;y,), P,€r, P,(x,;y,), P,€r, P,#P,

(Yo—y)

. L. XO_Xl)

I) Ecuacion General Implicita:

Datos: P (x,;y,), P,rAn(A;B)ARLr
r: Ax+By+C=0
lll) Ecuacion Normal o Hessiana

A B C :
rio-X+5Ty+or=0 con:dist(O,r)=+
[nl = [nl = Al

r:y=mx+b con: m=tga=

IV) Ecuacion Segmentaria
X Yy _
r: + =
-C —-C

A B

-2




Ecuaciones de Planos:
Datos: Py(x,;V,;2y) AP €, U=(u ;uy; u,)AU/ 7, V=V ;v ; V) AV T AUHY
) Ecuacion Vectorial Paramétrica (EVP):

i (x;y;2)=(x05 Y5 2o) ¥ Alu s uy;uy)+u(vysvy;vy) VY AER,V ueR

Il) Ecuacion Cartesiano Paramétricas (ECP)
X=x,+Autuv,
JT . y:y0+)Lu2+Mv2 VA,ER,V‘LLER

z=z,tAus+uv,



Ecuaciones de Planos:
Datos: Py(x,;y,;2y) AP €, U=(u ;uy; u,)AU/H 7, V=V ;v ; V) AV T AUHY

) Ecuacion Vectorial Paramétrica (EVP):
z, )+ Auguysu )+ u(v;vysv,) VAER,V ueR

7w (x;y52)=(x05 52
Il) Ecuacid o Paramétricas (ECP)
X—Xo U MV1
THy=y u, Mvz VA,ElR,V‘LLE'R
z:z0 A

]

:¢4>W

<i—p

0



Ecuaciones de Planos (cont.):
Datos: P,(x,;y,;2,),P,€m,hi=(A;B;C)conhlm
lll) Ecuacion General Implicita (EGI):

. Ax+By+Cz+D=0

IV) Ecuacion Normal o Hessiana:

n:ﬁqx+13y+§z+P z=0 con:dist(O,n)=
nl [l fnl Al

-

7

V) Ecuacion Segmentaria:

yr:x+y+Z=1
—-D —-D —-D

A B C




Determinacion de Planos

a) A partir de tres puntos no alineados

* Puede hallarse la EVP, ECP eligiendo cualquiera de los puntos. Los dos
vectores directores se los puede obtener a partir de los tres puntos.

* Puede hallarse la ecuacion General Implicita, la normal y la Segmentaria a
partir de un punto y un vector normal. Este ultimo, puede hallarse
haciendo el producto vectorial entre los dos vectores directores.

b) A partir de un punto dado del plano y una recta incluida en el mismo

 Como el punto dado y la recta estan en el mismo plano, puede obtenerse
un vector director uniendo al punto dado con el punto de la recta (que es
dato). El otro vector director necesario es aquel que viene dado en la
ecuacion de la recta.



Posiciones relativas entre dos planos

Paralelos: Coincidentes:
a,/lx,en//n,enXn,=0 n/n
11170y = Ny 171y = My A 1 T =, n,//'n,
Pen NPem,
Perpendiculares: Incidentes:

T, la,onln,on .n,=0 T 12T ,= TN, =T



Repaso de Clases Anteriores

Posiciones relativas entre dos planos

Paralelos: ,
e n l/n,en, Xn,=0




Repaso de Clases Anteriores

Posiciones relativas entre dos planos

Coincidentes:
n,//n,

=T,
Pen NPeum,




Repaso de Clases Anteriores

Posiciones relativas entre dos planos

Perpendiculares:
m,lx,on ln,on.n,=0




Repaso de Clases Anteriores

Posiciones relativas entre dos planos

Incidentes:
T2 T = TN ,=T




Geometria Métrica: mide distancias y angulos
1. Distancias en el plano
|) Distancia entre puntos

Datos : PO:(XO;y°>=>d(Po,'Pl):|PoP1|
P,=(x,;y,)




1. Distancias en el plano
II) Distancia de punto a recta

Datos: PO_:,(Xo;_XO) 6
r:OP=0OP,+AU con:P,=(x;y,)AP,EFAU//T

d P,;r 5
CoS 9= (_(L)
|POP1| 4
d(Py;r)=|P,P,|cos
— P P, .i 3
d(Po;r):PrOYnPoplz"d<Po;r):%
& 2
1
r_—
— 1 o0 1 2 3 4 5 6




1. Distancias en el plano

II) Distancia de punto a recta
Ejemplo:

P0:<1;4)

ri(x;y)=(5;2)+A(3;1) V1ieR

d(Py;r)=Proy,P,P,

d(PO;I‘)=|(4;_2>°<_1;3)|

Datos :

(=1;3)
_|=10| _
d(PO;r)——m:: d(P,;r)=+v10




1. Distancias en el plano

)

Distancia de punto a recta

Datos : Py=(Xy; Yo) )
r: Ax+By+C=0 con:n=(A;B)AP,=(x,;y,)€Er
) _|(X1_X0;J’1_J’0)-<A;B)| |A(X1_Xo)+B(Y1_YO)|
d(PO’ )_

(A;B) - J A2+ B
|—Ax,—By,+Ax,+By,|
d(P,;r)= con:C=—Ax,—By,
VA*+ B’
|AX0+BYO+C|
d(P,;r)=
P

Observacion: Si reemplazamos (x,;y,) por (0;0) nos queda:
C
d(O;r)=

n|




1. Distancias en el plano

II) Distancia de punto a recta
Ejemplo:

Py=(1;4)

r:—x+3y—1=0

d(pyir)= A2t Byl _|-114341]

A+ B /(_1)2_'_32

Datos:

y ademds : d(O;r)=@

10




1. Distancias en el plano
IIl) Distancia entre rectas paralelas

r,:OP=0P + Al YV A€R
r,:0P=0P,+uv ¥ ucR

Datos : con:ul/lv

d(rl;rz):d(Pz:rl):d(Pl;rz)




2. Distancias en el espacio

1) Distancia entre

puntos

Datos : Po(xo;J’O;Zo)=>

d<Po;P1):|P0P1|

Pl(X1’°J’1;Z1)




2. Distancias en el espacio

II) Distancia entre punto y plano
a) n en forma vectorial paramétrica:

Datos: PO(XO;yO;ZO)

7:0P=0P +Au+uvV A€R,V ueR

——

P, P,.i

d(Po;ﬂ>:

d(Po;ﬂ):|




2. Distancias en el espacio

II) Distancia entre punto y plano
b) = en forma General Implicita:

Datos : Po(%03¥052))
i Ax+By+Cz+D=0 con: n=(A;B;C)

Reemplazando las coordenadas de P_ en las variables del plano:
_|Ax,+By,+Cz,+D|

R Ve
4P, : )= |Ax,+By,+Cz,+D|
\/A +B°+C’

D
Observacién: Fdcilmente puede deducirse que: d(O;n)z|ﬁ



2. Distancias en el espacio
II) Distancia entre punto y plano

Ejemplo:
Datos: Py(1;4;5) .
m:x+2y+z—4=0 con: h=(1;2;1)
[1.1+2.4+1.5—4] 10|
d(P,; )= =d(P,;1)=—
P e P

d(PO;Jr):%\@




) D
E@. < e~

Geometria Métrica

2. Distancias en el espacio

Istancia entre punto vy plano

n = Vector((1,2,1))

- )

p : PlanoPerpendicular(Py, n)

— x+2y+z=4

r: Recta(Pg, n)

—~ X=(1.4.5) A2 1)

P, = Interseca(r, p)
— (-0.67, 0.67, 3.33)
f = Segmento(Pg, P3)

— 4.08




2. Distancias en el espacio
IIl) Distancia entre planos paralelos

T, OP=0P, FAu+uv Y AeR YV ueR
T, OP=0P. ,+aw+pt VY aeR V BeER

Datos con:uXv//wxt

d(”p'nz)zd(Pz’ﬂl):d(Pl;ﬂz)




2. Distancias en el espacio
I\VV) Distancia entre recta paralela a un plano y plano
r:OP=0P,+Ali V A€R

Datos : - 1
7:OP=0P,+uv+aw Y ueR ¥V aeR

con:iiL(VvXw)

d(r;m)=d(P,,n)




2. Distancias en el espacio
V) Distancia entre punto y recta

Datos : POE(,O;YL;,ZO) R
r:OP=0P,+Au VY A€ER
Analogamente a lo hecho en el plano, es
necesario hallar el vector n asi:

S PyP,.n
d(PO;r):ProynPOPI:d(PO;r)=| oP1-1

Para hallar n:
A=(P,P, X)Xl

n]

P, P..[(P,P,XU)Xu
Luego d(PO,r):l 0+ 1 [( 0 i uz U]|
|(P0P1XU)XU|




2. Distancias en el espacio
V) Distancia entre punto y recta (mas simple)

Datos : Poﬁi‘)’. Yos ZO)

r:OP=0P,+Ali VAcR

P,P. XU
d(PO;r):| S U|

m




2. Distancias en el espacio

V) Distancia entre punto y recta (mas simple)

P,(1;-1;
Ejemplo: Dat
JeMPpIO= ZaIosH (k1) z) (—2:-1:1)+A(5:-3:1) V iR

_IPyPyxu| _|(=3;0;-1)X(5;=-3;1) _|(=3;-2;9)

S I B = 15,231
d(po’.r _\/(—3)2+(_2)2+92_@

)_¢52+(—3)2+12 V35




2. Distancias en el espacio
V1) Distancia entre rectas alabeadas

r,:OP=0P + Al YV A€R
r,:0P=0P,+uv ¥ ucR

Datos:: con: r alabeada r,

—_——

[P, P, (i XV

(@xv)

d(rl;rz):

<
<i




Ejercicio 16.2

Calcular la distancia del origen al plano: 7:8 x+4y—z+18=0
7:8x+4y—z+18=0 con: 1=(8;4;—1)=|a|=9
Jr:8—x+£y—1—z+220

9 9

d(O;m)=2



Ejercicio 16.4 4D y—1

Hallar la distancia entre: A(1;—1;1) y r: =2y=
x—2 'y z-—1 . 2 1 1
Con: r =< = =>P,(2;0;1), u=(-2;=;1)
(=2) 1 1 2
2
! 4.0
0 I > =
1 2
|U| |( 2, 51)| \/(—2)2+(2—) +12
5 Lo
d(P,;r)=—=
21 137
4 2
d(PO;r):\/77




Ejercicio 16.4 42 1

Hallar la distancia entre: A(1;—1;1) y r: =2y=
x—2 'y z-—1 . 2 1 1
Con: r: =< = =>P,(2;0;1), u=(-2;=;1)
—2) L z
2 — B
5 P : PlanoPerpendicular(A, u) : \
) — -2x+ 05y +z=-15 e
® r : Recta(Pg, u)
— X=(2,0,1) +A(-2,05,1)
~ B = Interseca(r, P)
R (1.43, 0.14, 1.29)
O f = Segmento(A, B)

— 1.25




Para hacer por los alumnos: el resto del Ejercicio 16 a 18
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