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VECTORES: INTRODUCCION

v" Vectores: Una definicion. v" Atributos de un vector:
Es un segmento orientado. * Direccion
* Sentido
v" Vectores Libres * Modulo
Bl v Médulo de un vector
y i=[a,;a,50,
%

a|=+(a,)’+(a,)’+(a,)’ |a|eR>0



OPERACIONES CON VECTORES
) SUMA DE VECTORES

Sean:a€R’Ad=(a,;a,;a,)ADER*Ab=(b,;b,;b,):
a"'l;:(al"'bp' a,+b,; a;+b;)

Vista Algebraicar o = :|Vista Grafica

= Objetos Libres  |+]:
4 A=1(21)
4 B=11, 3) :
=l Objetos Dependiel |
3 C=1(3,4) :

T
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OPERACIONES CON VECTORES
I) PRODUCTO DE ESCALAR Y VECTOR

Sean:a€R*A aceR:
ad=(aa,;aa,;aa,)

Versores:

A 1 - A

a=ma A |a|=1
a

Vista Algebraica & x

:| Vista Grafica

L
)

- Objetos Libres
JA=1(21)
2 B=1(4,2) :
=l Objetos Dependientet :
5 A, = (0.9, 0.45) :

= (1)

e
()

7 T INE

0.9 \
0.45 ) |

Condicién de Paralelismo:
Sean: aeR’Aa#0AbER’ Ab#0:

a//bedacR/a=ab




OPERACIONES CON VECTORES

lll) Producto Escalar entre Vectores . i=n
VAR AG=(0,;0,;.;0,)AY DER"AD=(by;by;..ib, ): .b=a,b +a,b o ba b= ) a.h

Interpretacion Geomeétrica
VaeR’AG#0AV beR*Ab#0: @.b=|d||b|cos ¢

Es un Escalar

Angulo entre vectores:
b
|al|bl
Condlcmn de ortogonalidad:

dlbeda.b=0

Qi

¢=arccos (es el menor angulo)




OPERACIONES CON VECTORES

IV) Producto Vectorial entre Vectores (Producto Cruz)
Es una operacion propia de vectores de R®

Datos: a:(al;az;a3)

-

b:(bl;bz;b3)
Se obtiene a partir de un pseudo-determinante:
7 l } lA{ a a Ala a ~ld a
axbza1 a, a3:1‘ 2 3_j 1 3|+ 1 2
b, b, b3 b2 b3 b1 b3 bl b2

axéz(azbs_%bz;_(a1b3_asb1);a1b2_azb1)
ixb=(a,b,—a,b,;a,b,—a,b,;a,b,—a,b,)ER’

|21><E|:Area del paralelogramo que tiene a a y b por lados.



OPERACIONES CON VECTORES

V) Doble Producto Mixto entre Vectores

Esta definido para R® ya que participan las operaciones producto escalar
Sean:a=(a,;a,;a,),b=(b,;b,;b,),¢=(c,;c,;c,)
d.bx¢é=dxb.¢=(a;b;¢) e
Otra forma de Calculo: yrF
a da, da;
(@;b;8)=|b, b, b,
€ C Cj

Interpretacion Geométrica: ; ¥ “
(@9 ;)| =I(@7)| [ cos ¢



OPERACIONES CON VECTORES
VI) Doble Producto Vectorial

Operacion valida para R®.

a= (01,02,03) b= (bpbz’b ),¢ (C1’C2’C )

(ax b)xces un vector en el plano formado por:a yb
a x(bxc)es un vector en el plano formado por: b yc

Calculo:
(Gxb)xe=(a.¢)b—(b.¢)a
ax(bx¢)=(a.¢)b—(a.b)e



Resumen

Condiciones interesantes

Va20AVDb£0AV &0
Condlcmnes de Paralellsmo

a//beJacR/a=ab
Soloen R*:a//beaxb=0

Condicion de ortogonalidad
adlbea.b=0

Condicién de coplanaridad
a,b,¢ son coplanares < (a;b;¢)=0

Calculos de interés geométrico
Versor asociado a un vector

. 1.
a=—a A |a|=1

-

a
El angulo entrj dos vectores

A

a

¢=arccos
jal ||

El area del paralelogramo

|axb|: Area del paralelogramo
El volumen del paralelepipedo
|(a;b;6)|: Volumen del paralelepipedo




Ecuaciones de rectas para R’y R®
Datos: P,(x,;V,;z,)AP,Er, u=(u ;u,;u,) AU/
) Ecuacion Vectorial Paramétrica (EVP)
ri(x;y;z)=(xy;y4;2,)+ AU uy5u,) (VAER)
) Ecuacion Cartesiano Paramétricas (ECP)
X=x,+Au,
rity=y,+iu, VAER
Z=2Zz,+ A U,

lll) Ecuaciones Simétricas (ES)
X—Xy :y_)’o :Z_Zo

r.
u, u, U,




Ecuaciones de rectas para R*y R®
Datos: P,(x,;V,;z,)AP,Er, u=(u;u,;u,)Au//T

IV) Ecuaciones Reducidas (ER) '

( ( o

X—X, Z2—1Z, u, u, u, u

= X—Xy=—Z——1, X=—Z——Z,tXx, < P

r: Uy Us =>r Us Us =r U3 Ll3 ———————————————————————————

e Us \ Cuy o ouy \ U3 U ool k

8

pe| X=mMz+p n

y=nz+q Nota: En estas ecuaciones, se pierde de vista las

p.(p;q;0),v=(m;n;1) coordenadas del punto y componentes del vector

Ejemplo:

X=—=3y+> 0:1) 9=(—3:1-
Z:2y+1 :>PO(550:]->:V ( 3,1,2)




Ecuaciones de rectas para R*y R®

Datos: P,(x,;y,;z,)AP,€r,, u=(u;u,;u,) AU/,
Pz(x2;y2;zz)/\P2€r2, T/:(vl;v2;v3)/\¥///r2

Posiciones relativas entre rectas:

Paralelas: Coincidentes:

r/lr,eul/lveu=av YA
: 23» . 2 r=r,< uilv
En R :uXv=0 P,er,VP€r,
Perpendiculares: Incidentes:
Hlvel.v= ryir,
rilr,eulveu.v=0 r<r,orNr,ZQg = 1"
(P, Py;

Alabeadas: rOr,= @

r, y r,son alabeadas|r HNr,

—

(Plpz;a;-{’);’ﬁo

;v)=0



Ecuaciones de rectas para R?

1) Ecuacion Explicita: Recta que pasa por dos puntos
Datos: P,(x,;y,), P,€r, P,(x,;y,), P,€r, P,#P,

x y 1
r:x, y, 1=0 =r:x|)0
X; yp 1 7

X(YO_Y1)_Y(XO_X1)+(XO-Y1_X1YO):O
X(YO_Y1)+(Xo-Y1_X1YO):)’(X0_X1)

X(YO_Y1)+(X0-.V1_X1)’0) _
(XO_XI)

X YO_Y1) +(X0-Y1_X1YO)

(Xo_x1) (XO_Xl)

. _(YO_Y1)
con m=tg o = ———-
(XO_XI)

1
1

EEN
LY
Cd




Ecuaciones de rectas para R?
Il) Ecuacion General Implicita

Datos: P,(x,;y,), P,€r, nl/ALr,i=(A;B)
PoP=(Xx—Xo;y—Y,)
comonl P,P=n.P,P=0
(A;B).(x=xy; y—y,)=0
A(X_Xo)+B€y_YO):
Ax—AXx,+By—By,=0
Ax+By—Ax,—By,=0

o

Ax+By+C=0




Ecuaciones de rectas para R?
Il) Ecuacion General Implicita
Ejemplo:
Sea larectar con ecuacion r:3x—2y+6=0
Hallar un vector normal, su modulo, un vector
director y un punto de la recta
- Vector normal:
h:(B)_2))|h|:\/(3)2+(_2)2:\/ 13
- Vector director:
u=(2;3)
- Un punto:
Para obtener un punto, basta con elegir
un valor de ‘X’ y calcular el respectivo ‘y’
P,(0;3)

-2 -1 0
-1




Ecuaciones de rectas para R?
lll) Ecuacion Normal o Hessiana

A partir del ejemplo anterior:
r: 3x 2 y+6=0 con |[a|=1 13

M (3x—2y+6)=0

3 2_y+ 6
V137 J137 {13

=0 con n=

Aln|=1

3 —
V137413

En general:
Ax+By+C=0
1

1
(AX+By+C) —0 fl2 1
il il / n
AX+B—y+(3—=0 con n= Ii,lf— H

in| = |al 7 |7 EINE




Ecuaciones de rectas para R?
lll) Ecuacion Normal o Hessiana

ST YisT
[l [n|

cos(al)x+cos(a2)y+%:0

como son cosenos directores :

Observacion:
El namero (|C/|n||) corresponde con la distancia
Entre el origen y la recta.

Ie

d(O;r)=

=
\
|
|
-




Ecuaciones de rectas para R?
IV) Ecuacion Segmentaria

Ejemplo:
Hallar la ecuacion segmentaria de la recta:
r:3x—2y+6=0

3x—2y+6=0
3x—2y=—6
3x+_2y=_6
-6 —6 —6

ri—x4l=1
-2 3

3x-2y+6=0




Ecuaciones de Planos

1) Ecuacidén Vectorial Paramétrica (EVP)
Datos: Py(xy;y,;2,) AP, €, U=(u,;uy; U, ) AU 70, V=V ;Vy; Vo)AV AUV
P_01>327Lﬁ+‘u\7




Ecuaciones de Planos
I) Ecuacion Vectorial Paramétrica (EVP)

Datos: Py(xy;y,;2,) AP, €, U=(u,;uy; U, ) AU 70, V=V ;Vy; Vo)AV AUV
P,P=Au+uv
Luego:

7:OP=0P +Aii+uv ¥ A€R,V u




I) Ecuacion Vectorial Paramétrica (EVP)
Ejemplo: B B
Dados: P (1;-2;3),u=(1,;1;2), v=(-2;5; 1)

a) Escribir la ecuacion vectorial paramétrica del plano .
b) Encontrar al menos 5 puntos que pertenezcan al plano pero no coincidan
con PO.

c) Determinar si s corta el eje y.
d) Buscar la interseccion entre el plano x y el plano coordenado xz.



I) Ecuacion Vectorial Paramétrica (EVP)

Ejemplo: B B
Dados: P (1,-2;3),u=(1,1,;2),v=(-2;5;1)

a) Escribir la ecuacion vectorial paramétrica del plano .
b) Encontrar al menos 5 puntos que pertenezcan al plano pero no coincidan
con PO.

c) Determinar si s corta el eje y.
d) Buscar la interseccion entre el plano x y el plano coordenado xz.

a) Escribir la ecuacion vectorial paramétrica del plano .

7:OP=0P + Ali+uv
mi(x;y;x)=(1;-2;3)+A(1;1;2)+u(-2;5;1) YAeRYueR




‘ Ecuaciones de Planos
I) Ecuacion Vectorial Paramétrica (EVP)




I) Ecuacion Vectorial Paramétrica (EVP)

Ejemplo (cont): B B
Dados: P (1,-2;3),u=(1,1,;2),v=(-2;5;1)

b) Encontrar al enos 5 untos que fertene can al plan pero no coincidan
conP Conm:(x;y;x)=(1;-2;3 (1;1;2)+ r( (3 VAeERY ueR

0 OP =(2;-1;5) P (2;-1;5)
0 1 OP,=(1;3;4 P,(-1;3;4)
-1 0 OP,=(0;-3;1) P,(0;-3;1)
0 -1 OP,=(3;-7;2) P,(3;-7;2)

2 1 OP.=(1;5;8) P.(1;5;8)



‘ Ecuaciones de Planos
I) Ecuacion Vectorial Paramétrica (EVP)




I) Ecuacion Vectorial Paramétrica (EVP)
Ejemplo (cont): B B
Dados: P (1;-2;3),u=(1,;1,2),v=(-2,5,1)
c) Determinar si x corta el gje y.
La forma de los puntos del ejey es: (0;y; 0)
aix;y;x)=(1;-2;3)+A(1;1;2)+u(-2;5;1) VAERV ueR
a(x;y;x)=(1+A=2u; =2+ A+5u;3+2 A+u)
x=1+A-2u (1)
T y=—2+A+5u (2) =
z=3+2A+u  (3)
Haciendo 2ec(4)—ec(5): O—SM:1:>MZ_—5
Reemplazando en ec(4): A—Z(%):—le:;—Z—lzﬁtz%

0=1+A-2u _,
0=3+2A+u

A=2u=-1 (4)
2A+u=-3 (5)




I) Ecuacion Vectorial Paramétrica (EVP)
Ejemplo (cont):

Para verificar: reemplazo los valores obtenidos.

de ec(l):x:1+%—2 % =0 verifica
—7 —1)_ —-22
d 2):y=—2+—+5 =
eec(2):y - - :
—7 —1 o
de ec(3):z=3+2| — |+ — =0 verifica

Finalmente : Jtﬂejey:{PG(O;_Sﬂ;O)}



‘ Ecuaciones de Planos
I) Ecuacion Vectorial Paramétrica (EVP)




I) Ecuacion Vectorial Paramétrica (EVP)
Ejemplo (cont):

d) Buscar la interseccion entre el plano x y el plano coordenado xz.
xNPl(xz):

La forma de los puntos del plano coordenado xz es: (x; 0 ; 2)
Luego:

0=—2+A+5u=>A=2-5u

Reemplazando A en las ecuaciones del plano:

enec(1):x=1+(2-5u)-2u x=3—7u
enec(2):y=—2+(2-5u)+5u =|y=0
enec(3):z=3+(4—10 u)+u z=7-9u
Finalmente:

aNPl(xz)={r:(x;y;z)=(3;0;7)+u(-7;0;-9) VueR}
r: es una recta con: P,(3;0;7), u=(-7;0;-9)



| Ecuaciones de Planos
) Ecuacion Vectorial F |




Il) Ecuacién Cartesiano Paramétricas (ECP)
7w:OP=0P + Ali+uv
(X5 Y5 %)= (X5 Yos 2o)+ AUy suysus) + (v, vy 5 vs)

X=x,+Au,tuv,
JT: y:y0+ﬂu2+‘uv2 V)\.E|R,VME|R

\z=zO+)Lu3+uv3

Ecuacidon Cartesiano
Paramétricas




Il) Ecuacién Cartesiano Paramétricas (ECP)
7w:OP=0P + Ali+uv
”:(x"y;x>:(xo;Y();Zo)"';t(ul;uz;u3)+M(V1;V2;V3)
X=x,+Au,tuv,
T y=y+Au,+uv, VAER,VueR
uv

zzz%r-)w?){
u

P,




lll) Ecuacion General Implicita (EGI)
Datos: P,(x,; y,;2,), P,€m ,n=(A;B;C)coni Lz
m:i. P,P=0
(A;B;C).(x=Xe;y— Y95 2—2,)=0
A(x=xo)+B(y—y,)+C(z—2,)=0
Ax+By+c/Z—Ax,—By,—Cz,=0

w:Ax+By+Cz+D=0  Ecuacion General Implicita




IV) Ecuacion Normal o Hessiana

Partimos de EGI:

. Ax+By+Cz+D=0
h=(A;B;C)=|n|=1{ A’+B*+C* Con |7|>0

Ax+By+Cz+D :}—O
|

:*|b—\

Id
AeB L +D—0
ﬂ-mlx |ﬁ|y |ﬁ|z Al Ecuacion Normal o Hessiana

A B C
A ”[n] " {nl

Con:n= A dist(O, )=

-

7|




IV) Ecuacion Normal o Hessiana

Ejemplo:
Sea w:x+2y+2z—6=0, presentar el versor normal asociado y hallar la distancia

entre el origen y el plano.
h=(1;2;2)=|h|=1 1%+2°+2*=>|h|=3

%(x+2y+2z—6)=0

1 2 2 L .
T : §X +§y+§z—2=0 Ecuacion Normal o Hessiana
Con:n= ;—;%;% A dist(O,r)=2




Ecuaciones de Planos

IV) Ecuacion Normal o Hessiana

Ejemplo:
Sea w:x+2y+2z—6=0, presentar el versor normal asociado y hallar la distancia
entre el origen y el plano.

B -

-

r : Recta(O,n)

@)
— X=(0,0,0)+A(L22)

o PlanoPerpendicular(P, n)
— x+2y+22=6

O C = Interseca(r,p)

— (0.67, 1.33, 1.33)

OC = Segmento(O, C)

— 2




V) Ecuacion Segmentaria

Condiciones:
O¢m,wNpl(xy),wNpl(xz),xNpl(yz)

Partimos de EGI
7. Ax+By+Cz+ D=0

Ax+By+Cz=—D
A B C —D
X+ y+ 7=——
—D —D —D —D
—l); +—)l/) +_IZ) :1=>C0n:a:_—£,b:_§,c:_é)
A B C

X Z .-, -
n:g+%+g=l Ecuacion Segmentaria




V) Ecuacion Segmentaria

Ejemplo:
Sea el plano &: x+2y+2z-6=0. Hallar su ecuacion segmentaria y determinar
las coordenadas donde el plano corta a los ejes cartesianos.

T:x+2y+2z—6=0
x+2y+2z=6

=1=con:a=6,b=3,c=3




Ecuaciones de Planos
V) Ecuacion Segmentaria

X,y ., Z_ o _ _
S+t o= = = =
T con:a=6,b=3,c=3

A(6;0;0),B(0;3;0),C(0;0;3,




Determinacion de Planos

a) A partir de tres puntos no alineados

* Puede hallarse la EVP, ECP eligiendo cualquiera de los puntos. Los dos
vectores directores se los puede obtener a partir de los tres puntos.

* Puede hallarse la ecuacion General Implicita, la normal y la Segmentaria a
partir de un punto y un vector normal. Este ultimo, puede hallarse
haciendo el producto vectorial entre los dos vectores directores.

b) A partir de un punto P y una recta r incluidos en el plano

e Como el punto P dado y la recta r estan en el mismo plano (con P no
perteneciente a r), puede obtenerse un vector director uniendo al punto
dado con el punto de la recta (que es dato). El otro vector director
necesario es aquel que viene dado en la ecuacion de la recta.



Posiciones relativas entre dos planos

Paralelos: Coincidentes:
a,/lx,en//n,enXn,=0 n/n
11170y = Ny 171y = My A 1 T =, n,//'n,
Pen NPem,
Perpendiculares: Incidentes:

T, la,onln,on .n,=0 T 12T ,= TN, =T



Ecuaciones de Planos

Posiciones relativas entre dos planos

Paralelos: ,
e n l/n,en, Xn,=0




Ecuaciones de Planos
Posiciones relativas entre dos planos
Coincidentes:

A /T,
Pen NPeum,

T =TT,




Ecuaciones de Planos

Posiciones relativas entre dos planos

Perpendiculares:
m,lx,on ln,on.n,=0




Ecuaciones de Planos
Posiciones relativas entre dos planos
Incidentes:

T2 T, = TN ,=T




Ejercicio 14: Hallar la Ecuacion Vectorial Paramétrica, Cartesiano
Paramétricas y General del plano tal que cumple las siguientes
Condiciones.

14.2) Contenga al punto P(3 ; -1 ; 2) y sea paralelo al plano xz
Dos vectores directores // al planoxz:u=(1;0;0)y v=(0;0;1)y

EVP: 7:(x;y;2)=(3;-1;2)+A(1;0;0)+u(0;0;1) VAER,Y ueR
xX=3+A

ECP: 7:{y=—1 VAER,VueR
z=2+u

EGI: Hallamos u xv = (0; —1; 0). Luego,
n. =y + D = 0. Reemplazando (x;y;z) por P(3; -1 ; 2) queda:
—(-1)+D=0,D=-1 Entonces:m:y+1=0



Ejercicios de la Practica

Ejercicio 14: Hallar la Ecuacion Vectorial Paramétrica, Cartesiano
Paramétrica y General del planc 2 las siguientes
Condiciones.

14.2) Contenga al punto
EGI: m:y+1=0

elo al plano xz




Ejercicio 14: Hallar la Ecuacion Vectorial Paramétrica, Cartesiano
Paramétrica y General del plano tal que cumple las siguientes
Condiciones.

14.4) Contenga al punto P(1 ; -1 ; 0) y larecta: r,:
De la recta puedo obtener: Q(1;0;2)yu=(2;1;3)
Necesitamos un vector director mas: v=PQ=(0;1;2)

x—1: :z—2
2 /T3

EVP: 7m:(x;y;z)=(1;-1;0)+A(2;1;3)+u(0;1;2) YAER,V ueR
x=1+2A

ECP: 7 y=—1+A+u VieER,V ueRrR
2=0+3 A+2 1

EGI: Hallamosuxv = (-1;-4; 2). Luego,
. —x—4y + 2z + D = 0. Reemplazando (x;y;z) por P(1; -1 ; 0) queda:
-1-4(-1)+2.0+D=0
D=-3 Entonces: n: -x-4y + 2z2-3 =0



Ejercicios de la Practica

Ejercicio 14: Hallar la Ecuacion Vectorial Paramétrica, Cartesiano
Paramétrica y General del plano tal que cumple las siguientes
Condiciones.
14.4) Contenga al punto P(1; -1;0) y =y=
EGIl: n: —Xx-4y +2z-3=0




Ejercicio 15: Identificar el lugar geométrico de los puntos que verifican las

Siguientes ecuaciones y/o condiciones y graficar.
15.1) x = 3 a) en el plano, b) en el espacio:

a) Una recta

(7]

r

-2

b) Un plano
N
1
1
34
1
2
2 1
5 ".‘.._ -4 |
1"'-...'.3 5 1 +
S -el P |
“‘w}'ll‘-.

b
R T —

I \ -

o \
o =



Ejercicio 15: Identificar el lugar geométrico de los puntos que verifican las
Siguientes ecuaciones y/o condiciones y graficar.
15.4) x—2 y=0= plano que pasa por origen y tiene 1?12(1;—2;0)

x+y=0 = plano que pasa por origen y tiene n,=(1;1;0)

Que se de la primera y segunda ecuacion, implica la interseccion entre los
espacios. Como son dos planos, se intersecan en una rectarr.

En principio, si ambos pasan por el origen, P(0;0;0) es un puntoder.
Un vector director u de r puede hallarse con el producto vectorial entre n_ y n,
u=(0;0;3)

Luego: r:(x;y;z)=(0;0;0)+A(0;0;3) VAER



Ejercicio 15: Identificar el lugar geométrico de los puntos que verifican las
Siguientes ecuaciones y/o condiciones y graficar.

15.4) x—2 y=0= plano que pasa poy origen y tiene 1?12(1;—2;0)
x+y=0 = plano que pasa p&r origen y tiene 15’2:(1;1;0)




Para hacer por los alumnos: el resto del Ejercicio 14y 15
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