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VECTORES: INTRODUCCION

v" Vectores: Una definicion. v" Atributos de un vector:
Es un segmento orientado. * Direccion
* Sentido
v" Vectores Libres * Modulo
Bl v Médulo de un vector
y i=[a,;a,50,
%

|=v(a,+(a,)’+(a,)* A |d|€R>0



OPERACIONES CON VECTORES
) SUMA DE VECTORES

Sean:a€R’Ad=(a,;a,;a,)ADER*Ab=(b,;b,;b,):
a"'l;:(al"'bp' a,+b,; a;+b;)

Vista Algebraicar o = :|Vista Grafica

= Objetos Libres  |+]:
4 A=1(21)
4 B=11, 3) :
=l Objetos Dependiel |
3 C=1(3,4) :

T
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OPERACIONES CON VECTORES
I) PRODUCTO DE ESCALAR Y VECTOR

Sean:a€R*A aceR:
ad=(aa,;aa,;aa,)

Versores:

A 1 - A

a==a A |a|=1
a

Vista Algebraica & x

:| Vista Grafica

L
)

- Objetos Libres
JA=1(21)
2 B=1(4,2) :
=l Objetos Dependientet :
5 A, = (0.9, 0.45) :

= (1)

e
()

7 T INE

0.9 \
0.45 ) |

Condicién de Paralelismo:
Sean: aeR’Aa#0AbER’ Ab#0:

a//bedacR/a=ab




OPERACIONES CON VECTORES

lll) Producto Escalar entre Vectores (o Producto Punto)

VaeR"AG=(a,;a,;..;a | AV HER"AD=(b,; b,;.. b, )

I=n
a.b:alb1+a2b2+,,,+anbnzz aibi Es un Escalar
i=1



OPERACIONES CON VECTORES

lll) Producto Escalar entre Vectores

Interpretacion Geométrica
VaeR’AG#=0AV bER’Ab#0:
a.b=|al|b|cos ¢

Angulo entre vectores:

a.b
al|b|

¢=arccos (es el menor angulo)

Condicion de ortogonalidad:
GLbead.b=0



OPERACIONES CON VECTORES

lll) Producto Vectorial entre Vectores (Producto Cruz)
Es una operacion propia de vectores de R®

a:(al;az;a3)

Datos:
b:(b1;b2;b3)

Se obtiene a partir de un pseudo-determinante:

A.Cl2 CI3

k a, a

— H A1)

2 4 lbb ¥
b 273

_ a da,
Jbl b,

bl b2

1

D.A Q Py >
o Q —

1 2 3



Repaso de Clases Anteriores
OPERACIONES CON VECTORES

lll) Producto Vectorial entre Vectores (Producto Cruz)

Interpretacmn Geométrica del Mdédulo del producto vectorial

GeaGebra

I

— 245

c = Segmento(C, O, cl
® )

— 2.45

o = Segmento(Q, B, cl)
® (
— 51

cl = Poligono(0,B,A.C)

— 5.92

wl = /(=3 + (~1)2 + 52




OPERACIONES CON VECTORES

IV) Doble Producto Mixto entre Vectores¢

Esta definido para R® ya que participan las o

peraciones producto escalar

Sean:a:(al;az;ag),E:(bl;bz;b3),E:(c1;c2;03)
d.bxé=axb.¢=(a;b;?) .
Otra forma de Calculo:
a a, d;
(@;b;8)=|b, b, b,
€ € C3

Interpretacién Geométrica: = TN
(v ;w)|=[(txV)||Ww||cos ¢ T -



OPERACIONES CON VECTORES
V) Doble Producto Vectorial

Operacion valida para R>.

—_

a= (01,02,03) b= (bysbysby),¢=(cyic,5c5)
(ax b)xces un vector en el plano formado por:a yb
a x(bxc)es un vector en el plano formado por: b yce

Calculo:
(Gxb)xe=(a.¢)b—(b.¢)a
ax(bxé)=(a.c)b—(a.b)c



Resumen

Condiciones interesantes

Va20AVDb£0AV &0
Condlcmnes de Paralellsmo

a//beJacR/a=ab
Soloen R*:a//beaxb=0

Condicion de ortogonalidad
adlbea.b=0

Condicién de coplanaridad
a,b,¢ son coplanares < (a;b;¢)=0

Calculos de interés geométrico
Versor asociado a un vector

. 1.
a=—a A |a|=1

-

a
El angulo entrj dos vectores

A

a

¢=arccos
jal ||

El area del paralelogramo

|axb|: Area del paralelogramo
El volumen del paralelepipedo
|(a;b;6)|: Volumen del paralelepipedo




_ Ecuaciones de Rectas (R?y R?)
1) Ecuacion Vectorial Paramétrica (EVP)

Datos: P,Er, i//r




_ Ecuaciones de Rectas (R?y R?)
1) Ecuacion Vectorial Paramétrica (EVP)

Datos: P.,er,ul//r




Ecuaciones de Rectas (R’ y R®)
I) Ecuacion Vectorial Paramétrica (EVP)

Datos: P.,er,ul//r
r:OP=0P,+P P (conP,P// i) 4
conP P= /1u

r:OP=0P +All (VAER)




I) Ecuacion Vectorial Paramétrica (EVP)
Ejemplo:

Datos:| Pol1:—2,3)APEr

u=(2;1;—1)Au//r
a) Escribir la EVP de la recta

b) Escribir las coordenadas de al menos cinco puntos que pertenezcan a la
Recta r y no coinciden con P ..

c) Determinar si existe el punto en el cual la recta corta al eje x.
d) Determinar si existe interseccion de la recta r con el plano coordenado yz



I) Ecuacion Vectorial Paramétrica (EVP)
: _ | P,(1,-2,3)AP,Er
Ejemplo (cont.): Datos:|{~ 0 0
a) Escribir la EVP de la recta U=(2;1;=1)Aullr
r:OP=0P +Aii V A€R

ri(x;y;z)=(1;-2;3)+A(2;1;-1) VA€R




Ecuaciones de Rectas (R’ y R®)
1) Ecuacion Vectorial Paramétrica (EVP)

Ejemplo (cont.): Datos - Fo(l,—2,3)/\PPGF
a) Escribir la EVP de la recta u=(2;1;—1)Au/r
@ Po=(1-23) :

O U = Punto({2,1,—1})
— (2,1, -1)

u = Vector{U)

C -0

O r : Recta(Po, u)
- X=(1-2,3)+A(21-1)

O J = Punto({0.1,0})
— (0,1, 0)

K = Punto({0,0,1})

%




I) Ecuacion Vectorial Paramétrica (EVP)

Ejemplo (cont.): Datos :
b) Escribir las coordenadas de al menos cinco puntos
que pertenezcan a la Recta r y no coinciden con P..

I - T A
1

P,(1,-2,3)AP,Er
u=(2;1;—1)Au/lr

OP =(3;-1;2) P (3;-1;2)
-1 OP,=(-1;-3;4) P (-1;-3;4)
2 OP,=(5:;0;1) P.(5;0;1)
1/3 OP,=(5/3;-5/3; 8/3) P, (5/3;-5/3; 8/3)

V3 OP = (1+2V3;-2+V3;3-V3) P_ (1+2V3;-2+V3; 3-V3)



Ecuaciones de Rectas (R’ y R®)

I) Ecuacion Vectorial Paramétrica (EVP)
Ejemplo (cont.): Datos:
b) Escribir las coordenadas de al menos cinco puntos de r

P,(1,-2,3)AP,Er
U=(2;1;—1)Au//r

B & < MR o]

P1 = Punto({3,1,2})
— (3.-1,2)

P2 = Punto({—1,-3.4})
— (-1, -3, 4)

® P3 = Punto({5,0,1})

— (5,0, 1)

5 5 8
. P4 = Puntc({g,—g, 5})

— (1.67, -1.67, 2.67)

P5, Punm({1+2\/§,—2+\/§,3—°v

(o (2 (>

— (4.46, -0.27, 1.27)

=




I) Ecuacion Vectorial Paramétrica (EVP)
Ejemplo (cont.): Datos : ?0(1,—2,3)/\19})@
c) Determinar si existe el punto en el cual la recta U=(2;1;—1)Aullr
corta al eje x.
Los puntos del eje x tienen la forma: P(x ; 0 ; 0)
Escribimos los puntos de la recta:
rix;y;z)=(1424;-2+1;3-11)
x=1+2A
r. y:—2+ﬂl
z=3—-14A
Aplico condicion para los puntos del eje x:
0=—2+A=A,=2
0=3-1A=4,=3

Como A,# A,=rnocortaal eje x




I) Ecuacion Vectorial Paramétrica (EVP)

Ejemplo (cont.):

d) Determinar si existe interseccion de la recta r con el plano coordenado yz
Cualquier punto del plano yz tiene la forma: P(O ; vy ; z)

Luego:

><:0:>0:1+2;L:>;L:_7




Ecuaciones de Rectas (R’ y R®)

I) Ecuacion Vectorial Paramétrica (EVP)
Ejemplo (cont.):
d) Determinar si existe interseccion de la recta r con el plano coordenado yz

B & < L / o3

— /!

r: Recta(Po,u
® (Po.u)

— X=(1,-2,3)+A(21,-1)

® J = Punto({0,1,0})
—~ (0,1,0)

® K = Punto({0,0,1})
~ (0,0, 1)

O PLyz : Plano((0.0), J. K)

— x=10

P6 = Interseca(r, PLyz)
O
— (0,-2.5, 3.5)

ﬁ Pl = Punto({3,—1,2})




Il) Ecuaciones Cartesiano Paramétricas (ECP)

Se llama asi, porque hay varias ecuaciones y un solo parametro (p/ej.: A)
r:OP=0P +Ali (VAER)

ri(x;y52)=(Xg5 5 2o)+ AUy uy5 )

ri(x;y;z)=(x,+Au; yo+Au,; zO+)Lu3)




Il) Ecuaciones Cartesiano Paramétricas (ECP)
Ejemplo:

x=5-3A

s:y:%—i VY A1eR 2

z=3 34
1 5 =

2 &

Observar que la recta resulta paralela al plano xy




lll) Ecuaciones Simétricas (ES)
Partiendo de las ECP, despejaremos el parametro A:

| X—X,
X=Xx,tAu, = A=

u,

z—2z,

z=zytAu; = A=

Us

Igualando las expresiones que equivalen a A:

X—=Xg Y= Yo _Z—Z,

u, u, us

r.




lll) Ecuaciones Simétricas (ES)

Ejemplos: T .
Xx=2 4l Z+2_<7P0(2,—1,—5>

2 ) ;4
3 1
3x—1 4- 3 3 —4
r, 7 = 5 y_Z=>l"2 2_ :y_5 =7
].
r, —_5 ,,,,, =7 0 > T



lll) Ecuaciones Simétricas (ES)

Observacion 1:
Si u;=0Au,#0Au;#0,no se puede obtener A en la ecuacion en X:

X=X,
r-iy—y, z—z,=r//plano yz

u, us;

Observacion 2:
Si u; #Z0Au,=0Au,=0
no se puede obtener A en la ecuacion en y, tampoco en la de z:

r: y:y0=>r//eje X con: PO(O;yO;ZO),ﬁ:(l;O;O)
z=1,



IV) Ecuaciones Reducidas (ER)

m
: A
X—X, 2—Z u u u, u |
>= : X—Xy=—2——2, X:lh_lizi__lzo"'xoﬂi P
r: W s Sp s o B U
Y~Yo _2=2 Yy =2t y—“_zz_”_zz +y ) q
- 0 0 ! 0 0
U, Us \ U U e L
b
po| X=mMz+p n
y=nz+q Nota: En estas ecuaciones, se pierde de vista las

p.(p;q;0),v=(m;n;1) coordenadas del punto y componentes del vector

Ejemplo

22y+1 0(”)’\}(”)




Posiciones Relativas entre rectas
r:OP=0P +Aii VAER, r,:OP=0P,+uv YV ucR
Paralelas: Coincidentes:

r./lr,eul/lveu=av IR

1 é» e r=r,e ul/lv

En R :uXv=0 P,er VP Er,

Perpendiculares: Incidentes:

rlr,eulven.v=0 Fcry, o, Ny 0 =) TR
(P,P,;u;Vv)=0

Alabeadas:
rnr,=4

r, y r,son alabeadas|r H.r,

—_—

(P/Py;u;v)#0



Ecuaciones de Rectas (R’ y R®)

Posiciones Relativas entre rectas

r,:OP=0P +Ali ¥V AER, r,:OP=0P,+uv ¥V ucR

Paralelas:
ri/ir,eul/veu=av




Ecuaciones de Rectas (R’ y R®)
Posiciones Relativas entre rectas

r,:OP=0P +Ali ¥V AER, r,:OP=0P,+uv ¥V ucR

Coincidentes:
r=r,o ul/l/v
P,er VP, e




Ecuaciones de Rectas (R’ y R®)

~Posiciones Relativas entre rectas

r,:OP=0P +Ali V AER, r,:OP=0P,+uv ¥V ucR

Perpendiculares:
rilr,eulveu.v=0

Incidentes:
1Ty

r<r,=rNr,=0 = z
P ->




Ecuaciones de Rectas (R’ y R®)

~Posiciones Relativas entre rectas
r,:OP=0P +Ali ¥V AER, r,:OP=0P,+uv ¥V ucR

Alabeadas:
r.Nr,=4
r, y r, son alabeadas|r Hr,

(PP, ;)0



I) Ecuacion Explicita: recta que pasa por 2 puntos

Datos: P,(x,;y,), P,€r, P,(x,;y,), P,€r, P,#P,

x y 1

r:ix, ¥y, 1/=0 —r:x|)0 1—yXO L
070 y, 1 x, 1
X; yp 1 ' '

X(YO_Y1)_Y(XO_X1)+(X0'Y1_X1YO):O
X(YO_Y1)+(X0-Y1_X1J’0)ZY(X0_X1)
X(YO_Y1)+(X0~)’1_X1YO) _
=y
(XO_Xl) b

x(yo—y,) +(x0.y1—x1yo) —y=r:y=mx+b

(Xo_x1) (Xo_x1)
\Yo— 1)

(XO_Xl)

con m=tga =

=0




Il) Ecuacion General Implicita (EGI)
Datos: P,(x,;y,), P,€r, n/nlr,n=(A,B) 6
PyP=(x—Xo;y = yy)_
comonlP,P=n.P,P=0
(A;B).(x=X5; y=y,)=0 ;
A(X_Xo>+B€y_.VO>:

Ax—Ax,+By—By,=0 3
Ax+By—AXx,—By,=0

Ax+By+C=0

5 —

o

Nota Importante:
No existe la Ecuacion General Implicita de la

recta en R?




Il) Ecuacion General Implicita (EGI)

Ejemplo:
Sea larectar con ecuacibn r:3x—2y+6=0
Hallar un vector normal, su modulo, un vector
director y un punto de la recta
- Vector normal:
i=(3,-2),[A[=1 (3] +(~2)=113
- Vector director:
v=(2;3)
- Un punto:
Para obtener un punto, basta con elegir

3x-2y+6=0

un valor de ‘X’ y calcular el respectivo ‘y’
P,(0;3)




lll) Ecuacion Normal o Hessiana (a partir de EGI)

A partir del ejemplo anterior:
r:3x—2y+6=0 con |a|=113
T (3x—2y+6)=0
3 2 6
13 s

=0 con n=

3
13’

En general:
Ax+By+C=0

1( 1

e AX+By+C):_.—O

I |

A_ B _ C A B

— X+ y+--=0 con N=|=—; =—
MR 7] |7

Ecuacion Normal o Hessiana



lll) Ecuacion Normal o Hessiana (a partir de EGI)

B :
como y ﬂ son cosenos directores :
n

Al
C
cos(or,)x+cos(a,) y+=-=0

a

Observacion:
El namero (C/|n|) corresponde con la distancia
Entre el origen y la recta.

Cl < La barra de valor absoluto

d(O;r)=

7| esta para evitar casos de P P— 3
distancia negativa (absurdo/




IV) Ecuacion Segmentaria

Condicion: O€r,r Nejex Ar Hejey:
xy 1

ria 0 11=0=>r:x
0 b1

r:—bx—ay+ab=0
—bx—ay=—ab
—bx —ay _

—ab T —ab !

a l

b1 Yo 1 o b

X 1|_

|+1

a0|

r:§+%:1 Ecuacion Segmentaria




IV) Ecuacidn Segmentaria

Ejemplo:
Hallar la ecuacion segmentaria de la recta:
r:3x—2y+6=0

3x—2y+6=0
3x—2y=—6
3x+_2y:_6
-6 -6 —6
ri—+d=1
-2 3

3x-2y+6=0




Ejercicio 13: Hallar la ecuacion en la forma vectorial paramétrica,
cartesiano paramétrica, y simétrica de la recta de R3 tal que pasa por
A(1;-1;2) y ademas:

13.1. Sea paralelaau=(3;2; -2)

r:OP=0A+ Al
EVP: r:(x;y;z)=(1;-1;2)+A(3;2;-2) Y A&
x=1+3A '
ECP: r:iy=—1+241 V1€R
z=2-2A
ES: r.x—l _y+tl_z-2
] "3 2 —2



Ejercicio 13: Hallar la ecuacion en la forma vectorial paramétrica,
cartesiano paramétrica, y simétrica de la recta de R3 tal que pasa por
A(1;-1;2) y ademas:

13.3. Sea paralela al eje z

r:OP=0A+ Al con i=(0;0;1) ‘4
EVP: r:(x;y;z)=(1;-1;2)+1(0;0;1) V A€l

x=1
ECP: r: y:—l Y A€R

z=2—A

ES: r:X=1 VzeIR
y=—




Ejercicio 13: Hallar la ecuacion en la forma vectorial paramétrica,
cartesiano paramétrica, y simétrica de la recta de R3 tal que pasa por
A(1;-1;2) y ademas:

13.5. Pasa por el punto B(-1; 2 ; -2)

r:OP=0A+Alicon ii=(—2;3;—4)
EVP: r:(x;y;z)=(1;-1;2)+A(-2;3;—-4) VAER °

x=1-21
ECP: r: y=—1+34 Y 1€RR

z=2—4 A

ES: r: x—1 :y+1 =Z_2 Y zelR
—2 3 —4




Para hacer por los alumnos: el resto del Ejercicio 13
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