Algebra y Geometria
Analitica

Clase 05: Dable
producto mixto y
vectorial (solo en R?)
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v" Vectores Libres

—
(0]

“%

v Componentes de un Vector
Ala,;a,; a, B(b,;b,; b,

KE:(bl—al;bz—az;b3—a3)

v’ \lector expresado por medio de sus
Componentes y coordenadas.

a:(a1;a2;a3):a1i+a2j+a3k

v Médulo de un vector
d=|a,;a,;a,|

|a|:\/(a1)2+(a2)2+(03)2 ERZO



OPERACIONES CON VECTORES
) SUMA DE VECTORES

Sean:a€R*Ad=(a,;a,;a,)ADER’Ab=(b,;b,;b,):

a+b=(a,+b,;a,+b,; as+b;)

PROPIEDADES:

1. Ley de Composicion Interna

2. Propiedad Conmutativa

3. Propiedad Asociativa

4. Existencia de Elemento Neutro
5. Elemento Opuesto



OPERACIONES CON VECTORES
) SUMA DE VECTORES

Sean:a€R’Ad=(a,;a,;a,)ADER*Ab=(b,;b,;b,):
a"'l;:(al"'bp' a,+b,; a;+b;)

Vista Algebraicar o = :|Vista Grafica

= Objetos Libres  |+]:
4 A=1(21)
4 B=11, 3) :
=l Objetos Dependiel |
3 C=1(3,4) :

T
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(=]




OPERACIONES CON VECTORES
I) PRODUCTO DE ESCALAR Y VECTOR

Sean:a€R*A aceR:
ad=(aa,;aa,;aa,)

PROPIEDAPES
VieR’ AV beR’ AV CER’AY a€RAY fER

(a) Ley de Composicién Externa ¢d€R’

(b) Asociativa Mixtal a Bla=a|Bd|

(c) Existencia de Escalar Neutro Vd€R®> 3 1€R / 1d=4d

(d) Distributiva respecto a la suma de Escalares (O{ +,Bﬁ) a=oa+ ,Q a
(e) Distributiva respecto a la suma de vectores o |d+b )2 aa+ab



OPERACIONES CON VECTORES
I) PRODUCTO DE ESCALAR Y VECTOR

Sean:a€R*A aceR:
ad=(aa,;aa,;aa,)

Versores:

A 1 - A

a=—a con; |a|=1
a

Vista Algebraica & x

:| Vista Grafica

L
)

- Objetos Libres
JA=1(21)
2 B=1(4,2) :
=l Objetos Dependientet :
5 A, = (0.9, 0.45) :

= (1)

e
()

7 T INE

0.9 \
0.45 ) |

Condicién de Paralelismo:
Sean: GeER’AGZ0ADER ADZ0:

i//beJacRla=ab




lll) Producto Escalar entre Vectores (o Producto Punto)

VaeR"AG=(a,;a,;..;a | AV HER"AD=(b,; b,;.. b, )

I=n
a.b=ab+abt.+ab =) ab
=1



lll) Producto Escalar entre Vectores

PROPIEDADES:
Y aieR’,VbeR?,Ve¢eR’,V acR

No cumple:
. LCI ==> No cumple propiedades de la Suma
. LCE ==> No cumple propiedades del producto

de escalar y vector.

Sin embargo se verifican las siguientes propiedades:

(@) Conmutativa: a.b=ba -

(b) Asociativa con escalar: a(a. b) = (aa) . b

(c) Distributiva del producto escalar respecto de la
Suma de vectores: a . (b + c)=a.b+a.c

(d) d.d=0A(d.d=0=ad=0) Recordar: &.a=|af




lll) Producto Escalar entre Vectores

Interpretacion Geomeétrica
VaeR’AG#=0AV bER’Ab#0:
a.b=|al|b|cos ¢

Angulo entre vectores:

-
-

¢p=arccos| —=
al[b]

(es el menor angulo)

Condicion de ortogonalidad:
G1lbead.b=0



Repaso de Clases Anteriores

lll) Producto Escalar entre Vectores

Angulo entre vectores:
= GeoGebra

H & < '3

Ibl = Longitud(b)
— 412

Pesn:(a,b) =ab

— 14

P
_ o1 Pesctan)
¥ e ( lal Ibl )

— 19.65°

a = Angulo(b, a, PlanoxOy
©

— 19.65°




lll) Producto Escalar entre Vectores

Condicion de ortogonalidad:

Objetos Libres :
=l Objetos Dependientes a
3 A=1(3 1) 3 T
#B=(1,3)

S|
3




PROYECCION DE UN VECTOR SOBRE LA DIRECCION DE OTRO

Proy b
Cos o= 3 = Proy, b=|b|cos & a
Proy b_|a||b|cos _a.b  esunnimero -
’ [d al : g
Proy b—a_’b } (_j:glja es un vector X -,
“° |a| |a| a.a 1 e
. 4 Pr
1 o I1 2 3
-1]




IV) Producto Vectorial entre Vectores (Producto Cruz)
Es una operacion propia de vectores de R®

Datos: a=(a,;a,; ;)

—_

b:(bl;bz;b3)
Se obtiene a partir de un pseudo-determinante:
7 l } IA( va a Ald a ~1d a
dxb=la, a, a,|=i|. 2 3|—j|t T3l+k|t "2
b1 bz b3 b2 b3 bl b3 bl b2




IV) Producto Vectorial entre Vectores (Producto Cruz)

PROPIEDADES: )
YaeR’,VbeR’,VceR’,VdelR’,V acR

1) Anticonmutativa:
dxb=—(bxa)
2) Asociativa con escalar:

a(axb)=(ad)xb=ax(ab)

3) Distributiva respecto de la suma de vectores:
Pre-distributiva: dx(b+¢)=axb+adx¢
Post-distributiva: (p+¢)xd=bxd+¢xd



IV) Producto Vectorial entre Vectores (Producto Cruz)

Atributos del vector resultado:

Direccion: El vector resultado es ortogonal al plano formado por los vectores
ayb.

Sentido: No esta bien definido (ternas positivas 0 negativas)

Modulo: Es el area del paralelogramo que tiene por lados a los vectores.




Operaciones con Vectores

IV) Producto Vectorial entre Vectores (Producto Cruz)

GeaGebra

B & < NS

u = Vector((1,2,1))




Operaciones con Vectores

IV) Producto Vectorial entre Vectores (Producto Cruz)

Interpretacmn Geométrica del Mdédulo del producto vectorial

GeaGebra

B & < S

— 245

c = Segmento(C, O, cl
® )

— 245

o = Segmento(Q, B, cl)
® (
— 51

cl = Poligono(O, B, A, C)

— 5.92

wl = /(=37 + (~1) 4 52




V) Doble Producto Mixto entre Vectores

Esta definido para R® ya que participan las operaciones producto escalar
y producto vectorial, y el producto vectorial solo esta definido en R®.

Sean:a:(al;az;a3),E:(bl;bz;b3),E:(c1;c2;cg)

a-(éxaz(aﬁaz;az&)-(b2C3_b3C2;b3C1_b1C3;b1C2_b2C1)
a-(lzXa):a1(b2C3_b3C2)+az(b3Cl_b1C3)+a3(b1C2_b2C1)
a.(bx¢)=a,b,c,—a,b,c,+a,b,c,—a,b,c,+a,b,c,—a,b,c,
(@xb).¢=(a,b,—a,b,;a,b,—a,b,;a,b,—a,b,).(c,;c,;cs)
(@xb).¢=(a,b,—a,b )c1+(a3b1—a1b3)cz+(a1b2—a2b1)c3
(@xb).¢=a,b,c,—a,b,c,+a,b,c,—a,b,c,+a,b,c,—a,b,c,
G.bx¢=axb.¢=(a;b;?)




V) Doble Producto Mixto entre Vectores

Otra forma de calculo:

a, d, d
> 1=z "3 b, b b, b b. b
- 7o\ _ » Dj 1 D3 1 Dy
(CI,b,C)— bl b2 b3 —da, —da, td;
C, C; ¢, Gy ¢, G
¢, G, G

)Zal(b2C3—b3C2)—az(blC3—b3C1)+03(b1C2—b2C1)

)=a,b,c,—a,b,c,+a,b,c,—a,b,c,+a,b,c,—a,b,c,=a.(bxc)

Ol Ol



V) Doble Producto Mixto entre Vectores
PROPIEDADES:

1) Conmutativa de orden ciclico:
(a;b;c)=(b;c;a)=(c;a;b)(enun orden)
(a;b;c)=(c;a;b)=(b;c;a)(enotroorden)
Pero:  _ _ _

(@a;b;c)=—(b;a;c)
Yaque:
(axb).c=—(bxa).c

2) Distributiva respecto de suma de vectores:
(@+b;c;d)=(a;c;d)+(b;c;d)



Doble Producto Mixto de Vectores

V) Doble Producto Mixto entre Vectores

Observaciones:

1)(@;b;0)=0

2)(@;b;ca+pb)= (a;b;ca)+(a;b;pb)=0



- Doble Producto Mixto de Vectores

V) Doble Producto Mixto entre Vectores

Interpretacion Geométrica:
(@59 ;w)|=(@xv)[[Wllcos ¢|
Area del Alturah.

Paralelogramo
ovCU

N——|




V) Doble Producto Mixto entre Vectores
Interpretacion Geomeétrica:
(@;v;w)|=|(@xv)||Wwllcos ¢l

|(u; v ; w)| = Volumen del paralelepipedo con aristas u, vy w.

Nota: Se ponen las barras de valor absoluto para los casos en los que el
angulo ¢ es negativo, lo que resultaria en un absurdo: un volumen negativo.



V) Doble Producto Mixto entre Vectores

Interpretacion Geometrica: Ejemplo

Sean los vectores u=(2;4;0),v=(0;5;1),w=(1;1;4).

a) Hallar (u; v ; w) -
b) Hallar el volumen del paralelepipedo S determinado por u, vy w.

a) u=(2;4;0) (U;Viw)=(UxV).w
v=(0; 5; 1) (U;viw)=(4;-2;10).(1;1;4)
w=(1;1;4) (u;v;w)=4-2+140
(u;v;w)=42

b) V(S)=|(u;v;w) =42
V(S) = 42



- Doble Producto Mixto de Vectores

V) Doble Producto Mixto entre Vectores

Interpretacion Geométrica: Ejemplo B

Sean los vectoresu=(2;4,0),v=(0;5;1),w=(1;1;4).

a) Hallar (u; v ; w) -
b) Hallar el volumen del paralelepipedo S determinado por u, vy w.

4
u = Vector(U)

@ (2) Los vectores 3
s | &
0

v = Vector(V)

© -0

w = Vector(W)

° -0




V) Doble Producto Mixto entre Vectores

Interpretacion Geometrica: Ejemplo B

Sean los vectoresu=(2;4;0),v=(0;5;1),w=(1;1;4).

a) Hallar (u; v ; w) -
b) Hallar el volumen del paralelepipedo S determinado por u, vy w.

El producto vectorial

Uxy = U v

+




V) Doble Producto Mixto entre Vectores

Interpretacion Geometrica: Ejemplo B

Sean los vectoresu=(2;4;0),v=(0;5;1),w=(1;1;4).

a) Hallar (u; v ; w) -
b) Hallar el volumen del paralelepipedo S determinado por u, vy w.

6 4

El médulo del producto vectorial

4 4

Con |(u x V)| = V(4% + (—2)? +10%) =120

a = Longitud(uxv) cl = Poligono(0,U,C,V)

— 10.95 — 10.95




- Doble Producto Mixto de Vectores

V) Doble Producto Mixto entre Vectores

Interpretacion Geométrica: Ejemplo B

Sean los vectoresu=(2;4,0),v=(0;5;1),w=(1;1;4).

a) Hallar (u; v ; w) -
b) Hallar el volumen del paralelepipedo S determinado por u, vy w.

El doble producto mixto

A = uxvw S1 = Prisma(cl, W)

— 42 — 42




V) Doble Producto Mixto entre Vectores

Condicién de Coplanaridad
Tres vectores no nulos de R® resultan coplanares si y solo si su producto

Mixto resulta cero.

H) EzeIR ANG#EOADER’Ab#OACER’AE#0
T) @,b,¢ coplanares = (a;b;¢)=0



V) Doble Producto Mixto entre Vectores

Condicién de Coplanaridad
Tres vectores no nulos de R® resultan coplanares si y solo si su producto
Mixto resulta cero.

=S

H) GeR’AG#0ADER’Ab#OAEER’AC#0
T) G,b,¢ coplanares =(d;b;¢)=0
= H1) a,b,¢ co planares
T1) (a;b;¢)=0
D1)|(d;b; E)|—|axb||c|cos¢
Por rcoplanares ¢—2—=> (a;b )|:|axB||E'|cos2£
(@;b;¢)|=0=(a;b;¢)=0



V) Doble Producto Mixto entre Vectores

Condicion de Coplanaridad (cont.)

Por hipétesis:|axb|=0V|¢|=0V|cos ¢|=0:
@ xb|=0=a//b(son coplanares)
c|=0 =>?:=6(qbsurdo por hipétesis)
lcos¢|=0=a,b, ¢ coplanares



VI) Doble Producto Vectorial

Operacion valida para R®.

a= (al’az’as) b= (bpbz’b ) (C1’C2’C )
(axb)xces un vector en el plano formado por:a yb
a x(bxc)es un vector en el plano formado por: b yce

Célculo: o
(Gxb)xe=(d.¢)b—(b.¢)a
ax(bxé)=(a.¢)b—(a.b)e



VI) Doble Producto Vectorial
Calculo: Demostracion.
(dxb)x¢=(d.¢)b—(b.¢)a

D)(?JXB)XZ’:
(axIZ):(azb3_a3b2;a3b1_alb3;albz_azb1)’6(c1;cz;c3)
(@xb)xe=(a,b,c,—a,b,c,—a,b,c,+a,b,c,;

a,b,c,—a,b,c,—a,b;c;+asb,c;;
a,b;c,—asb,c,—asb,c,+a,b;c,)
(ZIxB)xEz(a3b1c3—alb3c3—a1bzcz+a2blcz+a1b1cl—alblcl;
a,b,c,—a,b,c,—a,b;c,+a;b,c;+a,b,c,—a,b,c,;
a,b;c,—asb,c,—asb,c+a,byc,+a;byc;—azb,c;)



VI) Doble Producto Vectorial

Calculo: Demostracion (cont.)

(@xb)xe=(b,(a,c,+a,c,+a,c,);b,(a,c,+a,c,+a,c,); b,(a,c,+a,c,+a,c,))—
—(a,(b,c,+b,c,+b,c,);a (b Cy+bycytb,c a,(b, Cy*+b,c+byc J))=

cy);
=(b,(a.¢);b,(a. c)b(a ¢)=(a,(b.¢);a,(b.¢);a,(b.2))=




Resumen

Condiciones interesantes

Va20AVDb£0AV &0
Condlcmnes de Paralellsmo

a//beJacR/a=ab
Soloen R*:a//beaxb=0

Condicion de ortogonalidad
adlbea.b=0

Condicién de coplanaridad
a,b,¢ son coplanares < (a;b;¢)=0

Calculos de interés geométrico
Versor asociado a un vector

. 1.
a=—a A |a|=1

-

a
El angulo entrj dos vectores

A

a

¢=arccos
jal ||

El area del paralelogramo

|axb|: Area del paralelogramo
El volumen del paralelepipedo
|(a;b;6)|: Volumen del paralelepipedo




Ejercicio 10.1: Sean los vectores:a:2f—j'+f<,l;:§'+2}'+lz,5:ai‘—}'—f(
a) Determinar o para que los vectores resulten coplanares.

Para que los vectores resulten coplanares, el producto Datos: 92(2;—1;1)
mixto debe ser nulo. atos:ip=(1;2;1)
c=(a;—1;-1)
2 -1 1
> F ) — _52 1| (1 1 1 2
(Cl,b,C)— 1 2 1 —2‘_1 _1‘ ( 1)a —1‘-‘-10{ _1|
a—1 -1
(53'5;5):2(2(_”_1(—1))+1(1(—1)—a)+(—1—2a):_z_l_a_l_za

3




Ejercicio 10.1: Sean los vectores:a:2f—j'+f<,l;:§'+2}'+lz,5:ai‘—}'—f(
b) Determinar o para que el volumen del paralelepipedo determinado por

Los vectores resulte 5.

i=(2;-1;1)
Para que el volumen del paralelepipedo sea 5, el Datos: 13=(1;2;1)
Valor absoluto del producto mixto debe dar cinco. é=(a;-1;-1)

(a;b;8)=2(2(-1)-1(=1))+1(1(-1)—a)+(-1-2a)=—2-1—a—1-2«
‘(6;5;5)|=5:>|—3 OC—4|:5=>O{:—3\/05:§_




Para hacer por los alumnos:

Ejercicio 10.2:
Determinar si los puntos P(1;-2;0),Q(0;-1;3),R(-1;1;0)yS(0; 2; -2)
son coplanares.

Ejercicio 10.3: B B
¢Para que valores de mlos vectoresu=(1;1;m), v=(1;1; m+l),
w=(1;-1; m)son coplanares?

Ejercicio 10.4:
Justificar la validez de la siguiente sentencia:

Si a,b,¢ yd estdnenunmismo plano entonces (G xb)x(¢xd)=0

-
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