Algebra y Geometria
Analitica

Clase 04: El producto
vectorial entre
vectores (solo de R?)

UNIVERSIDAD
TECNOLOGICA
NACIONAL



Unidad 1 - Clase 04

01 Repaso de Clases Anteriores

02 Producto Vectorial entre Vectores
03 Ejercicios



v" Vectores Libres

—
(0]

“%

v Componentes de un Vector
Ala,;a,; a, B(b,;b,; b,

KE:(bl—al;bz—az;b3—a3)

v’ \lector expresado por medio de sus
Componentes y coordenadas.

a:(a1;a2;a3):a1i+a2j+a3k

v Médulo de un vector
d=|a,;a,;a,|

|a|:\/(a1)2+(a2)2+(03)2 ERZO



OPERACIONES CON VECTORES
) SUMA DE VECTORES

Sean:a€R*Ad=(a,;a,;a,)ADER’Ab=(b,;b,;b,):

a+b=(a,+b,;a,+b,; as+b;)

PROPIEDADES:

1. Ley de Composicion Interna

2. Propiedad Conmutativa

3. Propiedad Asociativa

4. Existencia de Elemento Neutro
5. Elemento Opuesto



OPERACIONES CON VECTORES
) SUMA DE VECTORES

Sean:a€R’Ad=(a,;a,;a,)ADER*Ab=(b,;b,;b,):
a"'l;:(al"'bp' a,+b,; a;+b;)

Vista Algebraicar o = :|Vista Grafica

= Objetos Libres  |+]:
4 A=1(21)
4 B=11, 3) :
=l Objetos Dependiel |
3 C=1(3,4) :

T
L«
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(=]




OPERACIONES CON VECTORES
I) PRODUCTO DE ESCALAR Y VECTOR

Sean:a€R*A aceR:
ad=(aa,;aa,;aa,)

PROPIEDAPES
VieR’ AV beR’ AV ¢ER’AY a€RAY fER

(a) Ley de Composicién Externa ¢d€R’

(b) Asociativa Mixtal a Bla=a|Bd|

(c) Existencia de Escalar Neutro Vd€R®> 3 1€R / 1d=4d

(d) Distributiva respecto a la suma de Escalares (O{ +,Bﬁ) a=oa+ ,Q a
(e) Distributiva respecto a la suma de vectores o |d+b )2 aa+ab



OPERACIONES CON VECTORES
I) PRODUCTO DE ESCALAR Y VECTOR

Vista Algebraica & x

:| Vista Grafica

Sean:a€R*A aceR:
ad=(aa,;aa,;aa,)

Versores:
A 1 - ’ A
=10 y ademas: |a|=1

a L

- Objetos Libres
JA=1(21)
2 B=1(4,2) :
=l Objetos Dependientet :
5 A, = (0.9, 0.45) :

“:(i)
=

0.9
Jh:(d

2

)

0.45
Il

IDE

4]

Condicion de Paralelism

O:

Sean: GeR*AG#0AbER ADZ0:

i//beJacRla=ab




lll) Producto Escalar entre Vectores (o Producto Punto)

VaeR"AG=(a,;a,;..;a | AV HER"AD=(b,; b,;.. b, )

I=n
a.b=ab+abt.+ab =) ab
=1



lll) Producto Escalar entre Vectores

PROPIEDADES:
Y aieR’,VbeR?,Ve¢eR’,V acR

No cumple:
. LCI ==> No cumple propiedades de la Suma
. LCE ==> No cumple propiedades del producto

de escalar y vector.

Sin embargo se verifican las siguientes propiedades:

(@) Conmutativa: a.b=ba -

(b) Asociativa con escalar: a(a. b) = (aa) . b

(c) Distributiva del producto escalar respecto de la
Suma de vectores: a . (b + c)=a.b+a.c

(d) d.d=0A(d.d=0=ad=0) Recordar: &.a=|af




lll) Producto Escalar entre Vectores

Interpretacion Geométrica Angulo entre vectores:
VaeR’Ad#0AY bER’Ab#0: d.b
- =arccos| ——=
a.b=|al|b|cos ¢ a||D|

Condicion de ortogonalidad:
G1bea.b=0 8 o . [P T . T e

Ibl = Longitud(b)
— 412
Pesc(a by = 2 b

— 14

P
P 1 esc(a,b)
g ( fal bl )
— 19.65°

-----------------------------------------------

O a = Angulo(b,a.PlanoxOy)

R i ; i I | | | |
— 19.65 [} | | | K a K 1




PROYECCION DE UN VECTOR SOBRE LA DIRECCION DE OTRO

Proy b

Cos o= |lj/| = Proy, b=|b|cos & a

PmyaB:|a||b|*C050‘ a.b  esun nimero -
[d dl : g
Proy p=Lb 1. abo o5unvector : :
“° |a| |a| a.a 1 e

Pr
0 o
1 o Il 2 3
-1]




IV) Producto Vectorial entre Vectores (Producto Cruz)
Es una operacion propia de vectores de R®

Datos: 62(01;02;03)

—_

b:(bl;bz;b3)
Se obtiene a partir de un pseudo-determinante:
7 l } IA( va a Ald a ~1d a
axb=l|a, a, a,|=i| * 3|—j|. ' 3l+k| 't 2
bl b2 b3 b2 b3 bl b3 bl b2
5><I§=(a2.bq—aq.b2;—(a1.bq—aq.b1);a1.bz—a2.b1)
ixb=(a,.b,—a,.b,;a,.b,—a,.b,;a,.b,—a,.b,)€R’




IV) Producto Vectorial entre Vectores (Producto Cruz)

PROPIEDADES: )
YaeR’,VbeR’,VceR’,VdelR’,V acR

1) Anticonmutativa:
dxb=—(bxa)
2) Asociativa con escalar:

a(axb)=(ad)xb=ax(ab)

3) Distributiva respecto de la suma de vectores:
Pre-distributiva: dx(b+¢)=axb+adx¢
Post-distributiva: (p+¢)xd=bxd+¢xd



IV) Producto Vectorial entre Vectores
Atributos del vector resultado:

Sentido A
Z Terna (+) J ”l\_‘ Z Terna (1) ¢
. P v
K| j . ;
° A 1
| ® _’] y ¥ /| X

Vs / ' &
X o V
[ X j:k El sentido no esta

Dependiendo de la terna VT > perfectamente definido

(Extraido de la presentacion realizada por la Ing. Maribel Tolaba el 22/04/2020)




IV) Producto Vectorial entre Vectores (Producto Cruz)

Atributos del vector resultado:

Direccion:

El vector resultado es ortogonal al plano formado por los vectores a y b.
H) deR’Ad=(a,;a,;a,)AbER’Ab=(b,;b,;b,)ACER’I¢=d xb

T) cLaAcLb@chlf&;b)

D) ¢1ld=e.a=0ACLbeE.b=0

d.¢=(a,;a,;a,).(c;56,5¢5)
d.c=(a,;a,;a;).(a,b;—a;.b,;a;b,—a,b;;a,b,—a,b,)
a. 5=(91—a’5 — Ayeh, + Grérbr— @D, ¥ U3, b, —avarbs)

-

Tarea para el alumno demostrar: ¢ | b= ¢

o
]
o



IV) Producto Vectorial entre Vectores (Producto Cruz)

Atributos del vector resultado:
Modulo:

H) éeR’Aa=(a,;a,;a,)ADER’Ab=(b,;b,;b,)

T) |dxb|=|al||b|sen ¢

D) |axb :¢(a2b3—a3b2)2+(a3b1—a1b3)2+(a1b2—azbl)z

axb| =a,b,-a,b,['+|a,b,~a,b, +(a,b,-a,b,f

Zz><B|2:a§b§—2a2b3a3b2+a§b§+a§bi—2a3blalb3+aib§+aib§—2alb2a2b1+a§bi+
+a;b;—a;b;+a;b;—a;b;+a; b;—a:b:

|Ez><B|2:a§(b§+bi+b§)+a§(b§+bi+b§)+ai(b§+b§+bi)-
-[2a,b,a,b,+2a.b,a,b,+2a,b,a,b,+a b;+a;b;+a;b;]




IV) Producto Vectorial entre Vectores (Producto Cruz)
Atributos del vector resultado:

Modulo (cont):

aXBi \B\ (@3+d’+a’)—(a,b,+a,b,+a,b,=|b['|a’—(d.b)’
axb| =|b[’ (a +a +al) (a,b,+a,b +a3b [ =|bf|a’ —|bl’|al* cos” ¢
il =|a[*|b]*(1-cos’ ¢)= |a| |b| sen” ¢
V] B[ =V|aFIBE(1—cos® g)=|aF BF sen’ g
517 5 >
1axb! =3P P 1-cos” gl=[af pPsen’y

i x b|=|d|[b| sen ¢




IV) Producto Vectorial entre Vectores (Producto Cruz)

Ejemplo: Sean los vectoresu=(1;2;1)yv=(0;5:1), hallar el
producto vectorial entre ambos.

Datos: ﬁ:(1;2;1)
v=(0;5;1)
uxv=(2.1-1.5;1.0—-1.1;1.5-2.0)=(-3;-1;5)



Operaciones con Vectores

IV) Producto Vectorial entre Vectores (Producto Cruz)

GeaGebra

B & < NS

u = Vector((1,2,1))




IV) Producto Vectorial entre Vectores (Producto Cruz)

Interpretacion Geomeétrica:

&

axb ind
; |

o) G xb|=

Ql
—

Area del paralelogramo



IV) Producto Vectorial entre Vectores (Producto Cruz)

Ejemplo:
Sean los vectoresu=(1;2; 1)y v =(0:5; 1), hallar el area del paralelogramo
gue conforman ambos vectores.

Datos:

Sabemos que:uxv=(21-15;1.0-11;15-20)=(-3;-1;5=w
Area=lii xV|=|w|=V(=3)*+(—1)2+5°

Area= \/35




Operaciones con Vectores

IV) Producto Vectorial entre Vectores (Producto Cruz)
= GeopGebra

Ejemplo:
jemp E— )

— 245

¢ = Segmento(C,0,cl)
O

— 2.45

o = Segmento(0, B, cl
. g ( )
— b1
cl = Poligono(0, B, A, C)

— 502

Wl = \/(=3) 4+ (~1)° 4 52
— 5.02

m. aEateids




IV) Producto Vectorial entre Vectores (Producto Cruz)

Observaciones:

ax0=0

axa=0

Condicion de Paralelismo:

Dados dos vectores no nulos de R°, su producto vectorial da por resultado
al vector nulo si y solo si los vectores resultan paralelos entre si.

VaeR*AG#0AV bER’AD#0:
ixb=0=a//b (a=ab,acR—{0})



IV) Producto Vectorial entre Vectores (Producto Cruz)

Condicion de Paralelismo (cont.)
=) H1) dxb=0
T1) &b
D1) |axb|=0]
@||b|sen p=0=|d|=0V|b|=0V sen p=0
Pero como:|@|>0A|b|>0= sen p=0= ¢p=0V ¢p=7=a//b
=) Hz) arb
T2) dxb=0
D2) dxb=dx(ad)=a(dxd)=daxb=0



Ejercicio Miscelaneas 5: Dados los puntos O(0;0;0), A(2;-1;2), B(1;1,3) vy
C(t;t+1;3). Hallar t para que:

— (2 1 2
Proy.CB=|—;—=;—
o (5 575
Resolucion:
ProymC_ZTB:CB_'PA. _1> Fz(l_t;_t;())'(Z;_l;Z) 1 .(2;—1;2)
|OA| "|OA| (2;-1;2) (2;-1;2)
. 2(1-t)+t 1 2—t (4 2 21 4 2
Proy—. CB= 2;-1;2|="—(2;=1:2]=| - —Zt: -S4 t; —— =t
Y oa /9 \@( ) 9('2\9 HI 9ﬂ99)
Como: Proys; CB= 2—;—1—;2— = i—2—t;—2—+£t;i—2—t i,—l,z—
5 55 9 9 9 9 9 9 5 55
A A




Ejercicio Miscelaneas 5: Dados los puntos O(0;0;0), A(2;-1;2), B(1;1,3) vy
C(t;t+1;3). Hallar t para que:

4 2 2

___t:_ . .

97975 —2,.2.4_ 2 _18-20_ (-9)(-2)  _18_ _1
2,1 _-1 |9 59 9 45 2 45 90 5
9 9 5 lyz1,2 1, =940, g1 ;1
4.2 2 9 5 9 9 45 45 5

9 9 5



IV) Producto Vectorial entre Vectores (Producto Cruz)

A =

Ejercicio 9. Sean =i+ j—k,b=2i—],c=2 j+2k determinar:

91.axb,ax(b-2c), axb-2c, ax(bxc) Datos:d=(1;1;-1)
dxb=(1.0—((-1).(-1));(-1).2—=1.0;1.(-1)-1.2)=(-1;-2;-3) b=g —1;)0)
. . c=(0;2;2
dx(b—2¢)=dxb—dx2¢=axb—2(axc)=(—1;-2;-3)-2(4;-2;2)
ax(b—22)=(—1;-2;-3)+(—8;4;—4)=(-9;2;-7)

Gxb—2¢=(-1;-2;-3)-2(0;2;2)=(-1;-2;-3)+(0;—-4;—-4)=(—1;-6;-7)
ax(bxe)=(1;1;-1)x((2;-1;0)x(0;2;2))=(1;1;-1)x(-2;—4;4)=(0;—-2;-2)



IV) Producto Vectorial entre Vectores (Producto Cruz)

A =

Ejercicio 9. Sean =i+ j—k,b=2i—],c=2 j+2k determinar:
9.3. Area del paralelogramo que tiene por lados aay a b. Esquema:
Area=|axb|=|(—1;-2;-3)|=V(=1)+(=2)+(—=3)’=14

adlaxn
>

9.4. Area del triangulo que tiene por lados aay a b. S

Area=L{axb|=L|(~1;-2;-3)|=2 V(- 1] +(~2)+(-3)'=1 V14
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