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v" Vectores Libres

—
(0]

“%

v Componentes de un Vector
Ala,;a,; a, B(b,;b,; b,

KE:(bl—al;bz—az;b3—a3)

v’ \lector expresado por medio de sus
Componentes y coordenadas.

a:(a1;a2;a3):a1i+a2j+a3k

v Médulo de un vector
d=|a,;a,;a,|

|a|:\/(a1)2+(a2)2+(03)2 ERZO



v Cosenos Directores (R®) v Relacién Pitagérica

a
COS(al)Zﬁ cos’a, +cos’a,+cos” a,=1
a
cosa,|= sz| Genéricamente:
“ c,g)s2 a1+c052a2+...+c052an:1
a
cos|a,)=1= > cos’a,=1
3 |a| I
i=1



OPERACIONES CON VECTORES
) SUMA DE VECTORES

Dado dos o0 mas vectores de un mismo espacio, su suma da por resultado otro
Vector del mismo espacio cuyas componentes se obtienen sumando las
componentes respectivas de los vectores dados.

PROPIEDADES: R
1. Ley de Composicion Interna_|d+b|€R®

2. Propiedad Conmutativa d+b=>b+a _

3. Propiedad Asociativa |d+ blj c=a+\|b +5)_’ .

4. Existencia de Elemento Neutro YV d€R*30 EIRB’[?HO:EI
5. Elemento Opuesto WV G€R’3(-a/€R*/d+(-a=0



OPERACIONES CON VECTORES
) SUMA DE VECTORES

Dado dos o0 mas vectores de un mismo espacio, su suma da por resultado otro
Vector del mismo espacio cuyas componentes se obtienen sumando las
componentes respectivas de los vectores dados.

PROPIEDADES: Vector
1. Ley de Composicion Interna
2. Propiedad Conmutativa = (2)

3. Propiedad Asociativa 1
4. Existencia de Elemento I\%utré" (3)
5. Elemento Opuesto ® (3)

+ 3 T2 A



OPERACIONES CON VECTORES
I) PRODUCTO DE ESCALAR Y VECTOR

Y a€R,V aeR’,d=(a,;a,;a;): ad=(aa,; aa,; aa,)

PROPIEDADES
VieR’ AV DeER’ AV CER’AY a€RAY fER

(a) Ley de Composicién Externa ¢ d€R’

(b) Asociativa Mixtala B|a=a/(Bd|

(c) Existencia de Escalar Neutro Vd€R®> 3 1€R / 1d=4d
(d) Distributiva respecto a la suma de Escalares (0( + Bﬁ) a=oa+ b a
(e) Distributiva respecto a la suma de vectores «O a+b )2 04



Versor:
El versor asociado a un vector no nulo es:

A 1-»
d=157d

-

a

Condicion de Paralelismo:
Sean: 4 eR*AG#0Ab eR*AD#0:
a//beia eR/a=ab



Versor:

El versor asociado a un vector no nulo es:

R 1 N N Objetos Libres
—_ —_ = Objetos Dependientes
a=m7a conjal=1
_ (3
a T ( 1 )

_ (095
sv= ( u.32)

B

d ow = |

L2 )
Condicion de Paralelismo

Sean: @ eR*AG#0AD eR*ADZ0:
a//beia eR/a=ab




lll) Producto Escalar entre Vectores (o Producto Punto)

VaeR"AG=(a,;a,;..;a | AV HER"AD=(b,; b,;.. b, )

I=n
a.b=ab+abt.+ab =) ab
=1



lll) Producto Escalar entre Vectores

PROPIEDADES:
Y aieR’,VbeR?,Ve¢eR’,V acR

No cumple:
. LCI ==> No cumple propiedades de la Suma
. LCE ==> No cumple propiedades del producto

de escalar y vector.

Sin embargo se verifican las siguientes propiedades:

(@) Conmutativa: a.b=ba -

(b) Asociativa con escalar: a(a. b) = (aa) . b

(c) Distributiva del producto escalar respecto de la
Suma de vectores: a . (b + c)=a.b+a.c

(d) G.6=0A(G.d=0<a=0)



Demostracion:
d.a=0A(a.a=0=a=0):

2

a-a:(a1;az;03)-(01;az;a3)zai+a§+a§:(\/0i+a§+a§> =0
d.i=la’ Recordarlo!!
*a.a=0<==>a=0 -
==>)Hl:a.a=0 <==)H2: _ a=0
I1: a=0 12: a.a=0
Dl: a.a=0 D2: a=0
jal* =0 a.a=0.0
laf =0 a.a=0
a=0



INTERPRETACION GEOMETRICA
En R*: VaeR’Ad=(a,;a,)A\VbeR’Ab=(b,;b,)

sen(a)zci—2=>02=|a|sen(a),cos( )= % a,=|d|cos(a)
[ al
b, b, |
sent )= b, = Blsen( ). cos )=, =lbles(p) | |
d.b=a,b,+a,b, 1) d:
d.b=|a|cos(a)|b|cos(B)+|d|sen(a)|b|sen(B) B\

T T T
-3 -2 -1 o

B[ cos () cos(B)+sen( ) sen(/o’)]

b|[cos (a—p)]=lal|b|[cos (B~ a)]
=p—a:

Ql
Qi

Qi

Dﬂ: S Sl S @¢
[
Ql

II‘&II

|@||b|cos(¢) con gelmenor anguloentred yb(0< ¢p<x)

Ql




Corolario:

SiaBzo:¢s§

Siaj<0:g<¢3n

Angulo entre dos vectores:

d.b=[a||b|cos ¢=> cos p=

¢=arccos

|al bl

S

=X




CONDICION DE ORTOGONALIDAD

Dados dos vectores no nulos de un mismo espacio, estos resultan
ortogonales si y solo si su producto escalar es igual a cero.

YV aeR"AG#0,Y bER"Ab#0:dLb=d.b=0

Demostracion: - Gbjetos Dependientes .
=) alb==>a.b=0 o |
Hl: alb 2= (1) §
T1: a.b=0 jh:(_ij 2
D1: a.b=]|a||b] cos(c) Llaeoa 7 0 ‘
como a L b==>a=m/2==>a.b=|a||b| cos(a)=0 A
<==) a.b=0==>a lb - D\
H2: a.b=0 D2: a.b=0 nr ;D : o
T2: al b la| |b| cos(er) =0 ==>]al=0 v |b|=0 v cosa=0 ‘
peroa # 0 A b # 0. Luego coso. 5 0 ==> a = /2




PROYECCION DE UN VECTOR SOBRE LA DIRECCION DE OTRO

Proy b
cos q=—a = Proy b b=|b|cos & 4]
bl
Proy b_|a||b|cos _a.b  esun nimero N
a |a| |a| 2 .
Proy b—a*b Ea:i’-lja es un vector 1 -.
Pl " a.a -
. o Pr
1 o I1 2 3
_1_




Ejercicio 7.1.a; Dados los siguientes pares de vectores, a y b, expresados por
sus componentes, evaluar su producto escalar y el angulo entre ellos:

a) a=(1;2—+3] Yy b=[v3;3+23]

Resolucidn:

a.b=[1;2—-+3].[y3;3+2y3|=1.V3+[2—+3].[3+23]
G.b=V3+6—3v3+4V3-6=2v3(1)
Nota: Se considera el minimo angulo: 0<¢<an
Obtencién del &ngulo: &.b=|d||b|cos § - cos p= (2)

Calculos Auxiliares: | ” |

dl=v[1P+2— 3 =\1+4—4y3+3=1/8—43=1/4.[2—/3]=2.2—V3 (3)
bl=1(v3[+(3+2+3[=43+9+12V3+12=124+12v3=1/12.[2+3)=23y2+3(4)
Reemplazando (1), (3) y (4) en (2):

)
S

Qi
S

P

. 23 ~ 1 _ 1 1
O 2 V32V3v2443 241232443 274—3 2

2

A T
= () =arc cos -+
3



Ejercicio 7.3: Demostrar que el triangulo formado por los puntos P(4;1;5),

Q(1;0;-3) y R(3;2;-4) es un triangulo rectangulo

H) T:tridngulo convertices P, Q R a= PQR /3 PRQ y=QPR,d=PQ

T) T:Tridngulo Rectangulo = o= 5 L\ p==
D) d=PQ=(-3;-1;-8)

vVy==Z
23’

2

°A




Ejercicio 8.4: Probar que si u y v son ortogonales entonces |u + v|* = |u — V|~
Interpretar geométricamente.

H) u= (u Uy U ) v=(v,;Vvy;v,), 0LV

T) |u+v| |u v|

{

DU)|U+V[*=(0+V). (I+V)=0.0+0.V+V.0+V.v=i.0+v.v=|i+|v|"
D2)|t—V['=(0—V). (A=) =0.U—0.V—V.U+V.V=0.U+V.V=[u[+|v[
Luego: |u+v['=|a—v[




Ejercicios de la Practica

Ejercicio 8.4: Interpretacién Geométrica:
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