U.T.N. F.R.H. — Examen final de Algebra y Geometria Analitica — Mayo 2023

EStUIANTE: ...c.eeeeeecerce e see s sececsnae e see e s eseesnnnssassessnnsnns Especialidad: ...........ccceeuu.u....
Docente con quien cursd la asignatura: ........cceveeeveeverserceenennennas Ciclo lectivo de cursado: ..................
Ejercicio 1 2 3 4 Calificacion
Corrector a b a b c a bi bii Dbiii a b propuesta
Calificacion Final: ......cccccceeevveinecnnnne
Ejercicio 1
i
a) Si el punto M es el centro de la cara EBCD y el punto Q z

es el centro de la cara OABE entonces (la recta definida por los

D(0,2,2)

puntos M y Q es paralela a la recta definida por los puntos A 'y

C? Justificar su respuesta.

b) Calcular la distancia de la recta definida por los puntos

E y B con el plano que contiene a la cara OADC.

Ejercicio 2
Sea A una matriz simétrica asociada a una transformacion lineal £: R —R? . Se sabe que tiene traza igual a cero,

tr(A)=0 (tr(A)=a,q + az, ) y que el subespacio S = {( X

Zx)} permanece invariante al aplicarle la transformacion f.

a) Hallar la matriz A
b) Definir sus autovalores y los subespacios caracteristicos asociados. ;A es diagonalizable? ;por qué?

¢) Sies posible, definir la matriz P que diagonaliza a A. Definir la matriz diagonal D semejante a la matriz A.

Ejercicio 3 Seael vector i = (1,0,1) € R3, y las transformaciones lineales f y g de las que se conoce que:
- . 3 3 >N\ <£;u> — . .
f:R°>R/f(X) = <ias U »Cuya matriz asociada es Ay.
. g:R¥>R3/g(X) = AgX ,con Ay = 2Af — I, donde I es la matriz identidad.
a) Definir las matrices asociadas a las transformaciones lineales f y g seglin la base canoénica.

b) Analizar si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas. Justificar su claramente su respuesta
i) S= {fc eR’/X%x(1,0,1)= 6} es el subespacio Imagen de la transformacion lineal f.

ii) No existe la inversa de la matriz Ay, asociada a la transformacion lineal g.

iii)  Los vectores de la forma ¥ = (a, b, —a)Va € R,Vb € R son autovectores de h(X) = g o f(X)

. o . [ . . 3x3
Ejercicio 4: Sean los siguientes conjuntos contenidos en V' = R™

S={4eR" /A" =Ana, =1sii=j| W={BeR™/B"=-Bab,+b,,;=0|

Analizar si alguno de los conjuntos NO define a un subespacio, en tal caso justificar por qué no lo es. Si alguno de los
conjuntos define a un subespacio, expresar un elemento genérico del mismo, proponer una base y su dimension.



U.T.N. F.R.H. — Examen final de Algebra y Geometria Analitica — Julio 2023

EStUdIANtE: ....cceveriveerceeeneeeseeerneeceaeeseeessneesaesnasesssnnsesssesnneesren Especialidad: ......c.ccecveerveeennnes
Docente con quien cursé la asignatura: .........cvevereseeenencvnnnnenne Ciclo lectivo de cursado:. ..................
Ejercicio 1 2 3 Calificacion
Corrector a b a b ¢ d e propuesta

Calificacion Final: .......cccceeeeuveeeeenne

Ejercicio 1. Del paralelepipedo ABCDEFGH de la figura se
conoce que:
El angulo CAB es recto en A
La cara ABCD es perpendicular a la cara FGCD
La distancia entre F y la arista CD es 3
M es el punto medio entre Cy D
La arista CD mide 6
La arista DB mide 2
Adosar al grafico un sistema de coordenadas cartesiano
ortogonal (0; x,y, z).

a) Dar la ecuacién de dos planos que dividan al cuerpo en
tres partes de igual volumen entre si.

b) Rotar el cuerpo alrededor de uno de los ejes coordenados un dngulo /2 en sentido antihorario. Luego
proyectar el cuerpo rotado sobre el plano coordenado perpendicular al eje sobre el cual roté (esto es,
si rota sobre el eje z, se proyecta sobre el plano xy). Indicar qué forma tiene la imagen final y dar las
coordenadas de los vértices de dicha imagen.

Ejercicio 2. Presentar una base ortonormal B = {{; ¥,; U3} de R3 con la condicién de que a lo sumo uno
de los vectores tenga dos componentes nulas. Armar una matriz A € R3*3 donde aparezcan en columna
las ternas que identifican a cada uno de los vectores: ¥; en la columna 1, ¥, enla 2 y U5 en la columna 3.
a) Escribir el vector w = (1, —2,3) como combinacidn lineal de los elementos de la base B.
b) Identificar mediante una o mas ecuaciones homogéneas al subespacio generado S por {¥;; U, }.
c) Sean X" =(xyz)yWT = (abc). éPara qué valores reales de a, b y c, el sistema de ecuaciones
lineales A - X = W tiene solucién Unica? Justificar.
d) ¢Esla matriz A ortogonal? Justificar.
e) Sea f:R3 — R3 la transformacién lineal cuya matriz asociada es A. Sea g(¥) la proyeccién ortogonal
de ¥ € R3 sobre 73.Sea S el subespacio hallado en b). Analizar si la siguiente proposicién es verdadera
o falsa:
Todo vector de S pertenece al nucleo de la transformacion lineal (f o g)(x).

Ejercicio 3. De la transformacidn lineal f: R3 - R3 se conoce que:
f(a,0,0) = (a,—a,0) Va€eR
(1,1,0) es invariante frente a f
£(0,0,1) = (0,—d,d)
Analizar para los distintos valores d € R sila matriz A asociada a f es diagonalizable. Justificar la respuesta.



U.T.N. F.R.H. — Examen final de Algebra y Geometria Analitica — Agosto 2023

EStUIANTE: .....eeceeecere et secsecsnaes e see e s eeesnmnssasseesnssnns Especialidad: ............ccceu.......
Docente con quien cursd la asignatura: ........ccecceeveeceeveeneenennenne. Ciclo lectivo de cursado: ..................
Ejercicio 1 2 3 4 Calificacion
Corrector a b ¢ d a b a b a b c propuesta
Calificacion Final: .......ccccceeeeercvecnnnns

Ejercicio 1:

El cubo OABCDEFG tiene 8 unidades de volumen. Su cara

OABC estd apoyada en el plano coordenado xy.

El prisma OALMHIJK tiene una base cuadrada de igual

area que la base del cubo. Su altura es en una unidad

mayor a la altura del cubo.

Se construye una rampa inclinada PQHK apoyada en el

plano coordenado xy, en la arista EF del cubo y en la

arista HK del prisma.

a) Se requiere que la rampa tenga una inclinacién
menor a 30°, écumple los requerimientos?

b) Darlaecuaciondel plano  que la contiene ala placa
PQKH.

c) Se construye una baranda que queda contenida en la recta r:{

X =
y=-2z+8

baranda de la rampa?
d) Considerando que el cubo y el prisma son de material sélido y que se quiere rellenar los espacios huecos, iqué
volumen de material es necesario?

Ejercicio 2:

Sea el subespacio S formado por todos los vectores de R* ortogonales al vector ¥ = (1,0,0,1). Sea la transformacion

lineal f: R* - R* correspondiente a f (%) = proyzX.

Se pide:

a) Definir el nicleo y la imagen de la transformacidn lineal f. Dar una base y la dimensién de cada uno de los
subespacios.

b) Sean iy ¥ son autovectores de f asociados a autovalores distintos. Proponer un conjunto C = {u, v}. éEs C un
conjunto ortogonal? Justificar la respuesta.

Ejercicio 3: Analizar si cada una de las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas. Si es verdadera, demostrarla y
si es falsa proponer un contraejemplo.

a) SiD = {¥;,V,, U3} es un sistema generador de R3, la matriz A tiene como columnas a los vectores del conjunto D
entonces el sistema de ecuaciones A - X = 0 admite soluciones no triviales.

b) SiA esinvolutiva de indice dos, B es ortogonaly (X~ - B)™! + A% - X = B + X entonces X = I. Aclaracién: Todas
las matrices son de orden n; I es la matriz identidad.

Ejercicio 4: De la transformacién lineal /: R*—R3 se sabe que:
f(1,1,0) = (0,—2,3); f(0,1,0) = (3,-2,3) y f(0,0,1) = (a + 1,0, -3).
a) Expresar la matriz A asociada a la transformacién lineal fsegun la base candnica.
b) ¢Existe algin valor de a tal que i = (1,0,1) sea autovector de f ? ¢Cudl seria el autovalor asociado?
c¢) Paraa = —1, ées diagonalizable A?



U.T.N. F.R.H. — Examen final de Algebra y Geometria Analitica — 28 Septiembre 2023

EStUIANte: ..cceereiiecei ittt sssns s s s sasssn s ssnsssssssnenns Especialidad: .........cccccerevennene
Docente con quien cursd la asignatura: .........cccceeeeeeennene Ciclo lectivo de cursado: ..................
jercicio 1 2 3 4 Calificacion
Correcto a b a b c a b ¢ propuesta
Calificacion Final: .......ccceveeereenrenens

Ejercicio 1. En el espacio vectorial de las matrices cuadradas de orden tres se plantean dos
subespacios. El subespacio S estd formado por todas las matrices triangulares inferiores. El

subespacio W = {A eR™ /4= AT}, es el subespacio de las matrices simétricas de orden 3.

Analizar si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas. Justificar la respuesta.

a) Elsubespacio S N W tiene igual dimensién que el subespacio complemento ortogonal de S
, es decir dim(S N W) = dim (S4).

b) Si M pertenece a Sy P pertenece a W entonces el conjunto {M, P} es linealmente
independiente.

Ejercicio 2.
De la transformacion lineal f': R> — R’se conoce que:

F@) =15 £(J)=(4,1,0); (7 +k) = (1,0,1).

X 3x +ay
Yg:R3—>R3/g<y>= ax —y+4z
z —X+z
a) Expresar la matriz 4 asociada a la transformacion lineal f'y la matriz Basociada a la

transformacion lineal g

b) Inducir una hipdtesis para A" con ne€ N.

c) Analizar si existen un valores reales de a y de Atal que el nicleo de cada una de las
transformaciones lineales contenga vectores no nulos. Justificar su respuesta y en caso de
ser posible definir el valor de a y de 4

Ejercicio 3: Sea el tetraedro de vértices OABC que muestra la figura.

Se pide:

a) Calcular la distancia entre la recta definida por los puntos Oy Cy la recta
definida por los puntos A y B.

b) Hallarelvalor de a tal que el plano que contiene a la cara OAC sea paralelo
al plano

m(x,y,2) = (—2,2,-2) + A(—6,-2,2) + u(3,a,—a)vA € R,Vu € R

¢) Proponer un punto del plano coordenado xy de modo que al agregarlo la

figura sea una piramide que tenga un paralelogramo de base.

Ejercicio 4: El conjunto B:{Zz,l;} es una base ortonormal de un subespacio ScR y

3 3 .z . 3 . .
f:R> — R’ esla transformacion lineal que a cada vector de R’ le asigna su imagen especular
respecto al subespacio S .

Entonces justificar que W =axb es un autovector de f y calcular el autovalor asociado.



U.T.N. F.R.H. — Examen final de Algebra y Geometria Analitica — Febrero 2024 — T1

ATUMNO: ..ottt ssesssasssssssesassssesssasssssssssssssassssssans Especialidad: .......ccceceeeerunnnnen.
Profesor con quien curso la asignatura: .........ccccevveennrenennsnnenenes Ao de cursado: ......ccceeeeeens
Ejercicio 1 2 3 4 Calificacion
Corrector a b c ocii ociii a b a b a b propuesta
Calificacion Final: .......cccocevvnnnierencns

Ejercicio 1: El punto A(1,1,8) pertenece a larectar

El punto P(3,3,2) es la proyeccién de A sobre el
plano m.

a) Lainformacidn dada, ées suficiente para dar
la ecuacidn de larectar y el plano @? En
caso de ser posible defina las ecuaciones de
ambos. Si no es posible, detalle que dato
faltaria.

b) Dar las coordenadas del punto A’, simétrico
de A respecto del plano m.

c) Sif:R3® - R3proyecta sobre el plano 7 a los
vectores de R3analizar si las siguientes
afirmaciones son verdaderas o falsas,
justificar:

i) u = (2,2,—4) € Nu(f)
ii) v = (6,6,2) es autovector de f.
iii) Existe f 1.

x 0 1 a—1 x 0
Ejercicio 2: Sea el subespacio de R3, S = {(y) € R3/ < 0 a—1 1 )(y) = (0)}
z a—?2 0 0 z 0

a) Analizar para los distintos valores de a la dimension del subespacio. Expresar en cada caso un vector genérico
gue pertenece al subespacio.

b) Paraa = 2, hallar el complemento ortogonal del subespacio S, S*. Luego hallar la proyeccién ortogonal del
vector ¥ = (3,—2,1) sobre el subespacio S*.

Ejercicio 3: Se conoce que la matriz asociada, A, a una transformacion lineal, f: R*—R3, es simétrica y verifica que
f(=) =(2,-6,1), f(lE) = (-1,-1,5) yd = i+] + k es un autovector.

a) Hallarla matriz A

b) Calcular los autovalores y sus subespacios de autovectores asociados.

Ejercicio 4: Sea el conjunto C = {u, ¥, W} una base ortogonal de R3.

a) L={uv,(uxu)xv,(V+w)x (¥—w)}. Eliminar elementos en el conjunto L hasta obtener un conjunto
linealmente independiente constituido por la mayor cantidad posible de vectores. Cada eliminacién o no
eliminacion debe estar justificada.

b) Sea A(ay,a,, as) un punto fijo de R3, el punto O el origen de coordenadas y P(x, y, z) un punto genérico.
Analizar si existe algin punto A tal que larecta r = 04 + A%, V 1 € R estd contenida en el plano
m=1u-0P =0.



U.T.N. F.R.H. — Examen final de Algebra y Geometria Analitica — Marzo 2023

EStUiante: ......coeeeceeereenreeneecreneeceeeseneecseenseesesssneesesnneenne Especialidad: ........cccoeerveeenees
Docente con quien cursd la asignatura: ..........ccceeueeeeen. Ciclo lectivo de cursado: ..................
Ejercicio 11 1.2 13 2 31 3.2 33 Calificacion
Corrector propuesta

Calificacion Final: .......ccceeevuveeererenne

Ejercicio 1. Sea el prisma de base triangular que muestra la figura. Sea m el plano que contiene a la cara
x-1 z—b

ACEF.Sealarectar : — = yT_l =— conay b reales tales que a # 0.

1.1) Hallar paraquévaloresdeay b, larectar esta
a una distancia V17 del plano 7. Realizar en forma
clara los calculos necesarios. Dar todas las respuestas
posibles.

1.2) De los puntos que dividen en tres partes
iguales al segmento OD, M es el punto mas cercano
al origen de coordenadas. Hallar los puntos P sobre

el eje y, tales que |57)>| = 2|W|

1.3) Proponer una transformacién lineal que haga
que el prisma, sin deformarse, quede con la cara
OCDE apoyada sobre el plano xy. Dar Ia
interpretaciéon geométrica de la transformacion,
escribir su forma explicita y su matriz asociada.

Ejercicio 2.
-8 -9 -12
El polinomio caracteristico de la matriz A = ( 2 1 4 ) esP(1) = —(1+ 1)(1 + 2)?. éEs posible
2 3 2

hallar una matriz invertible P y una matriz diagonal D talesque A = P - D - P~1?
De no serlo, justificar la respuesta. De serlo, hallar P y D que cumplan lo pedido. ¢Es Unica la respuesta
dada?

Ejercicio 3. Analizar si cada una de las siguientes proposiciones es verdadera o falsa. En caso de ser
verdadera, demostrarla. Si es falsa, dar un contraejemplo o una clara explicacion.

3.1) SiA € R™Mestalque A = A- AT, entonces A es una matriz simétrica.

- g . . . . .7
3.2) Sea {a; b} un conjunto de vectores ortonormales de un espacio vectorial V de dimensién n.

Sid = g(& +b), entonces |€]|? = 1.

3.3) Sean f y g dos transformaciones lineales de R3 —» R3.Si w € R3 es autovector de f de autovalor
asociado 4, y también es autovector de g de autovalor asociado 1,, entonces W es autovector de la
transformacibn h =g o f.

En caso de ser verdadera esta Ultima proposicion, indicar cudl es el autovalor asociado a w en la
transformacién h.



U.T.N. F.R.H. — Examen final de Algebra y Geometria Analitica — Fecha: ...............

EStUiante: ......coeeeceeereenreeneecreneeceeeseneecseenseesesssneesesnneenne Especialidad: ........cccoeerveeenees
Docente con quien cursd la asignatura: ..........ccceeueeeeen. Ciclo lectivo de cursado: ..................
Ejercicio 1 2 3 Calificacidn
Corrector 1 2 3i 3ii 1 2 3 4 1 2 propuesta

Ejercicio 1. Sea cuerpo tetraédrico con vértices en 0(0,0,0), A(2,0,0), VA
B(0,2,0), €(0,0,2), que se muestra en la figura, sea M el punto medio entre A C
y B, y sean las dos transformaciones lineales de R3 — R3 correspondientes a:

f: rotacién alrededor del eje z en sentido antihorario de w/4.

g: proyeccion ortogonal sobre el plano xz.

1.1)

1.2)

1.3)

Calificacion Final: .........ccuueueeeereenen.

Hallar todas las rectas r contenidas en el plano xy que estén a una

distancia/2 de la recta que contiene a la arista AB. Justificar la respuesta X A

con un planteo o razonamiento adecuado.

Dar una base ortogonal de R3 tal que dos de sus vectores sean paralelos al plano que contiene a la
cara ABC.

i. Al cuerpo se le aplica primero f. Indicar la ubicacidn de los transformados de cada vértice y del
punto M. {Qué forma tiene el cuerpo transformado?

ii. Luego, en forma sucesiva, se le aplica la transformacién g. éQué forma tiene la imagen final del
cuerpo transformado? ¢ Cual es la ubicacién de los transformados finales de cada vértice y del punto
M?

Ejercicio 2. De una transformacidn lineal f: R3 - R3 se conoce que:

2.1)
2.2)

2.3)
2.4)

(c,0,0) € Nu(f) Vc €R,
(1,1,0) es invariante frente a f,
£(0,0,1) = (0,—d, d).
Escribir la matriz A de la transformacién lineal en la base candnica y la forma explicita de f. Explicar
el planteo usado.
Analizar para los distintos valores reales de d la dimensidn de los subespacios nucleo e imagen de
f . Justificar la respuesta.
Analizar si para d = 1, si la matriz es diagonalizable. Justificar la respuesta.
¢Verdadero o Falso? Para d = 3, se verifica que:

Im(f) ={(x,y,2)R*/x —y +z = 0} A [ Im(f)]* = {(x,y,2)R?/ x =y = z}.

Ejercicio 3. Analizar si cada una de las siguientes proposiciones es verdadera o falsa. En caso de ser
verdadera, demostrarla. Si es falsa, dar un contraejemplo o una clara explicacion.

3.1)

3.2)

Sean 4, B,C, M € R™" tales que A es antisimétrica, B esortogonalyM = B - (A- C - B)T, entonces
MT = —(AT - 0).

vd € R? — {0}, vb € R? — {0} tales que d L b, se verifica que:
proy;(—3d + b —d x 3b) = b.
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