U.T.N. F.R.H. — Examen final de Algebra y Geometria Analitica - Mayo 2016

ATUMNO: oo Especialidad: ......c...ccccooviiieiininn,

Profesor con quien CUrSO:.........cocvreveeverieeneneeeie e Mesy afo de firma TP: ..................
Ejercicio 1 2 3 Calificacion

Corrector a b C d a b C a b final

Ejercicio 1. Considerando el gréfico del prisma recto de vértices: OABCDEFG, con base cuadrada de lado:

aeR™ yaltura 2a, se pide: . )
a) Escribir las ecuaciones de las rectas: r, que pasa por los puntos Gy E'y

Zp I, que contiene a los puntos D y C.

9 F b) Verificar que las rectas: r; y r, son alabeadas y calcular la distancia
gue separa a las mismas.
c) Escribir la ecuacion normal del plano a que contiene al origen de
coordenadas y a los puntos D y C. Calcular la distancia del punto F al
plano « .
A 9 c >y d) Obtener la expresion explicita de la transformacion lineal “ f ”, que a
B cada punto del prisma recto, le aplica un giro horario alrededor del eje

. ~ T
“Zz”, conunangulo: ¢ = ik

Ejercicio 2. Para cada una de las siguientes afirmaciones, determine el valor de verdad. Si resulta verdadera,
demuéstrela y si es falsa, proponga un contraejemplo, si:

a) A.X =0 es un sistema de ecuaciones lineales, tal que: A e R**®  admite Gnicamente la
solucién trivial.
b) Si: A= {v-l,vz}, es conjunto ortonormal de un espacio vectorial V con producto interno

_— — _— —

y; eV A X :a\Tl+,B\72,VaeR,V,BeR,entonces: a=<X,Vy> A B=<X,V,>.
¢) Si: B= {T,\T,W} es una base ortonormal R®, entonces: B = {ka,(l—k)\T,(J X\7)x W} , para
k =1, genera un subespacio de R* , de dimensién 2.

Ejercicio 3. Sabiendo que: S = {(x; y;z)eR*/(x;y;2) = 2.(1;-1;2),V Ae R}, es un subespacio de R?, se
pide:

a) Determinar el subespacio ortogonal a S (Sl) y escribir una base ortonormal para el mismo.

b) Si se considera la transformacion lineal “ f , que a cada vector del espacio lo proyecta sobre S+,

describir geométricamente los autovectores y sefialar los correspondientes autovalores, asociando, si es
posible con los subespacios nacleo e imagen de la transformacion lineal.



U.T.N. F.R.H. - Examen final de Algebra y Geometria Analitica — 21 de Julio 2016

ATUMNO: e Especialidad: ...........cccooevveiiiiennnn
Profesor con qUIen CUFSO:.......cccoovierveeeenerec e Mesy afo de firma TP: .................

1 2 3 Calificacion
Corrector | a b C d a b C a b C d propuesta

Calificacion Final: .......coovoi i,

x—2y=1

1) Dada la recta rE{x+y—z —0

ylosplanosoa=2x—y—z=h ypf=x—y+z—4=0,y
sea f:R*->R?3 la transformacion lineal correspondiente a la proyeccion ortogonal sobre el plano xy.

a) Determinar h para que la recta r esté incluida en el plano ox.

b) Hallar los puntos de la recta r cuya distancia al plano 8 sea 2+/3.

c) Sea s la recta paralela a r que pasa por el origen de coordenadas. Identificar el lugar
geométrico que resulta de aplicar f a la recta s y definirlo mediante una ecuacién o un
sistema de ecuaciones adecuado.

d) Dar los autovalores y los subespacios de autovectores de la transformacion f, indicando base

y dimension de los mismos.

2) Sea A:{ a; b } un conjunto ortonormal de vectores de R®. Sabiendo que a+b=c, determinar,
justificando cada respuesta, la dimensién de los siguientes subespacios:

a) Slzgen{a; c, axb}.

- —

b) S, = gen{ a; h(B—E) ;c;a+b+c } siendo h un nimero real cualquiera.
C) Sszgen{[(axﬁ)-é] 5;(5- 5) c; (5 + B)xE }
Notacion: gen{} simboliza al subespacio generado por los vectores que figuran dentro de las llaves.

1 si i+ jespar

Ax4 e
3) Sea Ae R™*tal que a; ; { 0 si i+jesimpar

a) Analizar si A es simétrica, si es inversible y/o si es ortogonal. Justificar cada respuesta.
b) Verificar que A™ — (2" 1)A = N siendo N la matriz nula de R*4,
c) Si Aeslamatriz de una transformacion lineal f: R*— R*, hallar el nticleo y la imagen de f.

d) Determinar si el nicleo y la imagen de f son subespacios ortogonales.




U.T.N. F.R.H. - Examen final de Algebra y Geometria Analitica — 28 de Julio 2016

AJUMNO: oo Especialidad: ........c..cccoovvveveiiiennns

Profesor con quien CUrSO:.......covevererenese e, Mesy afio de firma TP: .................
1 2 3 Calificacion

Corrector | a b c d a b Cc a b c d propuesta

Calificacion Final: ..o

Ejerciciol. Sean d=(a;,a,,a;) Y b= (b,,b,,b,) dos versores ortogonales de R3, ¢ = a.a@ +BB y
d=axb.
a) Demostrar que cLd cualesquiera sean los numeros reales a. y 3.

b) Hallar la distancia entre la recta r y el punto B donde r es paralela a a y pasa por el origen de
coordenadas y B(b,,b,,b,). Justificar la respuesta.

\/_\/_A~\/_\/_

c) Sid=—j+—kyb = ] +—k ¢qué lugar geométrico representa € si ae[01] y

B e (oo oo)? Graflcarlo.
d) Si a=1 y B=-1, indicar la dimension del subespacio generado por {_;E;Qxa}. Dar la
interpretacion geométrica de dicho subespacio.

Ejercicio 2. Sea X la matriz columna genérica de R*! y sea A e R>3tal que A- X nunca se anula,
excepto que X=0 (matriz nula).
a) ¢Cuanto vale el rango de A?
b) B= {Cl(A);CZ(A);CS(A)} es el conjunto formado por las columnas de A. ¢(Es B independiente,

dependiente o la informacion dada no es suficiente para establecerlo? Justificar la respuesta.

c) Se conoce que A" -A es inversible, y se define M =(AT A)‘lAT. ¢Es M la matriz inversa a

izquierda de A, esto es que M - A=1 donde | es la matriz identidad, o es la matriz inversa a
derecha de A, esto es A-M =1, ninguna de las dos o ambas? De ser afirmativa alguna/s de las
opciones, indicar el orden de la matriz | correspondiente.

Ejercicio3  Seaf:R®— R®unatransformacion lineal nonulatal que f o f o f eslatransformacion

nula. Analizar si cada una de las siguientes proposiciones asociadas con f, es verdadera o falsa. En
caso de ser verdadera, demostrarlo indicando las propiedades y/o teoremas usados; si es falsa, dar un
contragjemplo.

a) Si y=af(X)+bf(f(X)),entonces (f o f)(y)=f(f(y))= 0 cualesquiera sean X € R®, aeR
ybeR.
b) Si XeR®- {6} es autovector de f con autovalor real &, entonces la Gnica posibilidad es que A =0.
0 0O
c) La matriz A=|1 0 0] es la representacion matricial de una transformacion lineal con las
010

caracteristicas definidas para f.
d) dim(Im(fofof))=3.



U.T.N. F.R.H. - Examen final de Algebra y Geometria Analitica — 29 de Septiembre 2016

AlUMNO: o Especialidad: ........ccccceeviieiviinnen,
Profesor Con qUIeN CUISO:......ccevveriereienesieseseeeeee e, Mesy afio de firma TP:.................

L 2 3 4 Calificacion
Corrector a b a b C a b a b

- - - 7 7 Z
Ejercicio 1: a) ¢Para qué valores del parametrom larectar:x =y +1= es paralela al plano

m=2x+y+z=9? b) Determinar la interseccion de la recta ry el plano  param = 2.

Ejercicio 2: Responder V o F cada una de las siguientes proposiciones. Si es verdadera (V),
justificar la respuesta; si es falsa (F), dar un contraejemplo.

a) Sea A una matriz simetrica de orden 3 tal que A; = 1 es autovalor doble de Ay A, = —2 es
autovalor simple de A. Se verifica que det(4) = (—2)3.

b) Sea A una matriz cuadrada de orden n tal que el sistema homogéneo Ax = 0 es compatible
indeterminado = si b eR" se verifica que A%=b es compatible indeterminado.

c) Sea V un espacio vectorial de dimension n y sea S={¥,, ¥,; ¥s,.......; ¥} un conjunto de
vectores de V. Entonces si p < n, el conjunto S es linealmente independiente.

Ejercicio 3: Dados E y F dos subespacios de R* definidos por:
X1 —x3=0
E={x, +x,=0 F=axi+bx2+x3—-bxa=0 cona;be R.
2x1 +3x; —2x3+3x, =0
a) Hallar la dimension del subespacio E N F segun los distintos valores de a 'y b.

b) Paraa =-1, b =0 hallar una base ortogonal para E N F.

Ejercicio 4: Sea f: R®> R® una transformacion lineal que tiene por nicleo al subespacio definido
por S= {(xy; x2; x5 )/x1 — x5 + x3 = 0} y por imagen el subespacio complemento ortogonal de S,
S+, ysea g(xi; X2 ; X3) una transformacién que tiene por niicleo a S* y por imagen a S.

a) Escribir una transformacion lineal que tenga las caracteristicas de f y dar su matriz asociada.

b) ¢Qué se puede decir del nucleo de h=fo g?




UNIVERSIDAD TECNOLOGICA NACIONAL
Facultad Regional Haedo

EXAMEN FINAL DE ALGEBRA Y GEOMETRIA ANALITICA - 01/12/16

AlUMNO: oo e Especialidad: .........c.cccoovvvveveiienne,
Profesor con quien curso la asignatura:....................... Afio de cursado: ...........
Ejercicio 1 2 3 4 Calificacion
Corrector a b c a b a b c¢c d

Calificacion Final:

r(xy,2)=0-2,2)+1(k,03) VieR

EJERCICIO 1 Sea el plano w:3x+ y+z =3y las rectas .
Plano ze=sx+y Y r,:(xy,2)=(-13,h)+a(-121) Vo e R

a) Hallar hy k si existen tales que las rectas r, y r,esten incluidas en el plano .
b) Calcular la proyeccion del vector & = (1,—3,2) sobre la recta paralela a r, que pasa por el origen.
c) Sik= -3, ¢qué valor puede tomar h para que las rectas r1 y r, sean alabeadas?

EJERCICIO 2 Lamatriz A e R*®es diagonalizable y sus autovalores son: A, =4, = -1y A, = 2.

a) Encontrar los autovalores de la matriz B=3A. ¢Sera B diagonalizable? Justificar la respuesta.
b) Eldet(A)=—4, calcular el det|- A?(adj(A))*|. Mencionar las propiedades utilizadas.

1 0
11 . La transformacion lineal
1

f : R® > R%es tal, que el nicleo de f es igual al subespacio S'y f 3,0,2 = 111

EJERCICIO 3 Sea S un subespacio de R® generado por

a) Hallar una base ortonormal del nucleo de f.

b) Escribir el vector a = (— 1,2,2) que pertenece al ndcleo, utilizando la base hallada.
c) Encontrar la matriz A asociada a f y la forma explicita f(x, Y, z).

d) Hallar los subespacios nucleo e imagen de la transformacién g = f o f .

5 0 0
EJERCICIO 4 Sealamatriz M =[0 -1 b |conay b reales tales que el sistema homogéneo M - X =0
3 0 a

con X e R¥*y 0 eR¥*, tiene soluciones distintas de la trivial. Demostrar, o justificar claramente, que M es
diagonalizable.



ALGEBRA Y GEOMETRIA ANALITICA — EXAMEN FINAL — 07/12/2016

Afio de Cursada: ............. Especialidad: .....ccooeeererirrennnen. Profesor con quien CUISO: ...ccceeceeeceeece st e
7 EJ. 1 E . E '4 P
CORRIGIO EJ.2 J.3 J CALIFICACION
alblclalblclalblec a b PROPUESTA

Calificacion FiNal: oo

Ejercicio1l. Sean los planos
m=x+y+taz=1,n,=ax+y+z=1n3=2x+y+z=a.
a) Hallar el valor del parametro a para que los tres planos
tengan sélo una recta en comun, r.
b) Expresar la ecuacion vectorial paramétrica de r.
c) Calcular el punto simétrico, Q, de P(1, 0, —2) respecto de r.

X —-3x+y—z
Ejercicio2. SeaT Ky)l = < —7x+5y—2z ) una transformacion lineal de R3— R3.
z —6x + 6y — 22
a) Hallar los autovalores de Ty los subespacios de autovectores asociados a cada autovalor.
b) Unir en un Unico conjunto, C, las bases de los subespacios hallados en el item a). é Cualquier
combinacién lineal de los elementos de C es un autovector de T? Justificar la respuesta.
c) Sea Sc el subespacio generado por el conjunto C. Hallar, si existe, una base ortonormal del

subespacio ortogonal a Sc, S¢.

Ejercicio3. Sea M=(Ccl Z

g(M)=3b.
a) Demostrar que fy g son transformaciones lineales.
b) Determinar los subespacios Nucleo e Imagen de ambas transformaciones, mencionar sus

dimensiones.
c) Hallar, si es posible, gof y fog.

) € R®2. se definen las transformaciones f(M)=-MTy

0 2
Ejercicio4. Sead =1, — ( ) donde I; es la matriz identidad de orden 2.

-1/4 3/2
a) Comprobar que A? es proporcional a A y deducir la expresién general de A"con n e N.
b) Analizar si la siguiente proposicién es verdadera o falsa:
La transformacion lineal f: R2—R2? .cuya matriz asociada es A, es la
proyeccién ortogonal sobre un subespacio S.
En caso de ser falsa, justificar la respuesta. Si es verdadera hallar el subespacio Sy dar del
mismo una interpretacién geométrica.




UNIVERSIDAD TECNOLOGICA NACIONAL - Facultad Regional Haedo

EXAMEN FINAL DE ALGEBRA Y GEOMETRIA ANALITICA - 15/12/16

A U321 o Especialidad: ........ccoceevvveiviivniniesnnn,
Profesor con quien curso la asignatura:..........cccoceeeeereieseeeennns Afio de cursado: ...........
Ejercicio la 1b 2a 2b 2c 2d 3a 3b 3c Nota
Corrector Propuesta
Calificacion: .......cooovvviiiiiiiien, N
z
C
3
Ejercicio 1: Sea el cuerpo de la figura. G
a) Hallar la ecuacion de un plano que divida al cuerpo en dos partes de '
igual volumen. D ol
b) Un punto de la recta que une G y F que esté a una distancia del punto B
de /20 unidades. Dar todas las respuestas posibles. /
3 A
« ~E
Ejercicio 2:
1 00
Sean las matrices AcR®3, tal que A-AT=1, con | matriz identidad de R**yB=|-2 1

3 a

a) Obtener todos los valores reales de a tales que det (2- (A 1)2-BT) =24,

b) Obtener los valores reales de a tal que el nicleo de f:R®*—>R®/f(X)=B-X tenga
dimensién mayor o igual a 1.

c) Paraa=0, demostrar que existe una sola matriz YeR®® que verifica que B-Y—-B?=l.

d) Para a=2, justificar claramente cuales de las siguientes afirmaciones son verdaderas o
falsas:
d1) El sistema de ecuaciones lineales B - X=0 tiene como Unica solucion a la trivial, con O

matriz nula de R®,

d2) B esdiagonalizable.
ds) Elvector vV =(0,2,4)es un autovector de B.

Ejercicio 3: Sea el subespacio S= {(x, y,2)eR*/Xx-2y=0Ay-12= 0} y las transformaciones
lineales f :R®* > R® y g:R® > R®. Se sabe que f le asigna a cada vector de R® su proyeccion
ortogonal sobre el plano 7 y que S es el nucleo de f. De la transformacion g se conoce que todo

1 5 0 2
vector V €S se mantiene invariante (g(v) =v),que g|0|=|-1|y g|2|=|—-2]|.
0 1 0 0

a) Dar la ecuacion del plano =.
b) Dar la forma explicita de g y la matriz asociada a la transformacidn segln la base canonica.

c) Demostrar que g(¥ — f(¥)) = ¥ — f(¥X), V¥ € R3.

v



Examen Final de Algebra y Geometria Analitica. Febrero 2017

ApPellido/s, NOMDIe/S:.....ccooie e Especialidad: ....................
Profesor con quien CursO: ..........cvovvvviiieiieiieinnnenaena e ... ARO de cursado: .........
1 2 3 4 Corrector/Nota propuesta
Calificacion:........ccocoecvvvveniniinieienns

Ejercicio 1. Sea el conjunto de vectores de R®
A= = (15K +1), v, = (2-11),v; = (Lk+2:4),v, = 1,2:-2)},
las rectas r, = OP =X\71 VieR YT, = OP = & 2,2+ ME VA'e R,y los planos
m, =OP=PBVv,+ 7V, VB, ¥y R y 1, =0P=(3,21) + B'(5:-5:) + v'(7;-L7) VB Vy'cR.
a) ¢Para qué valores de k e R, r1 resulta paralela a m1? Justificar la respuesta.

b) Si k=0 verificar que m; es paralelo no. Calcular la distancia entre ambos planos.
c) Hallar las coordenadas de un punto Q perteneciente a la recta r> que equidiste de los puntos

B(-3;2;1)yC(1;2;3).

Ejercicio 2. Sea AcR*? de columnas C1; Cz; C3 con CjeR*? para j=1, 2, 3y sea a=det(A). Sea
B la matriz de columnas B1=C1+C,, B>=2C1+3C3, B3=Cs.

a) Calcular el determinante de B en funcion de a.

b) EIl sistema de ecuaciones lineales homogéneo (A— B)X =0 con XeR*! es compatible

indeterminado cualesquiera sean las C;. Demostrarlo o dar una justificacion clara.

Ejercicio 3. Determinar si cada una de las siguientes afirmaciones es verdadera o falsa. Si
resulta verdadera, demostrarla; y si es falsa, proponer un contraejemplo.

a) Si v,, v, son vectores ortonormales en un espacio vectorial V = el conjunto {vl,vz} es
linealmente independiente.

b) Si v;, v, son vectores ortogonales en un espacio vectorial V = el conjunto {vl,vz} es
linealmente independiente.

Ejercicio 4.  Sea una transformacion lineal de R®*—»R?3 con matriz asociada A respecto de la base
canonica de la que se conoce que es simétrica y ademas que:
f(2;1;0) = (8; 6; 4),
f(1;1;0)=(5:4:2),
¥ =(2,1,2) esun autovector de f.
a) Hallar la matriz A.
b) Determinar una base ortonormal respecto de la cual la matriz asociada a f sea diagonal. En
caso de no ser posible, justificar la respuesta.



U.T.N. F.R.H. — Examen final de Algebra y Geometria Analitica — 23 de Febrero 2017

ATUMNO: o Especialidad: ........c.ccccoovvveiviinnnn,

Profesor con quIien CUFSO:.......ccoverererenese e, Mesy afio de firma TP: ................

Corrector 1 2 3 Calificacion
a b a b c d a b c d propuesta

Calificacion Final: ............cooiiii i e,
Ejercicio 1. Dado el prisma recto, de base rectangular indicado en la figura:

z

a) Escribir la ecuacion del plano 7, que contienen
a los vértices A, C y D. Hallar las coordenadas
del punto M, sabiendo que es el punto medio del

segmento AB y calcular la distancia del punto M
al plano r.

b) Si este cuerpo tuviese que acomodarse en el
interior de una caja con forma de paralelepipedo
rectangular, ¢cudl seria la altura minima que dicha
caja debe tener? Explicar como debe acomodarse
el cuerpo en ella.

Ejercicio2.  Dado S = {(x; y;z)eR® [ 2x -z = O}, se pide:

a) Demostrar que S es subespacio de R®.

b) Si f:R® >R*/ f(;): proy, (;) describir geométricamente los subespacios imagen y
nacleo, proponer para cada uno de ellos una base e indicar las correspondientes
dimensiones.

c) Describir geométricamente cuéles son los autovectores y autovalores de f(;) indicando los

autovalores y los subespacios de autovectores correspondientes.
d) Escribir explicitamente la transformacion lineal f y su matriz asociada.

Ejercicio 3. Determinar el valor de verdad para cada una de las siguientes afirmaciones,
justificando su respuesta. Si resulta verdadera, demostrarla; si es falsa, proponer un contraejemplo:

a) Si AeR™" con 2A* — A =1, entonces no existe A",

b) SiM = {d; E} es un conjunto de vectores ortonormales de R?, entonces:
C={db;dx(dxb);dx(dxb);(@xd)xb;dx b}essistema de generadores de R®.

¢) Side una transformacion lineal f :R® — R?, se conoce que:

—2 1 2 1 0) (-2
fl-1|=-3|-1|, f|-1|=]| 0 |y f|-2|=]| 3 |,
1 1 3) (-2 4 0

entonces dicha transformacion lineal es Unica.
d) Sea el sistema inhomogéneo A-X =B, con AcR™ A XeR™ A BeR™ AB=#0.Si
det(A) = 0, entonces el sistema resulta incompatible.




U.T.N. F.R.H. - Examen final de Algebra y Geometria Analitica — 2 de Marzo 2017

ATUMNO: i Especialidad: ........c..cccoovvveiviinnnn,
Profesor con quIien CUFSO:.......ccoverererenese e, Afo de Cursado: .......cce.ee.
Ejercicio 1 2 3 4
Corrector a b a b c a b a b e d Nota Propuesta

Calificacion Final: ........oooiii i

Ejerciciol. Se conocen:
m=x+y+z=6n,=x—-y=0;13=y—-2z=0m,=z2=0n;=ax—y=0.

a) Los planos m,,,, 3, m, limitan un tetraedro. Obtener el area del
triangulo de la cara que esta sobre 7.

b) Dar un valor de a € R para el que los planos my, s, 3, T4 NO
formen un tetraedro. Justificar la respuesta.

0 2
Ejercicio2. SeaA=1- <_1 g) donde I es la matriz identidad de orden 2.
4 2

a) Comprobar que A? es proporcional a A.

b) Deducir una expresion general para A™ Vn € N. Sugerencia: usar el resultado anterior.

c) Analizar si la siguiente proposicion es verdadera o falsa. Justificar la respuesta.
Si B € R?*1 X € R?>*1 es tal que el sistema de ecuaciones A - X = B, con A definida en el
enunciado general, tiene infinitas soluciones entonces A% - Y = B con Y € R?*1 también tiene
infinitas soluciones.

Ejercicio 3. Sean dy b dos vectores ortonormalesde R®, ¢ =d + by d = @ — b.
a) Demostrar que ¢y d son dos vectores ortogonales no nulos de R®.

b) Sidy b fuesen vectores ortogonales no nulos de R3, ;serian también ¢ y d vectores ortogonales
no nulos de R*? Justificar la respuesta en forma clara.

Ejercicio4. Seaf:R3® — R3 unatransformacion lineal tal . f()

que al cuerpo compuesto de la figura, un cuarto de

circunferencia de radio 3 sobre el plano xy y una varilla

vertical de longitud 1, lo gira y lo deforma de modo que la

imagen resulta en un cuarto de elipse sobre el plano xz y la

varilla estirada y rebatida sobre el eje y como esta indicado.

a) Indicar como es el giro y cuales son las deformaciones
que produce f(X).

b) Dar la forma explicita para £ (X) y hallar su matriz asociada.

c) Justificar, geométricamente o con un calculo adecuado, cuales son los subespacios de
autovectores de f(x) y cuéles los autovalores correspondientes.

d) Justificar, geométricamente o con un célculo adecuado, cuales son los subespacios de
autovectores de (fof) (%) y cuales los autovalores correspondientes.
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