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INTRODUCCION

El concepto de matriz alcanza multiples aplicaciones tanto en la representacion y manipulacion de
datos como en el calculo numérico y simbdlico que se deriva de los modelos matematicos
utilizados para resolver problemas en diferentes disciplinas como, por ejemplo, las ciencias
sociales, las ingenierias, economia, fisica, estadistica y las diferentes ramas de las matematicas
entre las que destacamos las ecuaciones diferenciales, el calculo numérico y, por supuesto, el
algebra. Para obtener informacién sobre la historia del algebra de matrices recomendamos [W5].

En este math-block presentamos algunos tipos de matrices, analizamos las principales operaciones
con matrices y damos algunas aplicaciones del algebra de matrices. Ademas, mostramos las
posibilidades que nos brinda el programa Mathcad para el calculo matricial. Para completar el estudio
sobre este tema, recomendamos la lectura de los math-blocks sobre determinantes, matriz inversa y
sistemas de ecuaciones lineales.
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OBJETIVOS

Conocer algunos tipos de matrices.

Conocer las principales operaciones con matrices.

Conocer algunas aplicaciones del calculo matricial.

Conocer las facilidades del célculo matricial usando el programa Mathcad.

CONOCIMIENTOS PREVIOS

Es recomendable haber leido, previamente, los math-blocks introductorios a Mathcad.

CONCEPTOS FUNDAMENTALES

a

Definicion de matriz

Los arreglos rectangulares de numeros como el siguiente

&8 -1 0
5 05 3

reciben el nombre de matrices. Mas formalmente, dado un conjunto X, se denomina matriz de
n filas y m columnas a un conjunto de nxm elementos de X, dispuestos en un arreglo rectangular
de n filas y m columnas. Las caracteristicas de los elementos del conjunto X dependeran, en
cada caso, de la naturaleza del problema que se esté estudiando. X puede ser un conjunto de
funciones, de palabras de un alfabeto, de numeros, etc. De aqui en adelante, salvo que se
especifique lo contrario, los elementos del conjunto X seran numeros reales y denotaremos el

conjunto de todas las matrices de orden nxm (n filas y m columnas) por M

nxm*

En general, para representar una matriz A de orden nxm se escribe

También se escribe A=( aii) (i=1,..,ny j=1,..,m) para indicar que A es la matriz de orden

nxm que tiene elementos a; . Las matrices se denotan con letras mayusculas y sus elementos
con la misma letra mindscula acompafada de dos subindices que indican su posicion en la
matriz; el primer subindice indica la fila y el segundo la columna. Es decir, el elemento a; es
aquel que se encuentra en la fila iy la columna j de la matriz A. Por ejemplo, si denotamos por

M la matriz inicial, entonces el orden de M es 2x3 (2 filas y 3 columnas) y sus elementos
son:m,, =8, my, =—1,, m; =0, m,; =5, m,, =0.5y m,; =3.
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Dos matrices A=(aij )y B=( bzi ), de orden nxm, son iguales si a; = bz‘i paratodo i=1,..,ny

J =1,...,m. Es decir, dos matrices son iguales si los elementos que ocupan la misma posicién
en ambas matrices coinciden.

o Algunos tipos de matrices

Matriz Cuadrada: Es aquella que tiene igual nimero n de filas que de columnas (n=m). En ese
caso se dice que la matriz es de orden n. Por ejemplo, la matriz

1 3 =2
A=|0 -3 3
4 02 1

es cuadrada de orden 3.

Denotaremos el conjunto de todas las matrices cuadradas de orden n por M, . Asi, en el
ejemplo anterior, Ae M,.

Los elementos de la diagonal principal de una matriz cuadrada son aquellos que estan situados
en la diagonal que va desde la esquina superior izquierda hasta la inferior derecha. En otras

palabras, la diagonal principal de una matriz A=(al.j) esta compuesta por los elementos
a,,,d,,...,a,,.En el ejemplo anterior la diagonal principal esta compuesta por los elementos:

a,=1,a,,=-3,a,=1.

Matriz Nula: Una matriz es nula si todos sus elementos son iguales a cero. En el siguiente
ejemplo se muestra la matriz nula de orden 3x2.

S

Il
o o o
o o o

Mas adelante veremos que la matriz nula, respecto a la adicién y multiplicacion de matrices,
juega un papel similar al numero cero respecto a la adicion y multiplicacion de numeros reales.

Matriz Diagonal: Una matriz cuadrada, A=(aij ), es diagonal si a,; =0 para [ # j. Es decir, si

todos los elementos situados fuera de la diagonal principal son cero. Por ejemplo, la siguiente
matriz es diagonal:

Matriz Unidad: Es una matriz diagonal cuyos elementos de la diagonal son todos 1. A
continuacion mostramos la matriz unidad de orden 2.

o)
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Mas adelante veremos que la matriz unidad, respecto a la multiplicacion de matrices, juega un
papel similar al numero 1 respecto a la multiplicacion de numeros reales.

Matriz triangular: Es una matriz cuadrada en la que todos los elementos situados por debajo (o
por encima) de la diagonal principal son cero. Por ejemplo, la siguiente matriz es triangular:

2 -1 &
T=[0 6 4
0 0 1

Este tipo de matrices también se conoce como matriz escalonada. En algunos casos se hace la
distincion entre las matrices triangulares superiores o inferiores en dependencia de los
elementos nulos de la matriz; los que estan por debajo o por encima de la diagonal principal.

Segun se puede ver en el Math-block sobre sistemas de ecuaciones lineales, el concepto de
matriz triangular (o escalonada) es de vital importancia en el estudio de los sistemas de
ecuaciones lineales.

Mas adelante, después de estudiar las operaciones con matrices, veremos algunos tipos
importantes de matrices como es el caso de las simétricas y las ortogonales.

0 Adiciéon de matrices
Sean A4,Be M, . La matiz C=(c,)e M, es la suma de las matrices A=(a;)y
B=(b;),ysedenota C = A+ B, sisus elementos cumplen:
¢, =a;+b, (=12,.,n, j=12,.,m)
Ejemplo
Consideremos las siguientes matrices:
2 4 4 4 -1 3 4
A=[-1 3 B=|2 4 M=]2 0 2
0 2 -1 0 -1 -3 5
Las matrices A y B son de orden 3x2, mientras la matriz M es cuadrada de orden 3. Por tanto, no
podemos calcular la suma de Ay M y tampoco la suma de B y M, en cambio, si podemos sumar
Ay B ya que tienen el mismo orden. Esto es,
2 4 4 4 2+4  4+4 6 8
A+B=|-1 3 |+| 2 4|=|-D+2 3+4|=|1 7
0 2 -1 0 0+(-1) 2+0 -1 2

Es facil deducir las siguientes propiedades de la adiciéon de matrices de orden nxm:

e Conmutativa: A+B =B+ A4, VA,Be M, "

e Asociativa: A+(B+C)=(4+B)+C, VA4,B,CeM,,,

"'V : Cuantificador universal. Se lee “Para todo”. 3 : Cuantificador existencial. Se lee “Existe”
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nxm VAEMnXm: A+O0=0+A4=A4
-ADHeM,,: A+EAH=(-AH+4=0

e Elemento neutro (la matriz nula): 30 M

e Elemento opuesto: VAe M

nxm

En virtud de las propiedades anteriores de la adicion de matrices, “+”, (ley interna) resulta que
(M m ,+) tiene estructura de grupo conmutativo. (Ver [8] para profundizar en la estructura de

grupo)

Multiplicaciéon de una matriz por un nimero
Se denomina producto de una matriz’ A= (a;)e M

B=(b,)e M

por un nimero A a una matriz

nxm

cuyos elementos son de la forma

b.=a, (i=1,...,n; j=1...,m)

i y
Es decir, la matriz producto, B, es la que se obtiene multiplicando el nimero A por cada uno de
los elementos de A. De aqui en adelante consideraremos que A es un nimero real.

nxXm

Ejemplo
2 0 -1

Consideremos la matriz A=|—-2 0 4 |y el namero A =-5. Entonces, el producto de A
5 7 0

por A es:

2 0 -1} (=10 0 5
Ad=(-5-2 0 4 |=| 10 0 =20
5 70 -25 =35 0

El producto de una matriz por un numero es una ley de composicién externa que cumple las
siguientes propiedades (Ver [8] para profundizar en leyes de composicion):

e Distributiva mixta del producto respecto a la suma de matrices

MA+B)=24+AB VAeR, V4,Be M

nxm
e Distributiva mixta del producto respecto a la suma de numeros reales

(A+8)A=24+d4 VA,0€ R, VAeM,,

e Asociativa mixta

(A6)A=A(04) VA,6€ R, VAeM

nxXm

e Elemento neutro para la ley externa

% En esta definicion damos por supuesto que se cumple la propiedad conmutativa de la multiplicacion
del nimero A por los elementos de 4.

Proyecto e-Math 5
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14=4 VAeM,  yleR
En virtud de estas propiedades y de las anteriores de la suma de matrices, resulta que el conjunto
M .. delas matrices de orden nxm, respecto a la ley de composicion interna, “+”, y a la ley de
composicion externa, producto de una matriz por un nimero, tiene estructura de espacio vectorial
sobre el cuerpo de los numeros reales (Ver [W7] y [2] para profundizar en la estructura de espacio
vectorial).

0 Multiplicacion de matrices

Se denomina matriz producto de la matriz A= (a;)e M, porla matriz B=(b,)e M, a

nxm

una matriz C =(c,, )€ M, cuyos elementos son de la forma

P

im™~ mk

m
¢y =ayby +ayby +--+a,b,, = zaijbjk
=

Es decir, los elementos que ocupan la posicion ik, en la matriz producto, se obtienen sumando
los productos que resultan de multiplicar los elementos de la fila i en la primera matriz por los
elementos de la columna k de la segunda matriz. Observemos en detalle como se obtiene el
elemento c,; en el siguiente ejemplo:

L3Y | g (7 2H
AB:B(zOJ: 0 4 [M]=C
0 4 -8 0 12

fila 2 por columna 3 = elemento que ocupa la posicién 23

2
023 = zaQij3 = a21b|3 + a22b23 = 25 + (—1)'3 = 10 —3 = 7
Jj=1

Dos matrices se pueden multiplicar sélo cuando el nimero de columna de la primera matriz sea
igual al numero de filas de la segunda. En ese caso se dice que las matrices son enlazadas.

En el siguiente ejemplo podemos ver ademas cual es el orden de la matriz producto.

A
Il
[T )
— N W
S o b
N =
&
Il
W O - DN
NS I O B ]

3x4
4x2

AB=

[T )
— N W
S NN B
N = N
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Notese, ademas, que no podemos calcular B-A.

2 2
2 3 4 4
11
%: 1 2 21
02 010 6
324X2 3x4
N

Hay casos, como veremos en el siguiente ejemplo, en los que se pueden calcular ambos
productos aunque se obtienen resultados diferentes.

Consideremos las siguientes matrices:
0 2
4 3 2
A= yB=|1 3
1 2 3
30

Entonces, por un lado,

0 2

4 3 2 9 17
A'B= 1 3|=

1 2 3 11 8

30

y por otro lado,

0 2 2 4 6

4 3 2
BA=|1 3 =17 9 11

1 2 3
30 9 6

Segun se pudo comprobar a través de los ejemplos anteriores, para la multiplicacién de matrices
no se cumple la propiedad conmutativa. Veamos algunas propiedades de esta operacion:

e Asociativa

A(B-C)=(A4-B)C, VA, B, C: Ae M, ,BeM,,k, Ce kap
e Elemento neutro (Es la matriz unidad)

HeM, VAeM,: Al=1-4=A4
e Distributiva (mixta)

A(B+C)=AB+ AC, VA4,B,C: Ae M, BCeM,k,

En virtud de estas propiedades y de las anteriores de la suma de matrices, resulta que el
conjunto (Mn,+,-) de las matrices cuadradas de orden n, respecto a las dos leyes de

composicion interna, “+” y “”, tiene estructura de anillo unitario no conmutativo (Ver [8] para
profundizar en la estructura de anillo).

Otras observaciones importantes:

Proyecto e-Math 7
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e Existen divisores de cero: En general, A'-B =0 no implica que A=0 o B=0. Por

ejemplo,
1 0Y0 0) (0 0
2 018 1] lo of

e No se cumple la propiedad cancelativa: En general, A-B = A:C no implica B =C. Por

ejemplo,
1 0yl 0) (1 oY1 0
2 0]l8 1] (2 o]s5 3

e No se cumple la formula del binomio: En general, (4+ B)*> # A* +2AB+ B* yaque el
producto no es conmutativo.

o Matriz invertible

Una matriz cuadrada A es invertible si existe una matriz, que denotaremos por A" , que cumple
A4 =4"4= 1,

. . . -1 .
donde [ es la matriz unidad. En ese caso se dice que A~ eslainversade A.

Por ejemplo, la matriz

2
A=|-1 3
3
es invertible y su inversa es
3 _4 7
31 31 31
-1 B3 _7 _1
4= 31 31 31
_9 12 10
31 31 31
ya que
3 4 7

2 4 331 T30 031

100

1| B _7 1| _

aat=|-1 3 4| B JIllg g o=
30 1)_9 12 10| lo o1

31 31 31

Para un estudio detallado sobre matriz inversa recomendamos el math-block titulado “Matriz
Inversa”.

0 Matriz traspuesta

La traspuesta de una matriz 4 = (a,)e M es lamatriz 4" = (a,)e M,,,, que se obtiene

nxm?

a partir de la matriz A al intercambiar las filas por las columnas (o viceversa).

Proyecto e-Math 8
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4 1
4 3 2 r
La traspuesta de la matriz 4 = { 2 3 es A =3 2
2 3

Propiedades:

e Dada una matriz, siempre existe la traspuesta y ademas es unica
e (4") =4

e (4+B) =A"+B"

o (M) =24", con AeR

e (4B) =B"-4"

o ) =)

o Otros tipos de matrices

Matriz simétrica: Es una matriz igual a su traspuesta:

A es simétrica & A" = A

Un ejemplo de matriz simétrica es el siguiente:

AT

W
Il
I
Il

Las matrices simétricas tienen ese nombre debido a que presentan simetria respecto a la
diagonal principal. En otras palabras, una matriz A=(aii)e Mn es simétrica si cumple

a; =a, para i = L..,n,y j=1..,n
Matriz antisimétrica: Es una matriz igual a la opuesta de su traspuesta. En otras palabras,

A es antisimétrica & A’ =—A.

La siguiente matriz es antisimétrica:

0 -9 3
A= 9 0 1
-3 -1 O

Matriz ortogonal: Es aquella cuya traspuesta es igual a su inversa. Es decir, es aquella que
multiplicada por su traspuesta da como resultado la matriz unidad. Esto es,

A esortogonal & AA" =1 & A" =4"

La siguiente matriz de funciones es ortogonal:

Proyecto e-Math 9
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senx —Cosx
cosx  senx
Para comprobarlo es suficiente con aplicar la definicion y tener en cuenta que
sen’x+cos’ x =1.

D)((

Las matrices ortogonales de orden 2 son de la forma:

a b a b
A = (o] A =
-b a b —a
donde a y b son numeros reales tales que a” +b° =1.

Matriz involutiva: Es una matriz que coincide con su inversa. Esto es,

A esinvolutiva & A* =1

La siguiente matriz es involutiva:

-1 0 , (-1 0Y-1 0) (1 0
A: , A = =

0 1 0 110 1 0 1
Es evidente que esta matriz también es ortogonal.

Matriz idempotente: Es una matriz igual a su cuadrado. Es decir,

A esidempotente & A’ =A.

)

Matriz nilpotente: Si 4 es una matriz cuadrada y A" =0 para algun numero natural &, se dice

La siguiente matriz es idempotente:

que A es nilpotente. Si k estal que A" #0 y A* =0, se dice que A es nilpotente de orden
k. A continuacion mostramos una matriz nilpotente de orden 2.

-8 0 0 0 O
A=10 0 O A*=[0 0 0
0 0 0 O
Naturalmente, la matriz 4 es un divisor de cero.
Proyecto e-Math 10
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CASOS PRACTICOS CON SOFTWARE

o Operaciones con matrices usando Mathcad
¢, Como editar matrices?

Para editar matrices utilizando Mathcad se siguen los siguientes pasos usando la barra de
herramientas Math:

f

]
5 Insert
Delete
Cancel

Coldmnsz:

=F
=t
=
®

-zt
b=
L=

il

Se introduce el numero de filas y de columnas y luego se introducen los elementos de la

matriz /

¢, Coémo asignar una matriz a una variable?

Para asignar una matriz a una variable se escribe la variable y luego dos puntos, “.”. Después
se introduce la matriz por el procedimiento de antes.

¢,Coémo calcular?
Una vez asignada la matriz a una variable, la suma, producto, producto por un nimero y
potencias, se hacen como si se tratase de numeros. En el caso de la traspuesta y otras

operaciones exclusivas de las matrices se utiliza la barra de herramientas Matrix.

Por ejemplo, introducimos las siguientes matrices:

243\ 02\
A=|-13 4 4 3 2) B=|13
301, {123, 30,

Luego calculamos:

Proyecto e-Math 11
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2 4 4 73 96 132
9 17 3

BlM=|7 2 11 M-B= " g AT =48 43 34
12 9 & 36 T2 BS

g 16 21

A+ 3(BM=|20 30 37

39 27 18

Ademas de la barra de herramientas Matrix, como mostramos a través del siguiente ejemplo,
podemos usar la barra de herramientas Symbolic:

Symbolic ]

— . Modifiers
flo

solv

complex assume
simplify  substitute
factor expand coeffs
collect Series parfrac
fourier laplace Zrans

invfourier \invlaplace imztrans

MY — ! — M| —
33° T 320 2 15 12
21 31, 8 7,

o Matrices input-output

Las matrices input-output (entrada-salida) se aplican al considerar un modelo simplificado de la
economia de un pais en el que la actividad de cualquier empresa puede considerarse en algunos
de los sectores basicos: la industria (I), la agricultura (A), el turismo (T) y los servicios (S). Las
empresas compran (inputs), transforman los productos y luego venden (outputs).

Para tener una idea del modelo, supongamos que los datos de la economia de un pais ficticio son
los de la tabla siguiente, donde las cantidades se dan en algun tipo de unidad monetaria.

| A T s Demanda Output En cada fila se indica el valor de las
ventas efectuadas por cada sector a

| 50 23 4 6 200 283 cada uno de los sectores restantes
asi como las ventas internas, la

A 12 70 15 9 70 176 demanda, que representa el valor de
las ventas efectuadas a los

T 1 1 50 15 |350 417 consumidores y a otros paises, y el
output total del sector que se obtiene

S 80 90 85 87 43 385 sumando todas las ventas de ese
sector. Por ejemplo, en el caso de la

Proyecto e-Math 12

Financiado por la Secretaria de Estado de Educacion y Universidades (MECD)



D)((

UocC

www.uoc.edu

Algebra de matrices

industria, el valor de las ventas internas fue de 50, el valor de las ventas al sector agrario fue de
23, en el caso del turismo fue de 4, y en los servicios de 6. El valor de las ventas efectuadas a los
consumidores y a otros paises (demanda) fue de 200. Entonces el output total fue de 283.

A partir de la tabla anterior se definen las siguientes matrices:
Matriz de outputs

Matriz de transacciones Matriz demanda final

50 23 4 6) 200 283)

12 70 15 9 70 176
M = D:= O:=

1 1 50 15 350 417

80 90 85 87, 43 385

J J

Y a partir de los elementos de las matrices M y O se puede construir una matriz tecnolégica, T,
que representa la proporcién de las transacciones intersectoriales respecto al output total de cada
sector.

50
283
12
283
1
283
80
283

23
176
70
176
1
176
90
176

417
15
417
50
417
85
417

6
385
9
385
15
385
87
385

Toda la informacién de la tabla se puede expresar en forma matricial a través de la siguiente
relacion: O = T-O + D, es decir,

(50 23 4 6 )

%3 176 417 385

1z 70 15 o |{z:3) {20
183 176 417 335 || 176 70
11 om 15 ||ar]| |30
283 176 M7 385 || 385 4
o0 85 %7
| 283 176 @17 35

Esta formula permite hacer estudios destinados a planificar la economia.

0 Modelo metalurgico

Supongamos que una empresa fabrica tres modelos de maquinas herramientas, M1, M2 y M3,
y como materia prima fundamental utiliza tres tipos de metales, Hierro (H), Niquel (N) y Cobalto
(C). La cantidad de materia prima que necesita para fabricar cada maquina, expresada en

toneladas, se muestra en la siguiente tabla a la cual le hacemos corresponder la matriz A.

Proyecto e-Math 13
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H N C 5 04 02
M1 |5 04 |02 a=) 4 0301
35 05 02

M2 4 0.3 0.1

M3 3.5 0.5 0.2

Las mejores ofertas de la materia prima corresponden a los proveedores P1, P2 y P3. Los
precios por tonelada (expresados en cierta unidad monetaria) impuestos por cada uno de los
proveedores a cada uno de los metales aparecen en la siguiente tabla:

P1 P2 P3 160 155 150 \
B:=| 6000 6250 7200
3000 3010 2995,

H 160 155 150

N 6000 |6250 |7200

C 3000 3010 2995

Queremos hacer una tabla de doble entrada que muestre el gasto en materia prima por modelo
de maquina y proveedor. Dicha tabla se obtiene a través del siguiente producto matricial:

3800 38¥7 4239
&A-B=| 2740 2796 30595
4160 42695 4724

La tabla obtenida es:

P1 P2 P3 Para interpretar los datos de esta tabla tomaremos
como ejemplo el modelo M3 con el proveedor P1: Si
M1 3800 3877 4229 compramos la materia prima al proveedor P1, los

gastos por cada maquina del modelo M3 seran de
M2 |2740 |2796 3059.5 4160 unidades monetarias. Analizando la tabla
podemos concluir que resulta mas econdmico
M3 4160 4269.5 4724 comprar la materia prima al proveedor P1.

0 Matriz de adyacencia de un grafo
Un grafo G=(V, E) es un par ordenado formado por un conjunto V (finito no vacio) de objetos
llamados vértices y un conjunto E de pares no ordenados de vértices diferentes denominados
aristas. Una arista formada por los vértices v, v, se denota por v,V yse dice que los vértices
v,y v, son adyacentes.
Consideremos el grafo representado en el siguiente diagrama:

Proyecto e-Math 14
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v, Vv,

En este caso el conjunto de vértices es V ={v,,v,,v;,v,} y el conjunto de aristas es

E={yv,,vv,v,v;,v,v,,v,v,}.

Un recorrido de longitud/, del vértice u al vértice v es una secuencia finita de vértices,
u=v,, v,..,v, =V, talque v, es adyacente a v, para 1<i </

La matriz de adyacencia de un grafo G de n vértices, denotada por A(G), es una matriz
cuadrada de orden n que tiene un 1 en la posicién ij si los vértices v,y Vv, son adyacentes y un

0 en caso contrario. Es decir la matriz de adyacencia de un grafo se define como A(G) = (aii ),
donde

1 sivy ek
7700 sivy, e E

La matriz de adyacencia es simétrica y sus elementos de la diagonal principal son todos cero.
La matriz de adyacencia del grafo de antes es:

010 1)
1011
0101
1110,

A(G) =

Un resultado conocido y muy utilizado en teoria algebraica de grafos es el siguiente:
El nimero de recorridos de longitud / en un grafo G, del vértice v, al vértice v, es el elemento

. . s . . l
que esta en la posicion ij de la matriz 4'.

Para ilustrar el resultado anterior vamos a calcular el nimero de recorridos entre los veértices v, y

v, del grafo anterior para 0 </ < 5. Las potencias de la matriz de adyacencia son:
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1000 0101 2121
o 0100 1011 » 1312
A(G) = AG) = A(G)” =
0010 0101 2121
0001 1110 1213
2525 10 9 10 9 18 29 18 29
3 [5455 4 |9 159 14 s |29 32 29 33
A(G) = AG)" = A(G) =
2525 10 9 10 9 18 29 18 29
5554 9 14 9 15 29 33 29 32

Entonces, como podemos comprobar en el dibujo del grafo, el nimero de recorridos de longitud /
(0<I<5)entre v, y v, estd dado por el elemento a5 de la matriz 4'(G). Asi, a'”15 =0,
a3 =0, a?3=2, a®3=2, a3 =10 y a®1; =18. (Ver [7] para profundizar en teoria
algebraica de grafos)
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