AUTOVALORES Y
AUTOVECTORES

Vectores que mantienen la direccion



Si A es una matrizdenxn,y X es un vector de R", distinto del vector nulo .

Entonces se denomina autovector de A, si AX es multiplo escalar de X, es decir:

A./(:/'L‘X

autovector autovalor

Autovalor X= autovector
A=3



Para hallar los autovalores partimos de la definicién:A € R™", X € R"

-=>A-X—,1X=0

(A— A1) X = 0 por propiedad distributiva

Esta expresion representa a un sistema lineal homogéneo con n ecuaciones y n incdgnitas, como no
nos interesa la solucidn trivial, buscamos X # 0O, por lo tantoel det(4A — A1) =0

Ejemplo : Dada la siguiente matriz correspondiente a una transformacién lineal de R3 — R3, hallar sus autovalores.

0 0 -2 0 0 -2 1 0 O
SR det(A— A1) = 0 1z 1)-2{0 1

1 0 3
Si resolvemos por la segunda columna:

=0

—1 0 -2
1 2-21 1 |=0 2-D[-AB-)+2]=0 autovalores
1 0 3-41 / \ A=1yA1=2

A=2 2 _
La suma de los A*=314+2=0

autovalores coincide A=1yAr=2 Y la multiplicacién de los

con la traza de la
matriz.

autovalores con el
determinante.
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PARA HALLAR LOS AUTOVECTORES, RESOLVEMOS EL SISTEMA

HOMOGENEO A — A1) X =0
sil=1
-1 0 —2
A—M=<1 2— 2 1)
1 0 3-2
-1 0 -2.0 00 00
1 10>~<o 1 —1io> y=12
0 2:0 1 0 20 X =2z

Por ser la solucion de un sistema homogéneo forman
un subespacio.

X=1 = (=22,2,2) dim(1=1) = 1
base;—1 ={(—2,1,1)}

SiA =2
2 0 —2:00 (90 O
0 1:0>~ 0 0 0
0 1.0 1o 1
' X

fﬂ=2 = (_Z' Y, Z)

dim(A =2) =2

base,-, = {(—1,0,1);(0,1,0)}
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Ejercicio 12.

Adguirir el métedo del cdlculo de autovalores y autovectores,

Para cada una de las siguientes transformaciones lineales determinar los autovalores y sus
correspondientes subespacios de autovectores asociados y, en caso de ser posible, encontrar una matnz de
pasaje que diagonalice a la matnz asociada de la transformacion. Ortonormahizar la base de autovectores
de la transformacion vy, en caso de ser posible, escribir una matnz de pasaje ortogonal.

be) @), R 5 R/ fx,.x.x,) =(x, +2x, —x,.2x, +3x,.3x,)
i@ 1-2 2 -1
0 2—2 3
0 0 3—41

=0

1 2 -
A=<O 2 3 ) det(A—Al) =0
0 0 3

R .
caracteristica

P = (-2 LG&-3) (3 -17)
P(A) =-3+6A2—-111+6 <,‘:

-A Y e -0 5L -0
- 8 ay ~2L &L =%

Autovalores: /1_=’_1' A=2y A1=3
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Resolvemos el sistema homogéneo para los valores de A hallados 1—2 2 —1
<2 - A— Al = 0 2—A 3
sil=1 A3 x =0 ( 0 0 3—1)
0 ~110\ /0 0 ~7,0\ (0 0 —750 0 0 00
(0@ 3;0)~(0 1 3 0) (0 1 ) 1 0:0 sid=3
00 20/ \o o0 0 0 @o 10 S | |
F _ o _ 0 2 2 _10 2 —ZCDEO 2 -2 1.0
X)=1 = (x,0,0) 27 (0 ~-1 3:0)~0 -1 3.0 '<—6 5 050)
) . _ 0 0 0 0/_\0 O 0:0 0 0 0:0/ 2
base;_; = {(1,0,00 ~ dmUA=1 =1 0-h N F,
SiA =2 2 =2 170\ (7%/> 0 110
— | <—6/5 é 0 O)~<—6/5 1 Oig
-1 2 -1:0 (—1 2 050> x=2y . z=0 0 0 00 o 0 O
0 0 0]l 0 0 00
0 0 d}o 0O 0 10 y =6/5x , z=2/5x
Xp=2 = (2y,y,0) %1-3 = (X,6/5%,2/5%
bases_s = ((2,1,0)) os = (0 6/5% 2/5%)
base/1=3 = {(17 6/5) 2/5)}
dim(A =2) =1

dim(A=3) =1



El conjunto de todos los autovalores correspondientes a un autovalor A, se denomina
subespacio propio correspondiente al autovalor A.

V,={% €ER"/ f(X) =A%} ={% €R"/ A% = A %}

V,={x eR*/(A— A x =0}

V3 = Nu(4A — Al La multiplicidad algebraica del autovalora

Dim V) = n — rango(4 — Al) coincide con el orden de A como raiz del polinomio caracteristico.

dim V; = multiplicidad geométrica




Determinar el valor de verdad de las siguientes proposiciones:

a) Sea A € R™"

l Si A2=A vy Aesautovalorde A, entonces A=0 o A=1l

A E Rnxn
A2 =A
A es autovalor de A = Ax = Ax

‘A=o od=1

Ax = Ax Por ser A autovalor
A*X = Ax Por ser A*> = A
Ax=AA% |

A’ =AAx ~—  PorH

A’k = A (AX) #

X
2% =A% igualando
Px—2x=0
MPix—-1x=0
(A2=Dx=0
\ No puede ser 0 por
ser autovector
(A2=2) =
va-n-o  [EEE] o N



Calcula los autovalores, los subespacios propios y sus dimensiones

4 —1 6 2 4 3 5 —8 1 3 —2 0
A=|2 1 6 B= |—4 —6 —3| C=|]0 O 4 D=4 —1 O
2 —1 8 3 3 1 O O —2 2 1 1
. ‘ A=0 A=5 A=-2
Resolvemos el para la matriz C
det(C —AI) =0

5—4 -8 1
0 —A 7
0 0 —-2-1

Son todos autovalores distintos entonces la
multiplicidad algebraica de cada A es 1, son todas
raices simples.

det(C — AI) = (5 — (=) (=2 — 1)

G-=-DEDE2Z-H) =0
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Hallamos los autovectores resolviendo el sistema
homogéneo (C — A1) X =0

siA=0
8
0 0 7 0)]~{0 0 70]~10 0 00 >
0 0 -20 0 0 10 0 0 10
| 1 | v
- ——F _ 8 XA=0 = (8y1 Sy' 0)
273 Xi=0 = ¥, 0)

éCon los datos obtenidos , podriamos dar una base del
nucleo de la transformacion, sin realizar calculos?

Alreemplazar 1 = 0 resolvemos e 1sdmV<mesn

sistemaC X =0

base;—o ={(8,5,0)}

NULIDAD DE LA MATRIZ



dim Nucleo = 1 baseyucieo = {(8,5,0)}

* EntoncessiA = 0 es un autovalor, la transformacion NO ES INYECTIVA.

* El determinante de la matriz de la transformacién es igual a O.

* Siempre que la dimensién del nucleo de la transformacién sea mayor que O,

A = 0 serad un autovalor y la dimensidon de su subespacio propio coincidira con el rango de
la matriz.



/ > ./ N A
AVER o ' : >
|3t Lol 3 4 ;

o s : ai

Matriz | Raices Autovalores | Subespacio propio dim V,
(mult. geo-
meétrica)

A 2 doble |2 doble V, =<(1,2,0), (0,6,1)> |2

9 9 Vo= (11,4} 1

B -2 doble |-2 doble Vo=<(-1,10)> 1

1 1 V=<(1,-1,1) > 1
C -2 -2 V,=<(-58,-49,14)> |1
0 0 Vo=<(8,5,0) > 1
5 5 Ve=<(1,0,0) > 1

D 1 1 V,=<(0,0,1)> 1

1-2i
1+2i




MATRIZ ASOCIADA A UNA COMPOSICION DE TRANSFORMACIONES LINEALES

Sean las transformaciones lineales

: : A I B . C
f.A.—>B yg.B—>C,dondeA,B,Cson o~ T (,f-—?—v_,_ﬁ
espacios vectoriales. / A
[ fx) - glf) |
! | | |I
La composicién lineal go f: A > C 5 "'-\t ;f'
.'x _F__.-";- \KM__ .//
— gef

Entonces la matriz de la composicion:
M(gof) =M, Mg



Fjemplo: dadas las transformaciones f: R? - R3 / f(x,y) = (x — v, v, 2x)
g R® > R*/f(x,y,2) = (x =¥,y + 2)

Hallar [g o f](X) : R? > R?

Hallar [f o g](X) : R3 -» R3
[FOBH;, b (ko ytE) = (x-2y-2, 0+, Rk -2

_ (1 -1 0 o f1(%) = (M, - M) (%)
Mf=<(1) 11> Mg‘(o ) 1) lg o f1(x) = (Mg - Mf)(x)

2 0
[f © g1®) = (M - M) o

1 =1\ g oo (1 -2 -1\ o ((1) _11 2)(3 (1)>=(; _12)(;)

0 3) 630 L 1)k

axy %03 [f o gl(x) = (x — 2y,2x + y)

VA

[fogl(X) =(x—2y—2zy+2z2x—2y)
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INVERSA DE UNA TRANSFORMACION LINEAL

Si una transformacién lineal T: V — W es biyectiva, entonces existe T~1: W — V, que
también es una transformacion lineal.

SeaT; R3 > R3/f(x,v,2) = (x — 2y,y + z,—3Y)
Luego de verificar que es biyectiva,

calculamos la matriz inversa de la

.. Calculamos el nucleo de T:
transformacion.

Vemos que en esta matriz podemos pivotear

) tres veces, entonces el Nuy = (0,0, 0) — ES INYECTIVA

Si la dimensién del nucleo es O, la
dimensién de la imagen sera 3,
entonces:

Im(T) = R3 — ES SOBREYECTIVA

—2

0
0 &3




0
1
0

)

0 1 =2
° ( ©
1_1 0
BB

~2/3
~1/3
1/3

—2/3

S O
_ o O

0'1 0
110 1 1/3
00 0 —1/3

0i{1 0 0
10 1 0 >ﬂ~
0i0 0 —

1/3

T~ R >R /f(x,y,2) = (x —%/32," Y32, y +1/32)

Verificamos que (T o T 1) (x) = (T 1o T) (%) = (¥)



11.J) Dadas las siguientes transformaciones lineales, efectuar, con cada par de ellas, todas las

composiciones posibles si:

fRPSRY: flx,x) = (x ~x,,-2x + 31,0, - 2x),
g: R 5R 1 g(x,x,1,)=(x, - 1,,0-3x, +x,),
bR 5 R :h(x,x,,x,) = (X, = X,=x, +X,).

f o g:nose puede realizar F;,, - G343 O es posible la multiplicacion
gofiR* > R*->R G3xz * Faxz = M3y
foh: R3 > R?2 > R3 Fzxz - Hyxz = M3ys
hof: R? > R3— R? Haz I3y = My
g ° h:no se puede realizar  G3,5 - H,,3 no es posible la multiplicacién

o - PR3 3 2
heg: R > R*-R Hy,z - G3xz = Moys
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-
» £a | -

gof: R* > R? > R3 G3x3 * F3xz = M3y,
0 -1 1 1 -1 0 —2 foh:R®>—>R*-R® F3xp + Hyxz = M3ys
(o 0 o).(_z 3)= 0 -
0 -3 1 -2 1 4 _8
1 -1 1 0 -1
2 3 -(1 -1 0)= 2 -1 3
-2 1 0 -1 1 -2 1 1
(g° xy) = (—2y,0,4x — 8y)
(feh)(xy,z) =(x—122x—y+ 3z, —2x+y+2)
hof: R* - R?® —» R? Hyys « F3xp = My,
1 -1
1 -1 0) < ) 3 —4
( |-z 3 )= ( )
0 -1 1 _
o1 0 2
(ho fIxy) = (3x — 4y, —2y)
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Ejercicio 2. Decidir s1 cada una de las afirmaciones siguientes es verdadera o falsa. S1 es =

verdadera demostrarla, s1 es falsa proponer un contragjemplo. Sean 4 y B dos matrices inversibles
de R™",
a) SiA'(C+X)-B'=I entonces X=A4-B-C.
b) Si X e R™ es autovector de 4-B~' con autovalor A #0, entonces X es también
autovector de B- A pero con autovalor A" .

¢) Elrango de M = 4- B es menor que n. (C+X)-1=A-B
a) ‘ Ay B son inversibles CiX—AB
AT (C+X)-Bl=1] ta=4ar

X=A-B—C
‘ X=A-B—C
‘ A1 (C+X)-B1=1 .

A-AY - (C+X)-Bt=A-1

I-(C+X)-B1=4

(C+X)-B1-B=A-B




b) S1 X eR"' es autovector de A-B' con autovalor A #0, entonces X estambl
autovector de B- A~ pero con autovalor A".

H Ay B son inversibles
(A-BHX=1X

T (B-AHX=211x
B-BHYX=(B-AHAX
D (A-BHX=1X ( )X =( )

(B-AHA-BHX=(B-A4HAX X=(B-AHix

1
B-(A14)-B'X=(B-4HAX ~X=(B-AT)X

.J.R1 = A1
B-1-B'X=(B-A)AX AlX =B A1) X

Verdadera
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¢) El rango de M = V» ..-l"VE €S ITIEl'Il:I'LIE .

Si Ay B son inversibles su determinante es distinto de O.

El rango de Ay B es el mayor posible, igual a n.

r(AB)<r(Ad) vy  r(AB) <r(B).

Tanto a la matriz A como a la matriz B podemos
transformarla en una matriz escalonada y su rango no
varia.

En este caso el rango seria igual al de la identidad por ser
matrices inversibles

r(M) =r{)-r(B)

r(M) =r(B)

r(M) =n -




i AN

3) Sean fi R® - R? la simetria respecto del plano de ecuacion x + y +z =0 v gt R® - R® una
rotacion en sentido antihorano de 120° alrededor del gje =.
a) Encontrar las matrices 4y vy Ag de las transformaciones f v g expresadas en las bases
canonicas.
b) Determinar los autovalores de Ay vy sus respectivos autovectores. Justificar la respuesta.

¢) Hallar una base ortonormal de autovectores de Ay.

3
d) Vernificar o justificar adecuadamente que la matnz 4 = (Ag) . {Af ]3 es involutiva.

cosf —sinf O

a) < x1 — 2x2 — ZX3 _le + xz — 2x3 _2x1 — ZXZ + x3 A — Sin9 COSQ O
OP" = ( ) )
3 3 3 0 0 1
/ 1 -2 =2
3 3 3 -1 —/3
y -2 1 =2 2 2
g 3 3 3 A4g=1V3 -1
2 2 ! / 7 7 Y
3 3 3 0 0 1
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b) Determinar los autovalores de 4y y sus respectivos autovectores. Justificar la respuesta.

;Sera necesario hacer calculos?

Una baseparadl =1
Los vectores paralelos al plano son

autovalores asociadoscon 4 =1 x+y+z=0 x=-y—z=0
X=(-y—-2Y2)
Base;—1{(—~1,1,0) ; (~1,0,1)}

Los vectores paralelos a la recta normal al plano Base;-_4{(1,1,1) }
son autovectores asociados con A = —1
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& ¢) Hallar una base ortonormal de autovectores de Ay

Sélo tenemos que ortonormalizar la base del plano

7 -1 1
uq >
Base;_1{(—1,1,0); (—=1,0,1 U, = — 4 % —<—,—,0>
2 1{l( | ), [( Y )}} h= = 1 =75
Uy Uy
1 1 -1 1
s _ U2 proywily  _ U, — (Uy; Uy ). Uy (-1,0, 1)—<( 1,0,1); _2'_2’0)>'(ﬁ'_2'0)
2 ”ﬁz_PT'OYWlﬁz” ”uZ (uZ;U1> Ul” — H( 10 1) (1) (_1 1 O)H
Y, \/E . \/El\/i)

(—1,0,1)—(_71,%,0) (_71_711) =<—1 1 2)
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d) Verificar o justificar adecuadamente que la matriz 4 = (Ax )3 : (A , )3 es involutiva.

Sean f: R* — R? la simetria respecto del plano de euuar.iri-:&n x+y+z=0vyv g R > R?una

rotacion en sentido antihorano de 1207 alrededor del gje :.



Ejercicio 4.  Sea ScRel subespacio vectorial generado por el vector fii =(1,2,-2)} y sea f R'—

R’ la transformacion lineal correspondiente a la proyeccion ortogonal sobre el subespacio S

(complemento ortogonal de §).

a) Hallar la forma explicita de f y su matriz asociada.

b) Hallar los autovalores y autovectores de f Dar una interpretacion geométrica de los mismos y
mencionar que vinculo existe entre los subespacios de autovectores de [y el nicleo y la imagen

de f.

Ejercicio 5. Sea el subespacio 5= {1’5 eR* /¥ =a(LL0)+B(0,0,1), Vo, VP R}. Hallar el
subespacio S vy luego definir una transformacion lineal f:R® — R® de forma tal que S sea el
subespacio de los autovectores asociado con un autovalor A=2 y que Nu(f)=58".



2 a 0
P3. Sea la matnz M = (1 b [}) siendo a, b v ¢ parametros reales. Si se sabe que la traza de
2 0 ¢

Mes6yquev; = (0,0,1) vy v, = (1,—1,2) son dos vectores propios de M,
a) Determunar la matriz M.

b) Calcular el valor de la expresion 3M* — 7M? + 2M — [ utilizando los conceptos de valor v

vector proplo.




