U.T.N. — F.R.Haedo Algebra y Geometria Analitica

RESPUESTAS GUIA DE EJERCITACION 5 TRANSFORMACIONES LINEALES

Ejercicio 1.
1.1) Es transformacién lineal (T.L.); se corresponde con una proyeccion sobre el eje vertical para
luego efectuar una rotacion en /2 en sentido horario.

‘R? > R?/ —(0): 4 X =F(X) [0 L[
f: - f(xwxz)_(xz’)’ A ( )—) 00 ‘ X, B 0

Nu(f) ={(0,x,) Vx, € R} (todo el eje vertical); dim(Nu(/f))=1;B(Nu(f))={(0,1)}
Im(f)= {(xl,O) Vx, € R} (todo el eje horizontal); dim(Im(f)) = I;B(Im(f)) = {(l, O)}

¥=(25); y=(3.4) X+5=(59)
1.2) Noes T.L. Contraejemplo A f(y) ” f(x § y)
(10,0)+(12,0) = (5-9,0)
(22,0) = (45,0)
i=(25),y=(34 X+y=(59)
FE)+ ()= f(3+7)
1.3) Noes T.L. Contraejemplo < (2-1,5+2)+(3-1,4+2)#(5-1,9+2) .
(1,7)+(2,6) = (4,11)
(3,13) = (4,11)
1.4)Es T.L.
2 0 -6)(x 2x, —6x,
R >R/ f(x,x,,x)=(2x,—6x,,0,—4x,+12x;); | 0 0 0 || x, |= 0

-4 0 12) \x, —4x, +12x,
Nu(f)= {(xl,xz,x3) eR’/x —3x, = 0} = {(3x3,x2,x3) Vx,,Vx, € R}
dim(Nu(f)) = 2;B(Nu(f)) = {(0,1, 0);(3,0, 1)}
Im(f)={(®,,0,—2w,) Vo, R} ; dim(Im(/))=1;B(Im(f)) ={(1,0,-2)}

1.5) EsT.L.
1 2 X, +2x,
R SR/ f(x,x,) = (x, +2x,,—x,x,+x,); | =1 0 -(xl): —X,
1 & X, + X,

Nu(f)={(0.0)} : dim(Nu(/))=0
Irn(f):{((;Jl,u)z,u)3)eR3 /o, —®, 20, :O} ={(o,», —20,,0,) Vo, Vo, € R}

dim(Im(f)) = I;B(Im(f)) = {(1,1, 0); (0, —2,1)}
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(1 2y (2 -1 3
X= ;Y= X+y=
3 5P Y77 s S

fR)+ f()# (5 +7)
1.6) No es T.L. Contraejemplo 5- (— 6) +(-10) - (— 7) #0-4
11+(=3)= —4
8+—4
1.7) EsT.L.
X, X
f:Rz"z—>R2"2/f(X):X—XT con Xe R>?, X=( : 2JER2x2 isomorfo con (xl,xz,x3,x4).
Xy X
0 0 0 0)(x 0
0 1 -1 0||x| |x-x
0 -1 1 0f|lx| |-x,+x
0 0 0 0)\(x 0

X,

X
Nu(f)Z{XeRM/X:XT}:{ !

X, X

dim(Nu(f))=35B(Nu(f)):{((l) EM? (1)][3 ?J}

0

X3

],Vxl ,Vx,,Vx, € R} (matrices simétricas de orden 2)

1m(f)={XeR2*2/X=—XT}={[

-X ) C
O3J,Vx3 € R} (matrices antisimétricas de orden 2)

dim (Im(/)) = 1; B(Im( >)={[(1) _olj}

Ejercicio 2.

1
® fl(x’y):(x’_y)aAl :[0

J , reflexion con respecto al eje x.

fz(xsy):(_x’y)aAz :[ 0

J, reflexion con respecto al eje y.

0 1
L) =(0,x),4;, = (1 Oj’ reflexion con respecto a la recta y=x.

e rotacion en 1/4 alrededor del origen con sentido antihorario

Qx—ﬂ Q +£ s cos(n/4) —sen(n/4)) (/2/2 —+2/2
2 2 P Y B sen(mt/4) cos(n/4) - J2/2 0 272

X
2 2
e composicion de dos transformaciones: una rotaciéon en m/4 alrededor del origen con sentido
horario (g) y una reflexion con respecto al eje y (h), estoes ho g = Ap-Ag.

f4(x,y)=(
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con

2 2 2 2 ] ) :(—ﬁ/z —ﬁ/zj

XLY)=|——X——y X+ ——
f5(x) [ 2 T2 T —212 272

[—1 OJ(COS(—T:M) —sen(—n/4)j(—1’ oJ{ 272 ﬁ/zlz(—ﬁ/z —ﬁ/zJ

0 1)\sen(-m/4) cos(-m/4) 0 1N\--2/2 2/2) \=2/2 -2/2
3 i 0 3
f(x,y)=|=x,y [, 4, =] 2 , €xpansion en la direccion del eje x con factor k =—.
2 0 1 2
7 7 0 7
()= =x,y|,4,=| 8 , compresion en la direccion del eje x con factor k =—.
8 0 1 8
1 0
fe(x,y) = x,% v, 4= 3 |, expansion en la direccion del eje y con factor k = E
0 5 2
1 1 1
fo(x,¥)=| x+=y, yj, A4, = 2 |, deslizamiento cortante o cizalladura en la direccion del
2 0 1
eje x con factor k = %
) 1 0
S, y) = (x,5x+ yj, 4,=]1 , deslizamiento cortante o cizalladura en la direccion del eje y
2
factor k = 1 .
2

Ejercicio 3.

Caso 1:

Caso 2:

Caso 3:

Caso 4:

L5 0
f(x,y)=(1,5x,1,5y), cambio de escala en un factor 1,5, 4 :[ 0 1 5] .

f(x,y)=(-15x,-1,5y), cambio de escala en un factor 1,5 y rotaciéon en m alrededor del

) -L5 0
origen, A= .
0 -L5

-1 0
f:(x,y) =(—=x,y), reflexion con respecto al eje y, 4, = ( ) 1] .

fi(x,y)=(=y,x), rotacion en m/2 alrededor del origen con sentido antihorario,

An‘: .
1 O
2 i

f(x, y)=[fx—f v, 5 22 y], rotacion en /4 alrededor del origen con sentido

cos(m/4) —sen(n/4)) _(ﬁ/z —ﬁ/2}

antihorario, 4 =
(sen(n/4) cos(m/4) 2720 272
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-1 0 0

Caso 5:  f,(x,»,z) =(—x,y,z), reflexion con respecto al plano coordenado (yz), 4, =| 0 1 0].

0 0 1
fi(x,y,z)=(—x,—y,z), rotacion en m con respecto al eje z en sentido antihorario,
-1 0 0
4,=/ 0 -1 0].
0 0 1

Ejercicio 4.
Caso 1: a) Im(f): recta sobre la cual se proyecta; Im(f) = {(x,y) eR?/y= x}.
Nu(f): recta que pasa por el origen y es perpendicular a aquella sobre la que se proyecta;
Nu(f) = {(x,) e R?*/y =—x/.
b) A=0; S, , =Nu(f)={(x.y)eR*/y=—x|.
A=l S, =Im(f)= {(x,y) eR?/y= x} (los vectores de este subespacio son
invariantes).

No puede haber otro valor de A pues esta transformacién, salvo para los vectores que
pertenecen a la recta y=x implica cambio de direccion.

V(L L L) (1212
Y s == Ve - 5 = .
BIE AT 1/2 1/2

Caso2: a) Im(f)=R%; Nu(f)= {6R2 }
b) A=1; S, = {(x, yeR/y= x} (los vectores que pertenecen a la recta sobre la que se
refleja; subespacio invariante).
r=1; S,_, = {(x, y)eR*/y= —x} (los vectores que pertenecen a la recta que pasa por

el origen y es perpendicular a aquella sobre la que se refleja; cada vector se transforma en su
opuesto).
a, =a,,=0
) fey)=0x); A=(a,;)=1-9,; = B R
A, =ay; = 1
Caso 3: a) Im(f): plano sobre el que se proyecta; Im(f') = {(x, y,z)eR*/y= 0}.
Nu(f): recta que pasa por el origen y es perpendicular al plano sobre el que se proyecta;
Nu(f) = {(x.y,2) e R*/x =z =0},
b) A=0; S,_, = Nu(/f) ={(x,»,2) eR*/x =z =0}.
r=1; S, =Im(f)= {(x,y, z)eR’/y= O} (los vectores de este subespacio son
invariantes).
Isii=j=1)v(i=j=3)
C) f(xsyaZ)Z(X,O:Z); A:((ai,j))zsi,j_SZ,Z :{ :
0 en otro caso

Caso4: a) Im(f): plano sobre el que se proyecta=n.
Nu(f): recta que pasa por el origen y es perpendicular al plano sobre el que se proyecta;
n -x=0.
b) A=0;S,_,=Nu(f). A=LS,_, =Im(f).
c) m=x+y+z=0.
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Caso 5: a)  f(x,y,x)=(0,0,0) es transformacion lineal;
fm(f) = 0., }, dim(Im(£)) =0; Nu(/)=R?, dim(Nu(f))=3.
b)  Nu(f): el conjunto de todos los vectores paralelos a v, ;
Nu(f) = {¥ e R¥/% = a¥, Vo e R},
Im(f): plano que pasa por el origen y es perpendicular a v ;

Im(f)= {(x,y,z)eR3/ax+by+cz:O}.

0 c b

f(x,y,z)=(cy—bz,—cx+az,bx—ay); A=|-c 0

b -a

¢) Si ¥, =0, el tnico autovalor es A=0 con Syo=R>.

Siv, # 0, el Ginico autovalor es A=0 con Sy-o=Nu(/).

Ejercicio 5.

a
0

51) r:x—y=0;5.2)r:2x-7y=0;5.3) r’: 2x+y=0; 5.4) r’: x—2y=0; 5.5) r’: (8+5\/§)x+11y=0

Ejercicio 6.

6.1) i. Nu(f)=ix,»,z)eR’/x=y= 0}; recta coincidente con el eje z.
Im(f)= {(x, y,z)eR*/z= 0}; plano coordenado xy.
ii. A=0; §,., =Nu(f)={x.y.2) e R*/x=y =0}.
h=-1; S, , =Im(f) = {(x,y,z) e R? / 2 = 0}

. f(x,y,z)=(xcosO— ysenb, xsenb+ ycos0,0); 4 =| send

1v. g(x,y,Z)Z(x’y’OﬁAg -

S O =

S = O

cosO —senf® O

0

oS O O

cosO O

0 0

cos® —sen® O

h(x,y,z)=(xcos0—ysen0,xsenO+ ycosO,1); 4, =| sen® cos® 0
0 0 1
X X cos@ —senO O0)(1 O O)fx cos® —senf O\ x
(hog)| y|=h| g|y||=|sen® <cos® O[]0 1 Of y|=|sen® cos® Of y|=
z z 0 0 1){0 0 O)\z 0 0 0\ z
3 3 3) (3/2
6.2) i. Para X =|1|: (fog)|1|=| 0| esdiferentede (gof)| 1|=|3/2].
1 1 1 0
-1 -1\ (1/2 -1\ (—-1/2
Para X =| 2 |: (fog)| 2 0 | esdiferentede (gof)| 2 |=|-1/2|.
-1 -1 0 -1 0

UTN — FRH Algebra y Geometria Analitica — Respuestas Guia Ejercitacion 5 — Pagina 5

xcosO—ysenf
xsen0+ ycos0
0



xX+y

X X (x+y)/2 X > X x/2
o fly =0 gy (= (c+0)/25(fe)y|=| 0 |5 (gef)]y|=|x/2].
z 0 z 0 z 0 z 0
O, en forma equivalente:  f(x, y,z) = (x,0,0); g(x,y,z):(x;y,x;yﬁ};
X+ X x
(f°g)(X,yaZ)= —y,0,0j, (gOf)(x,y,z)= _7_9())'
2 2°2
1 00 1/2 1/2 0
iii. 4,=/0 0 0|; 4,=|1/2 1/2 0}];
0 0 0 0 0 O
1/2 1/2 0 /2 0 0
A,,=1 0 0 0(=4,-4,; A,.,=|1/2 0 0|=4,-4,.
0 0 O 0 0 0
X, —2x,
. — X, +X, X,
6.3) Nosonposibles: goh, fog. (hog)|x, ={ J; (gof)( ]= 0 ;
—3x, +x, 5
X5 4x, —8x,
X, X, — X,
X, 3x, —4x,
(foh)| x, |=| —2x,—x, +3x, ;(hOf)( j=( j
X, -2x,
X, —2x,+x, +x,

Observacion. Si en el par se pudiera utilizar una misma funcidn, esto es la composicion de una
funcidn consigo misma, s6lo podria realizarse go g .
-1
6.4) g(x,x,,x)=(x+2x;,X,—X;,X;) ; Ag = (Af) .

6.5) Si se rota seis veces un angulo 6=mn/3, se llega nuevamente al punto de partida. Esta situacién
indica que la potencia sexta de A serd la matriz identidad de orden 2.

_ 1
L[ 12 V372 ;Aéz( 0].
V32 12 0 1

6.6) Si al vector reflejado segtin el plano o= x+ y —z =0, se le aplica nuevamente la transformacion,

o sea se lo vuelve a reflejar, se vuelve al punto de partida. Por lo tanto, la transformacion
resultante fo f es la transformaciéon identidad. Esto indica que A°=I, es decir que A4 es

involutiva.
/73 =2/3 2/3
A=|-2/3 1/3 2/3|, 4> =4A=
2/3  2/3 1/3
Ejercicio 7. a)
iR SR f(x,,x,,x,) = (x, +2x, —x3,2x, +3x,,3x;)
Autovalores: A=1;A=2;A=3
A=1S,_, = {(x,0,0),‘v’x eR };B = {(l ,0,0)}—)B g(le): {(1,0,0)} base normalizada

S O =
S = O
- O O
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e )|

5
A=3;8,_;= (éz,3z,zj,‘v’zeR ;Bz{(5,6,2)}—>Bg(k:3) = \/5, 6\/@ , 2\/5
2 13~ 65 65
1 25
A es diagonalizable. Matriz de pasaje P={0 1 6
0 0 2

No es posible hallar una matriz que diagonalice ortogonalmente a 4. Esta matriz no es simétrica. Esto
puede verse también facilmente si se toma la base de autovectores y se la ortonormaliza

B, ={(1,0,0%(2,1,0)(5,6,2)} > B,={(1,0,0)(0,1,0),(0,0,1)},
no se obtiene una base de autovectores que permita diagonalizar a A.

g:R* >R’ lg(x;,%,,x3) =(2x, +x,,Xx, —X3,2x, +4x3)
Autovalores: A =2 (multiplicidad 2); A =3
A=2;S,_, = {(x,0,0),‘v’x € R};B = {(1,0, 0)}—) B;(M) ={(1,0,0)} base normalizada

A=3;5, _, ={(y, y,—2y),Vye R}QB = {(1:15_2)} — B VS(L:B): {[%:%s@]}

A no es diagonalizable.
Observar que si se ortonormaliza la base de autovectores, deja de ser una base de autovectores

B, - {(1,0,0); (1’1’_2)} —B = {(l,0,0);[O,gjﬁ] }

5

h:R*>R?/ h(X) = proy (¥) proyeccion del vector X sobre el plano n=x+y+z=0

h(i):(bc—y—z -x+2y—z —x—y+2zj

3 2

3 3 3
Autovalores: A =1 (multiplicidad 2); A =0

=18, ={(x.3,2) R /x+y+2=0 ;B ={(-1,1, 0):(1,1,-2)} >

Bg(H) ={¥,£,O}(£,£,%J} base ortonormalizada

2 6 6

2=0; S, ={x.y.2)eR*/x=y=z};B={(.1, 1)}%3'2{?,g,§}

Base de autovectores ortonormal

k%ﬁﬂ@@iiﬂ@ij}
2 727 )6’ 67 3 J)L37373

-1 1 1
A es diagonalizable. Matriz de pasaje P=| 1 1 1
0 -2 1
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A es diagonalizable ortogonalmente. Matriz de pasaje P=

o “‘®N\$|
<2525
w‘&lw‘&w‘ﬁl

-]

Ejercicio 7.b)

3 2
. A= ( . 0] ; polinomio caracteristico P(A)=A’-3A+2; ecuacion caracteristica: A>~3A+2=0.

Autovalores A, =1;A, =2. Autovectores: v,_, = (-L1), S,_, = {(x,—x),Vx e R};
¥, =21, 8,, ={(-2y,»),Vy e R}.

) , -1 -2 | 1 0
Es diagonalizable. P= ; D=P A P= .
I 1 0 2

-2 -1
1. ( 5 o j ; polinomio caracteristico P(\)=A*~A+3; no existen autovalores reales (3 AeK).

No es diagonalizable.

-3 4
iil. ( 1 3] ; polinomio caracteristico P(L)=A>-25; ecuacion caracteristica: A>~25=0.

Autovalores A, =5;L, =—5. Autovectores: ¥, =(1,2), S, s ={(x,2x),VxeR};
Vi, =(=2,1), S, = {(_Z%J’)avy € R} .

i v IS

D:P‘-B-P:PT-A-P:(

—2/45 UNS N4 3)\2/45 145 ) Lo -5
3 -2 0
iv. | =2 3 0 |[; ecuacion caracteristica (5-A)(A>—61+5)=0.
0 0 5
Autovalores A1=12=5; A3=1. Autovectores v,_, =(L1,0); B(SA:5)= {(—1, 1,0);(0, 0,1)} base
ortogonal.
Ortonormalizando los autovectores para hallar la matriz de pasaje ortogonal:
LI
P=|—— — O0;D=P'FP=|0 5 0
V22 0 0 5
0 0 1
5 01
vi. G=| 1 1 0 |; ecuacion caracteristica A3 —6A2+12A—8=0.
-7 10

Autovalores A;=2. Autovectores v,_, = (1,1,-3) . No existe la matriz de pasaje P.
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’ Conceptualizacion e integracion. Trabajo con parametros.

Ejercicio 8.
8.1) 1. Sies suficiente;
£(2,02) = fl1,-1,2) + (1,LO)] = F(1,-1,2) + £(1,1,0) = (0,3,1) + (1,2,-1) = (1,5,0).
ii. No. {(1 ~1,2);(11 O)} no es base de R®.
Es posible hallar los transformados de los vectores: (a;b;¢)/ —a + b + ¢ = 0.

8.2) No. (-2,2,4)=(-2)-(1-1,2) A f(~2,2,-4) = (-2)- £(1,-1,2)
8.3) Si: {(1,-1,2);(1,1,—4);(1;0;-2)} es base de R®. f:R® - R*/ f(x,y,z) = (0,—2y+%z,xj

8.4) {( 1); ( )} es base de R%.

vieR? -(1,—1) + B -(1,1) y esta combinacion lineal es tnica, por ser combinacion lineal de

vectores de una base.
Luego: f(¥)=a.- f(1,-1) + B- £(1,1), que es también combinacion lineal tinica.
Sl y)=(4x=2y,~x-3y).
8.5) Existe la transformacion lineal f', pero no es Unica: {(l,—1,2);(1,1,—4);(0,—2,6)}, no es base para
R? (Observacion: (0,-2,6) = (1,-1,2)—(1,1,4).
Para definir alguna transformacion lineal, basta con completar el conjunto {(1,-1,2);(1,1,—4)}, a
una base para R* y determinar el transformado de dicho vector.
f(1,-1,2) = (0,3,1)
Ejemplo 1:si § f(11,—4) = (0,4,1)= f,: R* 5R* / fi(x,v,2z) = (0,—2y+iz,—3y—zJ :
7(1,0,0) = (0,0,0) 2
£(1,-1,2)=(0,3,1)
Ejemplo 2: si: { f(1,1,—4) = (0,-4,1) =
/(0.1.0)=(L.L1)
f,:R* > R’ /fz(x,y,z) = (%x+y+%z,x+y+%z,%x+y+%zj.
Ejercicio 9.
9.1) dim(Nu(f))=1 si k=0 v k=-3/2.
9.2) Porejemplo, f:R> >R/ f(x,,%,,%,) = (=X, =X, — X3, X, + X, + X3, X, + X, +X;) .
9.3) a=1Ab=-1; 9.4) Porejemplo, f:R*> — R*/ f(x,,x,) = (-2x, + x,,~4x, +2x,).

Ejercicio 10.

3 2 2
10.1) A=|2 2 0]; el polinomio caracteristico es: P(X) =2’ —9X% + 181 vy los autovalores que se
2 0 4

obtienen resolviendo la ecuacion caracteristica, A* — 9 A* + 18.1 = 0, son:
A =0 AL, =3 A A, =6.
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Los subespacios asociados son:

o ={FeRY/¥=a(-2,2,1),VaecR}
{¥eR’/%=p(1,2,-2),VB R}
o ={¥eR*/¥=5(2,1,2),v8 R}

S,_
Ay
S, _

10.2) La transformacion lineal es: f: R* ->R® /f(x, v,z ) = (3x+y,y+3z,y—z) y la correspondiente
matriz asociada, utilizando la base canoénica para R3, resulta:

31 0
A=(0 1 3
01 -1

10.3)i. La afirmacion es verdadera dado que u# y v son autovectores linealmente independientes, con
un mismo autovalor, igual a cero, por lo cual se transforman en el vector nulo del segundo
espacio, y {ﬁ ;17}, es una base para el nucleo de la transformacion lineal, que tendra dimension
dos. Es posible agregar otro vector, linealmente independiente con los vectores u y VvV, cuyo
transformado también sea el vector nulo, con lo cual la dimension para el nlicleo sera tres.

ii. El conjunto {(1,1,0); (0,1,1)}, debemos completarlo a una base para R®. Para completar a la base,

debemos elegir vectores: (a,b,c)/a—b+c # 0.
Si el vector elegido es (a,b,¢) = (1,0,1) = £(1,0,1) = (1,1,0) y para esta eleccién la transformacion
lineal es:

111 1 1 1
‘R 5 R/ f(p.z) = | —x——yt—z,—x——p+—2.0].
f flx,p,z) (2 SV XY 22)

Ejercicio 11.

i.  Ecuacion Caracteristica: (1-1)*(3—A)=0; autovalores: A1 =1 (doble); A>=3 (simple).
La matriz solo diagonaliza para k=1. B= {(1,0,0); (0,1,-2); (1,0,2)}.

ii.  Ecuacion Caracteristica: (A—1):[-(A*—1)]=0; autovalores: A1=1 (doble); A.2=—1 (simple)
La matriz s6lo diagonaliza para k=0. B={(1,0,2); (0,1,-1); (0,1,1)}.
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