U.T.N. F.R.Haedo Probabilidad y Estadistica

Trabajo Practico 7. Estimacion de parametros poblacionales

Ejercicio 1. El articulo “Effects of Aggregates and Microfillers on the Flexural Properties of
Concrete” (Magazine of Concrete Research, 1997, pp. 81-98) resefia un estudio de las propiedades de
resistencia del concreto de alta resistencia obtenido usando superplastificantes y ciertos aglutinantes.
Laresistencia a la compresion de ese concreto se habia investigado con anterioridad, pero no se conocia
mucho acerca de la resistencia a la friccion (medida de la capacidad de resistencia a la falla por flexion).
Los datos siguientes sobre resistencia a la presion, X, estdn en megapascales, MPa, y aparecieron en el
articulo citado:

59 172 |73 |63 |81 | 68 |70 |76 6865|7063/ 7990
82 | &7 78 | 97 | 74 | 7,7 | 97 | 1,8 | 7,7 | 11,6 | 11,3 | 11,8 | 10,7

Calcular un estimado puntual de las siguientes magnitudes e indicar en cada caso qué estimador se
utilizo:
a) Valor medio de resistencia a la presion para la poblacion de todas las vigas fabricadas de esta
forma, Q.
b) Valor de la resistencia que separa al 50% mas débil de las vigas del 50% mas fuerte.
¢) Desvio tipico estandar poblacional c.
d) Proporcion de las vigas cuya resistencia a la flexion es mayor que 10MPa (Sugerencia:
imaginar que una observacion es un “éxito” si es mayor a 10).
e) Obtener la expresion del error estandar del estimador usado en el item a) y calcular el error
estandar estimado de dicho estimador.

Definicion. El error estindar de un estimador 0 es su desvio estindar & 5= AV (0) . Sien el error estandar

intervienen parametros desconocidos, cuyos valores se pueden estimar, la sustitucion de estas estimaciones en
G, produce el error estindar estimado (desviacion estindar estimada) del estimador. El error estandar

estimado se puede representar ya sea por 6é (el ~ resalta el hecho de que o 5 seesta estimando) o por s 5"

Ejercicio 2. Dos economistas estiman p (el gasto promedio de las familias en una region
determinada), con dos estimadores insesgados y estadisticamente independientes, [1, y [1,. El segundo

economista es menos cuidadoso que el primero, resultando que la desviacion estandar de [i, es el triple

de la desviacion estandar de [1,. Cuando se pregunta como combinar {1, y [i, para obtener un

estimador global publicable, se hacen tres propuestas:
a, = % a, + % i, (promedio simple); [1, = % a, + % (i, (promedio ponderado);
[y =1-0, +0-[1, (se descarta el estimador menos exacto)
a) ;Cuales estan insesgadas?
b) (Cual es el mejor estimador? Justificar la respuesta con el calculo adecuado.

¢) Proponer un mejor resultado de la forma i, = a-[i, + b [1, (insesgado y de varianza minima).

Ejercicio 3. El valor esperado de crecimiento p de un tipo de planta, durante un periodo de 1 afio,
es idéntico al de un segundo tipo, pero la varianza de crecimiento para el primer tipo es 6%, mientras
que para el segundo tipo es 46> Sean X1,X>, ..., X, las n observaciones independientes de crecimiento
en la primer tipo —entonces E[X]=u y V(X)=c’-, y sean Yi,Y»,...,Y, las m observaciones
independientes de crecimiento en el segundo tipo —entonces E[Y]=p y V(Y)=4c>.

a) Demostrar que para cualquier & entre 0 y 1, el estimador {i = 8X +(1—38)Y es insesgado para

L.
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b) Para ny m fijos, calcular V(ﬁt) y encontrar el valor de & que reduzca dicha varianza al minimo.
Sugerencia: derivar V(ﬁt) con respecto a 9.

Ejercicio 4. Sea X una variable aleatoria binomial con parametros n y p.

. . X . .
a) Demostrar que la proporcion muestral p = — es un estimador insesgado de p.
n

1- !
b) Demostrar que el error estandares 6, = r=p) , ¥ que nunca supera el valor e
n n

¢) Un fabricante de automdviles ha desarrollado un nuevo tipo de defensas, las cuales absorben
impactos con menos averias que las defensas anteriores. El fabricante ha utilizado esta defensa
en una secuencia de 25 choques controlados contra un muro, cada uno a 16 kilémetros por
hora, usando uno de sus modelos compactos. Sea X el nimero de choques que resultan sin dafio
visible al automdvil, y el valor observado x=15. Estimar la proporcion p de todos los choques
que resultan sin dafio, equivalente a p=P(sin dafio en un solo choque), y calcular el error
estimado G ;.

Ejercicio 5. Intervalo de confianza para p de una poblacion normal con ¢ conocido. La duracion
de una pieza de un equipo es una variable aleatoria con distribucion normal de desvio estandar, G, de
4 horas y una media poblacional, u, que se quiere estimar. Una muestra de 100 piezas que fueron
probadas produjo una media muestral de 501,2 horas. Obtener un intervalo de confianza para p con un

nivel de confianza de:
a) 0,95 (95 % de confianza); b) 0,99 (99 % de confianza).

Ejercicio 6. Una maquina llenadora de latas de café dosifica cantidades variables con distribucion
normal de desvio estandar 15 gramos. A intervalos regulares se toman muestras de 10 envases con el
fin de estimar la dosificacion media p. Una de estas muestras arroj6o una media muestral de 246 gramos.
a) Calcular los limites de confianza para la dosificacion media con un 10% de riesgo (nivel de
confianza 0,90).
b) (Cuantos envases mas habria que pesar para poder obtener una estimacion cuyo error de
muestreo fuera 5 gramos?

Ejercicio 7. Nivel de confianza, precisiéon y selecciéon del tamafio muestral. Se sabe que
determinaciones hechas sobre la densidad de cierto producto quimico se distribuyen normalmente
alrededor de la media poblacional desconocida con un desvio estandar de 0,005g/cm?. Se desea
estimar la densidad media con un intervalo de confianza del 95% y con un error de muestreo menor
que 0,002 g/cm?, ;cual debera ser el tamafio minimo de la muestra? Observacion: el error se
corresponde con la amplitud del intervalo o, lo que es equivalente, a la semilongitud del mismo.

Ejercicio 8. Sea n el tamafio de una muestra aleatoria de una variable aleatoria X con distribucion
normal, de desvio estdndar conocido o, correspondiente a un intervalo de confianza para la media
poblacional p con una confianza de (1-a)100%, cuya amplitud es €. {Cuanto y como se debe modificar
n para reducir a la cuarta parte la amplitud del intervalo de confianza anterior manteniendo el mismo
nivel de confianza? Justificar la respuesta.

Ejercicio 9. Intervalo de confianza para p de una poblacion normal con ¢ desconocido. Para
estimar el tiempo medio que lleva ensamblar cierto componente de una computadora, el supervisor de
una empresa electronica tomo el tiempo que 10 técnicos tardaban en ejecutar esta tarea, obteniendo los
resultados (en minutos) que se presentan en la siguiente tabla. Se considera que el tiempo de ensamble
del componente es una variable aleatoria normal.
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12,5 12,0 13,0 12,0 12,8 12,5 13,0 13,0 12,6 125

a) (Cudl es el intervalo de confianza del 98% para el tiempo medio poblacional que lleva
ensamblar el componente de la computadora?

b) (Cudl es la cota de error en la estimacion de dicho tiempo medio con la media de la muestra y
con una confianza del 99%?

Ejercicio 10. El articulo “Measuring and Understanding the Aging of Kraft Insulating Paper in Power
Tansformers” (IEEE Electrical Insul. Mag., 1996, pp. 276-286) contiene las siguientes observaciones
sobre el grado de polimerizacion en muestras de papel donde la viscosidad multiplicada por la
concentracion cae entre determinados limites intermedio.

418 421 421 422 425 427 431 434 437
439 446 447 448 453 454 463 465

Se supone que los datos provienen de una poblacion normal. Calcular un intervalo de confianza de
nivel 0,95 para el grado de polimerizacion promedio poblacional, como lo hicieron los autores del
articulo. (Parece indicar ese intervalo que 440 es un valor factible del grado promedio real de
polimerizacion? ;Y 4507

Ejercicio 11. En una revista, un articulo informa que se us6 una muestra de tamafio 5 como base para
calcular un intervalo de confianza de 95% para la frecuencia natural promedio real, en Hertz, de vigas
deslaminadas de cierto tipo. La variable aleatoria cuyo valor medio se estima se supone que tiene una
distribucion normal. El intervalo resultante fue (229,764; 233,504). Si se difiere con los autores y se
considera que es mejor trabajar con un nivel de confianza de 0,99 en vez del 0,95 que se usoé en el
articulo, ¢cudles son los limites del intervalo de confianza de 99%? Sugerencia: usar el centro del
intervalo publicado y su amplitud para determinar x y s.

Ejercicio 12. Intervalos de confianza para p en muestras grandes.

a) La mediay la dispersion muestrales de la carga maxima soportada por un cable en una muestra de
60 cables son 11,09 ton y 0,73 ton respectivamente. Hallar los limites de confianza del 95 % para
la carga méxima media p.

b) El articulo “Extravisual Damage Detection? Defining the Standar Normal Tree”
(Photogrammametric Engr. and Remote Sensing, 1981, pp. 518-522) analiza el uso de fotografia
infrarroja en color para la identificacion de arboles normales en bosques de pinos de Oregon (abeto
Douglas). Entre los datos reportados se presentan resimenes de estadisticos para medidas
densitométricas Opticas analitica de filtro verde en muestras de arboles sanos y enfermos. Para un
muestra de 69 arboles sanos, el promedio muestral de densidad de capa de tinte fue 1,028, y el
desvio estandar muestral 0,163.

i. Calcular un intervalo de confianza de 95% para el verdadero promedio de densidad de capa
de tinte p para todos estos arboles.

ii. Los investigadores han hecho una estimacion de 0,16 para el valor de s antes de reunir los
datos. ;Qué tamafio de muestra seria necesario para obtener una amplitud de 0,025 para el
intervalo de confianza manteniendo el nivel de confianza en 0,957

Ejercicio 13.

a) El voltaje de ruptura de corriente alterna en un liquido aislador es indicativo de la llamada
resistencia dieléctrica. El articulo “Testing Practices for the AC Breackdown Voltage Testing
of Insulation Liquids” (IEEE Electrical Insulation Magazine, 1995, pp. 21-26) presenta la
siguiente muestra de observaciones de voltaje de ruptura (en kilovolt) de un circuito en
particular, bajo ciertas condiciones.

62 50 53 57 41 53 55 61 59 64 50 53 64 62 50 68
54 55 57 50 55 50 56 55 46 55 53 54 52 47 47 55
57 48 63 57 57 55 53 59 53 52 50 55 60 50 56 58
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Hallar un intervalo de confianza para pu, media poblacional del voltaje de ruptura, de nivel de
confianza 0,99.
b) En la siguiente tabla se presentan los datos contenidos de silicio en una muestra de 150 coladas

de hierro
Contenido de silice Cantidad de coladas
0,333 -0,433 4
0,433 — 0,533 12
0,533 - 0,633 19
0,633 — 0,733 28
0,733 — 0,833 48
0,833 -0,933 25
0,933 — 1,033 14

Estimar un intervalo de confianza del 95% para el contenido medio de silice por colada.

Ejercicio 14. Intervalo de confianza para la varianza de una poblacion normal. La longitud de
los cables de acero fabricados por una maquina se distribuye seglin una ley normal. Se desea estimar
la varianza de la longitud de dichos cables. A tal fin, un operario toma una muestra de 12 cables
obteniendo las siguientes longitudes (en metros):

92 97 98 10,2 104 10,0 94 95 95 103 99 9,7

(Cuadl es el intervalo de confianza del 95 % para la varianza de la longitud de los cables?

Ejercicio 15. Se usa una cizalla para cortar metal y la variabilidad natural de la méquina hace que la
longitud de una pieza cortada sea una variable aleatoria normal con media y varianza desconocidas. Si
la varianza es demasiado grande, entonces se reajusta la maquina. Se ha seleccionado una muestra
aleatoria de 25 piezas recortadas por esta maquina y se encontro:

25 25
> x,=10L10 (encm); » x’ =412,75 (en cm?)

i=1 i=1
Estimar o2 con un intervalo de confianza del 90 %.

Ejercicio 16. Intervalos de confianza para la proporcion p de una poblacién. Una maderera
minorista inspecciona los embarques de madera que llegan de sus proveedores. Para las maderadas de
pino de calidad selecta, el supervisor recoge aleatoriamente una gruesa (12 docenas o 144 hojas) de un
embarque de varias decenas de miles de hojas. En la muestra, 18 hojas no pueden venderse como de
calidad selecta.
Para tener en cuenta. Sea X la variable aleatoria que indica el nimero de hojas inservibles en la muestra
de tamafio n. Sea p la proporcion poblacional de hojas inservibles en el embarque, parametro cuyo valor
se desea estimar. Como la maderada es de varias decenas de miles de hojas, se puede considerar que X
tiene una distribucion binomial de parametros #, p, tal que, como n es grande se puede considerar una
variable aleatoria con distribucion normal:
X ~ Bi(n, p)—E=%5 X ~ N(uy =np;cy =np(1-p).
a) Calcular un intervalo de confianza al 95% para la proporcion p de todo el embarque que no
puede venderse como de calidad selecta con las siguientes consideraciones:
i. Estimando la dispersion poblacional a partir del mayor de los valores posibles que ella
puede tomar, esto es construir el intervalo con los valores dados por

Ptz 050-0.5) ,donde p es la proporcion muestral.
n

ii. Estimando la dispersion poblacional a partir del valor muestral, esto es con los valores

pA-p)

dadospor ptz , [——.
n
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iii. Trabajando con la ecuacion cuadratica para p que surge de reemplazar los signos de
desigualdad por igualdades en la expresion del intervalo de confianza,
—z,, < _b-pr

\p(A=p)/n
]5+Zi/2iza/2\/p(l_p) n Zi/zz
2n n 4n
p= 2
|4 Zo2
n
Comparar las posiciones de los centros y las longitudes respectivas de los tres intervalos
obtenidos.

b) Si el 20% o mas del embarque no puede venderse como madera de calidad selecta, el embarque
no es rentable. ;Indica el intervalo de confianza que hay razones para pensar que el embarque
no es rentable? ;Es la misma esta respuesta para los tres intervalos calculados?

¢) Si se tratara de disefiar un muestreo para obtener un intervalo de confianza al 95% para la
proporcion de hojas invendibles con una longitud no superior a 0,04, ;de qué tamafio deberia
ser la muestra de hojas inspeccionadas? Para este calculo la gerencia sugiere suponer, dados los
registros histdricos y sin sospechas de una maderada fuera de lo habitual, que entre un 10% y
un 20% del embarque es invendible.

d) Con respecto al disefio de muestreo del item c), ;seria util calcular el tamafio de la muestra
basdndose en la hipotesis de que el 50% del embarque es invendible (estimacion de maxima
dispersion)?

e) Si a partir del resultado del item c) se decide tomar una muestra el doble de lo sugerido,
manteniendo el mismo nivel de confianza, jse reduce a la mitad la amplitud del intervalo?

<z,,,, esto es construir el intervalo con los valores dados por

Ejercicio 17. Una encuestadora politica querria estimar la proporcidon de votantes a favor por cierto
candidato en las proximas elecciones. La encuestadora querria un 90% de confianza de que su
prediccion estd correcta con un error de +0,04 de la proporcién poblacional real (4 puntos
porcentuales). Organizar la encuesta tiene un costo de $5000 y $5 adicionales por cada encuestado.
(Cuanto costara realizar la encuesta? ;A cuanto se eleva el costo si desea un error de 0,01 de la
proporcion poblacional real (£1 puntos porcentual) manteniendo el mismo nivel de confianza?

Ejercicio 18. El rating de un programa de television se mide como el porcentaje de hogares que esté
viendo el programa en un momento dado. Una compafiia medidora de rating cuenta con un panel de
600 hogares colaboradores, en los cuales ha instalado un people meter (dispositivo que registra cada
minuto si el televisor estd encendido y en qué canal, y envia telefonicamente la informacion a la base
de datos durante la noche). Se ha registrado el rating de un programa popular en 25 puntos entre las
21:15 y las 21:16 de la noche del viernes. Es decir que en el dia y horarios sefialados el 25% de los
hogares del panel vio el programa.

a) Calcular un intervalo de confianza del 90% para el rating del programa en la franja horaria
estipulada.

b) Sabiendo que cada people meter cuesta $320, calcular la inversion adicional en dispositivos
necesaria para medir el rating con un error de muestreo de £1,00% (un punto porcentual de
amplitud en el intervalo de confianza) manteniendo el mismo nivel de confianza. Sugerencia:
utilizar como estimador de la proporcion muestral el dato registrado del panel existente en la
amplitud del intervalo y trabajar a 4 decimales. Observar en cuanto cambia la respuesta si los
nimeros se redondean a menos decimales.

Ejercicio 19. Intervalos de confianza para diferencia entre medias poblacionales de dos

poblaciones independientes.

a) Las duraciones de superficies de rodadura de dos marcas competidoras de medida FR78-15 de
llantas radiales son variables aleatorias normales con medias W, y L, y desviaciones estdndar
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0:=2200 y ©,=1900. Sendas muestras proporcionaron la informaciéon siguiente: nx=40,
x =36500, ny=40, y =33400. Hallar el intervalo de confianza del 95% para px—py.

b) Dos maquinas A y B llenan cajas de cereal. El peso en gramos del contenido de cada caja es una
variable aleatoria normal con varianza igual a 48,5 g si la caja es llenada por la maquina A 6 por
la maquina B. Con el proposito de verificar la diferencia entre el promedio de los pesos en el
proceso de llenado por ambas méaquinas se seleccionaron al azar 5 cajas llenadas por A y 6 cajas
llenadas por B, obteniendo los siguientes pesos:

Maquina A: 506 508 499 503 504;

Maquina B: 497 512 514 505 493  496.

Hallar el intervalo de confianza del 96% para la diferencia entre los pesos medios de los
contenidos de las cajas.

¢) Una muestra de 150 bombitas de la marca LUZ dieron una vida media de 1250 horas y una
desviacion estandar muestral de 120 horas. Otra muestra de 100 bombitas de la marca CANDELA
dieron una media de 1200 horas y un desvio estandar muestral de 80 horas. Determinar un intervalo
de confianza del 95% para la diferencia de medias de los tiempos de duracion de ambas marcas.
El resultado de esta muestra, ¢lo inclinaria a comprar una marca en particular?

PPara tener en cuenta

A ~ 2
I El error cuadratico medio de un estimador se define como ECM (0) = E [6 - 9] . Demostrar que

ECM(8) = V' (8) + (sesgo)? esto es ECM (0) =V (0) + (E[é]— e)z.

IL. La mejor balanza.
Para tener en cuenta. Un estimador que tiene varianza pequefia (aunque puede estar sesgado) se
denomina preciso. Un estimador que tiene un error cuadratico medio pequeiio se denomina exacto.

Para cualesquiera dos estimadores él y éz , sesgados o insesgados, se define la eficacia comparada
ECM (6, )
ECM(6,)

A

Eficacia de é] comparada con 0, =

Una masa estandar de 100 gramos se peso varias veces en una balanza A, y a continuacion se presenta
la distribucioén de las mediciones. Para la balanza B se obtuvo una distribucién semejante, asi como
por ultimo la balanza C (Ver figura). Las escalas de cada una de ellas son

Escala A: pa=100,00,64=0,05 — Escala B: ug=99,98,68=0,02 — Escala C: uc=100,08,6¢=0,01

a) (Cuadl balanza es mas precisa? ;Y mas exacta?

b) (Cudl es la eficacia relativa de la balanza A con respecto a la balanza B? ;La de la balanza C
con respecto a la B? ;Las respuestas anteriores concuerdan con el inciso (a)?

¢) Dado que las balanzas no son perfectas, se decidi6 en cada caso pesar 25 veces un objeto y
tomar el promedio como la mejor estimacion del peso verdadero. Cuando se lleva a cabo lo
anterior, ¢cual balanza proporciona la X maés exacta?

d) Analizar la verdad o falsedad de las siguientes proposiciones. Si fueran falsas, corregirlas:
Si se toma una sola medicion, entonces la parte aleatoria () y la parte sistematica (sesgo) son
igualmente importantes.
Cuando se promedian varias mediciones, la parte aleatoria del error se elimina, mientras que la
parte sistematica persiste. Entonces, es particularmente importante tener poco sesgo.
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Figura Ej. II. Distribuciones de las mediciones de las balanzas A, By C.
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