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Ejercicio 1.  Una bolsa tiene 5 monedas equilibradas, de las cuales 2 tienen CARA en

ambos lados. Se extrae una moneda al azar y se pone en la mesa (sin mirar).

a) ¢Cual es la probabilidad de que la faz inferior de la moneda sea CARA?

b) Se miray se ve que la faz superior de la moneda es CARA ¢cual es la probabilidad
de que la faz inferior sea CARA?

Ejercicio 2. Sea X una variable aleatoria con distribucién Poisson.

a) Mencionar el parametro que la caracteriza, la funcion de probabilidad, dar su valor
esperado y su varianza.

b) Describir algiin experimento aleatorio donde se la utilice.

c) ¢Con qué otras variables aleatorias esta vinculada y como? Explicar.

Ejercicio 3. En los miembros de cierta poblacion se encuentra definida una variable

aleatoria X con distribucion normal de media my desvio estandar conocido s. El

promedio de una muestra aleatoria de tamafio n extraida de esa poblacion es una

variable aleatoria. La muestra se extrae con reemplazo o bien se cumple que el tamario

de la muestra es despreciable frente al de la poblacion.

a) Dar la definicion de muestra aleatoria.

b) Describir la distribucion de probabilidades del promedio muestral indicando
claramente recorrido, funcién de probabilidad, valor esperado y varianza.

¢) Deducir como se puede calcular el tamafio n de la muestra para obtener un intervalo
de confianza para la media poblacional msi se estipula que la semilongitud del
intervalo de confianza sea ey que la confianza sea (1 - a)100%.

d) Plantear para mel test de hipétesis de cola superior, de nivel de significacion a, a
partir de una muestra de tamafio n y deducir la regién de rechazo de la hipotesis
nula.
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Ejercicio 1.  Un productor de piezas mecanicas sabe que el nimero de defectuosas por
caja es una variable aleatoria, X, que se puede considerar con distribucion Poisson con
una media de cinco. El costo de produccién de una caja es de $50.

¢Cual de las dos siguientes politicas conviene mas al productor? Justificar la
respuesta con un calculo adecuado. Sugerencia: calcular el valor esperado de la
ganancia con cada politica.

Politica I: Vender la caja a $80 sin ofrecer garantia.

Politica Il: Vender la caja a $100 ofreciendo una nueva gratis al cliente en caso de

que en la caja vendida se encuentren mas de 6 piezas defectuosas?

Ejercicio 2. En éste problema consideramos familias con 3 hijos y suponemos que las
8 configuraciones posibles VVV, VVM, VMV, etc... donde se refieren a V: el hijo es
varon y M: el hijo es mujer, son equiprobables. Sea A el suceso de que una familia
escogida al azar tenga como maximo un hijo varén, y B el suceso de que tenga al menos
un hijo de cada sexo. Analizar si A y B son o no independientes. Justificar la respuesta.

Ejercicio 3. Analizar si cada una de las siguientes proposiciones es verdadera o falsa.
Si es verdadera, demostrarla; si es falsa dar un contraejemplo.
a) SiAvyB sondos eventos de un mismo espacio muestral, entonces
Pl(acB)E (Rc B)|=P(A)+P(B)- 2P(AC B).
b) Sea X una variable aleatoria binomial con parametros n'y p, entonces la proporcion

L X . . . .
muestral p —e=s es un estimador insesgado de p cuyo desvio estandar nunca supera
n

1
el valor F
4n

Ejercicio 4. Sea una prueba de hipotesis de dos colas, de nivel de significacion a para
la media mde una poblacion normal con desvio estdndar conocido s a partir de una
muestra de tamafio n. La hipdtesis nula es Ho: nEm.

Presentar el planteo del test de hipdtesis. Definir los errores tipo | y I1. Deducir
la expresion que permita calcular la probabilidad b=b(m,) de cometer error tipo II.
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Ejercicio 1.  Un proveedor de acceso a Internet tiene dos servidores en paralelo, de
modo que si al menos uno de ellos anda se da una conexidn exitosa al cliente cuando lo
solicita. Cada servidor tiene una probabilidad ¥: de estar fuera de servicio
independientemente del otro.

a) ¢Cual es la probabilidad de que cuando un cliente se conecte, obtenga el servicio?

b) Supongamos que un cliente trata de conectarse 5 veces, suficientemente espaciadas
en el tiempo como para que los estados del sistema en esas ocasiones se puedan
considerar independientes. ¢Cual es la probabilidad de que el cliente tenga acceso a
Internet en 3 de las 5 ocasiones?

¢) En las mismas condiciones, un sistema en paralelo de dos componentes de
funcionamiento independiente, si el tiempo de vida de cada componente se
considera una variable aleatoria con distribucion exponencial negativa de parametro
a (en 1/seg), ¢cual es la probabilidad de que el sistema dé un servicio sin fallas
durante 1/a segundos?

Ejercicio 2. Sea {X1; X2;%x X,} una muestra aleatoria de una poblacion cualquiera.

a) Dar la definicion de muestra aleatoria e indicar al menos dos aplicaciones de la
misma.

b) En un experimento se obtienen los siguientes valores observados {xi; Xz;>% X,}.
Si se suma una constante ¢t 0 a cada uno de las x;, obteniéndose y;=x;+c, ¢cdmo se
relaciona la media muestral y la mediana de los {yi} con la respectiva media

muestral y mediana de los {xi} ¢COomo se relacionan sus varianzas muestrales, Sfy

2
529

Ejercicio 3. ¢Cuanto y como se debe modificar el tamafio n de una muestra aleatoria
de una variable aleatoria X con distribucion normal con dispersién poblacional s
conocida, para disminuir a la mitad la longitud de la region de no rechazo de la hipotesis
nula en un test de hip6tesis bilateral para la media poblacional m

Ho: m=m Hi: mt m,
manteniendo el mismo nivel de significacion a?
Justificar la respuesta iniciando el desarrollo con la presentacion del test de hipétesis, el
estadistico de prueba, el calculo de la region de rechazo.

Ejercicio4. Sean Y y X dos variables aleatorias. Demostrar que cualesquiera sean los
valores a, b, cy d, resulta

Cov(aX +b,cY +d) =acCov(X,Y)
donde Cov indica la covarianza.
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Ejerciciol. Sean A, B y C tres eventos definidos en un mismo espacio muestral. Se
sabe del evento A que contiene a B y que es disjunto con C. También se sabe que el
evento A es dos veces mas probable que B, tres veces méas probable que C y una vez y
media mas probable que su complemento (A%). Encontrar P(B C C) y P(B E C).

Ejercicio 2. La figura corresponde a las frecuencias relativas acumuladas de la
variable X definida como *“el A
nimero de  personas  que

conviven” observada en un 1.00 ~—F————————————————————— £
complejo de viviendas. Se sabe 0.88 —~ —
que en 85 viviendas conviven 3 080 —f~—-—--——--————— —y -
personas. Analizar la verdad o 0.72 =  —
falsedad de las siguientes 060 —=—==---Zoog---m-oooooooos
proposiciones, justificando la 0.40 E d
respuesta. 40 —q—————

P 0.30  —

a) En la cuarta parte de las 020 ~ """ TTTTTTT OO OO OIS
viviendas solo conviven 2

personas.

b) En 100 viviendas conviven
como minimo 5 personas.

c) EI nimero minimo de personas que conviven en el 20% de las viviendas con mas
miembros es 3.

Ejercicio 3. Dos maquinas de llenado de botellas tienen la misma tasa media m La
varianza del llenado de la méaquina 1 es s:° y para la maquina 2 es s,’= bs%, b>0. Se
tienen ny observaciones independientes en el llenado de la maquina 1 y n, observaciones
independientes en el llenado de la maquina 2.

a) Mostrar que m= aX-1+ @- a)X-2 con 0<a<1, es un estimador insesgado para m

b) Hallar el valor de a que minimiza la varianza de éste estimador.

Ejercicio 4. Sea una prueba de hipdtesis de cola derecha, de nivel de significacion a
para la media mde una poblacion normal con desvio estandar conocido s a partir de una
muestra aleatoria de tamafio n. La hipotesis nula es Ho: mem.

Presentar el planteo del test de hipdtesis. Definir los errores tipo | y I1. Deducir
la expresion que permita calcular la probabilidad b=b(m,) de cometer error tipo II.
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Ejercicio 1.  Se tiran dos monedas equilibradas y luego se vuelven a tirar s6lo aquellas
que salieron cara en la primera tirada. Sea X la variable aleatoria que indica el nimero
de cecas en la primera tirada, y sea Y el nimero de cecas en la segunda tirada.
a) Graficar un diagrama de arbol y mostrar en una tabla la distribucién conjunta de
probabilidades pyy.
b) Si el namero total de cecas obtenidas (X+Y) es 2, ;cual es la probabilidad de que
en la primera tirada no haya habido cecas
c) Dar una férmula para E(Y/X) justificando la respuesta.

Ejercicio2  Decidir si las siguientes proposiciones son verdaderas o falsas. Justificar
las respuestas. En caso de ser falsa, dar un contraejemplo.
a) Si el coeficiente de correlacion lineal de dos variables aleatorias, X y Y, es nulo,
Corr(X,Y)=0, entonces dichas variables son independientes.
b) Sean X;y X, dos variables aleatorias, entonces
V(alxl+a2X2):a1V(X1)+a2V(X2) " a11" azT R.
c) Sea X una variable aleatoria con valor medio my varianza s Si X tiene
distribucién Poisson, entonces n¥s?.

Ejercicio 3. Sean {Xi, Xz, ..., Xm} Y {Y1, Y2, ..., Yo} dos muestras aleatorias de dos
variables independientes con distribucion normal con el mismo valor medio my
varianzas conocidas s:? y S,%, respectivamente. Demostrar, justificando los distintos

pasos, que P(7>7): 0.5.
Sugerencia. Definir W =X-Y y analizar que distribucion tiene.

Ejercicio4. Sea X una variable aleatoria con media poblacional my dispersion s
desconocidas. Se toma una muestra aleatoria X;, Xz, ..., X, de tamafio n. Deducir la
expresion del intervalo de confianza para mcon una confianza del (1- a)100%. Justificar
los distintos pasos de la demostraciobn mencionando las propiedades y/o teoremas
usados y/o condiciones que se requieren para la validez de la respuesta.
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Ejercicio 1. Se sabe que la opinidn de una poblacion se divide en dos opciones (A'y
B). No hay individuos indecisos. Sin embargo, al consultar un individuo al azar por su
opcidn de preferencia, éste puede no responder a la pregunta. Sea p la probabilidad de
que un individuo prefiera la opcién A y sean q: y . las probabilidades de que un
individuo consultado, conteste a la pregunta dado que su opcion de preferenciaes la A o
la B respectivamente. Suponemos ademas que aquellos que responden no mienten.
a) Calcular las siguientes probabilidades: 1) de que un individuo al ser consultado,
efectivamente conteste; I1) de que un individuo conteste efectivamente la opcion
A; 1) de que la respuesta sea la opcién A, dado que el individuo contestd
alguna opcion.
b) En una poblacién suficientemente grande, se consulta a n individuos. Sea X la
variable aleatoria “nimero de respuestas de A en la muestra”. Hallar P(X=K)
con 0O£kEn, E(X) y V(X).
c) Se propone usar como estimador de p a la proporcion de respuestas por la opcion
A en la muestra. ¢Esto es correcto? Justificar la respuesta.
d) Sea pa la proporcion de respuestas A. Indicar los pasos necesarios para hallar un
intervalo de confianza de un (1-a)100% de confianza para pa. Plantear y
justificar la respuesta.

Ejercicio 2. Decidir si las siguientes proposiciones son verdaderas o falsas. Justificar
las respuestas. En caso de ser falsa, dar un contraejemplo.
a) Sean Ay B dos eventos del mismo espacio muestral. Si P(A)=P(B)=p, entonces
P(ACB)£p”.
b) Sean A y B dos eventos del mismo espacio muestral. Si P(A)>0,P(B)>0 y
P(A/B)>P(A), entonces P(B/A)>P(B).

Ejercicio3 Sean my a numeros reales con a0 y sea s>0, y €, €,... , & uUn
conjunto de n variables aleatorias independientes idénticamente distribuidas tales que
E(e1) =0, E[(e1)?]=1. Se definen las variables aleatorias

X, =m+ia+se 1=12..,n
Suponiendo que n es par, se definen las variables aleatorias

Y, =X, - XY, =X, - X, Y, =X, - XY, = X0 - X

Demostrar que las variables Y, Ya,...,Yn2 son independientes idénticamente
distribuidas con E(Y;)=a y V(Y;)=2s°.

Ejercicio 4. Una sociéloga se interesa en la eficacia de un curso de entrenamiento
disefiado para lograr que mas conductores utilicen los cinturones de seguridad en los
automoviles. ¢Cuéles son las hipotesis nula y alternativa si comete un error del tipo Il al
concluir de forma errénea que el curso de entrenamiento es efectivo? Explicar.
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Ejercicio 1. Una version de Batalla Naval. Sea el siguiente tablero en el que hay un barco
representado por los casilleros marcados con una X. El jugador atacante realiza dos disparos
(esto es, elige dos casilleros distintos de manera sucesiva) con la siguiente estrategia: al
primer disparo lo elige al azar. Si acierta (esto es, si da en un casillero marcado con una X)
entonces al segundo disparo lo elige al azar entre los cuatro casilleros mas cercanos que
limitan con el primero. Si no acierta el primer disparo entonces al segundo lo elige al azar
entre todos los casilleros restantes.

1 2 3 4 5
A
B X
C X | X | X
D
E

Calcular las siguientes probabilidades:

a) De acertar el primer disparo;

b) de acertar el segundo disparo sabiendo que acert6 el primero;

c) de que haya acertado el primer disparo dado que acerto el segundo.

Ejercicio 2. Decidir si las siguientes proposiciones son verdaderas o falsas. Justificar las
respuestas. En caso de ser falsa, dar un contraejemplo.

a) Sean A y B dos eventos del mismo espacio muestral. Si P(K): ay P(ﬁ): b, entonces
P(ACB)31-a-b.

b) Si el coeficiente de correlacion lineal de dos variables, X, Y, es nulo, entonces dichas
variables son independientes.

Ejercicio 3.

a) Se acusa a una empresa de discriminacion en sus practicas de contratacion. ¢Cuéles son las
hipotesis nula y alternativa si un jurado comete un error tipo Il al encontrar que la empresa es
culpable?

b) En base a una muestra aleatoria de tamafio n extraida de una poblacién normal con desvio
estandar conocido, se establecieron dos intervalos de confianza para la media poblacional. El
primero del 95% de confianza y el segundo del 99% de confianza. Hallar cuanto vale el
cociente de las amplitudes de dichos intervalos. Realizar el planteo correspondiente.

Ejercicio 4. Hay dos opciones para construir un dispositivo. La primera es fabricarlo con
un paralelo de dos componentes idénticas e independientes cuya probabilidad de falla es 0.20.
La segunda es utilizar una Gnica componente cuya vida Gtil puede modelarse con una variable
aleatoria exponencial cuya vida media es de 10000 horas.
a) ¢Cual de las opciones conviene mas si el dispositivo se utilizara 300 horas?
b) ¢Cambia la respuesta si el dispositivo se utilizara 1000 horas?

Justificar las respuestas con un planteo y un calculo adecuado.
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@ Ejercicio 1.

Sea X la variable aleatoria que
= corresponde al didmetro, en mm, de
R un eje producido por una empresa. La
figura representa el histograma del
didmetro de 1000 de esos ejes. Se ha
superpuesto una curva continua que
representaria la funcion de densidad
de X en un modelo continuo. A partir
de la figura, estimar: ¢;qué tipo de
distribucién tiene X, y cuéles son los
valores numéricos de los parametros
que la caracterizan? Justificar el
. s - calculo.

Ejercicio 2. Sean A, B, C tres sucesos de un mismo espacio muestral tales que las
probabilidades P(8 G C), PEC C)y P(C) son no nulas. Indicar si la expresion
p(acB/BGC)P(B/C)+P(ACBIBCC)P(EIC)
es igual a alguna de las siguientes:
i) P(AGB/C),ii) P(AC B); iii) P(A/C); iv) 0 a ninguna de ella,
Justificar la respuesta con un célculo apropiado.

Ejercicio 3. Sea una muestra aleatoria de tamafio 2n de una poblacion denotada por X
tal que E(X) = my V(X) = s2. Sean los siguientes dos estimadores para m

n 2n
X-lzié Xy X-ZZAO X .
i=1 2 i=1
¢Cudl es el mejor estimador de n? Explicar la eleccion.

Ejercicio4. Sea Xg la variable aleatoria que corresponde al punto de fusién de una
cierta aleaciéon en grados Fahrenheit, cuya distribucion se supone normal con desvio
estandar conocido sr. A partir de una muestra aleatoria de tamafio n se estima la media
poblacional m: con un intervalo del (1- a)100% de confianza.

a) Deducir la expresion del intervalo de confianza.

b) El intervalo obtenido se presenta en un informe técnico, sin registrar los datos
individuales de la muestra. Un lector de dicho reporte, necesita el intervalo
expresado en escala Celsius. Realiza las modificaciones necesarias. ¢;En cuanto y
cémo se ha modificado la longitud total del intervalo original? ;Se modificé la
confianza del intervalo?

Nota: El vinculo entre las escalas de temperatura Fahrenheit (F) y Celsius (C) es
lineal y esta dado por C=(5/9)(F- 32).
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Ejerciciol. El tiempo de reparacion (en horas) T de un articulo sigue,
aproximadamente, una distribucion de probabilidad con densidad f(t) =te* t3 0. El
costo de reparacion de uno de dichos articulos es C =S +bT , donde la constante b es
un costo por unidad de tiempo y la variable aletoria S toma los valores s; y s, con
probabilidad p y 1- p respectivamente. Calcular el costo esperado de reparacion C. Dar
la respuesta en términos de s;. Sz, p y b.

Nota: ()"edx e -k le®dx at 0,n>0; ye™dx —ame(ax-1) al 0.
a a a

Ejercicio 2. Sean A, B, C tres sucesos de un mismo espacio muestral tales que la
probabilidad P(AC B)* 0. Analizar la validez de la expresion:

P(C/ACB) —2CCAB)

P(A/B)
Si es vélida, demostrarla; si no lo es, dar un contraejemplo.

Ejercicio 3. Se tienen 3 cajas. La Caja 1 contiene 2 bolillas azules y 2 rojas; la Caja 2
contiene 3 bolillas azules y 1 roja; la Caja 3 esta inicialmente vacia. Se extraen al azar
de manera independiente una bolilla de la Caja 1 y una bolilla de la Caja 2, y se las
coloca en la Caja 3. Se proponen dos hipétesis relativas a la Caja 3.
Ho: las dos bolillas son azules; Hi: al menos una de las bolillas no es azul.
El criterio para decidir entre una u otra hipétesis es el siguiente: se hacen dos
extracciones con reposicion de la Caja 3, y no se rechaza Hy en caso de que en cada una
las dos extracciones se obtenga una bolilla azul; se rechaza Ho en caso contrario.
a) Hallar las probabilidades correspondientes a los eventos: en la Caja 3 hay 2 bolillas
azules, hay una bolilla de cada color, hay 2 bolillas rojas.
b) ¢Cual es la probabilidad de no rechazar Hy cuando H; es verdadera? ¢Esta decision
corresponde a un error 0 a un acierto? Si es a un error, ;de qué tipo de error se trata?
c) ¢Cual es la probabilidad de rechazar Hy cuando Hy es verdadera? ¢Esta decision
corresponde a un error 0 a un acierto? Si es a un error, ;de qué tipo de error se trata?

Ejercicio4. Sea X una variable aleatoria con distribucion uniforme en el intervalo
[m 1;m+1] donde mes un parametro desconocido; y sea {X1, X2, ¥4, Xy} una muestra
aleatoria de X. Resulta que la variable aleatoria promedio muestral, X, es un estimador

insesgado de my V(Y) :Sin.

a) Definir que es una muestra aleatoria.

b) Deducir como se puede construir un intervalo de confianza aproximado para mcon
una confianza del (1-a)100% cuando la muestra es grande. Mencionar el/los
teorema/s adecuados que dan validez a este planteo.
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Ejercicio 1. Sean A, B, C tres eventos de un mismo espacio muestral. Se conoce que
A incluye a B y que es disjunto con C. También se sabe que A es tres veces mas
probable que C, una vez y media mas probable que su complemento, A, y que
P(B/A)=1/4. Hallar P(BE C).

Ejercicio2. Un modem de alta velocidad transmite, a modo de idioma binario,
sefales de valores -1 y +1 respectivamente. La probabilidad de transmitir un -1 es p.
Sea X la variable aleatoria correspondiente a esa sefial enviada. La linea por la que se
envia introduce un ruido aditivo aleatorio, Y, de distribucién normal con valor medio 0
y varianza s (independiente de lo transmitido). El receptor de la sefial decide que el
modem envid un -1, si lo que recibe (suma de la sefial enviada y el ruido de linea,
W=X+Y) es menor que al Rp.1:15. En caso contrario decide que lo enviado fue un +1.
a) Presentar un diagrama de arbol que esquematice la situacion. Encontrar una
formula para la probabilidad de error del receptor. Expresar dicha formula en
funcion de p, s, a y de probabilidades asociadas con valores de una variable
normal estandar, Z.
b) Calcular numéricamente la probabilidad de error del receptor para p=2/5, a=1/2
y s’=1/4.
c) Para un valor genérico p, hallar la covarianza entre las variables X y W. Indicar
para que valor de p es maxima esta covarianza.

Ejercicio 3. Se recibe una caja con 10 unidades de una pieza y se desea ensayar la
hipotesis Ho: “las diez piezas son buenas”, extrayendo una Unica unidad de la caja. La
condicién de rechazo, obvia, es que la pieza extraida sea defectuosa. Si la pieza extraida
es buena, no se puede rechazar la hipotesis nula.
a) Escribir una hipétesis alternativa H; razonable en el contexto del problema
planteado.
b) Calcular la probabilidad de cometer error de tipo Il (b) para las alternativas de
que haya 1, 2, ..., K piezas defectuosas en la cajacon K =1; 2; ...; 10.
c) Graficar b(K).

Ejercicio 4. Sea p la proporcion de individuos que en una poblacion cumplen con una
propiedad especifica, cuyo valor se desea estimar. Se va a seleccionar una muestra
aleatoria grande de n individuos, y X es el nimero de éxitos de la muestra. Plantear y
desarrollar la deduccion de un intervalo de confianza para la p con una confianza del

(1- 2)100%. Justificar adecuadamente.



