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Ecuacion de Continuidad

* La cantidad de masa de fluido que
AN _)f\ fluye por una determinada superficie
\\ Y % por unidac}l de tiempo se conoce como
> / ¥ Caudal Masico, y se nombra comom
N ' * El punto sobre la m se utiliza para
indicar que corresponde a la masa por
A f unidad de tiempo.

* El caudal masico a través de un area es
obtenido mediante la siguiente
integracion:

m=[om= [ pV,dA
/‘ A A

m
* Aunque esta expresion es exacta, no
. siempre es conveniente para analisis
de Ingenieria.

\
\
\
Control surface “
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Ecuacion de Continuidad

* Laintegral puede reemplazarse en muchos
flujos por la siguiente expresion haciendo uso
de la velocidad y densidad promedio.

1
Vav — VndAc
g Ac ,8[
M= PV A

El caudal volumétrico, V-, se define como:

g [ — ] Vo= [V, dA, =V, A =VA
A

avg

R,

L — —_— e — e e - 3

denotar al caudal volumétrico.

—_————ee -2 e+ [E|caudal masico ) volumétrico estan
| relacionados por la siguiente expresion:

Cross section m = ,OV_

|
1
|
1
|
L * Nota: Muchas veces Q es utilizado para
:
1
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Ecuacion de Continuidad

* El Principio de Conservacion de
la Masa puede expresarse
como:

dm
. ° . CV
min o mout —
dt

* Dondem, y m_, son el caudal
masico entrante y saliente en el
volumen de control, y dm,/dt
es la relacion de cambio de
masa dentro del volumen de
control.
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Ecuacion de Continuidad

Y e * Para un volumen de control, CV, de
& o forma arbitraria.
I dA .
,. e v — La tasa de cambio de masa dentro del VC
‘\ volume (CV) y es:
e dm d
Control surface (CS) Vv — j pdV-
A A/cos 6 dt dt cV
\ 4 vl . .
\\ / 7 — El flujo neto de masa a través del VC es:
T I— 1 d V —
E— //5@0 G My = [ oM =[ pV,dA= [ p(VIFi)dA
P CS CS CS
Vo= Veos * Entonces la expresion general de
m = p(Vcos 0)A/cos §) = pVA P 8
A y P.C.M esta dada por:
\—l-— : n d >
—,
- ' dt CV CS
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Ecuacion de Continuidad

Analisis Diferencial a través del uso de un
volumen de control de tamano infinitesimal

¥i

............. ) — ap
_f;-"" GZ[ E[“J-I—J pV - ndA [ Em—zm
cvm CS EU}

/L. dj, Teorema de la Divergencia (T. Gauss)
X iz

dx . .
NN —— dp — —
. [TGdU:#Gndlﬂl {]:J‘ EdU+J T-(;N)::IU
Jy Ja cv ¢ cv

ﬂ-'” _} '||'.||r [IU _ [] r.|||".' — —

f":l'[ P B Tt + V- fj'll"'lr =0
i
Ecuacion de continuidad en

coordenadas Eulerianas
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Ecuacion de Continuidad

f Control volume 'I:]_IU
—dv=Sm- Sm
| J;;; at in out
Pudy di — = =a ! — [pu+ %i,ﬂu]dr]d_\' dz
J- _____ ay| . 2 {lﬂf‘qf i"-rl' ](!.Il: 2 {-pI'AI' Vﬁ -]in 0
/// 4
dx d d
I _p dv = 22 dv dy dz
oy OF df ’
Face Inlet mass Hw Outlet mass Gw l
a ] \ A
x pu dy dz pu + — (pu) dx | dy dz ( Y )
o . ap 3 P 3
y g dx d: [PU . % o) dy | dx d —_— o dx dv dz + P (pu) dx dv dz + E (pv) dx dy dz + ; (pw) dxdy dz = 0
2 pw d dy pw + %qu]d: dx dy
B h - do  dlpu dl o a | oW
ap  dlpu)  alpr) o ) o
ot dX dy dz
L (pV) =0
ot P

Ecuacion de continuidad en
coordenadas Eulerianas
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Ecuacion de Continuidad

Nota: En el centro del elemento cubico asumo que el punto P

T tienen la densidad p. Para determinar cuanto vale la densidad
—t— o en el centro de la cara izquierda y derecha usamos una
. )P_-..“ ' expansion en serie de Taylor.
O R (o0 _ gy dewdx 1 a%(ew) (dx)z .
y e o PY) center of right face — P X 2l gx2
dx
’ ap
P J w=3m- S
CvV
] IO DL ) P a(pu) d:-: d(pv) dy a(pw) dz
) ( 3y 2) Em pl — " dydz+ | pr — oy 2 dxdz + | pw — = 7 dx dy
I /(Pw a(g? J dl) dx dy liaft face . bottom faca . raar face .
! 1
i Apu a(pv) d a(pw
.' Ty S>om=|pu+ (v }dx d}rd pr + (pv) dy dxdz + | pw + (o) dz dx dy
(pu—a(”u)ﬂ()dydz —tee- i |—-n-( u+a(pu)dx) dv dz out X ﬂ}r 2 ) iz 2
2 /: ____________ g xn 2 / right face lc:;;iaco ' front Face '
pW) az ,f’IIIJ T dz y ﬂ
(“‘" %’%)d“”’ & '|' —d x dy dz =—“—d x dy dz — {;jdxdydz—%dxdydz
(W_H{_pv)@) dx dz a
ST T A T o W P N
0 20W)  olew) oW at +V-(pV) =0
it ax ay Az .. R
Ecuacion de continuidad en
coordenadas Eulerianas
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Ecuacion de Continuidad

. v. (o) = 0 Se observa que si 7 -V =0 el flujo es incompresible ya
ot p que esto implica que el caudal masico entrante es igual al
Ecuacién de continuidad en | sgliente, y la densidad no varia con respecto del tiempo

coordenadas Eulerianas
dentro del volumen de control.

F};J —} -
"..f' —+"u.|" T + T "-.I’ 0
s V- (pV) = p p+p

Material derivative of o

Elemento material
moviéndose a través

il de una campo fluido.
Sea el operador DO _ = 20 +V-70 %} ) Su densidad cambia de
Dt~ ot / acuerdo a la ecuacion
Dp ] ~de continuidad.
E‘l'pVV:O . Streamline

Ecuacidn de continuidad en
coordenadas Lagrangeanas
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Principio de Conservacion de la Energia

Fuerza que actua sobre una particula de Considerando el flujo estacionario, y las

fluido a lo largo de una linea de corriente fuerzas actuantes sobre la partl'cullz)a‘./
ZF_ PJA-(P+dP)dA—WsinB=m —
= mag a‘l/)t
) PdA—(P+dP)dA—Wsin9=mE+mV-|7V
Steady flow along a streamline P dA — (P + dP) dA-Wsin=mV - Z_Z
PdA—(P+dP)dA—WsinB=pdAdsV - %
W sin 6
-dP - A —pdV-dv
Siendosin9=d—zyw=pgdAds
_pgdA dsE_
-dP 1 2 P V dv
-dP—pgdz=p12/dv
‘ L )
p 2
P L gdz+? (?) _y | Ecuacién diferencial
2 de Euler
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Principio de Conservacion de la Energia

dv?) _ 0 Ecuacion diferencial de Euler

dp
—+gdz+
p g

l Integrando los diferenciales exactos

2

dP V 4 H 9
f? tgI+—= Constante a lo largo de una linea de corriente

: . dp : . . :
l Resolviendo la integral f? para flujo estacionario incompresible

2

P 14 ) _ .
5 tgz+—-= Constante a lo largo de una linea de corriente” Ecuacion

de Bernoulli

. _ %+ng+ V12=%+gZz+ V7 = Constante
anerg) ——
”La suma de la energia de flujo, cinética y potencial de una
7 P particula de fluido a lo
. largo de una linea de corriente es CONSTANTE, cuando el
energ flujo es estacionario,
incompresible y los efectos de friccion son despreciables”
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Equilibrio de fuerzas en traslacion

Control volume (CV) -

g , Las fuerzas que actuan sobre un volumen de
- \ . . . .
g : \_ / control se dividen de la siguiente forma:
Vv RS ..

{ 2/ H * Fuerzas Masicas (Fbody)

{ 1 \ . .

| \ e Fuerzas Superficiales

|

[ dA 3 * Normales

' o S * Viscosas
| /° dF quface

\ 7/

~ s

\\-”-~-_’\

\
Control surface (CS) —
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Equilibrio de fuerzas en traslacion

%
d Fsurface =0

H
2 Fsurface =

U_IK

O yy

O
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i

frx}.

Tyy
Oy

R dA Las Fuerzas Superficiales Normales y
) Viscosas surgen a partir de integrar en el
ndA area al tensor de tensiones. Este tensor
|, tiene como componentes en su diagonal
o, a las tensiones normales (Presiones) +
oy las tensiones viscosas. Fuera de su
o, diagonal se encuentran las tensiones de
corte. 0F s oce mgenti
AV
Fluido en Movimiento : dF surface, rm:ax,#x'# K oF,
[ Eluido en Reposo Tensor Viscoso | \ : !
k (Desviador) dFmﬁIE_FE
ox\ [P 0 O\ [m m ™\ N Fartons
o, |=1 0 =P O+ 7y Ty
05 0 0o -—-P Tn Ty Tu

Control ¥ ¥
surface \ |
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Equilibrio de fuerzas en traslacion

dy
— = — —
A & lg > Froay = | pgdV=meg
1 [ cV
F{‘_.-" dx
7, E dEbu:ud'_.' = dF—;r.l'u'll‘_q' = r"'g'jl"'ll
- 3] — — — [ [
X0 EF — EFbUd}"—i_ EFsurﬂace: I ")gd‘\/‘l— I rrUﬂdA
cV CS
— — — — —
Total force: E F = 2 Fgravity + Z Fpressure + E Fviscc}us + E F{::uther
M“’Fme bad}r"mrce surface forces
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Teorema de conservacion de Cantidad de Movimiento.

S Dv
Flext) — . —
2 ™Dt

Tomando un volumen diferencial
2 dF(ext) — 2 2% 1k dy dz
Dt

dFExt) = 5 bv dx dy dz
Dt

Tomando la componente x

dE, =pll))—1:dxdydz
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Teorema de conservacion de Cantidad de Movimiento.

dFe=p (4wl v 2 1 w2 dudyd
P\ T ax T Vay T Wz ) Y

Descomponiendo cada término

au a(pu) ap
Par ~ ot “ar
ou 0d(pu?)  d(pu)

P dx  0Ox u dx
au _ d(puv) d(pv)
Yoy T oy ! dy

au _ 0(puw) d(pw)
az 0z “ 0z
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Teorema de conservacion de Cantidad de Movimiento.

Teorema de conservacion de la cantidad de
movimiento.

_ (9w  dp d(pu?) d(pw) d(puv) d(pv) d(puw)  I(pw)
de‘( ot Yar T Tax Yax T oy Yoy oz Yo |Hdydz
d(pu) Ad(pu®) d(puv) Ad(puw) dp d(pw) a(pv) I(pw)

F, = YN (e
dF ( ot VTox "oy ez et exr TTay TTaz ) B

_(3(pu) d(pu*) Ad(puv) Ad(puw)
de—< T + o + 3y + 57 dxdydz

dF, = ( (pu )+ V. (puV)) dxdydz

F, = j (a(ap ACLN (puv)> dvol = j ) o1 + j 7. (pu?) dvol
vol

vol
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Teorema de conservacion de Cantidad de Movimiento.

Aplicando el Teorema de Gauss (Divergencia)

0 _
E, = —udvol + j up(V.n)dsup
vol ot Supb

Generalizando para x, y, z

EF f (p )dvol+j V pV.ndsup
> F= j (pv)dvol+j v dc,

La suma de todas\ ("La razén de cambio EI flujo neto del momentD
Las fuerzas externas | _ | Respecto al tiempo n lineal hacia afuera de la
que actian sobre | ~— | del momento lineal superficie de control por

_ un VC p \del contenido del V9 \_ ©lfljodemasa )
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Ecuacion de Cauchy

Ecuaciéon de Cauchy a partir de un volumen diferencial

y Moot dy En la cara izquierda del elemento cubico asumo que la
pots + L O ) gy g . . :
x (o ay Joxes momento lineal es m.v., y su flujo m.v.v Para determinar
z i (.M'}MF cuanto vale el momento lineal en el centro de la cara de la
| 1 derecha usamos una expansion en serie de Taylor. En las
- .
T graficas solo se muestra las componente del momento
1 o
-uu)d gt —we | ~ 3ol dx lineal en Xy de la Fsup X a través del V.C.
F ¥ ' (J'UU+ ij )'j}"jl — — — d — = .=
JEENEN B E F = 2 andy + 2 Fsurface = a (PV] dv + EBmV o ZBmV
;‘,ﬂ P ‘ov out in
(,mu _ dlpwu) dz)dx &y Pt H dz . . . . Ca - p -
7 & | SF - ’ od dV + ’ r:rﬂ-nl:IA=J (V) dv+ | (V)V-dA
- L
“CV “C5 Ccv “C5

(,a:-u) dx dz : . | \

il il il . . . .
a0 pg, +— o+ — Ty +—0o, = d{pu} + d{puu] N :&{pzru} + d{pwu]
("zx)””!f ! durey Oy X oV o at ix av iz
g AT T
. T o . . 0 0 0 {1y - - . " :
(v Jovtiatpms E (e W Gty oty oy = 200 A0W) Gl | Spm)
5 ! \_._ g ‘ 9y ‘ it X ay iz
I
(”F )dxdz Tﬁ"—'j'_ dz 0, + f_‘ og+ i Ty i o, = a(pw) N d(puw) N a(prw) N i pww)
X oy a7 ] ] ) ]
dery 01 ot iy dy iz
¥ ( nt = )dxdg.r
' o — — — — . —
X _'[ {;M} + V- (;MU) = pg + V- T
| .,
! . Ecuacidn de Cauchy
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Ecuacion de Cauchy

Ecuaciéon de Cauchy a partir de un volumen diferencial

y (..m ) uyjmz En el centro del elemento cubico asumo que la momento
/Lx o lineal es m.v., y su flujo m.v.v Para determinar cuanto vale
: 4 (1 20 %)umg.r el momento lineal en el centro de la cara izquierday
. o d derecha usamos una expansion en serie de Taylor. En las
-~ .
oy graficas solo se muestra las componente del momento
(- 2507y —p—we e (J,uu 2 dx)dj,m lineal en X'y de la Fsup X a traves del V.C.
1 dX
’,' ------------ E F 2 andy + 2 Fsurface = l (PV dU + EBmV 2 BmV
. 4 ",“ # Az ‘CV out
(,qu— {,;U] El)d dj,r""' - 1 s ’ ( . r - — —
' * | SF - ’ o dV + ’ rrﬂ-ndA=J —[.:;-‘n.n’]d'.,f+ (V) - i dA
- r
“Cy “Ch v “C5
( - F'I—._I—[’ :yu} d%)m dz . |
) i i \
dory 0T\ dx pg, + i P f—j Tyt i 0, = d(pu) + d(puu) N i (pru) n d(pwu)
oE ) i d dy X dy oz it : 9 i
! | iy +_j;|1 Z)U};ﬂz | Y | d X dy (i ¥
- :' -------- - _/-V
(“_m_'a"rn E)d}[dlq_ ______ ’ *i I " ._{“_ +F-|‘r:<x d_x)d:-,rdz A + f_j a.. + f_j o+ i P _ f]{j}lz'} f]{j.iui.”] !“j'{'ﬂ‘l”lz'} I.’]'[:jiwv]
w2 N Yo 2 Py ™ ax gy Woar ¥ T ot —— T —
dy L"'kj"' it X day (i Fi
J |-;||.' {I}') z"’
i ——2 | ¥ dz . .
( "oy 2 [*’ oz J i o _ dlpw)  a(puw)  a(prw)  a(pww)
dery d PG T oy Tu T ay " T < + + +
ir +rllr _I ‘}t ?x ‘.i ‘jz
y ( mt 2)”“‘3" ‘ ' oy ‘
. — — —
- ! {;M} + T (;MU) = ;r@ + V- oy
i at 1]
Ecuacion de Cauchy
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Ecuacion Indefinidas de la Dinamica

Aplicando la regla de Producto:

—

— dp

E(ﬂv}‘i‘\_‘[IJ‘VU)ZIIQ‘FT'IFU ] E({MJ_”EJ’UE
Ecuacién de Cauchy V- (pVV) =V V- (pV) + p(V - V)V
H"l.—l'r} —| — — N — B -
p— + [_;J + V- {;}U]} +p(V-V)V=pg+ Vo
ot at
N o o DV , =2
f’[?t + (V- TJV} P =PI+ Vo

Forma alternativa de la ecuacion de Cauchy

Unidad 4: Dindmica y teoremas de conservacién de la dinamica
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Ecuacion Indefinidas de la Dinamica

Ecuacion de Cauchy

3 8 o —p 0 0 o Tay ta 0P 01y, 0Ty, 0Ty
V. O0jj = (— - _) . 0 —P 0 + | Tyx Tyy Tyz = dy + Ox + dy + 0z
0 0 -P oP 0dt,, O0t,, 07T,

——+ +—2+
dz 0x dy 0z

Tzx Tzy Tgz

OP 0Ty, O0Tyy 0Ty Du

——+ + + =p =

PIx =5 ™ Tox dy 9z P Dt
oP Ot ot ot Dv
gy — —+ xy  Tlyy zyzp_

dy  0x dy 0z Dt
0P 0t ot 0T Dw
0g, — n Xz n vz n zz _ p —

dz  Ox dy 0z Dt

Ecuaciones Indefinidas de la
Se introduce un Nuevo tensor Dinamica de Fluidos

: DV

con las tensiones de cqrte 0g — Vp+ V-1= por
como valores desconocidos t
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Ecuacion de Euler

Considerando zona potencial, se tiene:

Ecuacion de Euler

- DV
P9 P—th

_EE: (H_H+;_+Uﬂ+ HM)

Pox =y “Plar T Ty T e .
| Ecuaciones
op du duv duv’ de Euler
, = —+u——|—u—+u
Poy ™ oy P( ot ax dy dz)
sz_i},g: ow o ow aw r'm
0z at 0x dy 02z
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sys d . — \ ;'
dt = dt J (r X V)pdV Direction of ~—
sYs rotation m.
S odr S S o 0/
SM=—| (FxV)pdv+ [ (FxV)p(V,-n)dA
ey e The net flow rate of M= rxF
The sum of all The time rate of change anaular momentum ]
external moments | = | of the angular momentum g M= Frsing
, out of the control
actingona CV of the contents of the CV
. . _ surface by mass flow
Para Flujo Estacionario: Siry el flujo de momento estan en el mismo plano:
Shi= [ @x Vil oA SM=Srmv - S rmy
Cs out in

SM=SrtxmV— SFxmV Tshart = pV(raVo,¢ — Vs y)  Ecuacion de Euler para
<~ ;;F-r Turbo maquinas
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Equilibrio de Momentos en Rotacion

Tyt _i_fr_ﬂ-_x“-' dy Tey — Tox + 1 i (T ) dx — 1 i (Tyx) dv | dx dv dz
7 - ' ) 2 ax 2 ay
| ; d*#
= — pldx dv dz)(dx* + dv*) —
g Pldxdy d2) Yar
& = Rotation
‘_\ e Despreciando los términos de orden superior,
. Yo B
Axis O T.lj.' s T}._‘.
¥ Andlogamente, en los otros planos,
dr T.l'.: == T:JL' 'T,I_.: == 'T:i_.
— .

NO EXISTE ECUACION DIFERENCIAL DEL MOMENTO CINETICO. La aplicacion de la
ecuacion en forma integral a un volumen de control infinitesimal proporciona el
resultado bien conocido de que las tensiones de corte son simétricas.
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Ecuaciones de Lamé

Una componente i-j del tensor de tensiones, para un fluido en movimiento (caso Tﬂ,- contrario

seria nula), se puede escribir como: 5 = —pd. +T..
i gy

Donde, C; €s una componente del tensor de tensiones,
p es la presion, Sij es una componente de |la matriz
identidad y 1;; es una componente del tensor desviador t.=K. D
de tensiones (contiene las tensiones de corte). ] Pa P

El tensor desviador de tensiones puede escribirse como:

A +20 A A 00 0

Donde, K;,, €s una matriz que describe la relacion A A2 A 0 0 0

constitutiva del material en un fluido newtoniano. K = A A A+2p 0 0 0

Es la matriz de elasticidad, que originalmente tiene 81 P 8 g g / 0 8
. , L

componentes, y que por simetria de los tensores puede 0 0 0 00

reducirse a 36 y considerdndose isotrdpico
(elasticamente equivalente en todas las direcciones),
puede escribirse hacienda uso de solo dos constantes
de elasticidad, las constantes de Lame.
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Ecuaciones de Lamé

Las constantes Ay u son coeficientes de viscosidad’, andlogos a los parametros
de Lamé. Reformulando la expresion del tensor de tensiones se tiene que:

O-ij = _p6ij — A 6ijDkk + Z,U*DU
Donde, c;; es una componente del tensor de tensiones, p es la presion, J; es una
componente de la matriz identidad, D, es la traza de la matriz D, y D; es una

componente de la matriz D .

La nulidad de la viscosidad volumétrica se conoce como condicidn de stokes.
e = 3()\ T3H ) 0 A 3 H

Luego, el tensor de tensiones, para un fluido newtoniano, aceptando la
condicion de Stokes resulta:

2
Oij = —POij = 3 M 01D + 24" Dy
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Ecuaciones de Lamé

Ecuaciones de Navier Stokes
Insertando la expresidn anterior en las ecuaciones indefinidas se tiene que:

- dI—/) 1 o -
P\I— 7 =VP—zuV(V-V)—uv.-vv

Esta expresion se conoce como Ecuacion de Navier — Stokes.

En el caso de fluido incompresible (V-V = 0) la expresion anterior puede
escribirse como:

(9 dv)—VP v.-vv
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Ecuacion de Navier Stokes

Fluido en Movimiento

\
. Tensor Viscoso |
Fluido en Reposo .
(Desviador)
\ \
( | [ \
Ty Uy Uy —P 0 0 Tew  Txy Twm Se introduce un Nuevo tensor
.= = — T T T con las tensiones de corte
Tij Ty Ty Op 0 P 0]+ ™ Ty e .
0 0 —P _ _ _ como valores desconocidos
(Fx |Fz-_.|. (M T IE I Ty iy,

Se define el tensor de deformacidn viscoso. Se considera Flujo
Tij = 2JLE i Incompresible y adiabatico (esto implica viscosidad constante)

i i
2, 2L H(ﬂJ,ﬂ p ﬂ_u+ﬂ_w)
X dy  dx dZ  dX

+

dr du i ar - dw
om=l 0 —P 0 |+ ,u(—£+—) 2u= #(—*+—)
aX  dy, dy gz ay,

(ﬂw+au) nw+m-) , AW
flax ") "oy Y
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Ecuacion de Navier Stokes

Partiendo de la Ecuacién de Cauchy:

El producto puede escribirse de la siguiente forma:

— --I"..-"-" - 1'-._' -,-J"..-"-i-_-rl' = o + l"r_ " T — —— —— — - = =
T WV V)= pg i V- (W) =V V- (V) + p(V - V)V

Consideramos el flujo incompresible

% - - -
a\/ — = = - = = . —> Zuﬂ ("u+$> #(ﬂ+ﬂ)
PE + '1”-' a_ + f [FV):| -+ p("u-" . T) pg + V u-u- dy oX r‘iZ i'x
al au ov v JdW
; (DX -+ ) 20— M (-— + —-)

— —3 - ‘
dv I, Dlll\.f]r B . dy dy oz ay
;{d—-l-{"'u"'T]V]=IJ—=;JQ+\_-HU M+ﬂ> <ﬂ+"_l> zﬂ
dl Dt ax o0z K ay o0z 3 )4
Analizamos solo la direccion en X
Du  aP . L 'IELI d [duv L du au d [dW . au
ot ox FETergET RN Ty TR kT
Du_ 9P _d2u+i@+aﬁv+@+ddw+az}
"Dt ox P9 Mlox2 " oxox  oxay ay2 ox oz o
P g D (M) P Sy R
ax P TH X ay axz ay?
u_ b + + uVau
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Ecuacion de Navier Stokes

Dv aP : :

— 2 5 + ., V2 Ecuaciones de Navier Stokes
Dw oP

— = —— + pg, + u VW

P Dt 37 P9 T 1
DV 2 y

JIE= —‘\.—P—FIJQ’—I—MTEV

Ecuacidon de Navier Stokes
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Ecuaciones de Euler y de |a estatica

Partiendo de la Ecuacién de Navier — Stokes, si se considera un fluido ideal:

(% DV)_VP
P\I—57)=

Esta expresion se conoce como ecuacion de Navier Sotkes para fluidos ideales.
En el caso de la estatica de los fluidos (V = 0), puede reducirse a:
pg =VP

Esta expresion da lugar a la ecuacidon diferencial fundamental de la estatica,
gue en un espacio unidimensional puede reducirse a:

dP = pgdh

Ecuacion General de la Estatica
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Principio de Conservacion de la Energia

Partiendo de |la ecuacion de Navier Stokes para fluidos ideales :

(5-27) - o
P\9 Dt/) ~

Multiplicando escalarmente ambos miembros por el vector ds = dx 1+ dyj+ dzk
y pasando la densidad al término de la derecha:

PR TR r i
S

O ® ®

Se analiza cada miembro por separado.

@ G-ds =(X,Y,7Z) - (dx,dy,dz) = (Xdx + Ydy + Z dz)
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Principio de Conservacion de la Energia

Dado que el campo vectorial g deviene del potencial gravitatorio es posible
expresarlo como el gradiente de una funcion potencial U,,:

. au,, aUu,, aU,,
=XYZ) = =
g=XY,Z) (ax'ay'az> vuU,,
Aplicando el producto escalar por un diferencial de linea ds:
. — JdU, U, aUu,,
g-dS—VUm-dS—de+Wdy+ e dz =dU,,
@ DV d_>_(Du Dv DW) (dx, dy, d2)
pt “ T \Dt’'Dt’ Dt * 4, G2
DV d_>_Dud +Dvd +Dwd _d dx_l_d dy_l_d dz
bt T e T e T e T M T M ar T War
DY GedeZ i v aw —udutvdvtwd
De S_udt vdt wdt—uu vdv+wdw
DV — d@u? dw? dw?) dv?
DV —._d@?) dwd) dw?) _dr?)
Dt 2 2 2 2
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Principio de Conservacion de la Energia

£ . ds %(ap op aP)-(dx,dy,dz) 1(a—Pd + dy+ dz)

T 5\ 6x 8y bz
ve — dP
s = —
p p

Finalmente, sumando los tres términos se tiene la ecuacion diferencial de Euler

— DV — o dP d(V?
g-ds—g-dS—VP-ds + )
Dt p P 2

Ecuacion diferencial de Euler

—dU,, =0

Unidad 4: Dindmica y teoremas de conservacién de la dinamica
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Principio de Conservacion de la Energia

Integracion y Sistema de Bernoulli

Integrando la expresion anterior se tiene:

[420 (9D [ gy, =

PV —c
p 2 "

Integral Generalizada de Bernoulli

La integral que involucra dP y p requiere un analisis adicional.
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Principio de Conservacion de la Energia

Integracion y Sistema de Bernoulli

Casos particulares del sistema de Bernoulli

Los casos de interes para la integracidn del sistema de Bernoulli son los
siguientes:

1. lIsopinica (Incompresible, p es constante).

2. Politropica. Simplificacidén adiabatica, expresidon the Saint Venant -

Wenczel.
dP P

RZC
p

h=

1. Incompresible:
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Principio de Conservacion de la Energia

Integracion y Sistema de Bernoulli

2.Poli trépica: dada la complejidad de la poli tropica, se toma un caso particular
de la misma que es la adiabatica:

P
— =
pY
p1 p_1 —=+1 Py_—l
=~ [@ap— e [pivap— g e
C C 1.y y —
1 14 14
py y-1 p
IR A I
y—1p y—1p
y P V? L, . L
1o + - U, = Ecuacion de Bernoulli para flujo adiabadtico.
y—1p
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PrinCipio de Conservacion de la energia

Integracion y Sistema de Bernoulli

Casos particulares del sistema de Bernoulli .
Ecuacion de Saint Venant - Wenczel

Partiendo de |la Ecuacidn de Bernoulli para flujo adiabdtico y recordando que
para gases ideales P = pRT, R = C, — C,, yy = C,/C, se tiene:

C,/C, pRT V? C V2
1% v 1%

+—=—U, = RT+——-U, =C
C,/C,—1 p 2 mC,— G, 2 m
CpRT+V2 U, =C
R 2 m -

Si se considera despreciable el termino geodésico (U,_,)

VZ

CyT +——

5 U, =C Ecuacion de Saint Venant - Wenczel.
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Principio de Conservacion de la Energia

Integracion y Sistema de Bernoulli

Diagrama PiezOmetro

Dividiendo la ecuacién de Bernoulli para fluidos incompresibles por la gravedad

se tiene que:
1/P V? P Vv: U,
g\p 2 pg 29 g
Donde: y = pg es el peso especificoy U,, = —g z, con lo se tiene:
p Vv
—4+—+2z=C
pg 29
: EGL 2
o HoronE) 7 EGL: Linea de energia (- + — + 2)
1| jvileg s pg 29
T HGL: Linea Hidraulica (£+Z)
P
Pg p% = Carga de Presion (columna de presion Estatica)
2
—21 > Z—g = Carga de Velocidad (columna necesaria para lograr V)
T~
z z = Carga de altura (Energia Potencial del fluido)
_____ Reference level
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Corrientes relativas. Bomba centrifuga.

Objetivo: aumentar la presion total de un ligquido.
La bomba es una turbo maquina que entrega energia al fluido.

AP=P, - P,

Anti-retorno , ,
> Energia B > Energia A

Tuberia de
descarga

Tanque B

ENTRADA

Tuberia de
aspiraciéon

* Funcionamiento
e (Cavitacion
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Corrientes relativas. Bomba centrifuga.

H (carga de la Bomba) = h,, - h,,, energia aportada,
despreciando efectos viscosos y térmicos.

Water horsepower: W yater horsepower = MgH = pgUH

.

Brake horsepower: bhp = Wynan = @ T ghart

. Wwater horsepower Wwater horsepower ,UQVH
Pump efficiency: Npump = : = o =1
Wanart P @ T shaft
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Corrientes relativas. Bomba centrifuga.

i Shutoff head

el

b

BEP

E-— 1
=5 £ He ! .. .
= . I El BEP es el punto de mayor eficiencia.
= | Tipump, |
E‘“— jrr tl'hFl- :
- r I__ I
L I
L-7-"" bhp !
.r|| - I
; s
' N
0 -
0 Free delivery
M Pump performance curve
H R
_ | |
H [ Operating ..,
Fualeste . point El punto de operacion se corresponde cuando el H
I | . . . . .
! / disponible es igual al H requerido por el sistema.
1 i
I
|
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Corrientes relativas. Bomba centrifuga.

Bomba centrifuga. Cavitacion

30 ]
R . Available
| Cavitation Cavitation i MNPSH, 25°C
H i bubbles collapse bubbles form 25
—\ ! . Available
~ No cavitation | Cavitation . pressure 20 ] NPSH. B°C
| . i
- i side ~a ] o
3 , 2 1mpeller = ?D;a;'gtm"'
T NPSH . blade 7 15— —5
| e i
[ Lo Suction—"_ = ] ._éequired
, . ]
, side ]
1!]—_
ey 1
0 _ — ]
0 ViV 5]
Para evitar la cavitacion es necesario evitar que el fluido este ] _
o .« 7 . 0 T T T T T T T 7T I s s e e e
por debajo de su presion de vapor en cualquier punto dentro w0 a0 00 600 700
de la bomba. V. gpm
El criterio de cavitacion suele especificarse a la entrada de la
bomba. / V2 P,
nPsH = (= + ) _

\ g Eg pump inlet g
“ Si la carga neta de aspiracion positiva NPSH requerida es
mayor que la NPSH disponible, existe cavitacion.”
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Corrientes relativas. Bomba centrifuga.

—Backward
—Forward
-= Radial

Curvatura del alabe:

* [ <90° curvatura hacia atras. El ensanchamiento es gradual. Se recomienda
valor de curvatura de 25° < 3 < 60°.
* [ =90° sin curvatura o alabe radial.

* [ >90° curvatura hacia adelante. Mayor rozamiento por la distancia recorrida
por el fluido. Puede haber Cavitacidn.
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Corrientes relativas. Bomba centrifuga.
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Corrientes relativas. Bomba centrifuga.

Teoria de hilo de corriente.

Hipdtesis:

e Los alabes son infinitos.

* Los alabes tienen espesor diferencial.

13
-

El torque en el eje es equivalente al cambio de cantidad de
momento entre la salida 2 y la entrada 1. Aplicando |a
ecuacion de Euler para turbo maquinas.

Tspatt = p V(rzvz t — Vi)

Considerando un rendimiento de la bomba = . ,
th : W Tshatt = PWV[FEVE t r1‘\',1,t] = Wyater horsepower — PQVH
H= 5 (wrpVo 1 — @iV y)

Mecanica de Los Fluidos Ingenieria Industrial Unidad 4: Dinamica y teoremas de conservacién de la dindmica




Corrientes relativas. Bomba centrifuga.

Aplicando Teorema de Coseno
2 _\/2 2,2
Vi = VE, relative T @WT2 — Zwrzvz, relative COS B2 (1)

Segun diagrama vectorial

-

ffﬂ’} ,Emm;f . Vi - V7, relative COS B2 = @l — Vy (2)
s Sustituyendo (2) en (1)
: wlp\; ¢ = % (V3 5 VZ relative T wEr%) (3)
Aplicando Euler y considerando un rendimiento =1
1
H = 5 (wraVo 1 — wryVy y) (4)

Sustituyendo (3) (para sub indice 2y 1) en (4)
" [Ng o V$) + (Wzrg - wzrﬁ) o [\/% relative Viz, relative)] (5)

La carga neta es igual al cambio de energia cinética absoluta mas el cambio de la energia
cinética de la puntera del rotor menos la energia cinética relativa entre la entrada y salida.
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Corrientes relativas. Bomba centrifuga.

1
H = 2 [ % a V$) T ((uzr% B wzrﬁ} B [V% relative — V%, relative)] (5)
F F "."ln'- & / I:l '“II__II
H=|—+—+2] —-|—+—+1
(557, sy, ®

lgualando (5) con (6)

( P i Vrzelative B w’r? i Z) _ ( P 4 V?elative B w°r? N Z)
P9 29 29 out P9 29 29 in

Ecuacion de Bernoulli para en un marco rotacional

2 2 2 2 2
w (TZ - Tl) (Vlrelative - VZrelative)
2 T 2

AP=P2—P1=p[

Notese que incrementar w Y Vye1qtive aumentara el salto de presion de la bomba. Pero
existen limites:

e Cavitacion — Erosion.

* Lavelocidad relativa (V,-¢i4tive) limita el angulo B del alabe.

e Agrandar el rotor (>1,) incrementa las pérdidas por rozamiento.

* Elevados valores de w comprometen estructuralmente la bomba.
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