Apunte Compilado y Redactado por el ingeniero Fabian Pérgola

LINEAS DE INFLUENCIA

INTRODUCCION

Hasta el momento se han estudiado el equilibrio de sistemas planos sometidos a cargas
estaticas, pudiendo ser estas, cargas concentradas o bien, cargas distribuidas. En los
mismos, nos fue sencillo determinar en una cierta seccién del sistema ya sea reacciones
de vinculo, como valores de esfuerzos caracteristicos como ser esfuerzos cortantes,
momentos flectores, o, esfuerzos normales correspondientes a la misma.

Sea, por ejemplo, la figura n ¢ 1, una viga simplemente sustentada sometida a
una carga concentrada P ubicada a una distancia z del apoyo B. La reaccion vincular Va

queda definida por:

V.= % expresion 1

Figura n = 1

A B

\ht ] V.

Luego, cuando la carga P cambia su posicion a lo largo de la viga, los sucesivos valores
de la reaccién V,, que es la incognita en estudio, cambiaran con la variacion de la
distancia z.

Interesa conocer el valor de la incognita cuando la carga varia su posicién en la
longitud de la viga. A su vez, nos interesard conocer diagramas que informen de los
valores de incégnitas cuando las cargas se desplazan en el sistema en estudio. A estas
cargas las denominaremos cargas moviles, y los diagramas mencionados se denominan

lineas de influencia.
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El estudio de las lineas de influencia es de vital importancia para la ingenieria
mecanica debido a que se encuentran gran parte los componentes que conforman los
mecanismos sujetos a cargas moviles, por ejemplo: puentes gruas; las fuerzas normales a
las generatrices de los pistones en el desplazamiento de los pistones dentro de los
cilindros de un motor; en el proceso de torneado de una pieza, el desplazamiento de la
herramienta provoca sobre la pieza a mecanizar una fuerza de corte movil sobre la
misma, como infinidad de ejemplos se pueden mencionar en este respecto.

DESARROLLO TEORICO

Definicion: “lineas de influencia de una incdgnita en una determinada direccion, es un
diagrama cuyas ordenadas miden, en una cierta escala, el valor de la misma cuando una
fuerza unitaria y positiva se desplaza sobre una linea del sistema, manteniéndose paralela
a dicha direccion”.

. X
Coeficiente de influencia I=E: Es el valor de la incégnita para una carga

unitaria, en otras palabras, es la ordenada de la linea de influencia de la incognita X.
Considérese un sistema como lo indica la figura n ¢ 2, con una carga P
desplazandose paralelamente a si misma siguiendo la recta m-n.

o

figura n 2 2

De la figura n ¢ 2 se deduce que por superposicion de los efectos se obtiene:
X=P,V,+P,-h, expresion?2
Siendo Vlyhi los coeficientes de influencia vertical y horizontal respectivamente, para la

fuerza P aplicada en A. Debido a que para cada posicion de P varia el valor de la
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incognita, los valores Vlyhi variaran. Para construir las lineas de influencia horizontales
y verticales, se llevan los valores de las ordenadas en correspondencia con los puntos de
aplicacion de la carga P, obteniéndose la linea de influencia vertical. De forma analoga
se obtiene la linea de influencia horizontal. Con la expresion 2 se deduce que para
determinar el valor de una incognita cualquiera de un sistema bajo la accion de cargas
Pi, con direcciones e intensidades cualesquiera, es necesario conocer las lineas de
influencia de la incognita en dos direcciones.

Obtencién analitica de lineas de influencia

Reaccion de vinculo externo: Considerando la viga simplemente apoyada de la figura n 2
3, sometida a una carga movil P. Para determinar la ecuacion de la linea de influencia,
ponemos en evidencia la incognita, reemplazandola por una fuerza generalizada X. Luego,
realizando una sumatoria de momentos estaticos respecto del punto B, se obtiene:

S>M°=0=-\/,L-Pz expresion3

De la expresion 3, es sencillo deducir:
Z .,
VA=_P'E expresion 4

Siendo el coeficiente de influencia:

VA:\%:—% expresion 5
P figura n = 3
A B
\ \ Ca
- L 7 /
| |
~

A
X :VA£ V4 7

a(cm)
- M (©
R

De la figura n 2 3c, y con la expresion 5 se obtiene que el coeficiente de influencia
sigue una ley lineal. De la expresion 5 se extrae:
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{z =0 —y,=0
z=L — VA= -1
La representacion de la linea de influencia que se muestra en la figura 3c, indica que la
misma se representa a través de un eje de referencia horizontal, considerando la escala:

€sC =

expresion 6
a(cm)

Considerando, a continuacion se analizara la linea de influencia del ejemplo de la figura n
2 4 a, en donde la reaccion V, forma un determinado angulo ¢ con el eje de la viga.

figura n 2 4

¢K§ Z/(Q)

L \
X =\/ :
\AJ & | (o)
e
oA <
- a(cm )
a
()
Q

Luego, considerando una sumatoria de momentos respecto de B, se tiene:

B -z
> M =0=-Pz-\/,.senpl expresion7

Obteniéndose de la expresion 7:

Z .,
V ,=-P——— expresion8
L.sen ¢
De la expresion 8 se obtiene:

2=0 >y, =0

1

2=t _)VA:_sen(p

Destacamos que a(cm) representa en la escala

, por consiguiente:
sen @

a(cm)esc =

expresion 9
sen o

De la expresion 9 nos queda la escala como:
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1

a(cm)senp  g,(cm)
Es de notarse, respecto de la escala, que el numerador es la unidad de una magnitud

€sC =

expresion 10

que es la incégnita X. En el caso de tratarse de un esfuerzo de corte, esfuerzo normal,
o esfuerzo en una viga, seran validas las expresiones 6 o 10; en cambio, cuando se
trata de determinar las lineas de influencia correspondientes a un momento flector, la
escala se puede expresar:
Im L
esc =——— expresion1l
a(cm)
Asi, cuando se trate de determinar la linea de influencia de un desplazamiento, la escala

puede ser:
Imt™ .,
esCc = ——— expresion 12
a(cm)
De igual forma, para el caso de la linea de influencia correspondiente a una rotacion, se
podra expresar:
it -
esc = —— expresion 13
a(cm)
Continuando con la determinacion de lineas de influencia, analizaremos la linea de
influencia correspondiente a la reaccion horizontal Hg del sistema de la figura n 2 4.

s}

figura n 2 9

2

En la figura n 2 5 se construy6 la linea de influencia de la componente horizontal. Para
la misma, se lleva, a partir de un eje de referencia horizontal, desde A;, el segmento

AAzza(cm), luego, se une el extremo A, con la proyeccion B; de B sobre el eje de

referencia horizontal, quedando la recta que define la linea de influencia Vi buscada.
B

Seguidamente, en A,, se traza un segmento normal a la direccion de V,, hasta que corte
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referencia, que define, con el punto A, el segmento AA3= al(cm). El signo positivo

del diagrama se demuestra en el siguiente razonamiento:
Mediante una sumatoria de proyecciones en la direccién horizontal, resulta,
> F,=0=V,.cosp+H, expresionl4
De la expresion 14, se obtiene:
H.=-V ,-cose expresion15
Y, reemplazando en la expresion 15, el valor de V, obtenido en la expresion 8, resulta:
H.= P.z CoS ¢ =
B Lseng Lig @
Ahora bien, el coeficiente de influencia de Hg queda,
Lo _Ha
He P Ltg @
De la expresion 17 se deduce el signo positivo del diagrama de linea de influencia de

expresion 16

expresion 17

Hg. Ademas, de la expresion 17, se obtiene:
z=0 > =0
VHB
Z=L— =—
VH,

tgo
Para determinar la escala, se tendrd en cuenta:

1
a(cm) representa a:—— por consiguiente, se deduce,

g ¢

1
alcm)esc = —— dedonde: esc = =
(om) tg ¢ alcm)tgp  g,(cm)

pues, g,(cm)=a(ecm)tg ¢

expresion 18

Lineas de influencia de esfuerzos caracteristicos

Lineas de influencia de momentos flectores: Sea la viga de la figura n 2 5 sometida a
una carga movil P, y para la seccion C -C ubicada a una distancia L, del apoyo B, se
pretende determinar las ecuaciones de las lineas de influencia, y el diagrama de linea de
influencia de momentos flectores. Las reacciones de vinculo correspondientes son:

Z
VA:_PE

L-z
-—p—°=
B L
Comenzamos considerando que la fuerza P se desplaza a la izquierda de la seccion C-

exp resiones 19

C. para una posicion arbitraria de la misma z, se tiene la siguiente ecuacion de
momentos en la seccibn mencionada:



Apunte Compilado y Redactado por el ingeniero Fabidn Pérgola

Mc=-V.,(L-2)-P(z—,) expresion 20
Reemplazando el valor de V, de la expresion 19 en la expresion 20, resultara la
expresion 21.

M. =P Ele L)-ple L)AL L] e (1] cnrsion

Luego, la expresién 21 se escribirA como indica la expresion 22 para facilitar la
comprension del tema:

MC:P%(L—Z) expresion 22 0<z<|,

Ahora, dividiendo ambos miembros de 22 por P, se tiene:

M-c L
L

(L—z) expresion 23

P =Vw
Siendo, la expresion 23, la ecuacion de una recta de ordenada nula para z = L. Esta
expresion 23 representa la ecuacion de la linea de influencia del momento flector en la
seccion C-C cuando la carga se desplaza a la izquierda de la seccion mencionada.
Seguidamente, analizaremos el caso cuando la carga se desplaza a la derecha de

la seccion C-C. En este caso, el momento flector en C-C es:

z .
Mc=-V {L-L)=PL- Ll)f expresion 24
Dividiendo ambos miembros de la ecuacion 24 por P, resulta:

% =y, =(L- Ll)E expresion 25
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La expresion 25 resulta ser la ecuacion de una recta de ordenada nula para z = 0,
representando esta expresion la ecuacion de la linea de influencia del momento flector en
la secciébn C-C cuando la carga se desplaza a la derecha de dicha seccion.

En z = L,, deberan coincidir las ordenadas vy de las expresiones 23 y 25, es
decir, se debera cumplir:

%(L— Z)= (L— Ll)% expresion 26

Obteniéndose, obviamente z = L; como la abcisa en la seccion C-C en donde las
ordenadas de las lineas de influencia son iguales.
A continuacion, se explicara la resolucion grafica con el apoyo de la figura n 2 5.

Una vez trazado un eje de referencia, se trazan las proyecciones A’ y B’ de los apoyos
A y B respectivamente. Luego, se trazan dos rectas cualesquiera que pasen por los
puntos A’y B’, y que se corten en un punto cualquiera D’, constituyendo estas rectas la
linea de influencia del momento flector en la seccién C-C. El signo de la linea de
influencia sera positivo para este caso, como se indica en las expresiones 23 y 25. Para
determinar la escala en que se deben leer las ordenadas, se procede como se indica a
continuacion: de acuerdo a la expresion 23, cuando z = 0, la ordenada vy = L1(cm),
siendo B'B" = n(cm) el segmento representativo en la figura n ¢ 5. De acuerdo a esto,
la escala sera:

Ll(m)

n(cm)
Ahora, por C’ se traza un segmento (C’-E) horizontalmente a una distancia de 1(m) de

expresion 27

longitud, y, normalmente a este segmento, se traza una recta que intercepte con los

tramos de la linea de influencia de M, se tiene el segmento DD'=a(cm). Por
semejanza de los triangulos C’'B’B” y C’D’D, resulta:

m Im .
Ll( ): (m) expresion 28
n(cm) a(cm)
Siendo que el primer miembro de la expresion 28 corresponde a la escala como se

indica en la expresion 27, en consecuencia, la escala tendra, la siguiente expresion:

1m)

a(cm)

esc = expresion 29

Linea de influencia del esfuerzo cortante: Para analizar este punto, consideramos la
figura

n 2 6 en donde se observa una carga puntual y vertical P desplazandose a lo largo del
tramo AB de la viga, y se quiere determinar la linea de influencia del esfuerzo cortante
en la seccion C-C.
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figura n ° 6

En la figura n ¢ 6, llamamos B al angulo que forma la normal a la seccion C-C con el
eje horizontal que pasa por A. Comenzaremos el analisis considerando que la carga se
desplaza en el tramo AC, es decir, a la izquierda de la seccion C-C. El esfuerzo de
corte en la seccion es:

QC = (\/ A P)cos S expresion 30

Reemplazando la primera de las expresiones 19 en la expresion 30, se tiene:
z z-L L-z .
QC :(P.E— chosﬂ = PTcosﬂ = —PTcos,B expresion 31

De la expresion 31 surge:

Qc

L-z .,
_xcC _ =——"CO0S expresion 32
5 =Vao C B exp

La expresion 32 representa la ecuacion de la linea de influencia del esfuerzo cortante en
la secciéon C-C cuando la carga actla a la izquierda de la seccion considerada. La
expresion 32 es la ecuacion de una recta, siendo nula su ordenada para z = L, como es
de esperarse.

Seguidamente, consideramos el caso en que la carga P actia a la derecha de la
seccion C-C, es decir, entre la seccién C-C y el apoyo B. En este caso, la ordenada de
la linea de influencia esta dado en su intensidad y su signo por la proyeccién de la
reaccion V. O sea:

QC =\/ ,.Cos B expresion 33

Ahora, reemplazando la expresion la primera de las expresiones 19 en la expresion 33,
resulta:

QC = PEcos B expresion 34
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De donde se obtiene, dividiendo ambos miembros por P, la ecuacion de la linea de

Q
P
La expresion 35 sera nula para z = 0. De acuerdo a esta expresion, se tiene que las

influencia correspondiente:

z -,
=Vo= ICOS L expresion 35

ordenadas de la linea de influencia son positivas cuando la carga actia en el tramo CB
de la viga, mientras que la expresion 32 indica que las mismas son negativas cuando P
actle en el tramo AC de esta viga. Cabe destacar que las expresiones 32 y 35

representantes de la linea de influencia del esfuerzo cortante en C-C, son las ecuaciones

0s [

de dos rectas paralelas de pendiente

Para resolver graficamente el trazado de la linea de influencia, se elige un eje de
referencia horizontal como indica la figura 6 a, luego del cual, se grafican dos rectas
paralelas de cualquier pendiente por los extremos A’ y B’ respectivamente, limitando a
estas rectas, la vertical de la seccién C-C. En cuanto al signo de la linea de influencia,
el mismo sera negativo cuando P se desplaza entre A y C, es decir, en el segmento
R y, positivo en el segmento B'C". Seguidamente, se determinara la escala en que
se leeran las ordenadas de la linea de influencia. De la expresion 35 se deduce que en

z = L, la ordenada de la linea de influencia es: Vo = C0S [, geométricamente

representada por el segmento A'_A"=C'_C"=m(cm). Por lo tanto, la escala es:
cos B
m(em)
Luego, por el extremo C” se traza una recta paralela a la secciéon C-C, y, como

esc = expresion 36

consecuencia de la intercepcion de esta con el segmento horizontal C'Cl, se tiene

definido el segmento C"Clza(cm). De aqui surge:

c'C" mlcm .,
C'C,= = (em) expresion 37
cos S cos f
Ahora, reemplazando en la expresion 37 C"Clza(cm), se tiene directamente la escala,
cos 1 m(cm .,
a(cm):—’B de donde la escala queda esc = = (cm) expresion 38
m(cm) alcm) cos g

Linea de influencia del esfuerzo normal: Se analiza este punto considerando la carga
puntual P que se desplaza en la viga AB de la figura n @ 7. Se estudiara el
comportamiento de la linea de influencia del esfuerzo normal en la seccion C-C.

Para esto, comenzaremos analizando cuando la carga actla a la izquierda de la
seccion considerada. Para este caso, el esfuerzo normal es:
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N = MA— P)sen S expresion 39
VA .,
Pero, \/ ,= P.E expresion 40
Y, reemplazando la expresion 40 en la 39, se tiene:

N = P(%}sen B expresion 41

figura n ¢ 7/

(o>

| Q
- V.

C. N

En la expresion 41, teniéndose en cuenta que, cuando la carga actia a la izquierda de
la seccién C-C, el esfuerzo es de traccion, se debera afectar dicha expresion por el
signo menos, en consecuencia, la expresidon queda transformada en:

N = P(%jsen B expresion 42

enp

Cl . . S
La expresion 42 es la ecuacion de una recta cuya pendiente es —T y ordenada

nula para z = L. Luego, dividiendo ambos miembros de la expresién 42 por P, se tiene
la ecuacion de la linea de influencia de los esfuerzos normales entre A y C, como indica
la expresion 43.

% =Yy = (%}sen B expresion 43

Cuando la carga se desplaza entre las secciones C y B, es decir, a la derecha
de la seccidon considerada, la expresion del esfuerzo normal es:

N =\/,sen B expresion 44
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Considerando que cuando P actla a la derecha de C-C, existe un esfuerzo de
compresion en la seccion considerada, y, reemplazando V, en la expresion 44, luego de
afectar la expresion por el signo negativo, se tiene la expresion 45.

N = —P.Esenﬂ expresion 45

Que, dividiendo ambos miembros de 45 por P, se tiene la expresion 46, indicadora de la
ecuacion de la linea de influencia del esfuerzo normal en la seccién C-C cuando P actua

a la derecha de la misma.

% = —Esenﬂ expresion 46

enp

. . . S
La expresion 46 es la ecuaciéon de una recta de pendiente —T, de ordenada nula

para

z = 0. Para determinar la escala, se observa en la figura n ¢ 7, que, cuando z = L, la

ordenada de la linea de influencia del esfuerzo normal en C-C es vy = -sen B, cuyo
enp

m(cm)

trazamos por el punto C” una recta paralela a la normal de la seccion en C, y, trazando

segmento representativo es A'A"=m(cm), resultando la escala: . Luego, si

una recta horizontal por C’ que corte a la anterior en C4, queda conformado un triangulo
rectangulo cuya hipotenusa es el segmento C"Clza(cm), resultante de la

desproyeccion del segmento c'c".
Luego, por relacidon de triangulos semejantes, se tiene:
C'C"=m(cm)=a(cm)sen B expresion 47
De la expresion 47 surge la escala de la linea de influencia de los esfuerzos normales,
como lo indica la expresion 48.

escala = senfp __1 expresion 48
m(cm) a(cm)

Linea de influencia del angulo de deformacién en un apoyo de una viga simplemente
apoyada: Para describir este punto, nos sera de utilidad la figura n ¢ 8, en donde se
muestra una viga de eje recto con una carga movil P, y, se pretende determinar la linea
de influencia del angulo de la deformada 6, en el apoyo A.
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figura n 2 8

P
0. |
COR I R
/Z — [7 — - -
Vi ~
(ko) 0
Z:6L—2\/§L
%—7

De la tabla de deformaciones en vigas, del capitulo de sistemas hiperestaticos se obtiene
que el angulo de deformacién correspondiente al apoyo A, para una posicion arbitraria z

de la carga P, viene expresado por la siguiente expresion:

P z .
- Z(L-7)L- 49
Q. = L( z)L-z) expresion

La expresion 49 se puede escribir como:
P

HA 6.L.E.J
Entonces, la ecuacion de la linea de influencia del angulo de deformacién en A es:

0 1
Vo~ p T 6LEJ
Obteniéndose para z = 0, ordenada vg = 0, asi como para z = L, se obtiene también una

(2 | “z-3L.7°+ 23) expresion 50

(2 | “z-3L7°+ ZB) expresion 51

ordenada nula del angulo de deformacion. En la figura n ¢ 8b, se muestra el diagrama
representativo de la linea de influencia de los correspondientes angulos de deformaciones
en A de la viga para una carga movil P.

También, se podra determinar la posicion de P para la cual es maximo este
angulo de deformaciones 6. Para esto, derivamos la expresion 51 respecto de z, luego
maximizamos la expresion resultante, quedandonos:

d Vo _ 0= 1
dz 6L.E.J
De la expresion 53, se determinan los siguientes valores de z:

(2 | °-6.Lz+3 ZZ) expresion 52
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L(3+V3)
. 3 Zl: 3
exp resiones 5
_Li3-+3)

ZZ 3
De las expresiones 53 se desecha el valor z; por encontrarse fuera de los limites de la

viga, considerando valido la raiz z,.
Luego, reemplazando este valor en la expresiéon 51 se determina el maximo valor del
angulo de deformacién en A para dicha posicion de P, la misma es:
L2
Vo™ 27E.]

(12 - 5\/5) expresion 54

Linea de influencia de la deformacién en una seccién de una viga simplemente
apoyada sometida a una carga mévil P: Para desarrollar este punto, nos guiaremos por
la viga de la figura n 2 9, y, se pretende determinar la linea de influencia de la
deformacion para la seccion C-C ubicada a una distancia Ly del apoyo derecho A, siendo
Ly >L /2

|_1 figura n ° 9
| .
L1>7 P
(0> A l L Bz
A 5~ — Y& —
- L -
Yy

21, foL-L,
e

Comenzamos analizando la seccidon que se encuentra a la izquierda de C-C, es decir, el
tramo AC. Para la misma, de la tabla de deformaciones en vigas, se obtiene para esta,

la siguiente ecuacion:

y= GE;J ('— - Ll)[Ll(ZL‘ Ll)— 22] 0<z<|,6 expresion55

Luego, dividiendo ambos miembros por la carga P, se tiene la ecuacion de la linea de

influencia para 0<z<| :

Vy= % = GL_ZE_J (L- Ll)[Ll(ZL‘ L)- ZZ] 0<z<|, expresion56
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La expresion 56 nos informa que cuando P estd en z = 0, la ordenada de la linea de
influencia es nula, como era de esperarse. En cuanto la carga se encuentre entre el
tramo CA, es decir, a la derecha de la seccion C-C, la ecuacion de deformaciones
asociada a la misma es:

= 2L.z— ) <z<L expresion 57
y= 6LEJ )( z-L1) L P

Ahora, si dividimos ambos miembros de la expresion 57 por P, se tiene la ecuacion de

la linea de influencia, valida para |_ <z<L:

y_ XZLZ— j <z<L expresion58
Vi©p 6LEJ z-Li) Le=z=toee

La misma se anula cuando la carga P se encuentra en z = L. La representacion grafica
de la linea de influencia correspondiente se muestra en la figura n 2 9b.
A continuaciéon, se determinara la posicibn que corresponde a una maxima

., . . L -
deformacion en la viga. Para esto, debido a que |_1>§, corresponde maximizar la

expresion 56 y determinar Ia posici()n para la maxima deformaciéon en la viga. Resultando:

dy .
E: 6EJ 3 [ 7 ) |_1 2L - |_1) ] expresion 59

De la expresion 59 surge el siguiente valor z:

2| \2L-
7= 1/I‘l— 3"1 expresion 60

Luego, reemplazando la expresion 60 en la expresion 56,se tiene el maximo valor de la
deformacién en la viga correspondiente a esta posicion, segin se indica en la expresion
61.

L- L1 2|:|_1(2L_|_1)3

expresion 61
Vym = 6LEJ 3 } P

Linea de influencia de una reaccion hiperestatica en un apoyo moévil: Para analizar este
punto, se considera la viga hiperestatica sometida a una carga movil P, de la figura n 2
10, con seccidon constante, un extremo empotrado, y el extremo A, para el que se quiere

determinar la ecuacion de la linea de influencia, simplemente apoyado.
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figura n 2 10

BE z

—

Ca)

qop

e 9@ 3
\

Luego, ubicamos la carga en una posicion arbitraria m, suprimimos el apoyo mévil A,
reemplazandolo por una fuerza hiperestatica desconocida X, y formulamos las ecuaciones
de momentos para los siguientes intervalos:

oM.
oX

0<z<m —> M, =Xz ;
exp resiones 62
‘M
m<z<L > M,=Xz-P(z-m) ; GXXZZ
Seguidamente, aplicando el principio de Menabrea-Castigliano, obteniéndose:
oM oM

1 m L .
—_— ——2dz + ———2dz |[=0 expresion 63
E.J {J.O M x oX Im M * oX } P

Reemplazando las expresiones 62 en la expresion 63, resulta:
m 2 L -y
IO X.7"dz +Im [X.z—P(z—m)]lzdz=0 expresion 64
De la integracion de la expresion 64 se obtiene:
3
X P P.m o
X.m? + E(L3 - m3)— §(L3 - m3)+ T(LZ - m2)= 0 expresion 65
De la expresion 65 es sencillo obtener la siguiente expresion 66:
3
1 3._m
X=— m3 -—P—+P
2 L 2

Y, finalmente, dividiendo ambos miembros de la expresiéon 66 por P, se obtiene la

esxpresion 66

ecuacion de la linea de influencia de la reaccion hiperestatica X solicitada, quedando la
expresion 67 siguiente:
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3
Vi _X =1m3—§m+1 expresion 67
P 2 L 2L
En la expresion 67, se tiene que cuando la abcisa m = 0, entonces la ordenada de la
linea de influencia es 1, y, la reaccién hiperestatica es igual a la carga P; en cambio,
cuando m = L, dicha ordenada es nula, en consecuencia, la reaccion hiperestatica es
nula, coincidiendo con los valores obtenidos en el caso de cargas aplicadas
estaticamente.
En la figura n 2 10b se observa la grafica de la linea de influencia

correspondiente.

Linea de influencia de esfuerzos en barras de estructuras reticuladas

Se iniciara el analisis de las lineas de influencia en la estructura de la figura n ¢ 11,

estudiando el comportamiento de las mismas en tres barras: cordén superior, cordon
inferior, y barra montante.

figura n = 10

> | - |

M

A - B
/L1 I—l;C;I_l!TQ1 Ll!i

> el |

La carga movil P actua sobre el cordon inferior, a una distancia z del apoyo B. Se
analizaran las lineas de los esfuerzos en las barras MN, QR, y NQ, respectivamente.

Linea de influencia de la barra superior MN: Comenzamos sustituyendo la barra MN por
dos fuerzas opuestas T y -T en la direccion de la misma como indica la figura n ¢ 11 a.
Luego de esto, la armadura, inicialmente de una chapa, queda transformado en una
cadena cinematica de dos chapas articuladas por medio de una rétula en Q.
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figura n 2 11
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Las reacciones de vinculo externas correspondientes son:
z

VA = P' L
exp resiones 68 L
z -z
=P-P.—=P
Ve L L

Se comenzara analizando cuando la carga P actia en el tramo AQ, es decir, a la

izquierda de la articulacion. Para la misma, planteando una ecuacion de equilibrio relativo
de la chapa izquierda respecto de la articulacion en Q, quedandonos:

Z M Zq ~0 :VA'Z L1_ p_(z -2 L1)+T.k expresion 69

Reemplazando en la expresion 69 el valor de V,, y, despejando T, se obtiene:

z
2P.——| —P.z+2P.
T L. Ll_ P4L,-2) 3
T=- " =— ok expresion 70

Debido a que L = 4 L, resulta mayor que z, en consecuencia, la expresion 70 resulta de

signo negativo, por consiguiente, el sentido de T deberd ser contrario al asignado,
materializando un esfuerzo de compresién en la barra MN. Cuando z = L = 4 L4, el
esfuerzo T = 0. Dividiendo ambos miembros de la expresion 70 por P, se obtiene la
ecuacion de la linea de influencia del esfuerzo T entre A y Q, siendo esta:

T 41,2

Vi=5 T T o 4 ,<z<2], expresion7l

., . : 1
La expresion 71, representa la ecuacion de una recta de pendiente E de ordenada

nula para z = L, y, de ordenada fpara z=2L,
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Seguidamente, analizaremos el caso en que la carga P actua en el tramo entre Q
y B, es decir, a la derecha de la articulacion. Entonces, planteando una ecuacion de
sumatoria de momentos de la chapa derecha con respecto de Q, se tiene:

Mo =0=V/,2],+Tk-P(2],~2) expresion 72
Reemplazando el valor de Vg correspondiente en la expresion 68, y, despejando T en la
expresion 72, resulta:

Z .,
T =—-P— expresion 73
2k P

Ahora, si dividimos ambos miembros de la expresion 73 por P, tenemos la ecuacion de
la linea de influencia del esfuerzo T cuando la carga P actia entre Q y B, quedandonos
esto:
T Z .,
Vi=—=—7C 0<z<2|, expresion 74
P 2k
Se deduce, de la ecuacion 74, que cuando z = 0, la ordenada de la linea de influencia

es nula, como era de esperarse. La expresion 74 es la ecuacion de una recta de
: 1 : o
pendiente —E. Al igual que en el caso en donde la carga P actuaba a la izquierda de

la articulacion, el signo negativo de la expresion 74 indica que el sentido de T es
opuesto al asignado, materializdndose un esfuerzo de compresioén en la barra.

Ambas rectas correspondientes a la linea de influencia se cortan en un
punto. En dicho punto las ordenadas de las lineas de influencias son iguales, y para
determinar la abcisa correspondiente a este punto, se deberan igualar las expresiones 71
y 74, resultando de realizar la misma:

z-41, _
2k
De la expresion 75 se obtiene z =2 |_1. En la figura n ¢ 11b se muestra la gréafica de la

Z .,
—— expresion 75
K P

linea de influencia del esfuerzo T en la barra MN.

En cuanto a la construccion de la grafica de la linea de influencia, se elige un eje
de referencia A’B’, que resultan de la proyeccion de A y B sobre el mismo, luego, se
traza un segmento B’B” = m(cm) normal al eje de referencia. Este segmento m(cm)
representa el valor de la ordenada de la linea de influencia cuando en la ecuacion 71se

2
hace z = 0, representando el mismo en escala E Entonces, uniendo B” con A’, se

obtiene la recta que representa la funcion de la expresion 71. Ahora, si proyectamos la
articulacion Q sobre esta recta, tenemos Q’, y, uniendo Q' con B’, se tiene la recta
representativa de la funcién correspondiente a la expresion 74. Quedando definida la linea
de influencia del esfuerzo en MN por medio de la poligonal A’Q’B’A’, siendo el signo
negativo, debido a que las expresiones 71 y 74 son negativas sea cualquier valor z.
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Luego, el segmento A’A” = n(cm) representa en la escala, la ordenada de la linea de
influencia cuando z = L = 4 L, correspondiente a la expresion 74, siendo este valor:

1

, Coincidiendo, en este ejemplo, con el correspondiente valor de B’B”. En cuanto a

la escala, se tiene en cuenta:

2L,
k

m(cm )escala = expresion 76

de la expresion 76 surge:
2L,
.m(cm)
La expresion 77 se podia expresar también como:
2L,
k.n(cm)
La escala, se determinara, también, de la siguiente forma: llevando horizontalmente, a

escala = expresion 77

escala = expresion 78

partir de Q' un segmento de longitud k, y, en su extremo trazamos un segmento normal
SS’, nos quedan formados dos triangulos semejantes Q'SS’, y Q'B’B”. De estos triangulos
semejantes, se determina la siguiente proporcion:
k _ 2L,
a(cm)  m(cm)
surgiendo la escala a utilizar de la expresion 79,
2],

a(cm)  k.m(cm)

expresion 79

escala =

expresion 80

A continuacion, se analizara la linea de influencia del esfuerzo en una barra del cordon
inferior, considerando la carga P actuante sobre corddn inferior de la estructura.

Para ello, el grafico de la figura n ¢ 12 nos ayudara para el analisis del tema en
cuestiéon, en donde se estudiara la linea de influencia del esfuerzo en la barra de corddn
inferior QR.
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€V

Al
Comenzamos por suprimir la barra QR reemplazandola por dos fuerzas iguales y

opuestas T y -T, actuantes en los nudos Q y R respectivamente como se indica en la
figura 12 a. Luego, procediendo en forma analoga a la determinacion del esfuerzo que en
la barra MN, queda determinada una cadena cinematica de dos chapas articuladas en N.

Empezamos el analisis, considerando que la carga P se desplaza en el tramo AQ,
es decir, a la izquierda de N. Para ello, realizamos una ecuacion de sumatoria de
momentos de equilibrio relativo en esta chapa con respecto a la articulacion en N, v,
siendo k el brazo de palanca de T respecto de la articulacidbn se obtiene:

2M Zq =0=V,3L,- P-(Z - |_1)—T.k expresion 81

Reemplazando el valor V,, y despejando T se obtiene:

VA
T P'I"?’ Ll_ P(Z_ Ll): P(4 Ll—Z)
k 4k

Dividiendo ambos miembros de la expresion 82 por P, se obtiene la ecuacién de la linea

expresion 82

de influencia de QR entre A y Q, como se indica a continuacion:
_ T _ 4 Ll_ z

VITp T 4k
Como es de esperarse, cuando z=L=4 Llse tiene vr = 0. En cuanto al sentido de T,

expresion 83

se corresponde con el asignado, y el mismo indica un esfuerzo de traccion cuando la
carga actia en AQ debido a que L > z. La expresion 83 responde a la ecuacion de una

1
recta de pendiente negativa _@'

A continuacién, analizamos cuando la carga actia en el tramo RB, es decir, a la
derecha de N, y, realizando una sumatoria de momentos de la chapa derecha respecto
de la articulacion, resultando la expresion 83.
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Z M (,j\‘er —0=-Tk— P'(Ll_ Z)+V 5" L1 eXpI’eSién 84

Reemplazando Vg en la expresion 83, y, despejando T resulta:

(4 Ll_z)
P-T- L.-P(L.-2) ;

k 4

z -
s expresion 85
Cuando z = 0, se tiene T = 0. El signo de T es coincidente con el asignado, por
consiguiente, la barra QR estard sometida a traccion. Ahora, dividiendo ambos miembros
de la expresion 85 por P, se obtiene la ecuacion de la linea de influencia entre R y B,
como se indica,

_r_3:z expresion 86
V=P 4k

, , , o3
La expresion 86 representa la ecuacion de una recta de pendiente positiva E

La figura n 2 12b muestra la linea de influencia del esfuerzo en la barra QR. Para la
construccion de la misma, se sigue un procedimiento analogo al explicado para la
determinacion de la linea de influencia de la barra MN. Se traza una recta de referencia
A’B’ resultantes de las respectivas proyecciones de los puntos A y B en la armadura.
Luego, normal a B’ se traza un segmento arbitrario B’'B” = m(cm), representando el
mismo, el valor de la ordenada de la linea de influencia cuando z = 0, siendo este valor

Q de acuerdo a expresion 83. Ahora, uniendo B” con A’ se obtiene la recta que define

la linea de influencia del esfuerzo QR entre A y Q. Luego, proyectando la articulacion R
sobre esta recta, se obtiene R’, y, uniendo R’ con B’ se obtiene la recta que define la
linea de influencia del esfuerzo en la barra QR entre R y B. La ordenada

A’A” = n(cm) representa en la escala el valor de la ordenada de la linea de influencia
cuando

.3 o .
z = L, es decir —Tl, segun se indica en la ecuacion 86.Debera tenerse presente, que

entre Q y R la transmisién de carga se efectia en forma indirecta, por lo que se debe
realizar una correccién en el diagrama de linea de influencia para este tramo, como se
analizara en los problemas presentados oportunamente.

En cuanto a la escala de la misma, se tiene en cuenta que:

L,

m(cm)escala = oo resion 87
De la ecuacion 87 se obtiene:
escala = L expresion 88

k.m(cm)
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También se puede obtener la escala de la siguiente forma: en el diagrama de linea de
influencia, se traza a partir de R’ un segmento horizontal igual al brazo de palanca k,
luego, en extremo opuesto a R’ se traza un segmento S8’ normal al mismo tal que S§’
= a(cm), y, por relacion de triangulos semejantes SS’R’ ~ A’R’A” se tiene la siguiente
proporcion:

k L,

_ 51 89
aom)~ m(em) expresion

Obteniéndose la escala de la expresion 89, quedando definida la expresion 90 de la

misma.

L,

escala = 1 _ expresion 90
a(cm)  k.m(cm)

Seguidamente, se determinara la linea de influencia de la barra diagonal QN. Para
analizar la linea de influencia correspondiente, reemplazamos la barra QN por dos fuerzas
opuestas T y

-T actuantes en los nudos Q y N respectivamente como se indica en la figura n 2 13.
Con esto, la armadura queda conformada en una cadena cinematica de dos chapas AMQ
y NRB unidas por las bielas MN y QR respectivamente, con una articulacion ficticia en
C, coincidente con la intercepcién de las direcciones de las bielas mencionadas.

figura n ¢ 13

En la figura n ¢ 13, llamamos k al brazo de palanca de T respecto de C, L,, la distancia
desde el apoyo en B hasta la articulacion C. Se considera el eje de referencia ubicado
en el apoyo B. De esta forma, comenzamos el analisis cuando P se desplaza en el
tramo AQ de la chapa izquierda, para la cual, por medio de una ecuacién de equilibrio
relativo de la chapa izquierda respecto de la articulaciébn C, se tiene:

Z M iczq =0=V A-(L + |_2)— P(z + |_2)+T.k expresion 91
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Reemplazando V,, y despejando T de la expresion 91, resulta:

L—
Tk+ P.E(L+ |_2)— P(z + |_2): 0 dedonde T= P%LZ) expresion 92

Dividiendo ambos miembros de la expresion 92 por P, se obtiene la ecuacién de la linea
de influencia del esfuerzo en la barra QN entre A y Q.

T LZ(L_Z) y
=—=—2>___ ’ expresion 93
Vi=p TR

La expresion 93 indica que la ordenada de la linea de influencia es nula para z = L, vy,

la misma es la ecuacién de una recta de pendiente —%. Debido a que L es siempre

mayor que z en la expresion 93, las ordenadas vt son positivas, entonces, el esfuerzo de
la barra QN cuando P actua entre A y Q es de traccion.

Seguidamente, analizamos cuando P actua en el tramo RB, en la chapa derecha.
Para esto, una ecuacion de equilibrio relativo de la parte derecha de la cadena
cinematica respecto de la articulacion C, obteniéndose:

SME=0=-V\/,. L, +Tk+Pz+[,) expresionos
Reemplazando el valor de Vg, y despejando T de L expresion 94, resulta:
L— z( ,+ L)

K.

—PTZ.L2+T.k+P(z+ |_2)=0 dedonde T =-P expresion 95

Dividendo miembro a miembro la expresion 95 por P, se obtiene la ecuacion de la linea
de influencia del esfuerzo en QN cuando P actua entre R y B.

T_ 7L+

=—=———%_" expresion 96
Vi~p KL P

En cuanto a la expresion 96, la misma nos informa que las ordenadas son negativas en
cualquier valor de z, salvo en el apoyo B, en donde la ordenada es nula, por
consiguiente, la barra estd sometida a compresion cuando la carga actia entre R y B. La
L+ L,

kL
Ahora, debemos determinar en que abcisa son iguales las ordenadas de las

expresion 96 es la ecuacion de una recta de pendiente —

expresiones 93 y 96. Para ello igualamos las mismas, como se indica a continuacion:

L-z +L
—Lz( ) =-z L+t expresion 97
k.L k.L

De la expresion 97 se obtiene:
L,L-L,z=-z],-zL — z=-|,
lo que indica que ambas ecuaciones se igualan en la articulacion C a la derecha de la
referencia B para la cual se considerdé z = 0.
Para el trazado de la linea de influencia, se indica un eje de referencia horizontal
A’B’, proyecciones de A y B respectivamente, luego del cual, se proyecta C en C'. A
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continuacion, se traza un segmento C'C"normal al eje de referencia. Desde C” se trazan
dos rectas: a) C”A’ correspondiente a la linea de influencia del esfuerzo en QN cuando P
se desplaza entre A y Q, por consiguiente, esta recta sera valida entre A’ y Q’; y, b)
C”B’ correspondiente a la linea de influencia del esfuerzo QN cuando P se desplaza
entre R y B, en consecuencia, esta recta tendra validez entre B’ y R’. Entre Q y R, la
variacion de la linea de influencia sera lineal, y se obtiene uniendo Q' con R’.

Las ordenadas de la linea de influencia seran positivas entre A’ y Q’, y negativas
entre R’ y B’. A continuacién, se determinara la escala. Para esto, cuando z = 0, la
expresion 93 es:

Vi= % expresion 98

La expresion 98 se representa en la figura n @ 13b por el segmento B’B* = m(cm). Por
esto, la escala es:
L.
k.m(cm)
Ahora, trazando desde C"un segmento horizontal igual al brazo de palancas k, y

escala = expresion 99

seguidamente un segmento normal al anterior, nos queda definido en el diagrama el
segmento UU' = a(cm).

Luego, por relaciéon de los triangulos semejantes B’B’C” y UU’C”, se tiene la
siguiente proporcion:

k _ L expresion 100

a(cm)  m(cm)
De la expresion 100 se obtiene otra forma de indicar la escala con la expresion 101,

L.

escala = k.m(cm) = a(im) expresion 101

En la seccién de problemas resueltos de este capitulo se analizaran una serie de

ejemplos que ayudaran a clarificar el tema.

Método cinemaéatico del trazado de lineas de influencia de magnitudes estéticas

El método cinematico para el trazado de las lineas de influencia, estda basado en el
principio de los trabajos virtuales, cuyo enunciado expresa: “Es condicién necesaria y
suficiente para que un sistema de puntos materiales, sujeto a vinculos determinados,
se encuentre en equilibrio en una determinada posiciéon bajo la accion de un sistema
de fuerzas cualesquiera, que el trabajo desarrollado por las mismas, para cualquier
desplazamiento virtual del sistema de puntos materiales, dado a partir de una posicién
sea nulo( para desplazamientos reversibles como son los desplazamientos compatibles
con los vinculos que son bilaterales)”.
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Dado un sistema cualquiera isostaticamente sustentado sujeto a una carga P
cualquiera, de determinada direccion, al poner en evidencia una incognita X ( es decir,
eliminando el vinculo que lo materializa), se le confiere al sistema un grado de libertad,
por consiguiente, se transforma en un sistema cinematicamente variable, es decir, es un
mecanismo cinematico que puede sufrir un desplazamiento.

Como se estudio en el capitulo de trabajos virtuales, al darle al sistema en
estudio un desplazamiento virtual, durante este desplazamiento, la fuerza P y la incégnita
X realizan un trabajo. Luego, por el principio de los trabajos virtuales, la suma de los
trabajos virtuales debera ser nula, es decir:

P.77P +X.a=0 expresion102

Siendo np y a los desplazamientos virtuales de P y de la incognita X respectivamente.
Entonces, de la expresion 102 se obtiene:

Vi = X e expresion 103

P a
En la expresion 103 se puede observar que el diagrama de corrimientos (np) de la

direccion de P corresponde, salvo escala y signo, a las ordenadas de vx para esa
direccion.

En cuanto a la escala, esta es “escala = —”, siendo a, el desplazamiento del

punto de aplicacion de la incognita proyectada en la direccion de si misma, y se
denominara, desplazamiento correspondiente a la incognita.

En la tabla n 2 1 se describen los desplazamientos correspondientes a cada tipo
de incognita.

Tabla n 2 1- desplazamientos correspondientes a las incégnitas

X ( naturaleza de la incégnita) a( desplazamiento)
Fuerza ( componentes reactivas) Corrimiento en su direccién
Dos fuerzas opuestas Corrimiento relativo segun la direccion de

las dos fuerzas. Variacion de distancia

Par Rotacién absoluta

Par de pares Rotacion relativa

En cuanto al signo se refiere, el mismo esta definido por la expresion 103. “A la parte
positiva del diagrama de corrimientos corresponde signo contrario al del desplazamiento
correspondiente a la incognita”.
Procedimiento a seguir:

e 19 Se pone en evidencia la incognita, dandole al sistema un grado de libertad.
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e 2 9 Se determinan los polos del mecanismo cinematico y se le confiere un
desplazamiento virtual.
e 39 Se traza el diagrama de corrimientos (np) de la direccion que se desea.
e 4 9 Se determina la escala y el signo correspondiente.
Aclarado el procedimiento a seguir, pasamos a explicar la determinacion de las lineas de
influencia de caracteristicas estéticas.

Linea de influencia de una reaccién de vinculo externa

Para desarrollar el tema, nos apoyamos en la figura n 2 14, en la cual se debera
determinar la linea de influencia del apoyo movil A, sustituyendo al mismo por una fuerza
incognita VA.

El polo de la chapa coincide con el apoyo fijo B. Luego, cuando se le confiere al
sistema un giro 6 > 0, y se traza un diagrama de corrimientos verticales de la chapa
como lo indica la figura n 2 14b, el mismo muestra los corrimientos n, y, el diagrama de
correspondiente sera una recta con ordenada nula en el polo B’. La ecuacién de los
trabajos virtuales sera:

P.7p,+\ ,a=0 expresion104

Obteniéndose de la expresion 104,

_Va_ 7.
B B a

V= expresion 105

)]

figura n 2 14

Ca»

(cy

De acuerdo a la figura n 2 14c, para determinar el corrimiento de la incognita, trazamos
una paralela por A’ a la direccion del corrimiento efectivo en A, siendo este, normal a
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O;-A. Luego, trazada una recta de referencia A’B’, se marca un segmento A’A” normal al
segmento A’B’ representativo del desplazamiento vertical de Va. Ahora, desproyectando el
punto A” en A™, vector aa, representativo del corrimiento efectivo de A. Seguidamente, se
proyecta este vector a, sobre la direccion de V,, obteniéndose el vector a representativo
del corrimiento correspondiente a la incognita, que en este caso es positivo, por ser
positiva su proyeccién sobre eje z.
A continuacion, la escala de la linea de influencia sera: escala = ——
a(cm)
signo positivo por corresponderse con el signo negativo de las ordenadas del diagrama

y su

de corrimientos verticales, y, de acuerdo a la expresion 104, se le debe asignar signo
contrario a las mismas.

Seguidamente, se determinara la linea de influencia de la componente horizontal
de la reaccion en B correspondiente a la viga de la figura n 2 14(a). Para ello, se pone
en evidencia la reaccion horizontal Hg, reemplazandola por una fuerza horizontal como lo
indica la figura n ¢ 15b. Luego, el sistema queda cinematicamente variable con dos
apoyos moviles en A y en B. Comenzamos ubicando el polo O de rotacion. EI mismo se
halla en la intercepcion de las verticales a los apoyos moéviles A y B. Comenzamos
eligiendo un eje de referencia horizontal A’B’, en donde B’ coincide con la proyeccién O’
del polo O. Luego, damos una rotacion 6 > 0 a partir del punto fijo O, y se representa el
diagrama de corrimientos verticales de la viga en la figura n ¢ 15c. Este diagrama sera
una funcion lineal. Entonces, trazamos un segmento vertical A’A” que sera representativo
del corrimiento vertical na de Va. En cuanto al segmento representativo del corrimiento
vertical de Hg, el mismo sera nulo por coincidir en este diagrama la proyeccion O’ de O
con la proyeccion B’ de B.

En cuanto a la escala, la misma no resulta sencilla en su determinacion, pues la
proyeccion de B y O son coincidentes en el eje de referencia, no permitiendo la
determinacion de la misma en este diagrama. Por esta razén, se construye un diagrama
de corrimientos horizontales, eligiendo un eje de referencia vertical A’41B’; limitada por las
proyecciones de A y B respectivamente, como el indicado en la figura n 2 15d. Al igual
que en el diagrama anterior, se traza el segmento A’y A’y representativo del
desplazamiento horizontal de V,, y, ubicando la proyecciéon de O, O”; sobre esta
referencia, se une A”; con esta proyeccion O”;. Luego, queda delimitado el
desplazamiento horizontal con la abcisa &g, que al ser Hg horizontal, sera a su vez
representativa del corrimiento del mismo, igual al corrimiento a. En consecuencia, la

escala de la linea de influencia sera: escala =

a(cm)’
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figura n 2 15

Entonces, al ser a > 0, a la parte de linea de influencia le corresponde signo contrario al
de a, por consiguiente el signo de la linea de influencia es negativo.
Luego, el corrimiento efectivo de a, puede expresarse:
a=60k expresion 106

donde k es brazo de palanca, y distancia B'(Q",=(QOQ,M

Definiendo esto, el segmento M'M =a(cm) la escala de la linea de influencia.
Linea de influencia de momentos flectores
Para desarrollar este punto, consideramos la viga isostaticamente sustentada de la figura

n 2 16 sometida a una carga movil P, y se pretende determinar la linea de influencia del
momento flector de la secciéon C-C.
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o

fiqura n 2 16
Ca)

En la figura n 2 16b se ha introducido en la seccion C-C una articulacion, con lo cual se
transformé la viga AB en un arco de tres articulaciones, transformandose en un sistema
estaticamente variable con un grado de libertad. Para restituir el equilibrio, se colocan dos
momentos My y -M; a la izquierda y a la derecha de la seccion C-C respectivamente. El
conjunto materializa el momento flector en la secciébn mencionada.

Como se estudio en el capitulo de trabajos virtuales, una vez determinada la
ubicacion de los polos O y O,, se le confiere a la chapa S; un desplazamiento virtual
de forma tal que las chapas experimenten las rotaciones respectivas 0, y 0,. Entonces,
las fuerzas aplicadas realizaran un trabajo cuya suma sera nula de acuerdo al principio
de los trabajos virtuales. El trabajo realizado por las fuerzas sera:

P.1p,—-M.6,+M@,=0 expresion 107
La expresion 107 se puede indicar,

P.7p,+M (92 - 91): 0 expresion 108
pero, siendo @), —@,= @, ,, de la expresion 108 se deduce:

Vu = % = —% expresion 109
2-1
Entonces, el diagrama de corrimientos verticales de compone de dos rectas de ordenada
nula en correspondencia con las proyecciones de los polos O,y O, respectivamente.
Ambas rectas coinciden con la ordenada de Aj..
Segln se puede deducir de la figura n 2 16¢c, en el caso del momento flector, la
inversa de la rotacion relativa 0,4, es la escala de la linea de influencia. Para determinar

la escala, se traza horizontalmente por A’y un segmento horizontal en la escala de
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longitudes equivalente a 1(m), y, seguidamente, se traza un segmento normal al anterior
E'E resultante de la intercepcion con las rectas representantes de la linea de influencia.
Este segmento resulta ser E'E =a(cm), que a continuacion se determina:

@, Am)=a(cm) expresion 110
Surgiendo de la expresion 110, la correspondiente escala, a saber:

escala = L = L expresion 111
. alcm)

De acuerdo a la expresion 109, siendo la rotacion correspondiente a la incégnita 0,.4

negativa, a la parte positiva del diagrama de linea de influencia le debera corresponder

signo contrario al de dicha rotacion, resultando, en consecuencia, en este caso,

ordenadas positivas del diagrama.
Linea de influencia del esfuerzo cortante

Se analizara la linea de influencia del esfuerzo cortante en la seccidon C-C de la viga
isostaticamente sustentada sometida a carga movil P de la figura n ¢ 17 a. Para ello,
segln se estudidé en el capitulo de trabajos virtuales, se transforma el sistema en un arco
a tres articulaciones, colocando, para este caso, dos bielas paralelas y en la direccion del
eje de la viga en la forma indicada en la figura n ¢ 17b. La articulacion A, sera
impropia, luego, segun el principio de los trabajos virtuales para esta configuracion se
tiene:

P.77P +Q.a=0 expresionl1l2

Despejando Q, y dividiendo ambos miembros de la expresion 112 por P se tiene:

Q__T.
a

Debido a que se tiene que restablecer el equilibrio en la seccion C-C con dos fuerzas

expresion 113

opuestas Q y -Q aplicadas en las chapas S; y S, respectivamente, la fuerza actuante
sobre S, sera la que materializa el esfuerzo cortante en C-C. En cuanto al corrimiento a
de la incognita Q en su propia direccion, el mismo resultara de la desproyeccion
correspondiente al desplazamiento relativo virtual ngg entre las secciones F y G de las
chapas S; y S, respectivamente.
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figura n % 1/
Cad

Segun la figura n ¢ 17b, el diagrama de corrimientos verticales se compone de dos
rectas paralelas debido a que A;, es impropia, cuyas ordenadas n son nulas en
correspondencia con las proyecciones de los polos O’y y O’%. La ordenada mgg representa
el corrimiento relativo vertical de F respecto de G. Entonces, el desplazamiento relativo
efectivo de F respecto de G sera definido en la direccion del esfuerzo cortante Q, siendo
este desplazamiento a(cm) indicado en la figura n 2 17c. Para determinar este
desplazamiento, conocido el desplazamiento vertical ngg, representado por el segmento

H'H":77FG del diagrama de los corrimientos verticales, se traza por H’ una recta

paralela a la direccién de Q, y por H” un segmento horizontal H"H"'=§FG

representativo del desplazamiento horizontal relativo de F respecto de G. Luego,

desproyectando el segmento H'H"en la direccion de Q, se obtiene el segmento

H'H""= a(cm)representativo del corrimiento relativo efectivo de F respecto de G.
Consecuentemente, la escala vendra expresada como:

escala = L expresion 114

a(cm)

Pudiéndose deducir esta de la expresion 113. Para determinar el signo de esta, se tiene
en cuenta que a es negativo por ser negativa la proyeccion de la misma sobre el egje z,
por consiguiente, debido a la expresion 113, las ordenadas del diagrama debajo del eje
de referencia seran positivas.

Linea de influencia del esfuerzo normal
Desarrollaremos este punto considerando la viga simplemente apoyada de la figura n ¢ 18

a sometida a una carga movil P, y pretendemos determinar la linea de influencia del
esfuerzo normal en la seccion C-C. En realidad, el proceso a seguir es analogo a la
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determinacion de la linea de influencia del esfuerzo cortante, con la diferencia que, para
poner en evidencia el esfuerzo normal en la seccién, se transforma la viga en un arco a
tres articulaciones colocando un mecanismo de dos bielas paralelas normales al eje de la
viga en cuestion. Luego, se restablece el equilibrio colocando dos fuerzas normales a la
seccion N y -N en las secciones F y G de las chapas S; y S, respectivamente.

Por el principio de los trabajos virtuales se tiene:

P.77P +N.a=0 expresionlls

Siendo a el corrimiento relativo de la incégnita N. De la expresion 115 se deduce:

V= N__T. expresion 116

P a
Para construir la linea de influencia, ubicado el polo O; de 8, y, siendo impropia Ai.;, se

traza por O4 una recta paralela a la direccion de las bielas, obteniéndose el polo O, de
S, en la intercepcion de esta recta con la direccion del apoyo movil B, como se indica
en la figura n ¢ 18b.

figura n 2 18

Cad

(o>

\‘ Vi
0./
2\
De la figura n 2 18c, se observa que el corrimiento relativo vertical de N es ngg cuyo

segmento representativo es el segmento E'E =N Luego el corrimiento relativo

horizontal de N esta representado por el segmento E'E"=§FG. Al ser la articulacién
impropia, la linea de influencia del esfuerzo normal en C-C esta constituida por dos

rectas paralelas limitadas por los segmentos A'E'Yy EB". El corrimiento de N en su
propia direccién esta indicado por el vector a, por lo que la escala de lineas de influencia
es:

escala =

expresion 117
a(cm)
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De acuerdo a la expresion 116, al ser a positivo por corresponderse en signo con el eje
z positivo, las ordenadas de linea de influencia deberan tener signo contrario al vector a,
en consecuencia, el signo de las ordenadas debajo de la referencia A’B’ son negativas.

Lineas de influencia de magnitudes elasticas

Considérese un sistema isostatico cualquiera como el de la figura n 2 19 a sobre el que
actia una fuerza movil P (paralelamente a su propia direccidn), originandose para cada
posicion de P una determinada deformaciéon. Llamando a al desplazamiento debido a su
deformacién (proyeccion sobre una direccion del desplazamiento de un punto del sistema,
rotacion de una seccion de alma llena, o, rotacion relativa de dos secciones).
Seguidamente, hallaremos la linea de influencia de a, para ello, suponemos

a= a;;n (proyeccion en la direccion n-n del desplazamiento experimentado por el punto

N). Suponiendo que P esta aplicada en un punto M, en consecuencia, la ordenada
correspondiente de la linea de influencia de a es:

a e
V.= p expresion 118
Ahora, si aplicamos al sistema descargado el esfuerzo auxiliar que denominaremos u de
la magnitud elastica a (factor complementario en la expresion de trabajo de esa magnitud
elastica: u. a), y luego trazamos la elastica de la direccion de P debido a la deformacion
que origina u. Sea n la ordenada de la elastica trazada correspondiente a P, o sea que

es el desplazamiento que la fuerza u origina en la direccion de la fuerza P.

figura n = 19

Entonces, siendo a el desplazamiento que la fuerza P origina segln la direccion u, sera
por la ley de Betti:
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ua= P.77P expresion 119

obteniéndose de la expresion 119,
a 1 .,
=—=—, expresion 120
Va=p =T &°®
Lo que implica que las ordenadas mp de la elastica obtenida multiplicadas por la

1 ) . . .
constante — dan las ordenadas v, de la linea de influencia del desplazamiento a.
u

Enunciado de la ley de Betti: “ En un sistema elastico, el producto escalar resultante de
las fuerzas de un sistema por los desplazamientos experimentados por sus puntos de
aplicacion durante la deformacion debida a otro sistema, es igual al producto escalar
resultante de las fuerzas de este ultimo sistema por los desplazamientos que sus puntos
de aplicacion experimentan durante la deformacion debida al primero”.

“La linea de influencia para cargas de una direccion determinada de un
desplazamiento cualquiera a

estd dada, en cierta escala, por la elastica de dicha
direccion correspondiente a la deformacién que en el sistema produce el esfuerzo auxiliar
del desplazamiento a”.
Entonces, siendo E la escala en que se traz6 la elastica, si n(cm) es una
ordenada del dibujo en cm, se tiene que:
n=n(cm)E  expresion121
y, ademas se tiene:

1 -
v.=n(cm)E.=  expresion 122
u
Luego, la escala de la linea de influencia sera:

escala = E.E expresion 123
u

Si se considera siempre el esfuerzo auxiliar u positivo, entonces, los signos de la linea
de influencia y los de la elastica coinciden.

Trazado de la linea de influencia del d4ngulo de deformacién correspondiente a un
punto M.

Para el desarrollo de este punto, nos sera de utilidad la figura n 2 20 a en la cual se
indica una viga simplemente apoyada con una fuerza unitaria U = 1 ton (pudiendo ser
también Kg. Ib., etc,), ubicada en una posicibn M en cuya seccion se determinara la linea
de influencia de los desplazamientos.
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figura n = 20
B (o)

Cob

Siguiendo el grafico de la figura n ¢ 20, el procedimiento es el siguiente:

e a) se coloca el mecanismo de rotula en la seccion M transformando al sistema en
isostatico segun indica la figura n 2 20 a.

e b) se traza e diagrama de momentos My como indica la figura n ¢ 20 b, que,
siendo este formado por dos funciones lineales, quedan determinados dos
triangulos rectangulos de altura My;

e ¢) En el baricentro de cada uno de estos triangulos rectangulos, se indican las
magnitudes vectoriales 0, y 6, proporcionales a las areas de los tridngulos
mencionados anteriormente. Las magnitudes 67 y 6, son representativas de los
angulos de deformacion en la seccion M a la izquierda y a la derecha
respectivamente de la viga transformada. Estas magnitudes se expresan por las

1ML

. 91 2 EJ
expresiones 124, siendo las mismas: exp resiones 124 '
o 1My L,
2 2 EJ

e d) Con las expresiones 124 se realiza en escala, la construccion del poligono
funicular con polo en O y distancia polar h, llevando segmentos proporcionales a
8: y 8, (figura n 2 20d) y, concluyendo la gréfica de la linea de influencia segun
los conceptos estudiados de estabilidad | en las construcciones graficas de los
diagramas de esfuerzos cortantes y momentos flectores en vigas. Esta grafica se
muestra en la figura n 2 20c. La escala del grafico dependera de la distancia

. . o
polar h(m), pues, si consideramos la escala de 6 a: escala = —, entonces, la
cm

escala de linea de influencia de desplazamientos debera ser afectada por h(m) en
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- o .,
la siguiente forma: E =—.h(m), que reemplazada en la expresion 123, resulta
cm

en la escala de linea de influencia de los desplazamientos como:

1 amt™

o

escala = = h(m) expresion 124
cm

Diagramas evolventes

Debido a que se estan tratando cargas moviles, el valor de las caracteristicas estaticas
en una determinada seccion sera variable, incluso podra cambiar de signo segun la
posicion de la carga en un determinado instante.

Luego, cuando se dimensionan las secciones de las piezas, es necesario conocer
para la totalidad de la pieza, y / o para una determinada seccién de la pieza, el maximo
valor del esfuerzo caracteristico que puedan originar las cargas actuantes.

Ahora, si se determina el maximo valor que una determinada caracteristica estatica
puede alcanzar en cada una de las secciones, debidas a un sistema de cargas moviles,
y, representando a partir de un eje de referencia, para cada una de las secciones las
ordenadas correspondientes a los valores maximos de dicha caracteristica en estudio, el
lugar geométrico de los extremos de estas ordenadas correspondientes a valores
maximos constituye el diagrama evolvente de la caracteristica estatica en estudio.

Se distinguen las siguientes clases de cargas:

e a) cargas permanentes: son cargas que podran ser tanto concentradas como
distribuidas con una posicion invariable e intensidad y direccidon constante.

e b) cargas mobviles: son cargas concentradas de intensidad y direccion constante
que pueden ocupar diferentes posiciones en la estructura.

e ) cargas utiles: Son cargas distribuidas de intensidad constante, cuya longitud
cargada puede variar, ocupando cualquier posicion en la estructura.

Diagrama evolvente de esfuerzos cortantes

Considerando la viga simplemente apoyada de la figura n ¢ 21 a con una carga movil P
normal al eje de la misma, quedando definida su posicion por la abcisa z.
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@]

= > figura n = 21
A l l B (o)
z Z
VA? ‘g\“
| | §
Vit V! (o)
T ﬁ@TAT/VB
Q [ |

| qap
—P
Qneg_méx

En la figura n 2 21 b se representa el esfuerzo cortante de la viga para una posicién z

de la ubicacién de P en la misma. Si la carga se encuentra en una posiciéon z,, el
diagrama cambia, aunque seguird manteniendo ordenadas negativas a la derecha de P, y
en consecuencia, positivas a la izquierda de la misma, pero manteniéndose constante
entre ambos lados de P.
De acuerdo a lo expresado anteriormente, las ordenadas del esfuerzo cortante son
iguales a Vap y Vg dependientes de z en la forma indicada en las expresiones 125.
z

\V,.=P. .
exp resiones 125 L
V=P

L
La primera de las expresiones 125 se anula para z = 0, en tanto que la segunda lo

hace para

z = L. En tanto que, ambas expresiones de Vo y Vg son iguales a la carga P en las
abscisas

z = Ly z = 0 respectivamente. Ahora, los valores dados en las expresiones 126 son los
esfuerzos cortantes a ambos lados del punto de aplicacion de P, siendo estos:

z

ons :V AT PE
L-z
Q= Ve="P—

Siendo los valores de las expresiones 126 los maximos que puedan ocurrir, entonces, la

exp resiones 126

primera de las expresiones 126 admite su maximo valor para z = L, es decir:



Apunte Compilado y Redactado por el ingeniero Fabian Pérgola

ons =P expresion 127

En tanto que la segunda de las expresiones 126 admite su maximo valor en z = 0,
siendo este:

Q  =-P expresion128
neg_ max
: : : P
Las ecuaciones 126 representan las ecuaciones de rectas paralelas de pendiente f La
representacion grafica del diagrama evolvente se muestra en la figura n 2 21 c.

Diagrama evolvente de momentos flectores

Para analizar este punto, se tendra en cuenta la viga simplemente apoyada con una
carga movil P de la figura n 2 22.

(@]

P > figura n ® 2¢
A l l B (o
g Z
VA? i—g VB
™| |

(o>
\ o ||
M ’
] qap)
I~ Jr L
| M méx_méx: PZ

Entonces, para una posicidon z de la carga, el diagrama de momentos flectores es
triangular, siendo las ordenadas del mismo nulas en los apoyos. Obviamente, cuando la
carga se encuentra en otra posicion z;, el diagrama de momentos flectores mantiene su
forma triangular aunque cambiando la posicibn maxima del momento flector. De aqui, el
momento flector correspondiente a una distancia z sera:

M,=V,(L-2)=PE=

La ecuacion 129 representa la expresion del diagrama evolvente de momentos flectores

22 expresion 129

para una carga movil P. Como se puede observar en la expresion 129, esta ecuacion es
la ecuacion de una parabola de ordenadas nulas en z = 0y z = L. El valor de z
correspondiente al maximo momento flector se obtiene derivando la expresion 129
respecto de z, como indica la expresion 130.
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iM

q £=0=L-2z expresion130
Z
de la expresion 130 se obtiene:

Z= % expresion 131

La expresion 131 indica que el maximo valor del momento flector para carga movil ocurre
en el centro de la viga. Luego, reemplazando la expresiéon 131 en la expresion 129
permite obtener el valor del maximo momento flector en la viga, siendo el mismo:

M MAX_mAx P% exXp resion 132

En la figura n 2 22 ¢ se observa el diagrama evolvente de momentos flectores.
Lineas de influencias debidas a una carga distribuida q

Consideremos el tramo de la viga de longitud Li de la figura n ¢ 23, en la cual, una
carga uniformemente repartida de intensidad q y longitud L; se desplaza longitudinalmente
sobre la viga.

@=L, figura n ¢ 23

s

e L. -

En la figura n 2 23 se tienen las distancias a, a4, ay expresadas en funcion del producto
de la abcisa z por la longitud de tramo L;. Siendo asi, por ejemplo, la expresion o = z.
L;, representa la distancia de la carga elemental q. da al extremo izquierdo, y n, la
ordenada de linea de influencia vertical para la abcisa de la misma.

Como se estudidé anteriormente, las lineas de influencia son elasticas de
deformacion originadas por fuerzas concentradas unitarias aplicadas en la direccion que
se trate respectivamente. Recordando de resistencia de los materiales que la ecuacion de
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elastica de deformacioén correspondiente a una carga concentrada es polindbmica de tercer
orden. Por consiguiente, la ecuacion de momentos flectores para la misma sera lineal. De
esta forma, la ecuacion de la elastica vertical vendra expresada en forma general por:
n= BO(CS.Z3 +C,2°+C, 2 +CO) expresion 133
En la expresion 133, los coeficientes Cy, Cq, Cy, ¥ C3, se determinan en funcion de las
disposiciones de cargas y apoyos de la viga, resolviendo la ecuacion de la elastica, y, By
un coeficiente constante de proporcionalidad que se puede extraer de la solucién de la
ecuacion de la elastica. Entonces, expresaremos la expresion 133 en una forma mas
conveniente para nuestros propositos.

n= BoiCrZi expresion 134

i=0
Ahora, segun se estudié anteriormente, el valor de una incognita en una determinada
seccion esta dado por:

X =n.P expresion 135
En nuestro caso, para el elemento diferencial de carga q.da, se tendra un diferencial del
valor de incognita dX, correspondiéndose con:
dX =n.gda expresion 136
Pero da = L;. dz, pues L; es una magnitud constante, y reemplazando esta Ultima
expresion en la expresion 136, resulta:
dX =n.q.|_,dz expresion 137

Luego, por simple reemplazo de la expresion 134 en la expresion 137, y extrayendo los
factores constantes de la sumatoria, tenemos:

3 .
dX =q.,.B,->.C, -z dz expresion 138
i=0

De donde, la intensidad total de la incégnita X vendra expresada por la integral de la
expresion 138, entre los limites z; y z, para el eje de abcisa, quedandonos:

3
Z, Z, i . s
X = -[zl dX =g. .. BOIL ;Ci.z dz  expresion 139

Cuya integracion conduce a la expresion 140
3 i+1 _ Zi+1
_ 2 1 1A
X=0L,.B2.C,=5—"| expresion140
=0 1+1
La expresion 140 permite determinar la intensidad de la incognita X para una carga
uniforme g. Cabe destacar que el mismo problema se puede obtener para cargas de
diferente distribucion, como por ejemplo, una carga linealmente distribuida, o trapezoidal.
Esta solucion se mostrara en los problemas resueltos. Asi mismo, también se podria
haber resuelto el problema considerando otras variables independientes como se mostrara

en los problemas resueltos.
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Linea de influencia de dos cargas concentradas moviles

Para el desarrollo de este punto, utilizamos la figura n ¢ 24 como figura de analisis. En
la misma se consideran dos cargas moéviles Py y P, separadas por una distancia m, y se
supondra que P, > P;.

M figura n 2 24
P.
Api ‘J—VZ B
A 4
— = Pz Cay

(o)

(o

Comenzaremos analizando el esfuerzo cortante en una seccion cualquiera ubicada a una
distancia z del extremo B. Para esto, en la figura n ¢ 24 a se representa la linea de
influencia del esfuerzo cortante en z. En la figura n ¢ 24 a se observa que el diagrama
de linea de influencia tiene diferentes signos a la izquierda o derecha de z.
Primeramente, analizamos cuando la carga P, se encuentra un infinitésimo
posterior a la seccion en z, y, llamando ny y m, a los desplazamientos virtuales de Py y
P, respectivamente, resulta:
Q-= _(P1-771+ Pz.nz)ﬁ expresion 141

Luego, por relacion de los triangulos semejantes A'C"C'~ B'C'C", se tiene:

N, 1,

Z-m 2
Obteniéndose de esta ultima expresion:

n,=n, Z=M  evoresion 143
z

A su vez, se puede obtener la siguiente relacion:

expresion 142
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a(cm) = L expresion 144

n

Y, de la expresion 144 se obtiene:

z y
n,= a(cm)t expresion 145

Reemplazando la expresion 145 en la expresion 143 se tiene:

zz-m z—m L
n,= a(cm)— = a(cm)T expresion 146

L z
.,
a(cm)” a(cm)
144 y 146 respectivamente, se obtiene la siguiente expresion:
z zZ—m .
QZ =— |:)lE -P, C expresion 147

Los términos de la expresion 147 representan las ecuaciones de dos rectas. La recta

Luego, reemplazando la expresion 141 los factores de las expresiones

correspondiente al primer término se anula para z = 0, y es maxima para z = L;
mientras que la recta correspondiente al segundo término se anula para z = m, y es
méxima para z = L.

A continuacion, analizaremos el tramo AC, es decir, a la izquierda de la seccion.
Llamando n’y y n’2 las ordenadas de linea de influencia de P4y P, respectivamente, se
tiene la expresion 148.

1 .
1 1 7
Qz = (P1-771+ P.,n Z)W expresion 148
Anéalogamente al caso anterior, por relaciones de triangulos semejantes, se tiene:
1
n, _L-z-m
77' L-z
2

Ademas, se tiene la siguiente relacion de triangulos semejantes, que se puede deducir de

y L—z—m

expresion 149 de donde 77'1 =n T,
—-Z

expresion 150

la figura n 2 24b:
1
M, _L-z
alcm) L
Operando algebraicamente con la expresion 148, y considerando la expresion 151,

expresion 151

resulta:

1
n, L-z .
=P.. + expresion 152
QZ Pl a(Cm) PZ L Xp
Y, dividiendo miembro a miembro por a(cm) la ecuacion 150, luego, reemplazando la

expresion 151 en la misma, y finalmente se reemplaza la expresion resultante en la
expresion 152 quedando la expresion 153.
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Q- Plﬂ+ |Z>2i expresion 153
z L L
Esta ultima expresion nos indica que la linea de influencia del esfuerzo cortante esta
compuesta por la suma dos términos que indican ecuaciones de dos rectas. La recta
correspondiente al primer término se anula para z = L - m, y alcanza su maximo para z
= 0, mientras que la recta correspondiente al segundo término se anula para z = L,
alcanzando su valor maximo en z = 0.

La figura n 2 24c representa las rectas segln los términos de las expresiones 147
y 153, ademas de graficar las evolventes correspondientes.

Seguidamente, se analizaran las lineas de influencia de los momentos flectores
para una seccion cualquiera z en las mismas condiciones que se han analizado para el
esfuerzo cortante en dicha seccion. Para esto, utilizamos la figura de analisis n ¢ 25.

RN figura n ¢ 24

Ca

(o)

De la figura n @ 25, para una posicion z, y siendo n1 y n2 las correspondientes
ordenadas de los desplazamientos virtuales verticales de P, y P, respectivamente, se
obtiene la siguiente ecuacién de momentos flectores:

M,= (P1.771+ Pznz);((:rg) expresion 154, siendo %Ia escala.

Por relacion de triangulos semejantes B’C’C” y B’D’D”, se obtiene:

1 S expresion 155
772 Z—Mm

de la expresion 155 se obtiene:

n,=n, 2=M oxoresion 156
z

Considerando la siguiente relacion de triangulos semejantes:
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AN =— expresion 157 surgiendo de esta ultima expresion,
/A
n,.= AA" A" expresion 158

A su vez, también se tiene la siguiente reIaC|on de triangulos semejantes:

ﬂ:M expresion 159 surgiendo de esta Gltima T, _ Loz
L-z p, alcm) A—A"

Ahora, reemplazando la expresion 156 en la expresion 154, se obtiene:
z-m) __ 1m) iy
= + expresion 161

M. (Pl P, S jﬁl a(cm) Xp
De acuerdo a la figura n ¢ 25b, y por relaciones de los triangulos semejantes C*A’A”, y
C’E’E”, se tiene:
AA" L-z ., L-z — .,
——_=—_C expresion 162, obteniéndose de esta ——a(cm)= A'A" expresion 163
a(cm)  12(m) 1(m)

Reemplazando en la expresion 161 las expresiones 158 y 163, resulta:

M.~(P+P.’

Luego, operando la expresion 164, se tiene:

expresion 160.

mj(L - Z)E expresion 164

M,= plf( )+ Pz(zm—)(l_) expresion 165

Los términos de la expresidon 165 representan las ecuaciones de dos parabolas, la
primera de ellas sera:

M., =2

En tanto que la segunda sera:

L—z) expresion 166

|\/| 227 P2 (Z - m)(L - Z) expresion 167

Para determinar la posicion de maximo momento flector, derivamos la expresion 165,
resultando de la misma:
1M, _o_ Py
dz L

De la expresion 168 surge el siguiente valor de z para el momento flector maximo:

m
z= l(L + LJ expresion 169

L-z-2z)+

) %[L —~z—(z-m)] expresion 168

2 P,+
Es conveniente reemplazar P; + P, por la resultante R de ambas, para lo cual
consideramos que la distancia de la misma a Py es z;, como lo indica la figura n 2 26.
Ahora, si planteamos una ecuacion de momentos respecto dela posicion de P4, resulta:
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P, m=R.z de esta ultima expresion surge: P, = RA expresion 170
m
R figura n 2 26

P, P.

Z

et " -~

Reemplazando en la expresion 169 la suma de las fuerzas por R, y P, por la expresion
170, se tiene:

2

Siendo este valor de z la posicidon para la cual se produce el maximo momento flector en

L+
zZ= l(L+ R.AEJ = TZl expresion 171

la viga. Ahora, si reemplazamos este valor de z en la expresion 164, resulta el maximo
maximoérum de los momentos flectores, siendo este:

L+ 7,
2 —m L+Zl L L+Z1 o179
= + ———=2| expresion
Mmax—max Pl PZ L+Z1 2|_ 2 Xp
2

Por simples transformaciones algebraicas de la expresion 172, resulta:

12—
M mAX-max {Pl-i_ Pz(l_ 2m ]:| 4LZl eXp reSién 173

L+Z1

Luego, en la figura n 2 27 se representan las lineas de influencia de los momentos
flectores, correspondientes a las expresiones 166 y 167.
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o

2 figura n © 27/

7 | C |:)1 P2 RS
PP
Y Ll Ly
2 2
(o
~—2(L-m) L

. =P,+P 1_27m i
max —max 1 2 LJrZ1 4L

La expresion 166 representa la ecuacion de una parabola que se anula en z =0,y z =
L, y se determina el valor maximo en:

d M z_1
dz

Luego, reemplazando este valor en la expresion 166 se obtiene el valor del maximo

=0=L-22 dedondez:%

momento flector para esta abcisa, siendo este:

s
M 7_l-max Pl% = Pl% EXpreSién 174

Analogamente para el segundo término, para determinar la abcisa del momento flector

maximo se tiene:

d
I\(;I 22 _0=L-2z+m obteniéndose z =
z

Luego, reemplazando este valor de z en la expresion 167, se tiene:

M _&(L+m—mj[L—L+mj—&(L—m)2 expresion 175

L+m

7 _2-max L 2 2 - 4L
Mientras que la expresion 167 se anula para los valores de z = Ly z = m. Luego, la
figura
n 2 27b muestra los respectivos diagramas de lineas de influencia correspondientes a
MZ-1!
M., en lineas de trazos intermitentes, asi como la suma de ambos en linea de trazos
lleno, indicando los valores maximos de los mismos, y el valor maximo maximdérum con
sus respectivas distancias, como se detalla a continuacién en las expresiones 176.



Apunte Compilado y Redactado por el ingeniero Fabian Pérgola

L L
Mz_l—méx = Plz en z= E
. P2 2 L+m
exp resiones 176 M., ,.. = Z(L—m) en z=
om L? -7 2 L+7
= + 1- L enz=—2=*2
M max_ max {Pl PZ( L + Z]J:| 4|_ 2



