


1) Derivada de la funcion constante

f(x) =k Calculos auxiliares

oo fEEAD—f@  k—k fata)—f0) K-k 0
f(x)_mlcino Ax T o0 Ax debos Ax Ax  Ax

f)=k—->f(x)=0 Ejemplo: f(x) =2 , f'(x)=0

2) Derivada de la funcion identidad

=0

f(x) =x

flx+ Ax) — f(x) . x+Ax—x - Ax
= lim = lim —=1
Ax Ax—0 Ax Ax—0 Ax

Feo= g,

| fl)=x- f(x)=1x" =1 |




flx) =x°

flx + Ax) — f(x) o (x+Ax)3 =3
= lim

fi(x) = Alyz}o Ax Ax—0 Ax
,  x3 4+ 3x%Ax + 3xAx? + Ax3 — x3 ~ 3x?%Ax + 3xAx? + Ax3
f'(x) = lim = lim
Ax—0 Ax Ax—0 Ax

Ax(3x* + 3xAx + Ax?)
Ax B

3x?

e =,

f(x) =x° > f'(x) = 3x?

Vimos que la derivada de f(x) = x? es f ‘(x) = 2x

fx) =x* > f'(x) = 2x




Generalizacion:

|Sif(x) =x" > f'(x) =n.x"1

Exponente fraccionario

N =

flx)=Vx=x
SN SPTE S
f(x)—zx _ﬁ

3) Derivada de la funcion exponencial

f(x) =e*

1) Formamos el cociente incremental:

fx+4x)—f(x) eXtAxX_px . eX edXx _pX . eX(ed*-1)

Ax AX Ax AXx




El calculo del limite del cociente incremental cuando 4x —» 0

I _ e*(e?* — 1) - 0

450 Ax . dxs0 Ax - 0

Para el calculo de este limite hacemos un _
ed* — 1=z ‘

Utilizando esta expresion tenemos que reemplazar en la expresion del limite Ax

Por lo tanto, despejamos A4x

e —l=zoceM=z+1ome®=In(z+1) e Ax=In(z+1)



x| 1 lim1l liml lim1

. y . e . -0 z—0 z—0
lim —= = limm———= e*.lim = e¥, £ = e¥, = e”,
1 1
ax204x - zoolln(z+ D - oo lnz D iy ez ez milimz + 1)z
z 2202 z—0 z—0
X 1 _ X \ J
—eX¥.— =c¢ Y
Ine — e
Escribimos: z 1

lTl(Z+1) = In(z+1)
Z

f) = e > f/(x) =

/S




4) Derivada de la funcion f(x)=1n x

f(x)= 11m focth)—7 () =lim nGxcth)—In(x) —lim —2 = Jim £, |n X2
-0 h h—>0 h h—-0 h h—0 h X
1 h 1 1
xX+h X+
Fe = fmin(55)" = n[lim (551 = n[lim (1+2)"] -

Vamos a calculos auxiliares:
1

Recordando el limite notable llT{)l(l +2z)z=e
zZ—

Siz= g podemos decir : h=2z .x

f(x)=1In[lim(1+ Z)i =

Z—0
11 1

= i Jxl=lnex= ~lne==
_ln[(le_r)r(}(1+z))] Ine x.lne - f(x)=lnx—>f’(x)=%




5) Derivada de la funcion f(x) = sen x

X+Ax—x 2x+Ax
f(x+Ax)—f(x) _sen(x+Ax)—senx _ 2.sen(—,—).cos(

Ax Ax Ax
En esta expresion se utilizo la féormula trigonométrica que transforma en producto la
expresion

) Cociente incremental

Esto nos permitira aplicar propiedad de limites: limite de un producto y la propiedad

notable de limite seil)
lim =
x=a  f(x)

2) El calculo del limite del cociente incremental cuando Ax — 0

Sen (Az ) Ax + 2x
f(x) = lim2| . lim cos > = COS X

Ax—0 Ax Ax—0

\

f(x) =senx - f'(x) =cosx '




6) Derivada de la funcion f(x) = cos x

Fe+40) = () _ cos(x + Ax) — cosx _ —2.sen(—5 =) sen

Ax Ax Ax
1 —2.5en (Az—x). sen (M)

Ax

, Ax + 2x —2
Adimsen |———— | =—-senx = —senx
Ax—0 2 2

f(x)=cosx - f'(x) =-senx




7) Derivada de una constante por una funcién

f(x) = k. g(x)

fx+4x) = f(x) I k.glx+4x) —k.g(x)  k.(g(x+ 4x) — g(x))
= lim =lim
Ax Ax—0 Ax Ax—0 Ax

Fo=fim

. . gx+Ax)—gx) .,
B Alalczlok'zllyllo Ax = kg ()

fx)=kglx) - f(x)=kg (x)

APLICANDO LA DEFINICION DE DERIVADA DE UNA FUNCION PODEMOS ENCONTRAR SU DERIV,
REGLA DE DERIVACION.



Vamos a concentrar en una tabla las funciones y sus derivadas y otras reglas de derivacion

Funcién Funcion derivada Funcién Funcién derivada
k 0 1

In x

X 1 Cos x -Sen x

x™ n.x" 1 Sen x Cos x

Vx b fx) tg(x) f'(x) £9'(x)

24/x

e* e* g(x) . f(x) f'(x). g(x) + f(x). g'(x)
f( F'(%).9(0) - f(x). g'(x)
gx) (g(x))?



Por definicién de funcién derivada (f + g)'(x) — Alimo F+g)x+ Aj\c) ~(f+9) —
X X

ft 80 + gl 40) — £() — g() _

Por definicion de suma de funciones: li
(F+g) (9 =)+ 420 Ax

| G+ A%) = £() + gl + 4x) = g() _
m =

Ax—0 Ax
Por propiedad de limite : x + Ax) — f(x x4 Ax) — a(x
lim (f+g)(x)=lim f(x) + limg(x) lim it ) /) + lim 9¢ ) 9 = f'(x)+g'(x)
x—a X—a X—a Ax—0 Ax Ax—0 Ax

La demostracién de (f — g)'(x) es andloga a la realizada.




Para derivar el producto de estas dos funciones usando limites, supongamos

que tenemos
T - f(z)- g(x)
Entonces,
T'® = —(f(2) - g(x))
dx
y podemos derivar esto de la siguiente manera:

‘ T+ h) T
T'x) = jim h

Al sustituir la ecuacion Y (z) = f(z) - g(x), tenemos:

TG - lim flz+h)- gz :1- h)-f(z) - 9(z)




Esto representa la derivada de un producto en términos de limites. Ahora, esta
ecuacion no se puede manipular algebraicamente facilmente para llegar a la

formula de la regla del producto que estamos tratando de demostrar.

Sin embargo, podemos sumar y restar _f(:ﬂ +h) - g($:] al numerador. Por lo

tanto, tenemos

i J& T h) - g(z +h)-f(z +h)-g(x) + fz+h)-g(z)f(z) g(z)
h—0 h

Dado que +f(x + h) - g(x)—f(z + h) - g(x) = 0, no cambiamos la

expresion en absoluto.

Ahora, podemos factorizar f(m + h} de los dos primeros terminos y g(m) de
los dos ultimos terminos. Entonces, podemos dividir la expresion en dos partes

y, simplificando, tenemos,



i TE R gz h) —g(@) . g(@) - (flz+h) - f(z))

h—0 h h—0 h

—Hmf{r+h)-g(m+h;_g(m) + lim g(z) - ﬂi"*hfz—f(m)

Al aplicar las propiedades de los limites para resolver la ecuacion, tenemos

=}];iﬂf(m—l—h)*}1i_% g(:t:—l—h}l—g(:t:) + lim g(z) - lim f($+hf1_ f(z)

h—0 h—0

Los limites ‘!];'l]:%I f(x+h)y }111’% g(z) pueden resolverse facilmente. Cuando h
— —

tiende a cero, simplemente obtendremos f(m) y g(m) respectivamente.



Los limites lim Q{E_Fhi_g(m} y 1im f[a:+h§—_f[m} parecen mas complicados, pero
h—0 h—0

son simplemente las derivadas de g(z) y h{ﬂ?) expresadas en limites. Por lo

tanto, tenemos:

L (1(@) - 9(a)) = £@)- “L(9(a)) + 9(2) - =(f(z)

o podemos expresar esto simplemente como

(f9)'(z) = f(z) - g'(x) + g(z) - f'(x)

que ahora es la formula de la regla del producto.




Ahora, vamos a utilizar la siguiente expresion:

T(x) = %

Entonces, tenemos,

rw - L (L0)

dz \ g(z)

Usando limites, podemos derivar T{:I:} por

T+ h) T
Tl

Sustituyendo la ecuacion T (X) = Jgj{%%, tenemos

flet+h)  [flx)
T‘(X) — lim glz+h)  glz)

h—0 h




Obteniendo el minimo comun denominador del numerador, tenemos

flz+h)-g(z) flz)g(x+h)

T'(X) = H 9(1+2-9E¢)
—

Al aplicar las reglas de las fracciones, nuestra ecuacion se puede reescribir

como.

() — i L& R) g(@)-f(z) - g(z+h)
R N LR

Ahora, podemos sumar y restar el producto de f(x) y g(x), que es f(:t'}g(ﬂ‘:}, al

numerador

f(z+h)-g(z)-f(z) - g(z+h)g(x+ h)
Por lo tanto, tenemos

— lim flz+h)-g(z)+ f(z) - g(z)-f(z) - g(z)-f(z) - g(z+ h)
h—0 Q‘(I 4+ h) . Q‘(I) . h




Dado que +f(z) - g(z)-f(z) - g(z) = 0, no cambiamos la ecuacién en
absoluto.

Reordenando la ecuacion anterior, tenemos

d (f(z)\ ., flz+h) glz)-f(z) g(z)-f(z) g(z+h)+ f(z)
dzx (g{m))_H g(z +h)-g(z)-h

Ahora, podemos simplificar aun mas la ecuacion anterior factorizando el

numerador:

d (f(fr)) o 902) - (f( + W)~ f ()~ (&) - (g(x + h)-g(2))
dz \g(z) ) ~ i g+ h)-g(z)-h

Entonces podemos reorganizar la ecuacion de esta manera:

i) (o0 (252 (1 ()




para que podamos manipularla algebraicamente de la manera necesaria para

demostrar la regla del cociente.

Al aplicar las propiedades de los limites para resolver la ecuacion, tenemos

L 1 : . f@+h)-f(@)  im 'ng(m—kh)—g(m)
= I TR e e fm T T

Entonces, podemos resolver los limites reconociendo que la primera parte de

cada término es simplemente igual a las funciones g(z) y f(x)
respectivamente y la segunda parte de cada término es la derivada en

términos de limites de f(x) y g(x) respectivamente. Por lo tanto, tenemos:

2 (00) - Gorram) - (0@ @) - (1@ £6e@))]




Simplificando algebraicamente, tenemos

d (f(m)) g(x) - £(f(2)-f(z) - £(g(2))
dz \ g(z)

o puede ser simplemente ilustrado como

1Y (o _ 9@) - £(@) - f(2) - g'(2)
(y) (=) = (g9(z))?

que ahora es la formula de la regla del cociente.
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