
INTEGRALES IMPROPIAS



Para el cálculo de la integral definida, hemos exigido que la función f
sea continua y acotada en el intervalo [a,b].

Si eliminara alguna de estas condiciones, se puede generalizar la idea
de integral definida mediante las llamadas:

INTEGRALES 
IMPROPIAS



✓ f es continua en [a;+∞)

a) Impropia de 1° especie

✓ f es continua en (-∞;𝐛]

✓ f es continua en (-∞;+∞)



a) ׬
𝒂

+∞
𝒇 𝒙 𝒅𝒙 = lim

𝒕→+∞
׬
𝒂

𝒕
𝒇 𝒙 𝒅𝒙

b) ׬−∞
b

𝒇 𝒙 𝒅𝒙 = lim
𝒕→−∞

𝒕׬
𝒃
𝒇 𝒙 𝒅𝒙

c)׬
−∞

+∞
𝒇(𝒙)𝒅𝒙 = ׬

−∞

𝒄
𝒇(𝒙)𝒅𝒙 + ׬

𝒄

+∞
𝒇(𝒙)𝒅𝒙 = 𝒍𝒊𝒎

𝒕𝟏→−∞
׬
𝒕𝟏

𝒄
𝒇 𝒙 𝒅𝒙 + lim

𝒕𝟐→+∞
׬
𝒄

𝒕𝟐 𝒇(𝒙)𝒅𝒙

𝐭𝟏 𝐭𝟐

t

F(t)

F(t)

F(𝑡1)



Si al calcular el límite

✓ L es finito, la integral es convergente y 

converge a L

✓ L es infinito, la integral es divergente

✓ Si el límite no existe la integral es oscilante



Ejemplos

lim
𝑡→+∞

−𝑒−𝑥 |1
𝑡

න
1

+∞

𝑒−𝑥𝑑𝑥 = 𝑙𝑖𝑚
𝑡→+∞

න
1

𝑡

𝑒−𝑥𝑑𝑥 = = 𝑙𝑖𝑚
𝑡→+∞

−𝑒−𝑡 + 𝑒−1 = 𝑙𝑖𝑚
𝑡→+∞

−
1

𝑒𝑡
+
1

𝑒

=
1

𝑒

La integral converge a 1/e

Como f(x) > 0 el resultado obtenido es el área bajo 

la curva.

f(x) =

𝑢 = 𝑒−𝑥 → 𝑑𝑢 = −𝑒−𝑥𝑑𝑥



න
1

+∞

𝒙3𝒅𝒙 = 𝒍𝒊𝒎
𝒕→+∞

න
1

𝒕

𝒙3𝒅𝒙 = = 𝒍𝒊𝒎
𝒕→+∞

1

4
𝒕4 −

1

4
= +∞𝒍𝒊𝒎

𝒕→+∞

𝟏

𝟒
𝒙𝟒 |𝟏

𝒕

La integral diverge.



න
−∞

0

𝑒𝑥𝑑𝑥 = 𝑙𝑖𝑚
𝑡→−∞

න
𝑡

0

𝑒𝑥𝑑𝑥 = lim
𝑡→−∞

𝑒𝑥 |𝑡
0 = 𝑙𝑖𝑚

𝑡→−∞
𝑒0 + 𝑒𝑡 = 1−0 = 1

t

Como f(x) > 0 el resultado obtenido es el área bajo la curva.

Converge



න
−∞

+∞ 𝒅𝒙

1 + 𝒙2
=

f(x)= 
𝟏

𝟏+𝒙𝟐

න
−∞

0 𝒅𝒙

1 + 𝒙2
+න

0

+∞ 𝒅𝒙

1 + 𝒙2
= 𝒍𝒊𝒎

𝒕𝟏→−∞
න
𝑡1

0 𝒅𝒙

1 + 𝒙2
+ 𝒍𝒊𝒎

𝒕𝟐→+∞
න
0

𝒕𝟐 𝒅𝒙

1 + 𝒙2

= න
−∞

+∞ 𝒅𝒙

𝟏 + 𝒙𝟐
= 𝒍𝒊𝒎

𝒕𝟏→−∞
𝒂𝒓𝒄𝒕𝒈𝒙|𝑡1

𝟎 + 𝒍𝒊𝒎
𝒕𝟐→+∞

𝒂𝒓𝒄𝒕𝒈𝒙|𝟎
𝒕𝟐

= 𝒍𝒊𝒎
𝒕𝟏→−∞

(𝒂𝒓𝒄𝒕𝒈𝟎 − 𝒂𝒓𝒄𝒕𝒈𝒕𝟏) + 𝒍𝒊𝒎
𝒕𝟐→+∞

(𝒂𝒓𝒄𝒕𝒈 𝒕𝟐 − 𝒂𝒓𝒄𝒕𝒈𝟎)

= − −
𝝅

𝟐
+
𝝅

𝟐
= 𝝅

La integral converge a π

En este caso también es el área bajo la curva el resultado obtenido



b) Impropia de 2° especie

✓ La función tiene una DISCONTINUIDAD en el extremo del intervalo o en un punto 

interior a él



a)

La discontinuidad está en a

න
𝒂

𝒃

𝒇 𝒙 𝒅𝒙 = 𝒍𝒊𝒎
𝒕→𝒂+

න
𝒕

𝒃

𝒇 𝒙𝒅𝒙

Si el límite existe y es finito la integral impropia converge, si es infinito 

diverge y si no existe oscila.

න
𝒂

𝒃

𝒇 𝒙 𝒅𝒙 = 𝒍𝒊𝒎
𝒕→𝒃−

න
𝒂

𝒕

𝒇 𝒙𝒅𝒙

b) 

La discontinuidad está en b

t t

F(t) F(t)



La discontinuidad está en x = c, punto interior del intervalo [a,b]

c)

න
𝒂

𝒃

𝒇(𝒙)𝒅𝒙 = න
𝒂

𝒄

𝒇(𝒙)𝒅𝒙 +න
𝒄

𝒃

𝒇(𝒙)𝒅𝒙 = 𝒍𝒊𝒎
𝒕𝟏→𝒄−

න
𝒂

𝒕𝟏

𝒇(𝒙)𝒅𝒙 + 𝒍𝒊𝒎
𝒕𝟐→𝒄

+
න
𝒕𝟐

𝒃

𝒇(𝒙)𝒅𝒙

Si ambos límites convergen la integral impropia converge, si por lo menos uno de los 

límites es infinito la integral diverge y si por lo menos uno de los dos no existe oscila. 

F(x) G(x)



න
0

1

𝑥. 𝑙𝑛 𝑥 𝑑𝑥 = 𝑙𝑖𝑚
𝑎→0+

න
𝑎

1

𝑥. 𝑙𝑛 𝑥 𝑑𝑥 =

Ejemplos

Cálculos  Auxiliares

න𝑥. 𝑙𝑛 𝑥 𝑑𝑥 =

𝒖 = 𝒍𝒏𝒙 → 𝒅𝒖 =
𝟏

𝒙
𝒅𝒙

𝒅𝒗 = 𝒙𝒅𝒙 → 𝒗 =
𝟏

𝟐
𝒙𝟐

1

2
𝑥2 𝑙𝑛 𝑥 − න

1

2
𝑥𝑑𝑥

=
𝟏

𝟐
𝒙𝟐 𝒍𝒏 𝒙 −

𝟏

𝟒
𝒙𝟐

𝑙𝑖𝑚
𝑎→0+

න
𝑎

1

𝑥. 𝑙𝑛 𝑥 𝑑𝑥 = 𝑙𝑖𝑚
𝑎→0+

−
1

4
−
1

2
𝑎2 ln 𝑎 +

1

4
𝑎2

= 𝑙𝑖𝑚
𝑎→0+

−
1

4
−
1

2
𝑎2 𝑙𝑛 𝑎 +

1

4
𝑎2



= −
1

4
−
1

2
𝑙𝑖𝑚
𝑎→0+

𝑙𝑛 𝑎

1
𝑎2

=
𝐿.𝐻

−
1

4
−
1

2
𝑙𝑖𝑚
𝑎→0+

1
𝑎

−
1
3𝑎

−3
= −

1

4
−
1

2
𝑙𝑖𝑚
𝑎→0+

1
𝑎

−
1
3𝑎3

= −
1

4
−
1

2
𝑙𝑖𝑚
𝑎→0+

−3𝑎2

= −
1

4 Converge

No representa el área bajo la curva



8-30) Resolver las siguientes integrales impropias e indique si 
son convergentes o divergentes

a) න
0

+∞ 𝑑𝑥

𝑥2 + 1
=

lim
𝑏→+∞

න
0

𝑏 𝑑𝑥

𝑥2 + 1
=

Recordemos:

න
1

𝑥2 + 1
𝑑𝑥 = 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔 𝑥

lim
𝑏→+∞

|𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔 𝑥
𝑏

0
= lim

𝑏→+∞
𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔 𝑏 − 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔 0 =

𝝅

𝟐

𝑦 =
1

𝑥2 + 1
𝑦 = 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔 𝑥

CONVERGE



d) න
2

+∞𝑑𝑥

𝑥3
= න

2

+∞

𝑥−3 𝑑𝑥

lim
𝑏→+∞

න
2

𝑏

𝑥−3 𝑑𝑥 = lim
𝑏→+∞

ቤ
𝑥−2

−2

𝑏

2
= lim

𝑏→+∞
ฬ−

1

2𝑥2
𝑏

2
=

= lim
𝑏→+∞

−
1

2𝑏2
− −

1

2 ∙ 22
= lim

𝑏→+∞
−

1

2𝑏2
+
1

8
=

0

𝟏

𝟖
𝒖𝟐

𝑦 =
1

𝑥3

CONVERGE



e) න
−∞

0 1

1 − 𝑥 2
𝑑𝑥 =

lim
𝑎→−∞

න
𝑎

0 1

1 − 𝑥 2
𝑑𝑥 =

Sustitución:

න
1

1 − 𝑥 2
𝑑𝑥 =

𝑡 = 1 − 𝑥
𝑑𝑡 = −𝑑𝑥

−𝑑𝑡 = 𝑑𝑥

−න𝑡−2𝑑𝑡 =

= −
𝑡−1

−1
=
1

𝑡
=

𝟏

𝟏 − 𝒙

= lim
𝑎→−∞

ቤ
1

1 − 𝑥

0

𝑎

= lim
𝑎→−∞

1 −
1

1 − 𝑎

0

= 𝟏

𝑦 =
1

1 − 𝑥 2

CONVERGE



Hallar el área situada a la derecha de x = 3 y limitada por la curva de ecuación   
1

𝑥2 − 1 y el eje x.

න
3

+∞ 1

𝑥2 − 1
𝑑𝑥 = 𝑙𝑖𝑚

𝑡→+∞
න
3

𝑡 1

𝑥2 − 1
𝑑𝑥 =

RESOLVEMOS POR FRACCIONES SIMPLES 

(Puede ser por tabla)

න
1

𝑥2 − 1
𝑑𝑥 = න

1

𝑥 + 1 . 𝑥 − 1
𝑑𝑥 = න

𝐴

𝑥 + 1
𝑑𝑥 + න

𝐵

𝑥 − 1
𝑑𝑥 =

A = -1/2

න
1

𝑥2 − 1
𝑑𝑥 = −

1

2
න

1

𝑥 + 1
𝑑𝑥 +

1

2
න

1

𝑥 − 1
𝑑𝑥 = −

1

2
𝑙𝑛 𝑥 + 1 +

1

2
𝑙𝑛 𝑥 − 1

B= 1/2

EJ-8-31



A = 3׬
+∞ 1

𝑥2−1
𝑑𝑥 = 𝑙𝑖𝑚

𝑡→+∞
3׬
𝑡 1

𝑥2−1
𝑑𝑥

න
3

+∞ 1

𝑥2 − 1
𝑑𝑥 = 𝑙𝑖𝑚

𝑡→+∞
−
1

2
𝑙𝑛 𝑡 + 1 +

1

2
𝑙𝑛 𝑡 − 1 +

1

2
𝑙𝑛 4 −

1

2
𝑙𝑛 2 =

න
3

+∞ 1

𝑥2 − 1
𝑑𝑥 = 𝑙𝑖𝑚

𝑡→+∞
𝑙𝑛

𝑡 − 1

𝑡 + 1
+ 𝑙𝑛

4

2
= 𝑙𝑛 1 + 𝑙𝑛 2 = 𝑙𝑛 2 ≈ 0,34

= 𝑙𝑖𝑚
𝑡→+∞

−
1

2
𝑙𝑛 𝑡 + 1 +

1

2
𝑙𝑛 𝑡 − 1 +

1

2
𝑙𝑛 3 + 1 −

1

2
𝑙𝑛 3 − 1

CONVERGE



8-32) Hallar el área limitada por la curva de ecuación 𝑦 =
1

𝑥∙ 𝑥−1 2 y el eje 𝑥 y situada en el 

semiplano𝑥 ≥ 2

Á𝑟𝑒𝑎 = lim
𝑏→+∞

න
2

𝑏 1

𝑥 ∙ 𝑥 − 1 2

න
1

𝑥 ∙ 𝑥 − 1 2
𝑑𝑥

1

𝑥 ∙ 𝑥 − 1 2
=
𝐴

𝑥
+

𝐵

𝑥 − 1
+

𝐶

(𝑥 − 1)2

Descomposición en fracciones simples

1

𝑥 ∙ 𝑥 − 1 2
=
𝐴 ∙ 𝑥 − 1 2 + 𝐵 ∙ 𝑥 ∙ 𝑥 − 1 + 𝐶 ∙ 𝑥

𝑥 ∙ 𝑥 − 1 2

𝑥 = 0 1 = 𝐴

𝑥 = 1 1 = 𝐶

𝑥 = 2 1 = 1 + 2 𝐵 + 2 −
2

2
= 𝐵

Á𝑟𝑒𝑎 = lim
𝑏→+∞

න
2

𝑏 1

𝑥
−

1

𝑥 − 1
+

1

(𝑥 − 1)2
𝑑𝑥

න
1

(𝑥 − 1)2
𝑑𝑥 =න𝑡−2𝑑𝑡=

𝑡−1

−1
= −

1

𝑡
= −

1

𝑥 − 1

𝑡 = 𝑥 − 1

𝑑𝑡 = 𝑑𝑥

Á𝑟𝑒𝑎 = lim
𝑏→+∞

ቤln 𝑥 − ln 𝑥 − 1 −
1

𝑥 − 1

𝑏

2

Á𝑟𝑒𝑎 = lim
𝑏→+∞

ln 𝑏 − ln 𝑏 − 1 −
1

𝑏 − 1
−ln 2 + ln 1 + 1

0 0

Á𝒓𝒆𝒂 = 𝟏 − 𝐥𝐧 𝟐

𝑦 =
1

𝑥 ∙ 𝑥 − 1 2

ln (
𝑏

𝑏−1
)
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