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TRABAJO PRACTICO 8: Integracién Definida

Competencias

% Aplicar integrales para resolver situaciones problematicas identificando el tipo
de solucion adecuada de acuerdo con el contexto ingenieril.

¢+ Utilizar de manera efectiva las técnicas y herramientas de la ingenieria

% Aprender en forma continua y auténoma, utilizando los recursos de trabajo en

clase, bibliograficos, digitales y multimediales.

Integral de Funcion Escalonada- Integral de Riemann
Teoremas v Propiedades del Calculo Integral

Ej. 8-01 Calcular la suma de aproximacion para la integral de la funcion dada, en el
intervalo cerrado indicado y con el nimero de subintervalos sefialado. Comparar los
resultados calculando la primitiva de la funcion.

f(x)=x72[0; 8] para n=2,n=4,n=8

Teorema Fundamental del Calculo Integral

Primera Parte (derivada de la funcién integral)

Si f es una funcién continua en [a, b] entonces
paraa<x<b: lafuncion F(x) = f;f(t)dt es derivable

y verifica F ' (xX) = f(X) para todo x del intervalo.

Segunda Parte (regla de Barrow)

Si f es una funcién continua en el intervalo [a, b] y F una primitiva cualquiera,

entonces: f;f(x)dx =F(b) — F(a)

Ej. 8-02: En cada caso calcular F’(x)
X X 10
a) F(x) = [log(t* +4)dt.  b)F(x) = [t°sentdt O)F(x) =[(e' —e™).dt
0 0 X

E[. 8-03: Considerar las funciones g y h definidas por g(x) = foxf(u)du y h(x) =
fog(x) 3 f(t)dt con f derivable tal que f (0) =2. Calcular h’ (0).

Ej. 8-04: Calcular F’(x) para las siguientes funciones integrales:
a) F(x) = flx V2 +1dt b) G(x) = ftgx L dt c)H(x) = f_xx cos(t? + 1) dt

2 1+t2
Ej. 8-05: hallar el valor de las integrales definidas, sobre los intervalos indicados en

cada caso, aplicando la regla de Barrow:
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1« 6 3+2x° 1 x?
)joxe X b) IZ X c) -[0 L
2 4-x° 3 5 2
d)-[l i dx = e) Illnx.dx: f) I_Z(l—x—x )dx =
Ej. 8-06

a) Sabiendo que [ f(t)dt = x.cos (mx), calcular f(x).
b) Sin resolver la integral, indicar donde hay maximos y minimos relativos de la
funcion integral F(x) = fox (t? — 1)dt.

c) Sabiendo que F(x) es una primitiva de la funcion f(x) = e2** 4x, determinar los
extremos de F(x) y decidir si son maximos 0 minimos.

Ej. 8-07
a) SeaF(x) = foxe‘tzdt, calcular una aproximaciéon de F (0,5) mediante un
polinomio de Mac Laurin de tercer grado .

JF Ot g
b) Calcular lim <2x+2>
w2\ T
RGO

c) Clasificar la discontinuidad que presenta h(x) en x=1 siendo h(x) = =

Teorema del Valor Medio del Célculo Integral

Dada cualquier funcién f continua en el intervalo cerrado [a, b], existe un valor ¢ en

¥

. i
| | 4 y =)
dicho intervalo tal que: f(c) = faff#

— fic) 4 -

L fich

il |

e : v v

La interpretacién geométrica del Teorema permite observar que dicho punto ¢ nos
da en f(c) la altura que genera un rectangulo con area exacta igual al area bajo la

curva, es decir:

b
fO.(b-a) = [ reoa
base.altura “*_
area del rectangulo integral definida

area bajo la curva en el intervalo [a;b]

Ej. 8-08 Obtenga el valor promedio de f en [a; b] y el valor de x que corresponde a dicho
valor promedio: y= 9-x?, en [0;3]. Graficar.

Ei. 8-9: Dada la funcion f (X) = X2 , aplique el teorema del valor medio para hallar el

punto c € [0, 2] tal que dicha area limitada sea igual a la de un rectangulo de base 2 y
altura f(c).

Ej. 8-10: Calcular el valor medio de la funcion y=a.x? en el intervalo [a; b].
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Ej. 8-11:
Encontrar los valores reales de b tales que el valor medio de f(x)= 2+ 6x - 3x2 en el
intervalo [0, b] sea igual a 3.

Ej. 8-12:

a) Suponga que la poblacion mundial actual es de 5 mil millones y que la
poblacién dentro de t afios esta dada por la ley de crecimiento exponencial
p(t)= 5.10° %023, Hallar la poblacién mundial promedio en los préximos 30
anos.

b) Se inyecta una dosis de 2 miligramos de cierta droga en el torrente sanguineo
de una persona. La cantidad de droga que queda en la sangre después de t
horas esta dada por f(t)=2e%32, Hallar la cantidad promedio de la droga en el
torrente sanguineo, durante las dos primeras horas.

c) La funcion T(t) = 100 + 3t — 1/2t?> aproxima la temperatura a las t horas
después de mediodia en un dia tipico de agosto en Las Vegas. Encontrar la
temperatura media entre el mediodia y las 6 p.m.

Aplicacion 1: Calculo de Areas (Coordenadas Cartesianas)

¥
y
), (RN
I ]
| , Ny
N . y
e ____,..--""'b.‘ :f [
‘ J fx)dx al—
a : b };
b
b —_— —
A= ] f(x).dx = F(b) — F(a) A= fa g(»).dy = G(b) — G(a)
a

Ej. 8-13: Calcular el &rea encerrada por las curvas dadas y el eje de las x. En los
casos indicados, utilizar el intervalo para la integracion:

=Ly =Llevar —cosx [-Z.F
a)y—Ex2 8 b)y 2x2+4,[3,3] c)y=cosx;| 2,2]
1 2
d)y:; ; [1, 3] e)y:-; , [2,4] f)y:senx.cosx;[o,g]
gy=sen’x[0, 2] hy=""[Lel )y=+a+x ;[05]

x? si —2<x<0
Ej. 8-14: Se considera la funcion g(x) ={2x si0<x <2
10—-3x si2<x<4

Representarla y calcular el valor de las siguientes integrales definidas:

I=f", g(x) dx 3= g(x) dx K=/" g(x) dx


https://www.google.nl/imgres?imgurl=https://www.ecured.cu/images/thumb/4/4e/Barrow_area.png/260px-Barrow_area.png&imgrefurl=https://www.ecured.cu/Integral_definida&docid=HY7FDCZMCuX1KM&tbnid=L4K4mEkMrg1xGM:&vet=10ahUKEwjkzd2K8qbcAhXPmeAKHUSNBykQMwiDASg3MDc..i&w=260&h=206&bih=585&biw=1188&q=integral%20de%20area&ved=0ahUKEwjkzd2K8qbcAhXPmeAKHUSNBykQMwiDASg3MDc&iact=mrc&uact=8
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Ej. 8-15: Calcular el area encerrada por las funciones y las rectas dadas:

a)y=x2+1y=0;x=-3 y x=2 b)y=x3%y=0;x=2
cy=x3-9;y=0;x=-1;x=2 dy = arctgx;y=0;x=1;x=-1
e)y=3x2-2x;y=0;x=-1;x=1 f)y =sen x; y = 0 (un periodo)
Ej. 8-16:

a) Calcular el area limitada por las curvas y=x> e y=|x-2|

b) Comprobar que: ?Zx—l dx=5/2
Ej. 8-17: ’

a) Sabiendo que el area de la region sombreada es 3/2, calcular foz h(x)dx =

h

AR

o ' A\
b) Sabiendo que el area de la region sombreada es 4 y que e
g(x)=x2, calcular el area comprendida entre f(x) y g(x): i
: }
,g'i%}
Ej. 8-18: Calcular el &rea encerrada por las curvas:
= 2 1 = 2 — = 8
a) y=X"+ b) y=X 4 0) y=X
y=-x"+9 y=Xx-2 y=4.x
d) {yzzx_l y=%.x3 y:2X
y=x-3 €) Jy_x+2 f) Jy=2"
x=1 y=4
2y? -3y =x-1 x = 4y* i){y2=x+4
9) W) x = 4(y — 2)? -
ejey
Ej. 8-19: Calcular el area de las siguientes regiones
y > x? y > x? y > x? y>—1x+1
3
a) {y<3x+4 b) Jy<x+2 c) {y<—x*+8 d) y<xal
y<4 y<—X+2 y > 7x y>5x-15
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Ej.8-20:

a)

b)

Determinar el valor de k>0, para que el area encerrada por las curvas dadas en
el primer cuadrante y el eje X, sea la indicada.

)y =kx+5;x=k. Area: 11/2 i)y = kx —x?. Area: 36
Hallar c>1, de modo que el area de la region limitada por las curvas

y=e20X75) y —e72X=5) y |3 recta de ecuacion y=c, sea igual a 1.

El area de la region limitada por las rectas y = a.x, y = a’y la curva y = x?, es igual
a 7/48. Calcular el valor de a.

. X —-2<x<0
Hallar k para que [, f(x)dx =1 si f(x)={05—-kx 0<x<4
x—4 4<x<6

Encontrar el nimero real b tal que la recta y=b divida la regién limitada por las

curvas y=x? , y=4 en dos regiones con areas iguales.

Aplicacion 2: Calculo de Volumen (Coordenadas Cartesianas)

Volumen generado por y=f(x) girando alrededor del eje x, en un intervalo [a, b]

b
V,= nj f(x)%.dx

1

Volumen generado por x=d(y) girando alrededor del eje y, en un intervalo [c, d]

d
v, = nj gt dy
C

\ Y

Ej. 8-21: Calcular el volumen engendrado por la figura encerrada por las curvas
dadas, al girar alrededor del eje x.

2
a) y:§x ;y=0; x=2 ; x=9 b) y:X2 ; y=0; x=-3 ; x=3
2 .
c) y:x2+3 D y=0 ; x=-2 ; x=2 d) y=-x"+4 ; y=0
e) y2=4x ;y=0 , x=4 f) y=6—2X—X2 y=0 ; x=-1 ;x=0
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Ej.8-22: Calcular el volumen del cuerpo generado por la figura encerrada por las
curvas dadas, al girar alrededor del eje x:

y = x? y=x _1 s
a) b) y=2-X
{y:—x2+8 {y:—x2+3x c) 32
y* =X
y:ﬂ y = Senx y =Secx
d) X e) {y=cosx (ler.cuadrante) f) {y=tgx
y=-X+5 X =0 x=0,x=1

Ej. 8-23: Calcular el volumen del cuerpo, generado por la figura encerrada por las
curvas dadas, al girar alrededor del eje y:

y =x° y = arcsenx y—g
a)qy=8 b)ly== c) X
x=0 2 -2 - _l
x=0 y== y_z
oy y=x2 9 {yzxz
=0 ; y=4 2=8
d) 3(/_0 d e) Jy?=—x+2 y =X
y=0

Ej. 8-24: La ecuacion de la parabola representada en la figuraes y = x2.

Calcular el volumen generado cuando el area:
¢ —————————— _ﬁ
/| a) OAB gira alrededor del eje x
‘ b) OAB gira alrededor del eje y
,-"! ' c) OAC gira alrededor del eje y
' d) OAC gira alrededor del eje x
/ 1
/]
E[.8-25:
Calcular el volumen generado por el area encerrada por las curvas y = e”*,
y=-e, x =0 algirar alrededor de: a) El eje x b) el ejey

E[.8-26: Calcular el volumen de:
a) Una esfera de radio r b) Un cono de altura h y radio de la base r
Ej. 8-27: Problemas de Aplicacion:

a) Se te pide que disefies una plomada de bronce que pese alrededor de 190 gry
decides darle la forma de un sélido de revolucion que responde a la ecuacion
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= 1x—2\/36 — x? . Hallar el volumen de la plomada. Si elegis bronce de 8,5
gr/cm?3 ¢ Cuanto pesara la plomada?

b) Disefias un tanque auxiliar de gasolina que debe caber bajo el fuselaje de un
helicoptero para extender su alcance de vuelo. La forma del tanque resulta de

2
hacer girarlacurvay =1 — ’16—6 con —4 < x < 4, alrededor del eje x. ¢ Cual sera
la capacidad del tanque?

Integrales Impropias o Generalizadas

E[. 8-28: Resolver las siguientes integrales impropias e indique si son convergentes o
divergentes.

+00 dx +00 dx
b — O X
a) .[ 2.1 ) _[O 22 +bix? c) IO e~ % senx. dx
o dx 0 1 0
d - e dx f eXdx
) 2,3 ) Lo (1-x)? ) —o0
0 dx COS X . 1 . 5 dx
- 4 =7 -
g) J.—l 2 h) »[0 senx i) I—l )] L (5—X)2/5
3 dx 1 o 1 0 x
k) 5 m |) .[0 xIn x dx m) f_oo Ttx? dx Tl) f_wm dx
Ej. 8-29:
a) Hallar el area situada a la derecha de x =3 y limitada por la curva de ecuacion
y= y el eje x.
b) Hallar el &rea limitada por la curva de ecuacién y = ;2 yeleje x y situada

X.(x-1)

en el semiplano x > 2.

c) Hallar el area de la regién plana limitada por la grafica de f(x) = Inx y los ejes
coordenados.

Ej. 8-30: Demostrar que el area del primer cuadrante limitada por y =e™ esigual a %

(unidad de superficie) y que el volumen generado en la rotacion de dicha area alrededor

del eje x es %7[ (unidad de volumen).

Ejercicios conceptuales Tedrico-Practico

Ej. 8-31: Resolver las siguientes situaciones probleméticas, aplicando conceptos y
propiedades de integral definida:

b b
a) Demostrarque:fla :dt+fl “dt= _[a 1dt

b) Demostrar que los valores de las siguientes expresiones no dependen de Xx.
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1

.)'S . J)S . STX / i

e) dt + dt i) dt
2 2

o 1+t o 1+t —cosx 12

c) Siendo fintegrable en el intervalo [- 7z, 7], demostrar que el valor minimo de:

[* (f()-acosnx)* dxes para azl_[” f (x) cosnx dx
_r T -7

d) Suponer que el area de la region entre el grafico de una funcion positiva, continua f
y el eje x desde x = a hasta x = b es de 4 unidades cuadradas. Hallar el area entre las
curvasy = f(x) ey = 2f(x) desde x = a hasta x = b.
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RESPUESTAS A LOS EJERCICIOS PROPUESTOS

E[.8-01: Para n=2 > A~160, paran=4 > A~168, paran=8 > A~170

Ej. 8-02:
a) P(x) =f(x) = log(x®> +4) b)P(x)=f(x)=x3.senx c)F(x)=f(x)=e™* — ¥

Ej. 8-03: h’(0)=12

Ej. 8-04: a)F'(x)= 3x2/x° +1 b) G'(x)=1 c) H'(x)=2cos(x* +1)
E[.8-05:a)1 Db)9 «c¢)1-x/4 d)7/6-In2 e)3In3-2 f)-287/6

a) f(x) = cos(mx) — xm sen(mx)

b) En x=-1: maximo relativo; En x=1: minimo relativo

¢) En x=0: minimo relativo

Ei.807:a)F(0,5)=-- b)2sen(2) c)discontinuidad evitable
Ej.8-08: V.P.= 6, en x=v3

Ej.8-09: c=21/3

Ej. 8-10: u=§ (b* + ab + a?)

Ej. 8-11: bi=3/2+/5/4 b2=3/2-./5/4

Ej.8-12: a) Aprox. 6,44 mil millones  b) Aprox. 1,47 mg c) 103°
Ej. 8-13: @) 128/3 b)33 c) 2 d) In3 e) 2In2 f) Y2 g) 7 /4 h)1/21)38/3

Ej. 8-14: 1=11/3 J=19/3 K=10

Ej. 8-15: a) 50/3 b) 4 c) 93/4 d) /2 - In2 e) 62/27 f) 4

Ej. 8-16:a) 4,5

E|.8-17:a)3 b) 4/3

Ej. 8-18: a) 64/3 b)9/2 c) 8 d)9/2 e) 13/8 f) 16-6In2 g) 9/2 h) 8/3 i)32/3
Ej. 8-19: a) 15/2 b)7/3 c) 89/6 d)8

Ej. 8-20: a)i)1.028ii) 6 b) c=e c) a= H y a= 3\/2



U.T.N - Facultad Regional Haedo - Andlisis Matematico | - TP 8

d) k = % e) y=8/3
Ej. 8-21: a) 72884/27 b) 7 486/5 c) 7 404/5d) 512/15e) 32z f) 7668/15
Ej. 8-22:a) #512/3 b) #81/32 c¢) n40/7d) =9 e)nY% N«
Ej. 8-23:2)796/5 b) n°/4c)6r d) n172/3 e) n256/105 f) x24/5

Ej.8-24:a)732/5 b)8x c¢)8x d)x128/5

Ei.8-25: a) 7(e* +1)/2 b)z(e—2)

Ej.8-26: @) Ve=4/3 nru® b) Ve=1/3n r’h u®

Ej.8-27: a) V=22.6195cm® y P=192.27grs  b)V=13.4042 u3.

DY o1 N1 g W25 D-w PE

T

. . T
Ei.8-28:2) b)y— ©)

N |-

)+ D—7 mz n)o
E[.8-29: a)Arg Th (1/3) 20.347 b)1—1In2 =0.307 ¢) 1
Ej.8-30: a) Es correcto.

10



