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TRABAJO PRACTICO N° 2 - LIMITES Y CONTINUIDAD

COMPETENCIAS

«» Identificar, formular y resolver situaciones problematicas que involucren distintos tipos de
funciones y sus limites, utilizando los recursos bibliograficos, digitales y multimediales.
Utilizar de manera efectiva las técnicas y herramientas de la ingenieria

Aprender en forma continua y autbnoma

Comunicar con efectividad

X3

8

X3

¢

X3

¢

ENTORNOS. LIMITE FUNCIONAL : CONCEPTO
INTERPRETACION GRAFICA. LIMITES LATERALES.

Ej. 1 Elegir la opcion correcta:

1) Elentorno E(0,2) esta formado por todos los nimeros entre:

a) -2y 2ambos incluidos. b) -2y 2 sin estar estos C) -2y 2sin estar estos
incluidos incluidos ni el 0
tampoco.

2) Elentorno E*(3,1) esta formado por todos los nimeros entre...

a) 2y4,sinincluiral 2,4y 3 b) -2y 4 sinestarincluidos | c) -2y 4 sin estar incluidos
ell -2y4

3) Laexpresion {x € R: |x — 8| < 1} también se puede escribir como

EIECH [b) E@®Y) [0) E'8.2)
4) La representacion -1 1 3 corresponde al entorno ...
[a) E'(12) [b) E(12) [0 E@1)

5) La representacion gréafica del entorno E* (2,2) es:

a) o ) o——o— |©O o

E 4 b) 0 2 4 2 P

Ej. 2 Observar cada grafico y completar. Indicar el valor del limite, si éste existe:

\ 3 o)
f)=4=x Lim (4 — x) lim( —— )
. X520 X —2 !
1 )
flx) = x—2 ,




U.T.N - Facultad Regional Haedo - Analisis Matematico | - TP 2 — Ciclo lectivo: 2025

f(5 = x=5l
, (Ix - 5|> ==
lim
x5\ x—5
[i P s i
T f()
ey P i i lim f(x)
limtg x | : : x=1
| | ( / _[x?+2 six#1
f(x) = Tanx - | reo =0 V0
ﬁ six<0
Ej. 3: Dada la siguiente funcion f(x) =44, — 1 si0<x<1

x2—-5x+7 six>1

Hallar, realizar la grafica mediante el GeoGebra, y luego analizar si existen:
a) H’{k f(x) b) lin%f (x) ¢ lif(r)l_ f(x) , justificar la respuesta.
x— x— x—

Respuestas: a)3 b)1c) —1

Ej. 4: Hallar k para que exista el limite en el punto indicado:

sen(kx) six < %

x=2 ;b fx) =

. T x=3
cosx six >z 2

x34+2x—1 six<3
six>3

a) f(x)=§

Respuestas: a) k = 2n,n € Z; Elf(g) b)Yk =128 f(3) =32

Ej. 5: Hallar ay b para que: linr(}f(x) = f(0) y f(1)=1enlasiguiente funcion:
xX—
bx? + ab si x=0
f =y~ ,
2(x*+b)z—b si x<0
Respuestas: a = 3 b = 2

4

PROPIEDADES ALGEBRAICAS DE LIMITES. CALCULO DE LIMITES INMEDIATOS

Ej.6: Calcular los siguientes limites inmediatos, aplicando las propiedades correspondientes:
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3) Iim(x2—4x+3): D) lim22 = ¢) lim logs(—x® —3x +5) =
x—>-1 x-2 x3 xX—>—4

d) lim 3Vx*-x*+2 e) limsenx= f) limarcsenx =
x—-1 X—=—T 1

x>
2

Respuestas: a) 8 b)% c)0d)1e)0 f)%

INFINITESIMOS: PROPIEDADES Y OPERACIONES. CALCULO DE LIMITES
INDETERMINADQOS

f es infinitésimo en x=a  limf(x) = 0
x—-a

Ej. 7: Indicar si la funcion es infinitésima en el punto indicado, y analizar si lo es en algin
otro valor de x:

a) f(xX)=x>-8:en X=2 b) f(X)=x>—-8;en X=1 c)f(x) =senx:en X=7.

Respuestas: a) Si; b) No; ¢) Si,enx =0 + kr

Ej. 8: Calcular el valor real del parametro “q” de modo que:
4

—q

a) Lafuncion f(x) = sea un infinitésimo en X =3.

. x®—5x* +6x . e
b) Ilmz— sea un cociente de infinitésimos.

x>0 X°—X—-2
Respuestas: a) =81 b)q=2

Ej. 9: Calcular los siguientes Il'mites

2_ — _ 2
a) limX= = by lim Xt = o) limX=2 = d) Ifm 32 =
x-1 x-1 x-1 x-1 x-2 X=2 x—0 X
Vx=3 _ 1-y1-x . x—x¥2 _ . x3-8
€) lim 5= = D lim —— 9) lim e = h) lim = =
Respuestas: a) 2; b) 5; ¢) 12; d) 3; e)?6 ) % ; g)g ;h) 12
Ej. 10: Aplicar el Teorema de Compresion para calcular:
a) Lim f (x), sabiendo que 1 < f(x) < x? +2x + 2
x—>—
4
b) limL? ,sabiendo que x% — = < f(x) < x2,
x-0 X 3
c) )lcirréf(x), sabiendo que |f(x) — 1| < x?
Respuestas: a) 1; b) 1;¢) 1
Ej. 11: Calcular los siguientes limites:
Tener en cuenta los limites notables:  lim>22 =1 ; lim*% =1

z-0 Z z-0 Z
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,  3.sen2x ,  tg5x , 1-cos®x , sen*x.cos x.tgx
a) lim = b)) lim=E= o) lim = d) ljm ZE X%
x-0 senbx x—-0 3x x—0 x2 x—0 5.sendx.tg2x
,  (3x%-12).sen(m—x) x3-x2).sen?x 1-cosx
&) 1im &2 = f) g EESE gy i
X—>T (x—m).(x—2) x—0 xz.senz(g) x—0 3x
. sen™(px
h) lim # =
x—0 qx

Respuestas: a)g ;b)g ; €©)1;d) 0;e) =3(m+2); )—4; g)% ;h)ysim>r:L=0;

Slm<TL:oo,Slm:rL: pm/q

Ej. 12: Analizar los limites laterales de las siguientes funciones en las abscisas indicadas.
Extraer conclusiones acerca de la existencia de estos:

. |x-1 . 1 . xX%—x-2
a) lim lx-1l b) limx |—— 16 c) lim
x->1 x-1 x—=0 4x? x-2 |x-2|

; 2 . 1 . T.X
d) lim T e) lim f) }Cl_rg sec—

2_
x-1 142%-1 x—-3x“=9

Respuestas: a) A L(Lq =1; Li =-1); b) A L(Lq =0,5; Li =-0,5); ¢) & L(L4 =3; Li=-3);
d)AL(La=0;Li=2);e)AL; )AL

LIMITE INFINITO DE VARIABLE FINITA. LIMITE FINITO DE VARIABLE
INFINITA. LIMITE INFINITO PARA VARIABLE INFINITA

Ej. 13 Calcular los siguientes limites inmediatos:
a) lim (x®*—x2+x+1)= b) liTIL Vx2+x+1= ¢) lime* =
X—>+ o0

X—>—00 X—00
] 3 , .
d) lim —= €) limarctgx = f) lim Thx =
X——00 e—exti X——00 X——00
. 1 . 2
lim e %% = h) lim Inx = i) lim— = lim
g) x—00 ) x—0t ) x->1x-1 J) x—1 L

1+2x-1
Respuestas: a) -oo; b) + 0o; ¢) + o0; 0; d) e% 1 e) _7” ;) -1; g) + 0; 0; h) - 00; i) + 00, - 00;
J)0,2

Ej. 14: En los graficos del 1) al 6) establezca cuales de las condiciones a)/h) son aplicables a
lagraficadey = f(x):

Condiciones
a) f(a) no esté definida b) f(a)=L
c) lim f (x) =1L d) limf(x) =L
e) limf()l =1 f limfG) =1
0) lim f(x) = —o0 h) lim () =0
Graficos
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1) (2)

>4 y=5x)

I et R ——

\;x

Ej. 15: Indicar el resultado de lim 20X +a; XMt Ham (a, #0, b, #0), cuando:

x—00 bg.x"+bq.x1~ 14, +by
a) m>n;b)m=n;c)m<n;siendo my n dos nimeros enteros positivos.

0

Respuestas: a) Si m>n — L=c0; b) Sim=n - L = Z— c) Sim<n - L=0
0
Ej16: Calcular los siguientes limites (identificar el tipo de indeterminacion):

Grupo A: a) hm—"“ b) lim 25 ) g (2 4 25

Soo 3x3+x2+1 X——00 2X2—x+2 x—o00 \x—1  x+1
. 2e%41 eX—e™*
Grupo B: b) lim c) lim —
x—>+00 eX¥—1 x—00 eX+e~%

1+2x

3x—1
Grupo C: a) lim < 10X ) b) lim 2“1 = 0 lim x(VxZ +1-x)
X—00

1-64x xX—00 X

Respuestas: Grupo A:a) 8/3 b)—o c¢)+o;GrupoB: a)l b)2 c¢)six > +w: L =1,
Six—>—o0:L=—-1;GrupoC:a)¥% b)2 c)%

Ej. 17: Hallar:
3x +ax+a+3

> exista. Calcular el limite.
X“+x—

a) Elvalorde"a" de modo que lim
x——=2

2_ —
b)  Los valores de m de tal manera que fim 253X 42 97
x--m xX—m
¢) Losvalores ay b de modo tal que:
. . [x%-2x+3 . 23+1\
i) llm[ — +ax+b]—0, u)xl_l)rpm(ax+b— 2+1) 0

X—00

Respuestas: a) 15;b)m = 6; m = —=5; ¢)i)a=-1;b=1; ii)a=1, b=0

Ej. 18 Calcular los siguientes limites:
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b 1
Tener en cuenta los limites notables:  lim (1 + i) =e ; l/’rrg Q1+x)x=e
X—

X—e0

Grupo1: a) lim (1 +2)" o) tim (1+2) o lim (2"‘1)3x d) tim (5"“)’”4

X—00 X—00 2x x—oo \5x—1
1.1

4t+6

oo\ 1 f i t\ttz . 3t n i L
Gupo2: e)lim(1—20¢ 0 lim(1+5)""  olim () W fim1 +at
3 3 1 2 a
Respuestas: a) e? b)e c)e 2z d)es e)e ? flez g)es h)eb

Ej. 19: Resolver los siguientes problemas de contexto, justificando cada paso:

1) En un experimento bioldgico, la poblacion de una colonia de bacterias (en millones) después de

X dias estd dada por:y = ———.
por-¥ 2+8e %

a) ¢Cual es la poblacion inicial de la colonia?
b) Resolviendo liTy, se obtiene informacion acerca de si la poblacion crece
X—>4+00

indefinidamente o tiende a estabilizarse en algin valor fijo. Determine cuél de estas
situaciones ocurre.

2) Los ingenieros industriales han estudiado un trabajo particular en una linea de montaje. La
funcion y = f(t) =120—80.e**'es la funcion de la curva de aprendizaje que describe el nimero
de unidades terminadas por hora para un empleado normal de acuerdo con el nimero de horas de
experiencia t que él tiene en su trabajo.
a) Determine el nimero de unidades que puede terminar un empleado en el momento que
ingresa a esa empresa y luego de su primera hora de experiencia.
b) ¢Cuéntas unidades puede terminar un empleado cuando el nimero de horas de
experiencia en la fabrica crece indefinidamente?

3) La Federacién de caza de cierto estado introduce 50 ciervos en una determinada regién. Se cree
10.(5+3t)

que el nimero de ciervos crecerda siguiendo el modelo: N(t) =
1+0.04.t

, donde t es el tiempo

en afios.
a) Calcule el nimero de animales que habra luego de 5y 10 afios.
b) ¢A qué valor tendera la poblacion cuando t tiende a infinito?

Respuestas: 1) a) 0,4 millones=400000 bacterias b) Se estabiliza en 2 millones de bacterias. 2) a)
40 unidades, 60 unidades b) 120 unidades ;3) a) N (5) = 166 ciervos; N (10) =250 ciervos b) 750
ciervos

ASINTOTAS

La recta x = a es asintota vertical de lacurva < limf(x) = «
x—a

Larecta y = k es asintota horizontal de lacurva < lim[f(x) — k| =0
X—

Larectay = mx + b es asintota oblicuade lacurva &  lim|[f(x) — (mx + b)| =0
xX—

De modo que m = 1im L2 b = lim[f(x) — mx]

x>0 X

Ej. 20: Calcular las ecuaciones de las asintotas verticales, horizontales y oblicuas, en caso de
gue las haya. Representar graficamente las funciones dadas, teniendo en cuenta, ademas,
intersecciones con los ejes, simetrias, intervalos de positividad y negatividad:
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2 3x2+2 -4 —x241
a) y= x§—9 b) = 2);—1 C) y= x2+x4 d) f(x) = xx
x%+1
2_3x+1 si x>0 |x=7|+V5+x2
Q) y=—3— 0Hy= x 9) fO) =

—14+e* i x<0

Respuestas: a) AV. x =3; x =—3; AH.y = 1;b) AV.x =5 A0.y =>x +-;C) AH,
y =0 dAV.x=0;A.0.y= —x;6) AV. x=0;AH.y=0;)DAVx=4,AHy=2;
y=0

Ej.21: Determinar los pardmetros indicados en los siguientes problemas, justifique cada paso
y verifique con GeoGebra:

1) Escribir una funcion racional con asintotas verticalesen x = 6 y x = —2,yunceroenx = 3
1 .
2) Hallar los valores reales de “a” y “b” para que las rectas y = 5/3yx = —t 1 sean asintotas

€69

de g(x) = a 7 -Para los valores de “a” y “b” hallados clasificar las discontinuidades que

b—ext
presenta g(x).

3) Sea h: Dh — R tal que h(x) = ax + 3:20, ¢Cuénto valen los pardmetros reales a y k para que

la recta y = 2x + k sea asintota de h(x)? Escribir la ecuacion de la otra asintota que posee la
funcion h.

ax?+bx-8

4) Hallar a, b y ¢ sabiendo que las asintotas de f(x) = —————— tienen ecuaciones:
y =3x-1,x = 4.

2
5)Hallar ay b para que la recta y = 2x + 1 sea asintota de la curva dada por y = b‘:M

6)Hallar el valor de a para que f(x) =x. ex tenga asintota oblicuay = x + 1

Respuestas: 2) a=5, b=4, f es disc. Esencial en x=1; 3) a=2; k=3; la otra asintota es Vertical: x =
5:4)a=3; b=-13;¢c=-4;5) a =—-16 ;b =—8; 6)ac R

Ej. 22: Graficar la curva de ecuacion y = f(x) que cumpla con las condiciones indicadas:
a) Tiene asintota vertical x = — 3, asintota oblicuay = —x + 4, lim3f(x) = +oo y corta
x——

a la asintota oblicua en el punto (0, 4)

b) )lclzr(l)f(x) = oo, xljtrnwf(x) =4, xl_i)moo[f(x) + x] = 0 y no corta al eje x

c) Tiene lz’rréf(x)zooasintota horizontal y=7, f(x)< 7 para todo x del dominio,
X
lim f(x)=5 ;xlilr%_f(x) = —o0

x——=2%
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CONTINUIDAD. DISCONTINUIDADES: CLASIFICACION

f escontinuaenx=a & f(a)= limf(x)

1) 3f(a)
2)3lim f(x) = L

3)fla)=L
En consecuencia, existen casos de discontinuidades:

Evitable: existe limite finito en el punto, pero no se
/v verifica la 3er condicion.

Lo cual implica las siguientes tres condiciones:

Discontinuidad
Esencial: no existe limite finito en el punto

Ej. 23 Analizar si las siguientes funciones presentan discontinuidades; en tal caso, clasificar
su tipo y, de ser posible, redefinir la funcion para evitar la discontinuidad:

X—3 sen(2x—10) |X + 2|
= b = = — d - 7
a') y X2 -1 ) y X2_9 C) y x=5 ) y X+2
w1 x+1 six<O0 2x+3 Vx <1
- . —4LX X
) y=—— f) f@={ x si0<x<1  gfey={ 777 X
|X_ V2=x six>1 -
3_ 2_
x -1 VX =1 X1 VX =1
h) F(x)=1 X~ =4 X7t
2 si x=1 2 si x=1

Respuestas: a) disc. esencia. en x =1y en x =-1; b) disc. esenc. en x =-3 y evit. en X =3

c) disc. evit. en x =5; d) disc. esenc. en x = -2; e) disc. esenc. en x = 1

f) disc. esenc. en x=0, salto infinito, disc evitable en x=1; g) continua en R; h) disc. evit. en x = 1;
i) continua en R.

Ej. 24 Encontrar valores para las constantes “a” y “b” de modo que las funciones definidas
en cada caso sean continuas:

ax
a)f(x)={m >0
a’?-2 x<0

24 <2
Of () = {Z — xgx xx> 2

Of () = {6’_ x> —1

3x+a x<-1

Respuestas:

a)a =20a=-1;bla=-3yb =4 ;c)a=-8 ;d)Noexiste;e)a=3; )b =6

X x<1
b)f(x)={a.x+b 1<x<4
—2x x =4

) f(x)={e% x#0

a x=0
sen(bx)
f)f(x) = {—zx x#0
3 x=0
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EJERCICIOS INTEGRADORES DE LA UNIDAD 2

A) 1) Dado el limite: lin%(Zx —5) =1, encontrar § para ¢ =0.01
X

2) Un joyero ajusta un anillo de tal manera que su circunferencia interna es de 6 cm.

a) ¢Cudl es el radio del anillo? b) Si la circunferencia interna del anillo puede variar entre 5.5 y
6.5 cm. ¢Cuanto puede variar su radio? c) Utilizar la definicion de limite para describir esta
situacion, identificando e y §

B) Determinar si las siguientes afirmaciones son Verdaderas o Falsas, justificando la
respuesta

sen (x+4) , . .
— six< —4 a) Existe lim f(x
a) Sif(x) = 12“8 entonces ) x= ‘4f( )
VX +8 six> —4 b)f es continuaenx = —4

4

b) Sify g son continuasen x = 2, entonces f/g es continuaen x = 2

c) Si lim % = 1 entonces lim 2 = 1
x>0 X x—>0 X

B) Calcule k € R para que se cumpla la condicion:

. 1—cos (kx) . x+1-v5x-1
a) lim = = lim —;
x—0 X x—2 X“+x—6

(1 +kx)3* x#0

b) Sea continuaenx = 0 g(x) :{ ;
etk

x=0
C) La altura de un proyectil disparado desde el nivel del suelo esta dada por:

S(t) = —16t? + 256t , donde S se mide en pies y t en segundos.

a) Determine la altura del proyectilen t=2y t = 6.
b) Calcular la velocidad media del proyectil en el intervalo de tiempo [2, 6] (Teniendo en cuenta

que la velocidad promedio o media se calcula 1, = i—f = w )
—to
c)Utilizando V,,, = —S(tz_f(t")
—to
lapsodety =ayt=a+h
expresar algebraicamente la velocidad promedio en funciondet, parat, = 3
d)La velocidad instantanea en el instante t, se define como:

, escribir una expresién para la velocidad promedio del objeto en el

Escribir una expresion para la velocidad instantanea en el instante t,= a.
Utilizar la misma para calcular la misma para t, = 16

d) ¢Cual es la altura maxima que alcanza el proyectil ?

d) En que instante el proyectil choca contra el suelo.
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l [ wwmeoeumrncion |

Se define formalmente -
‘ _

te Laterales

Se define formalmente :

Limi

1.Suma o diferencia lxifc’[f(x) +tgx)]=Ltk
2.Producto lim[f(x) g)]=

3.Cociente llm[f (") =L/k k+0

4.Potencias lxl_l)lcl(f(x))n =L" n>2

5. lxi_l)lcl[(f(x))]g(x) = lxi_l)lg[f(x)]limg(x) si &1_1)13 fx)>0

5. Si f(x) es funcién polindmica, lim f(x) = f(c)
X—C
6.Si f(x) es funcion trigonométrica,

Se define formalmente
lim sen x = sen c;lim cos x = cos c;

x—C xX—C

limtan x = tan c
—>










