U.T.N. - F.R.Haedo Algebra y Geometria Analitica

GUIA DE EJERCITACION1  VECTORES GEOMETRICOS

Vectores seométricos en el sistema de coordenadas cartesianas
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Propiedades de la suma de dos vectores

P.1
P.2
P.3
P4
P.5

Obs.:

Ley de composicion interna:
Propiedad conmutativa:
Propiedad asociativa:
Elemento neutro:

Elemento opuesto:

VieR?® VbeR?®, G+beR?
VieR3VbeR? G+b=b+a

Vd eR3,Vb eR3 Ve eR?, G+ (b+¢)=(G+b)+¢

Vi eR3,30eR?/ d+0=0+a=

a

Vi eR? 3(-d)eR®/ d+(-a)=0

cambiarlo por R OR segun corresponda).

Propiedades para el producto de un escalar por un vector

P.1
P.2
P.3
P4

Ley de composicion externa:

Notacion:
Propiedad asociativa mixta:

Observacion:

VieR3 VAeR, LdeR?
VaeR3, VA eR, Ad=ak
Vi e R, Vi eR,VueR, Aud)

. . . 2 3
Estas propiedades de la suma también se verifican en Ry en R (toda vez que aparezca R

= -wa

L-0=0VreR;0-d=0VaeR?
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P5 VieR3 Vie R-{0}, Adlla; |Aal=A|lal;sik>0, Ada tiene el mismo sentido que a
si A <0, Aa tiene el sentido opuesto a a
P.6 Propiedades distributivas: vieR? ,Vl; eR? ,VAe R,VpeR
P.6.1 Ad+b)=Ad+Ab P.6.2 (L+W)d=\d+pd

Obs.: estas propiedades del producto de un escalar por un vector también se verifican en R? y en R
(toda vez que aparezca R* cambiarlo por R ¢ R seglin corresponda).

Propiedades para el producto escalar de dos vectores
P.1 VaieRVheR® d-beR
P2 VieR® G-adeRyynd-d=0<ad=0.Enparticular, G-a=|al|*
P.3 Propiedad conmutativa: Va e R3,Vl; € R3, i-b=b-a
P.4 Prop. distributiva con respecto a la suma: Va e R3,vbeR3,vceR?, G- (5 +c¢)=a b+a-¢
P.5 Propiedad asociativa: Vd € R*,vb e R*.VA e R, Mad-b)=(rd) b =ad-(rb)
P6 VieR’ i0=0-a=0
/

P.7 VaeR?VbeR?, a-b=d|b|cos(d,b)
P8 VieR?®- {03, vbeR3 - {0}, a- b =0<alb . Condicién de perpendicularidad

/ I
P9 VieR?-{0},vbeR>-{0}, Proy;a=lalcos(a,b)b = Proy;a =%5 =ﬁ5
Obs.: Estas propiedades del producto de un escalar por un vector también se verifican en R? y en R
(toda vez que aparezca R* cambiarlo por R? ¢ R seglin corresponda).

Producto vectorial de dos vectores de R®
Sean d,b € R® tales que a = alf + azj + a3l€ y b= blf + b2}' +b3l€, entonces (a x l;) eR? con
axb=(ayby —azby)i —(aby —azby)j +(arby — azby )k

~ A ~

i j ok
Simbolicamente se puede escribir a@x b = a, a, aj
by by bs
- — Z_.
Caracteristicas: laxb|=al-|b|-sen(a,b);

direccidn perpendicular al plano determinado por a y b;
sentido tal que la terna (ZZ,Z; ,¢) sea del mismo tipo que la definida por el sistema
de coordenadas elegido.

Propiedades del producto vectorial

Pl. VaeR?®VvbheR? ,(ax Z;) = —(5 x a) Propiedad anticonmutativa.

P2. VieR}VvbeR3 vieR3 ix (5 +c)=ax b+axé Prop distributiva con respecto a la suma.
P3. VaieR3vbeR3vire R,\(a x l;) =(ha)x b =ax (M;) Propiedad asociativa mixta.

P4. VieR? (0xad)=(ax0)=0

P5. VaeR3*VbeR3/aG#0,b#0,axb = 6<:>57||l;. Condicion de paralelismo

P6. VieR’,VbeR’, |dxb| esigual al 4rea del paralelogramo determinado por @ y b
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Producto mixto de tres vectores de R?

Sean d,b,¢ € R con &=a1f+a2j+a3l€, 5=b1f+b2}'+b3l€ y E=c11°+c2j+c3l€,
a, a, aj

a-bxc= by by, bsy|=a(bycy —bycy)—ay(bicy —bsyey) +az(bycy, —bycy) € R

€1 €2 G

Propiedades del producto mixto

Pl. VaeR3VbeR3, G-bxi=dxb-¢=(d,b,¢) Prop. conmutativa de las operaciones.

P2. VaieR3VvbeR3}VeéeR?3, (G,b,6)=(b,¢,d)=(¢,d,b) Prop. conmt. por orden ciclico

(a,b,é)=—(d,¢,b) =—(b,d,¢)=—(,b,ad)
P3. VieR?VbeR?, (4,0,0)=0
P4. VaeR3,vbeR3 véeR?, ( b ,¢)| volumen del paralelepipedo determinado por @, b y ¢.

P5. VieR? ,Vl; eR3 V¢ e R3, G-bxi=0c 5,5 y ¢ son coplanares. Condicion de coplanaridad.

Doble producto vectorial de tres vectores de R®
Sean 5,5,56 R3 con C_i = alf + (12} + a3]€, Z; = bllA + bz} + bSkA y E = Cli + Czj + C3]€,
ax (I; xc)=(a- E)l; —(a -Z;)E e R*® (pertenece al plano determinado por b yc)
(ax l;) xc=(a- E)l; - (l; .¢)a €R3® (pertenece al plano determinado por a y b )
Ecuacién de la recta en R?

Ecuacion general Ax+By+C=0
n = (A, B) son las componentes de un vector perpendicular a la recta

Ecuacion explicita y=mx+b
m: pendiente (tangente del dngulo que forma la recta con el semieje
positivo de las x); b: ordenada al origen
Ecuacion normal x-cosa+y-seno = p
p: distancia orientada desde el origen hasta la recta
o: angulo entre la perpendicular a la recta y el semieje positivo de las x

., . X
Ecuacion segmentaria — +% =1l;a#0Ab#0
a

a: interseccion de la recta con el eje x
b: interseccion de la recta con el eje y

»
»

X

v

9] aN_x

Sean P,(x,,y,) las coordenadas de un punto que pertenece a larectay u = (u,,u y) #0 las componentes

de un vector paralelo a la recta.

Ecuacion vectorial-paramétrica X=(x,p)+Mu,u,) VieR
. o _ x=x+Au,
Ecuaciones paramétrico-cartesianas Vi eR
y=y +thu,
S SRR X=X _ V=W
Ecuacion simetrica = st u, #0Au,#0
u, u,
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Ecuacion de la recta en R3

Sean P(x,,y,,z,) las coordenadas de un punto que pertenece a la recta y Ft:(ux,uy,uz) £0 las

componentes de un vector paralelo a la recta.

Ecuacion vectorial-paramétrica (i y1521) + Muy,uy,u,) Vi eR

X=

X=X +A\u,

Ecuaciones cartesiano-paramétricas ¢y =y, +Au,
X—

. o _YTh _zTa
Ecuaciones simétricas = st u, #0au, #0au, #0

Ecuacién del plano en R?
Ecuacion general Ax+By+Cz+D =0

n=(A,B,C) son las componentes de un vector normal al plano

Ecuacion normal xcosa+ ycosB+zcosy=p
p: distancia orientada desde el origen de coordenadas al plano.
o, B,y : angulos directores del vector normal al plano.

Sean P (x,,y,,z,) las coordenadas de un punto que pertenece al plano, u = (u,,u polz) Yy
v =(vy,Vv,,v,) las componentes dos vectores paralelos al plano (con u x v # 0).
Ecuacion vectorial paramétrica X=(xp,1,21) + Muy,uy,u ) +1(vy,v,,v,) VAeR,VpueR

jx X, +Au, + v,

Ecuaciones cartesianas-paramétricas yl +Mu, +pv, VAieR,VpeR
t L+ kuz + v,

Distancias en R?

Entre los puntos P (x,,v,) y P (x,,y,): d(F,P)=|F,

A= +\/(x1 _xo)2 +(», _yo)2

| Ax, + By, +C|
Entre el punto P(x,,y,) ylarectar:Ax+By+C=0: d(F, )_‘ m‘

Distancias en R®
Entre los puntos F,(x,,v,.z,) ¥ P(x,,),,2): d(F,h)= +\/(x1 _xo)2 +(» _yo)2 +(z, _20)2

_)
uxPF,

Entre el punto 7 (x,,,,z,) y larecta d(F),r) =

o
|Ax0+ByO+CZO+D|
Entre el punto £, (x,,y,,z,) y el plano m: Ax+ By+Cz+ D =0: d(F,,n) = ‘ (i ‘
A" +B +C

—

n-RE

SinlnAPRen=d(F,n)=d(B,F)= siendo P, la proyeccion de P, sobre .

d

_)
(@xV)-PyR,

Entre dos rectas alabeadas », y r, con u||r,A P, er, AV|r, AP, er,: d(n,rn)=

|1 x V)|
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Sistemas de coordenadas mas usuales

Coordenadas del punto en R?

Punto Coordenadas cartesianas Coordenadas polares
P (x,y) xR, yeR (P.®) peRyy, ¢ [0,27)
A
y
P
[y
(P »
0 x
Coordenadas polares (p , @)
. . . = =+ [x2 + 2
Ecuaciones de conversion cartesiana - polares: {x _ pEOs® { P Xy
y = pseno o=arctg(y/x)

Coordenadas del punto en R®

Punto | Coordenadas cartesianas Coordenadas cilindricas Coordenadas esféricas
P (x, ,2) (P, 9, 2) (r, 9, 0)
xeR,yeR, zeR peRy, 0 [0,2n),z€e R re Ry, 0 € [0,2n),0 € [0, x]

Coordenadas cilindricas (p, @, z)

X = pcosp

Ecuaciones de conversion cartesiana - cilindrica |y = psen@

zZ=Z

Coordenadas esféricas (7, @, 0)

x =rsenBcose

Ecuaciones de conversion cartesiana - esférica |y =r sen sen@

z=rcos0

jp=+1/x2 + y?
o=arctg(y/x)

zZ=2Z

jr =44x2+y?+22
o=arctg(y/x)
O=arccos(z/r)
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Ejercicio 1.
Empleo de un sistema ortonormal de referencia en el espacio tridimensional, visualizacién geométrica.
Distincién entre coordenadas de puntos y de vectores libres. Generalizaciones.

1.1) Indicar las coordenadas de los vértices de los siguientes paralelepipedos y contestar las preguntas
formuladas para cada cuerpo. En todos los casos utilizar un sistema de referencia cartesiano ortonormal
Oxyz con los ejes paralelos a las aristas de los cuerpos como se infiere de las figuras.

CI: Paralelepipedo de vértices en 0O(0,0,0) y F(2,5,3), ver Fig. Ejl(a). Dar las componentes de

- - o - -

los vectores OA4,CB,GF,FG,0OB, DF,CE,GA . Identificar los vectores equipolentes. Hallar las

longitudes de los lados y de las diagonales principales.

CII: Cubo de ancho a ubicado con el vértice V1 coincidente con el origen de coordenadas
0(0,0,0), ver Fig. Ejl(b). Dar las componentes vectoriales de las diagonales principales.

CIII: Paralelepipedo tal que tiene dos vértices que forman una diagonal en V3(—1,-2,3) y
V3(1,1,-1). USfr la nomenclatura de la Fig. Ej1(b). Graficar a escala.

z

G

s - Vs Ve
A
10__ x

14 Vs

V; vV
() : ’ (b)
Figura Ejl. Paralelepipedos del ejercicio 1

1.2)  ;Cudl es la caracteristica de las coordenadas de los puntos tales que pertenecen a cada uno de los
ejes coordenados? ;Y si pertenecen a rectas paralelas a los ejes coordenados que pasan por el punto
Po(a,b,c) donde a, by c son tres nimeros reales arbitrarios?

1.3) ;Cuadl es la caracteristica de las coordenadas de los puntos tales que pertenecen a cada uno de los
planos coordenados? ;Y si pertenecen a planos paralelos a los planos coordenados que pasan por el punto
Po(a,b,c) donde a, b y c son tres nimeros reales arbitrarios?

1.4) Describir en forma analitica el conjunto de puntos que forman cada una de las seis caras de CI,
utilizando parametros reales adecuados.

Ejercicio 2.
Manejo de expresiones algebraicas para particularizar vectores dados por sus caracteristicas.
Ubicacion geométrica e identificacion analitica de la existencia de mds de una solucién.
Hallar en R3 y graficar todos los vectores que verifiquen las condiciones pedidas en cada caso:

2.1) Paralelos al eje x de mddulo 3.

2.2) De modulo 2 paralelos al plano yz, tal que su 2do y 3er coseno director sean iguales.

2.3) De modulo 2 perpendiculares al plano xy.

2.4) Paralelos al plano xz tales que el valor absoluto de sus proyecciones al eje x y al eje z sea el mismo.

2.5) De modulo J2 perpendiculares al eje z tales que sus componentes no nulas sean iguales.

Ejercicio 3.
Vinculacién entre coordenadas de puntos y planteos vectoriales de un problema elemental. Nocion de
distancia entre puntos. Generalizaciones.

Resolver vectorialmente.

3.1) Dados los puntos 4(4,2) y B(6,10), hallar:
3.1.a) Las componentes del vector que tiene por origen a A y extremo a B.
3.1.b) La distancia entre los puntos 4 y B.
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3.1.c) Las coordenadas del punto medio del segmento de recta comprendido entre 4 y B.
3.1.d) Las coordenadas del punto perteneciente al segmento de recta comprendido entre 4 y B
que esta a 3/4 de la distancia entre 4 y B mas cercano al punto B.
3.2) Encontrar las componentes del vector que tiene por origen a A(x,, y,)y extremo a B(x,, y,). (Cual
es la expresion correspondiente a los puntos 4 (x,,y,,z,) Y B(x,,y,,2,)?

3.3) Encontrar la expresion de la distancia entre los puntos A(x,,y,) y B(x,,»,). (Cual es la expresion
correspondiente a la distancia entre puntos A(x,,,,2,) y B(x,,7,,2,)?

3.4) Encontrar las coordenadas del punto medio del segmento de recta comprendido entre los puntos
A(x,,y,) vy B(x,,y,), MenlaFig. Ej3.4(a). ;Cual es la expresion correspondiente del punto medio entre
los puntos A(x,,y,,z,) y B(x,,y,,z,), M en la Fig. Ej3.4(b)?

A

y

(2)

Figura Ej3.4. Punto medio entre dos puntos dados

Ejercicio 4.
Modelo simplificado. Visualizacién en el espacio tridimensional. Concatenar acciones simples.

Una chapa cuadrada de 3 ¢m de lado y de espesor muy fino se puede modelar en forma simplificada
por un cuadrado ABCD. La chapa esté inicialmente en reposo sobre un plano horizontal. Para facilitar la
visualizacion de los movimientos que la chapa realiza, se considera un sistema ortonormal de referencia
con origen en uno de los vértices, 4, con los ejes x, y que contienen, respectivamente, a las aristas 4By
AD en la posicion inicial. La chapa realiza una rotacion y luego una traslacion hasta llegar a una posicion
final. Se consideran dos evoluciones distintas. Para cada una de ellas, calcular la distancia entre la
posicion inicial de cada vértice y su correspondiente posicion final.

4.1) Desde la posicion inicial, Fig Ej4.1(a), la chapa comienza a rotar alrededor de la arista 4B en
sentido antihorario hasta quedar vertical, Fig. Ej4.1(b). Desde alli se eleva verticalmente 2 cm, Fig.
Ej4.1(c).

Co

(b) T )

Figura Ej4.1 — Primera evolucion

U.T.N. F.R.Haedo — Algebra y Geometria Analitica — Guia de Ejercitacion 1 — Pagina 7



4.2) Desde la posicion inicial, Fig Ej4.2(a), la chapa comienza a rotar alrededor de la arista 4D en
sentido horario hasta quedar vertical, Fig. Ej4.2(b). Desde alli se desplaza 2 cm como se indica en la Fig.
Ej4.2(c).

LR

Figura Ej4.2 — Segunda evolucion

Ejercicio 5.
Consolidacidon del concepto de combinacién lineal. Manejo de operaciones elementales y de sus
propiedades.
Sean d =i+ ) —k,b =2i — },¢ =i +k, vectores de R’.
5.1) Encontrar las componentes de: a + 2b,i—¢,a+2b-3C, 5(5 —4c¢),-3(2a - 55) .
| B I
A4
| |al

—2¢|+|2¢

3 9 b

5.2) Evaluar la expresion indicada: ‘Zz +2b

al + 2‘5

5.3) Hallar X tal que verifique la igualdad 2a — b+X=7%+¢.

Ejercicio 6.
Interpretacion de enunciados. Formulacién y resolucion de problemas con métodos vectoriales.

6.1) Resolver las siguientes cuestiones aerodinamicas.

6.1.a) Mientras un avion se encuentra volando hacia el sur con una rapidez de N
120 km/h, el viento sopla desde el este a razén de 100 km/h. Calcular la velocidad ¢+ ©%* ?
y orientacion resultante del avion.

6.1.b) El viento sopla desde el oeste a razon de 50 km/h. La maxima rapidez que el motor de un
avion desarrolla es de 300 km/h. El piloto quiere dirigirse hacia el norte a toda maquina. ;Hacia
donde debe apuntar el avion? ;Cudl es la rapidez con la que se desplaza visto desde la tierra?

6.2) Cierta particula s6lo puede moverse sobre una recta. Sobre ella actia una fuerza (representada
por un vector ]7) de magnitud 20 kgr y de direccidon y sentido tales que forma un angulo de 60° en
sentido antihorario con la mencionada recta. Hallar la componente de la fuerza que aporta, efectivamente,
al movimiento.

6.3) Demostrar en forma vectorial los siguientes enunciados geométricos.

6.3.a) Si se unen los puntos medios de dos lados de un triangulo arbitrario ABC, el segmento
obtenido es paralelo al otro lado del tridngulo y su longitud es igual a la mitad de la longitud de
dicho lado.

6.3.b) Si se unen en forma sucesiva los puntos medios de un cuadrilatero ABCD cualquiera, la
figura generada es un paralelogramo.
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Ejercicio 7.
Cdlculo de dngulo entre vectores en casos particulares y aplicaciones vinculadas.
7.1) Dados los siguientes pares de vectores, a y b, expresados por sus coordenadas cartesianas
evaluar su producto escalar, a b, y determinar el angulo entre ellos:
a) i=(12-3) yb=(33+23); b) a=(2,-3) y b=(6,4); ¢) a=(LL1) y b =(500);
d) a=(-132) y b=(5L3).
7.2) Hallar el angulo que forma una diagonal de un cubo con una diagonal de una sus caras.
7.3) Demostrar que el triangulo con vértices P(4,1,5), 0(1,0,-3) y R(3,2,-4) es un triangulo
rectangulo. ;En qué vértice esté el angulo recto?
7.4)  Dados los vectores d = (a,—1,2) y b =(1,2,—4) hallar, en caso de existir, o.cR para que @ y b

a) Resulten perpendiculares; b) resulten paralelos; ¢) formen un dngulo cuyo coseno es (—6/21).

Ejercicio 8.
Demostraciones analiticas y vinculacion con su interpretacion geométrica.

Sean u = (ul 9“23“3) y V= (Vl,Vz,V3) € R3 .
8.1) Demostrar la siguiente identidad: |L7 + \7|2 + |L7 - \7|2 = 2|L7|2 + 2|\7|2 (Ley del paralelogramo).
8.2) Demostrar la siguiente identidad: u-v = (1/ 4)|L7 + \7|2 —(1/4) |L7 - \7|2 (Ley de polarizacion).

8.3) Probar que si # y Vv son ortogonales, entonces |u + Vv |2=| u |2 +|v |2 (Ley pitagorica).
Interpretar geométricamente la proposicion.

84) Probar que si # y VvV son ortogonales, entonces |u+V ]2:| u—-v |2. Interpretar
geométricamente la proposicion.

Ejercicio 9.
Manejo de producto vectorial. Reconocimiento de la plausibilidad de la ho existencia de solucion o de
la aparicién de una o mds soluciones en planteos semejantes.
Dados los vectores @ =1 + J — lg,l; =2 —],6=2]+ 2k , determinar:
9.0) axb;ax(b-26); axb-2¢; ax(bx¢c).
9.2) Un vector d perpendicular, simultdineamente, a @ y b de modulo 3. La respuesta, jes unica?
9.3)  Area del paralelogramo que tiene por lados a los vectores a y b.
9.4) Area del triangulo que tiene por lados a los vectores a y b.
9.5) aeRtal que area del tridngulo que tiene por lados a los vectores a y d= J+ ok sea?2.

9.6) Componentes de los lados y area del paralelogramo que tiene por diagonales a @ y b.

9.7) Todos los vectores X que verifican a x X = b . De existir al menos una respuesta, jes Gnica?
9.8) Todos los vectores X que verifican a x X =c¢. De existir al menos una respuesta, jes Unica?
Comparar con el item anterior. Analizar, si hubiera, la diferencia.

Ejercicio 10.
Aplicacién geométrica de la combinacion de productos entre vectores. Planteos asociados.

A A

10.1) Sean los vectores d=2i — j + kb=i+ 27+ k,é=ai — j—k.
10.1.a) Determinar a € R para que los vectores resulten coplanares.
10.1.b)Hallar o € R de forma que el volumen del paralelepipedo definido por los vectores dados

sea igual a 5. La respuesta, es unica?
10.2) Determinar si los puntos P(1,-2,0), 0(0,—1,3), R(-1,1,0) y S(0,2,—2) son coplanares.
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10.3) ;Para qué valores de me R son coplanares los vectores # , v y w donde ii =i + } +mk ,
V=i+j+(m+Dkyw=i—j+mk?
10.4) Justificar en forma clara la validez de la siguiente sentencia:

Sia,b,é y d estan en el mismo plano, entonces (a xb) (c xd) 0.

Ejercicio 11.
Rigor en el lenguaje matemdtico y su cuestionamiento. Integracion de conocimientos. Distincidn entre
resultados generales y particulares. Bisqueda de contraejemplos.
Sea el siguiente conjunto de vectores {u = (u,uy,uz), v =(v,vy,v3), w=(w,wy,w3) }cR?.
11.1) Simplificar: (i +v)- (@ —v); (i +¥)x (i@ —¥); @ - (@ x V).
11.2) Dadas las siguientes expresiones:

vew, u-(v-w), W-vyw, u(v-w), u-(v+w), u-G3v), u-3+v), (u-v)+3, TR (ﬁ-§)3,
XW-V), u-UxV),uxv -w,uxWUxu),uxvxw,uxuxu,Uxu)x(Vxv),Uxiu) (Vxv).
11.2.a) ;Cudles de ellas no estan matematicamente bien expresadas y por qué?
11.2.b) De aquellas que corresponden a expresiones correctas, /se conoce el resultado cualesquiera
sean los vectores que intervienen en las operaciones involucradas?
11.2.¢) De las expresiones correctas, jse conoce el resultado si se sabe en forma adicional que el
conjunto dado esta constituido por versores mutuamente perpendiculares?
11.3) Justificar si son verdaderas o falsas, cada una de las siguientes afirmaciones. En caso de ser
verdadera, demostrarla. Si es falsa, proponer un contraejemplo.

113.a)VaeR3 Vb eR3 Wé eR3, (G—-b)x2¢ =2[¢ x (b —a)].

11.3.b) V3 e R3, I x(Fx1)+ [x(Fx J)+k x(Fxk)=27.

11.3.c) Vae R Vb e R?, Gx[ax(axb)]=—|a[* (bxa).

113.d)VaeR3 Vb eR3 (d+b)-(G+b)=|a+b|>.

113.e) VaeR3vbeR3 (G+b)-(a+b)=a|? +|b .

11.3.f) No existen vectores a y b en R3, tales que la terna de vectores {Ez,l;,& xl;} resulte
coplanar.

u-
u

Ejercicio 12.

Trabajo con pardmetros. Concepto de lugar geométrico. Identificacion de puntos del plano con el
extremo de vectores con punto inicial en el origen de coordenadas. Imaginacién geométrica.

12.1) Dados los vectores de RZ G =i+ /, b= 2i—j,¢=1i,donde Ay pu son dos parametros reales,

hallar v grafica y analiticamente. Si v es un Gnico vector, marcar en el grafico el punto del plano con
el se vincula. Si la respuesta constituye un conjunto de infinitos vectores, marcar en el grafico el lugar
geométrico de todos los puntos del plano con los que se identifica dicho conjunto. Recordar que cada
vector aplicado en el origen se identifica con un punto del plano (de la recta o del espacio, segun

corresponda), su extremo.
a)v=a+2b; b)v=a-b; c)v=>ra 0<A<I1;d)v=ka VA, € V=C+Aa VA,
) v=pc+ia 0<pu<l,A>20; g v=uc+ia Vu,VA.

12.2) Dadas las regiones de R2 de la Figura Ej12.2, describirlas en la forma v =Ad + ul; , indicando

los vectores a y b elegidos como asi también el rango de variacion de los pardmetros reales A y p para

cada caso.
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Figura Ej12.2. Regiones del ejercicio

Ejercicio 13.
Destreza en el manejo de distintas expresiones que definen rectas en el espacio. Hallar su expresion
dados elementos que la determinan. Cdlculo de dngulos.
Hallar la ecuacion en las formas vectorial-paramétrica, cartesiano-paramétricas y simétricas de la recta

de R tal que pase por el punto A(1, —1, 2) y que ademds sea, seglin el caso:
13.1) Paralela al vector u; =(3,2,-2). 13.2) Paralela al vector u, =(1,0,1).

13.3) Paralela al eje z. 13.4) Perpendicular al plano yz.
x=2A
13.5) Pasante por el punto B(-1, 2, -2). 13.6) Paralelaalarectari={y=A-1,VAeR.
z=2-1A
x+3 x=-2-p
13.7) Paralelaalarectar={ 5 _ ~. 13.8) Paralelaalarectar=iy=—2 ,VueR.
y=4 z=3

En todos los casos anteriores hallar, en caso de existir, la interseccion de la recta con los ejes coordenados
y con los planos coordenados. Calcular los angulos que forman, de a pares, las rectas r1, 2 y 73.

Ejercicio 14.
Destreza en el manejo de distintas expresiones que definen planos en el espacio. Hallar su expresion
dados elementos que lo determinan. Cdlculo de dngulos.

Hallar la ecuacion en las fomas vectorial-paramétrica, cartesiano-paramétrica y general del plano tal
que cumpla con las condiciones requeridas en cada caso:

1 4-2
14.1) Contenga al punto P1(3, -1, 2) y sea perpendicular a larecta 7| = x;— =y= 3 .

14.2) Contenga al punto Pi(3, —1, 2) y sea paralelo al plano coordenado xz.
14.3) Contenga al punto Px(-1, 1, 2) y sea perpendicular al eje x.
14.4) Contenga al punto P3(1,-1,0) y alarecta r, = xT—l =y= z ; 2 .
14.5) Contenga al punto P4(1, —1, 0) y sea paralelo, simultaneamente, a las rectas:
ry = x2—1 =y= 2;2 A 1, =%=(0,0,1)+A(2,-3,1), VA eR.
14.6) Paralelo al plano m; =2x -3y +4z—-5=0 y que pase por el punto Ps( 3, -1, 7).
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14.7) Contenga a los puntos A(1,0,0),B(0,1,0),C(0,0,1).

xX=-A\
=-2x
14.8) Contenga a la recta r4 y sea paraleloalarectarscon r, =9y =3+A , VAR A 15 = { 4 3
z=x+
z=1+5A

En todos los casos anteriores hallar, en caso de existir, la interseccion del plano con los ejes coordenados
y con los planos coordenados. Calcular el angulo que forman entre si, de a pares, los planos obtenidos
(el angulo que forman dos planos estad definido como el angulo que forman sus normales). Calcular el
angulo que forman cada una de las rectas 71, 2, 73, ¥4 y rs con el plano mt; (el &ngulo se determina a partir
del angulo que forma la recta con la normal al plano).

Ejercicio 15
Identificacién de lugares geométricos vinculados a rectas y planos. Concientizacién de la importancia
de conocer el contexto en el cual una expresién tiene validez. Desarrollo de la interpretacion grdfica.

Identificar el lugar geométrico de los puntos que verifican las siguientes ecuaciones y/o condiciones
y graficar. En caso de corresponder a rectas y/o planos hallar todas las formas de expresar su ecuacion.

151) x=3en a)R b)R? ¢)R>. 152) x-2y=4ena)R? b)R>.
_2y=4 —2y=4
15.3) {i N yy: 5 ena)R’ bR 154) {L 7 enR

15.5) (x,y,2z)=(0,3,1) +A(1,0,0) VAeR.

15.6) (x,y,z)=(0,3,1)+A(1,0,0) + n(0,1,0) VA,VueR.

15.7) El conjunto de puntos que equidistan de A(—1,2,4) y B(1,2,4).

15.8) El conjunto de puntos que equidistan de P, (xy, y1,21) Y Py(x5,32,25).

15.9) El conjunto de todos los puntos que forman los planos y rectas nominados en la figura Ej15.9.

A
Z o
z n TT.1 F1
— r2
| ol
¥
) St R ALY % i ——— Y
1 | ! [ . 724 1 il

Figura Ej15.9. Planos y rectas del ejercicio

Ejercicio 16.

Cdlculo de distancias entre rectas, planos y puntos en R3. Deduccién y uso de expresiones generales.
16.1) Hallar la distancia entre los puntos A(1,—1,1)y B(1,-5,-2).
16.2) Reducir a la forma normal la ecuacion del plano n=8x+4y—z+18=0 y calcular la distancia
del origen al plano.
16.3) Hallar todos los k€R, tales que la distancia del origen al plano B =3x—-6y +kz +14 =0 sea igual

al.
—x+2:2y:Zl—l.

16.5) Sea ﬁz(ul,uz,u3)eR3 — {0} y sean r1 y r» dos rectas paralelas de R, Figura Ejl16.5.

16.4) Hallar la distancia entre el punto A4(1,—1,1) y larecta r =

Comprobar que la distancia de un punto P> cualquiera de 7 a la recta 7 es una constante que vale
%
| Py P x|
||
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Figura Ej16.5. Distancia entre rectas paralelas

16.6) Comprobar que las siguientes 71y 72 son alabeadas y calcular la distancia que las separa, siendo
rn=(-2,-2,-5)+A(4,1,1) VAeR A1, =(57,-6)+n(-2,-3,2) VneR.
Desfio. Hallar B e, AP, er,/d(B;P)=d(r;n).
16.7) Sealarecta ry sea el plano n definidos por

x=1+2A\
r=<y=n+2A,VAeR n=(0,1,2)+a(1,0,1)+B(L,-1,0) Vo e R,V e R.
z=24+mh

Determinar en caso de ser posible, m y n reales de modo que: a) r y 7 sean paralelos; b)  esté contenida
en 7; ¢) 7y m sean perpendicular. Calcular los valores de la distancia entre 7 y  en todos los casos.

Ejercicio 17.
Integracién de conceptos. Interpretacién de enunciados y visualizacién en R3,

17.1) En R3 ABC es un triangulo equilatero de lado de longitud 1 tal que ninguno de sus vértices 4, B
y C, tiene coordenadas negativas y ademas: A4 coincide con el origen de coordenadas; B pertenece al eje
y; C pertenece al plano coordenado xy. Dar las coordenadas de los vértices 4, By C.
17.2) Hallar todos los puntos P del plano xy cuya distancia al planow = 4y — 3z — 7 = 0 sea igual a
1. {Qué lugar geométrico representa el conjunto hallado?
17.3) Una chapa cuadrada de 4 cm de lado y de espesor muy fino se coloca frente a un espejo vertical
con el que forma un dngulo de 45°. Se esquematiza la situacion en la Figura Ej17.3(I) donde se asocia
un sistema cartesiano ortogonal para facilitar la comprension. El origen de coordenadas coincide con un
vértice de la chapa. La Figura Ej17.3(I) es la vista de perfil de los elementos. En la Figura Ej17.3(1II)
también aparece la imagen especular que se forma de la chapa.

a) En el sistema solidario propuesto, ;cudles son las coordenadas del centro de la chapa?

b) ;Cuadl es la distancia entre el centro de la chapa y su imagen?

¢) Dar la ecuacion general del plano m que contiene a la chapa, y la del plano ©” que contiene a la
imagen.

Chapa

Chapa

o= aoT v m

() am ¥
Figura Ej17.3 — Chapa frente a espejo

=
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Haz de luz

I

Chapa

A 'il:,ffj_dn)

Figura Ej17.3 — Chapa frente a espejo Figura Ej17.4 — Chapa iluminada

17.4) Se quita el espejo de la disposicion descrita en el Ejercicio 17.3 y se ilumina la chapa con un haz
de luz que incide sobre la misma en forma vertical, ver Figura Ej17.4. ;Qué forma tiene y cudl es el area
de la sombra proyecta la chapa sobre la superficie horizontal?
17.5) Hallar el punto A’ simétrico del punto A(—1, 0, 6) con respecto a los planos mencionados.
17.5.a) Plano coordenado yz.
17.5.b) Plano n=2x—-y+z+2=0. Ver Figura Ej17.5.b. Las figuras (I) y (II) corresponden a

distintas perspectivas de la misma situacion. En (II) se ve el plano de perfil.

- n 7A T
oy z, ‘4
6
\ s
s - A
‘~\‘A’ 4 ®

. W) ;
* ) an

Figura Ej17.5.b — Simetria de un punto con respecto a un plano

Ejercicio 18.
Trabajo con distancia en R%. Deduccidn de expresiones. Reconocimiento de cénicas.

18.1) Dada la ecuacion de la recta 4x —3y +5=0, pasarla a la forma normal e indicar la distancia del

origen a la recta.

18.2) Calcular la distancia entre la recta » = (x, y) =(2,-1)+A(-1,1) VA R y el punto A(1,3).

18.3) (Opcional) Encontrar el lugar geométrico de todos los puntos P(x,y)que verifican la condicion

propuesta, identificar a que curva corresponde y representarla, si:
18.5.a) CP-CP=5 con C(-3,2) 18.5.b) d(F,, P)+d(F,,P)=10 con F,(-4,0) A F,(4,0)
18.5.c) d(F,,P)—d(F,,P)=8 con F(0,-5) A F,(0,5) 18.5.d) d(F,P)=x+3 con F(3,0)
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Misceldnea
M1  En R’ Hallar todos los valores reales del parametro k en la ecuacion 2x + 3y + k=0 de forma
que la recta que representa forme con los ejes coordenados un tridngulo de area 27 unidades de superficie.

M2 En R’ Dos lados de un paralelogramo estin sobre las rectas 7=y -3x+1=0 y
ry =4y —x—T7=0 siendo A(5,4) uno de sus vértices. Hallar las coordenadas de los otros tres vértices.

M3  En R En una circunferencia de diametro 10 cm y centro en el origen de coordenadas O, se
inscribe un tridngulo equilatero ABC como indica en forma esquemadtica la Figura M3. Hallar,
justificando cada respuesta con un planteo y/o calculo adecuado:
M3.a) La distancia entre Oy el lado AC.
M3.b) Se unen los puntos medios de los lados de ABC formando un nuevo tridngulo MNQ. ;Cuanto
vale el cociente entre el area de ABC'y el area de MNQ?

A
b 4

>/ 0 \/ x

C

Figura M3

M4  Proyeccion en R? de un vector sobre otro no nulo.
M4.a) Dados los puntos 0(0,0,0), 4(2, —1,2), B(1,1,3) y C(t, t+1, 3), hallar el valor real de ¢ para que
— (2 12
roy—OB=| —,——,—|.
PreYoi (5 5 5)
M4.b) Indicar si la siguiente proposicion es verdadera o falsa. Si es verdadera, demostrarla indicando
las propiedades usadas; si es falsa dar un contraejemplo.

Z
Seand y b vectores de R tales que |I;| = 2ld| A (a;bjzg :‘proya (67—1;)‘20.

M5 Contestar los siguientes interrogantes sobre planos en el espacio tridimensional.

X = =0
MS.a) (Es posible encontrar un plano que contenga simultdneamente a las rectas { 3 y {y 0 ?
z = =

=

y

Q O N

MS5.b) (Es posible encontrar un plano que contenga simultdneamente a las rectas 7 E{

N
Il

=0
ry = {y N ? Analizar todas las posibilidades en funcion de los distintos valores de a € R.
z =

M6  Hallar el valor de m para que los puntos 4(3, m, 1), B(1, 1, —1) y C(-2, 10,—4) pertenezcan a la
misma recta.
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M7  Sean 7 :(x,y,2)=(2+A4-X6+20) VAeR y 7, :(x,y,2) =(1-w,5+n,7+n) Vue R rectas

secantes.
M7.a) Determinar el punto O donde se cortan 71y 2.

M7.b) Verificar que cualquiera sea el punto 4 € 1 y cualquiera sea el punto B € 12, entonces Q?l y
@ son perpendiculares.
M?7.¢) Sea C(3,3,8) € 1,. Encontrar el punto D € r; tal que el area del triingulo COD sea igual a NT)
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