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_ (1)
ADVERTENCIAS
. SOBRE ESTA TRADUCCION.

Espe que se digné el Rey confiar la Inspeccion Fin e o

' General de su Infanterfa al Excélentisimo Se- * ©*™
fior Conde de O-Reilly, es notorio el constante esme-
ro, con que ha fomentado el estudio de la juventud,
y las muchas ventajas que de esto han resultado ; y
para el logro de' sus grandes ideas a beneficio del
servicio , fue uno de sus principales cuidados la acer-
tada eleccion de libros elementales; y reconociendo
desde luego, que uno de los mas necesarios , y opor-
tunos era una exacta , y completa Geometria, y que
ninguna obra de este género seria tan utl para el
intento , como una buena Traduccion Espanola de
los mismos Elementos de Euclides hecha de nuevo
sobre la mejor version latna de este Autor , que es
la de Federico Comandino., conforme 2 la correéti-
sima edicion ‘ de...ella .modernamente . publicada en
~ Inglaterra, revista, corregida , y anotada por Ro-
aj ber-



1I.
Su utili-
dad

(2)
betto Simson célebre Profesor de Matematicas en
Ia Universidad de Glasgow , dispuso , que se tra-
bajase esta Obra‘con.el mayor cuidado , y dili-
gencia. N

Euclides es para los Matemiticos lo que Hipé-
crates para los' Mddicos ; Principe 'de la Facultad,
Maestro , modelo , y original de quantos le han
succedido. Sus Obras, en especial la de los Ele-
mentos , siempre han sido- apreciadas , estudiadas;
y traducidas en todas lenguas , paises , Naciones,
y siglos ; aun en el presente, en que parece, que
lIa .nueva: Geometria de Descartes , la invencion de
la Algebra , y su-aplicacion a la Geometria , con

“otros descubrimientos importantes , que han ido

succesivamente. enriqueciendo , y perfeccionando
estas Ciencias , haciendo casi mudar de semblante 2
la misma Geometria antigua , habian de disminuir
el crédito , y concepto de’ unmiversal utilidad , que
lograba esta Obra, conserva atn entera sit. reputa-
cion de la mas exacta,’'y acabada én su linea ; y
por consiguiente:de la mas propia para la ensefant

za:
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za : siendo forzoso confesar , que en qualquiera
Ciencia el estudio de los Autores originales , y pri-
mitivos es el mas 4 propdsito para cimentarse bien
en ella; y tal vez bien considerado, si no la {nica
senda, 4 lo menos la mas breve, segura, y reta
para llegar a la perfeccion. Esto, que la experien-
cia acredita generalmente, tiene aun mas lugar en
la Geometria. El orden, y riguroso método sintc-
tico de demostrar , que sigue Euclides, aunque a
primera vista prolixo, y espinoso, es muy acomo-
dado a la indole, y modo de proceder del enten-
dimiento humano , y tiene las imponderables ven.
tajas de rectificar el espiritu de los jovenes , acos-
tumbrarlos a discurrir con solidéz , y escrupulosa
exactitud , y fixar su atencion con la seria, y con-
tinua meditacion , que necesariamente pide la ca-
dena de ideas, y Proposiciones, en que se fun-
da; de modo, que no solo los hace Gedmetras,
sino que insensiblemente los vi habituando 4 ser
excelentes Ldgicos ; requisito muy necesario , ast
para hacer progresos en las Ciencias , singular-

a4 men-
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‘mente en las exactas; como para manejarse acer-
tadamente en todos los negocios, y ocurrencias
de la vida. Sus utilidades se hallaran bien pro-
badas en las Notas con exemplos de los esco-
llos , en que han dado muchos, aun de los mas
ilustres modernos , por quererse desviar de ¢l , ba-
xo pretexto de seguir otro rumbo mas natural,
facil, y corto ;' y tambien alli se encontraran plena-
mente satisfechos los reparos, y objeciones , que
contra ¢l se alegan. Solo anadirémos aqui en su re-
comendacion lo que pensaba el gran Newton (1),
~ quien sin embargo de que con su sublime genio era
capaz de haber creado por si solo la Geometria, se

do-

(1) Doluit ideo ipse vir summus Isaacus Newtonus , quod cum se stu-
dio Mathematico totum daret , ad Cartesii Geometriam , aliosque scrip-
tores algebraicos statim progressus fuisset , antequam Elementa Eucli-
dis ed attentione expendisset , quam merentur ; nec probavit -, quod bodic
Geometre metbodum syntbeticam Veterum prorsus megligant , & in
solis calculis algebraicis acquiescant 5 quemadmodum ex ore ipsius bausta
refert Henricus Pemberton in Prafatione ad conspe&tum ‘Philosopbie
Newtoni , quem patrio sermome edidit. Wolfius. Elementa Matbaseo:
universe , tom.s. pag.194. in Commentatione de studio Matbematico reété
instituendo , cap.2. §.101. v
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dolia mucho de no habersé radicado bien en su
primera -edad en, los: Elementos de .Euclides , antes
de pasar. 4. las: partes; sublimes de la Matematica ; y
reprobaba , que los Gedmetras modernos abandona-
sen el ‘estudia., y uso del método sintético de los
antigtios ; conténtandose con salo el calculo alge-
braico. ' Despues de un tesimonio tan honorifico,
y de‘tanto peso , parece ocioso recordar el exems-
plo.de Walfio, que por consejo del insigne (1) Leib-
nitz se Cifid religiosamente al método de Euclides;
ni el estrecho encargo , que hace el mismo Wol-
fio (2) a todos los Matematicos de imponerse fun-
- o da-
(1) Prater nos alii etiam Mathematici agnoverunt reformatores Ele-
mentorum Euclidis non fuisse in ausu suo satis felices , sed Euclidis
Elementis palmam adbuc meritd tribuendam esse. Memini banc fuisse
Leibniszio sentemtiam , cum me inviseret , dum Elementis Geometrie con-
cinnandis operam darem , ipsique referrem , me multiplici modo temtasse,
ut eo ordine Elementa Geometrie digererem , quo usus est Bernardus
Lamy , sed sumguam boc fieri potuisse , nisi quedam assumerem absque
demonstratione quam essent demonstranda , vel in demonsirando , ac de-
Jiniendo admitterem confusé tantummodo percepta. Wolfius in Commenta-

tione de preecipuil scriptis' Mat bematicis ) cap.3. §.8.

(2) Firmum item ratumque manet , qui intelle€lus perficiendi. gratia
ad
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damentalmente con la mayor. diligencia en esta
Obra: y repetir ; que los Ingleses , entre quienes: Ia
Matematica logrd un cultivo. tan: superior., y uni-
versal , acaban de publicar el afio de ‘1758 * para
uso de una de las mas florecientes Universidades de
aquel sabio Reyno, y a expensas del famoso Conde
de Stanhope, la edicion , que nos ha servidd de texto,
y estimulado vivamente a publicar esta ; en la fir-
me persuasion de que no puede dexar' de.ser muy
provechosa la de todos los Escritores clasicos' anti-
guos. |
A la verdad no faltaban. traducciones Castellanas
de Euclides ; la de Rodrigo Zamorano publicada
en Sevilla el afo de 1579 es una de las mas an-
ti-
ad Mathaesim accedit , ei demonstrationes Euclideas omni curd , ac soli-
citudine expendendas esse. Idem Wolfius ,#bid. §.102.

* Ya antes el afio de 1715 habia publicado Juan Keil en Oxford
una edicion de los Elemeatos de Euclides de la misma version de Co-
mandino, con el fin de atraher 4 los Gedmetras al estudio de dicha
Obra ; y en el Prélogo reprehende amargamente 4 los que censuran 4

Euclides , y disuaden 4 los jovenes de su estudio. Wolifio en la Diserta-
cion ya citada sobre los principales Escritos de Matemética.
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tiguas: pero ademds de contener solo los seis Li-
bros primesas , es de un-estilo antiquado , y obs-
curp. Qtras varias Obras posteriores de la misma
clase 6 adelecen:de semejantes defectos , y por 16
comun se hicieron todas sobre textos incorrectos, y
alterados ;.6 mas bien. son compendios, y rudimentos
de’ Geometria arteglados. al método del Geémetra
Griego, que exacta, y puntual version suya; de mo-
do-que en-el' dia son de .cortisimo, 6 ningun pro-
vecho :'ademas que las Nogas, el cotejo. hecho por
el editor Inglés del texto ‘con todos' los Cddices,
versiones , ediciones, y comentarios con el fin de
enmendarlo , y restituirlo 2 su primera integridad,
y pureza , constituyen su Obra tan distinta de las
démas , como superior 4 ellas en pérfeccion , y
exactitud. ; Asi pudiéramos lisongearnos del desem-
pefio de nuestro-trabajo , como. estamos seguros -
del acierto de la eleccion!
. Mas con todo esto no. pretendemos negar , que
e Jos ‘Elementos  haya muchas: Proposiciones difi:
culeosa$ , y-de” poquisimbd uso en el dia; pero el
pri-



primer inconveniente lo vencera la ‘aplicacion, y Ia
viva voz del Maestro; y el segundo es transcen-
dental aun a4 las Obras modernas de calculo ,:en
las quales se halla mucho mayor niimero de Pros
posiciones aun menos Gtiles , y- mas enredosas, -
El artificio. del Libro Ves. tan ‘maravilloso , 'y
la doctrina de las razones contenida en €l tan'im-
portante ,que se puede . considerar como el alma
de la Geometria : por eso , aunque bastantemente
intrincado , y reputado por algunos inuul, hoy que
por el calculo se pueden demostrar sus Proposi-
ciones con mucha mayor facilidad , de ningun mo-
do parecié conveniente suprimirlo : ademds , que
no seria justo mutilar la Obra. Véase el ventajo-
so juicio , que de este Libro hace Barrow en las

- Notas.

quij;-;‘x Las circunstancias esenciales ,'que‘ deben concur;

t id . . . . .
presentes TiF €N la traduccion de esta especie’de Obras, son

para la

traduc- suma exactitud , fiel correspondencia con el éorigi-

cion.

nal, claridad , y :concisiom. La primera ley nunca
admite disculpa , y -nos-hemos ceido a .observar-
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la religiosamente : no hemos sido menos escrupu-
losos en la segunda ; pero a veces fue indispensa-
ble apartarse algo’ del contexto literal , especialmen,
te en las enunciaciones de las Proposiciones de los
Libros II, y V, ya abreviando, ya alargando, tal
-vez suprimiendo ;, 6 substituyendo .algunas voces,
6 cldusulas , bien para facilitar la inteligencia, bien
para evitar . repeticiones-molestas , que en latin no
suenan’ mal , y si en nuestra lengua; 6 porque
los. vocablos ; y. frases del Texto no se.acomoda-
ban al modo constante de hablar de los Geéme-
tras Espafioles : sin embargo estas licencias han si-
do muy raras, y por lo comun quando las toma-
mos se advierte en una Nota;'y si se ha creido
especial fin ;"6 energia en la voz, 6 frase del ori-
ginal, se conserva , anadiendo su explicacion , 6 equi-
valencia de letra bastardilla. Quando se trata de
mayor claridad , no nos hemos detenido en re-
petir ; sacrificando entonges a lo util lo agrada-
ble, que en esta clase de ‘escritos no es Sino acce-
sorid v, S A SRR | .

Con-
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Concluirémos con algunas defmiciones , que pa-
tecen necesarias para la mejor inteligencia , y uso
de esta Obra, y que no se hallan en el Texto;
por ser las mas de ellas de voces, que alli no se
usan , y nosotros empleamos por no apartarnos del
uso cortiente , ni explicar con rodeos lo que se pue-
de con un solo vocablo.

Adviértase , que estas letras L. Q. D. H. puestas
al fin de los Problemas significan : Lo que debia ha-
cerse. Y estas L. Q. D. D. al fin de los Teoremas

significan : Lo que debia demostrarse. Y estas otras
N. T. Nota del Traductor.

LIBRO I

ENm sus Definiciones se han de suplir las siguien-
tes colocadas por el orden, en que se pondran.

Despues de Ia DEF.‘IV.”
L.

La linea re@a trada de un punto 4 otro se dice,:
que
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que junta ‘los dos puntos : y juntar dos puntos
dados es tirar una recta del uno al otro.

Despues dé la DEF. TX. antes de la Nota.
I I.
Lados del angulo son las lineas, que lo contienens

ITL

Vértice del 4ngulo es el punto de concurso de sus
lados.

Despues de la Nota siguiente 4 la DEF. IX.
IV.

Angulos contiguos son los formados 4 una, y otra
parte de una recta, que es su lado comun, y
tienen los vértices en-un mismo- punto.

Una recta se llama insisternte, & se dice , que insis~
te
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te sobre otra, quando se termjna en ella, ha-
llindose acia su parte superior,

Despues de la DEF. X.
VI

Se- dice elevar una perpendicular 4 una refa,
quando se tira de un punto dado de ella;y ba-

xarla , quando se tira de un punto dado fuera
dé' ellan A - ‘

Despues de la DEF. XVI.
VIL

Radio del circulo es la refta tirada del centro a
qualquier punto de la circunferencia.

Despues de la DEF, XVIL -
VIIL

Arco del circulo. es: una: parté , 6 ‘porcion quals
quie-
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quiera de la circunferencia del circulo.

IX,

Cuerda , 6 subtensa de un arco es la reta tirada de
uno de los extremos: del arco al otro extremo.

Despues de la DEF. XXIIL

X’ 2

Las figuras mulnlateras en general se llaman poli-
gonos El poligono de cinco lados se llama pen-
tagono. El de seis hexagono. Y el de quince pen-
tadecagono , 6 quindecigono.

Despues de la DEF. XXIX,
XL

Base del tridngulo es qualquiera de los lados , en -
que se concibe estribar : pero en el isésceles se
entiende comunmente por base el lado desigual
4 los demés : y en el rectingulo el lado opues-
to al angulo recto.

b Quan-
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X1IL |
Quando 4 un lado se le llama base, se compre-
henden los otros baxo el nombre general de
lados. ’
Coxmn
Angulo vertical , 6 vértice de un triangulo es el
angulo opuesto 4 la base.

Despues de la DEF. XXXIV.

XIV.

Diagonal de un ‘quadrilatero (que en latin se llama
diameter , como. el del circulo ¥ es la re@a u-
rada del vértice de qualquier angulo del quadri-
latero 4 su opuesto.

Despues de la DEF. dldma.
Paralelogramo es el quadnlatero que tiene cada
dos lados opuestos paralelos entre- sie

Des-
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Despues de la PROP. XXV.
CXVLE

Lado adyacente 4 dos dngulos es el lado comun 4
ellos : y angulos adyacentes a'una reéta son los
que la cenen por lado comun.

LIBRO IL
Despues de las DEFINICIONES.
XVIL

A Las partes de toda magnitud geomctrica lla-
mamos segmentos.

LIBRO IIL
Despues de la DEF. X.
XVIIIL

QUADRANTE del circulo es el sector de circulo, que
es mitad del semicirculo. |

b2 LI-
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LIBRO XI
Despues de la DEF. XVIL

: ! . e o XIXO ,
Hl’.msmmo es la mitad ‘de la esfera.

PRO-
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PROLOGO
: DE ROBERTO SIMSON.

cHos , y distantisimos son los pareceres de los mos

dernos acerca del verdadero Autor de los Ele-
mentos de Geometria , que corren baxo el nombre de
Euclides. Pedro Ramos atribuye tanto las Proposiciones
de ellos , como sus Démostraciones 4 Theon ; algunos 4
este solo le din las Demostraciones , dexando las Pro-
posiciones 4 Euclides ; y finalmente otros , entre quie-
nes merecen el primer lugar los doctisimos Juan Butéo,
'y Enrique Savilio, defienden acérrimamente ser Euclides
Autor de ambas cosas , siendo esta opinion seguida por
la mayor parte de los posteriores Geometras. Despues de
alegar Savilio varios argumentos 4 favor de este su dic-
tamen , de ellos infiere no haber hecho Theon otra cosa
que interpolar , explicar , y adicionar 4 Euclides, y aun
€s0 en poquisimos pasages: pero yo por medio de un
continuo eximen, y cotejo de las demostraciones , que
al presente se hallan en Euclides, he reconocido , que
Theon, 6 quien quiera que fue el editor del Texto Grie-
go que hoy tenemos , muda, empeordndolas muchas mas
cosas de ‘las que creen los citados sabios con otros; ya
aiiadiendo , ya quitando, 6 mezclando cosas propias su-
yas , especialmente en los Libros V,y X, que alter6 no-
tablemente el editor : como quando ‘substituye en vez
de la legitima demostracion de la Proposicion XVIII del

Libro V una mas breve , pero paralogistica ; y quando
qui~
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quita del mismo Libro entre otras cosas la excelente De-
finicion de la razon compuesta, que dio Euclides, 6
Eudox0 , para poner en su lugar una absurda , qual es
la V del Libro VI, de que ni Euclides , ni Arquimedes,
ai Apolonio, ni ningun otro Geometra anterior 4 Theon
se valieron jamas. Esta Definicion, que suele por si so-
la dar mucho que hacer 4 los principiantes , la hemos
omitido en los siguientes Elementos , supliéndola con
otra, conforme sin duda a la que habia dado Euclides,
y la colocamos entre las Definiciones del Libro V para
facilitar la inteligencia de la razon compuesta. Ademds
de este error ocurre entre las Definiciones del Libro.
XI otro, en la que dice asi: “iguales, y semejantes. figu-
wras solidas son las contenidas por planos semejantes igua-
" mles en numero', y magnitud ; ® pues esta Proposicion no
es Definicion , sino Teorema, porque la igualdad de qual-
quiera figura se ha de demostrar , y no suponer ; asi
‘dicha Proposicion debia demostrarse , aun quando fue-
se cierta ; pero tampoco lo es, sino en el caso en que
los dngulos solidos de las figuras estan contenidos por
solos tres angulos planos ; pues en otros pueden dos
figuras sdlidas contenidas por planos semejantes igua-
les en numero , 'y magnitud ser entre si desiguales,
como se demostrard claramente en las Notas afiadidas
al fin de esta Obra. Es igualmente falsa la suposicion,
que ‘s¢ hace en la demostracion de la Proposicion
XXVI del Libro XI, de que son entre si iguales
dos dngulos ‘sdlidos, quando estan contenidos por dos
dngulos iguales en numero, y magnitud ; no verifi-

cdn-
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cindose esto siempre asi, sino unicamente quando los
dngulos solidos estdn contenidos tan solo por tres dn-
gulos planos : ni hasta entonces se ha trahido en los
Elementos demostracion alguna de dicho caso , aunque
muy necesaria.— De la Definicion X penden las Propo-
siciones XXV, y XXVIII del Libro XI; y de la Pro-
posicion XXV, ¢ de la XXVI penden otras ocho ; es 4
saber las Proposiciones XXVII, XXXI , XXXII, XXXIII,
XXXIV, XXXVI, XXXVII, y XL del mismo Libro;y la
XII del XII pende de la V11I del mismo; y la misma VIII,
el Corolario de la XVII, y la Proposicion XVIII del
Libro XII penden de la Definicion IX del Libro XI,
que no es buena, porque puede haber figuras sélidas
contenidas por planos semejantes, ¢ iguales en mimero,
que sean desemejantes entre si; por conseqiiencia to-
das las mencionadas Proposiciones estriban hasta enton-
ces en un fundamento falso : otras muchas cosas hay
que parece imposible sean de Euclides, y manifiestan
suficientemente , que los Elementos de este Autor han
sido viciados por algunos ignorantes de la Geometria;
pues aunque estos yerros no-sean tan crasos como los
anteriormente especificados , con todo necesitan indis-
pensablemente de correccion; y todos se advertirdn pun-

tualmente al fin de la Obra.
~ Por estas razones me ha parecido, que serfa impor-
tantisimo , y al mismo tiempo muy grato 4 los eruditos,
en particular 4 los aficionados 4 las demostraciones
exdctas de Geometria, quitar 4 estos Libros, los prin-
cipales de los Elementos de Euclides , unos lunares, que
tai-
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tanto los afeaban , restituyéndolos 4 su antigua correc-
cion, en quanto alcanzasen mis talentos ; sobre todo por:
ser el fundamento de una Ciencia tan util para muchas
cosas , como necesaria para algunas facultades , y para.
casi todas las artes, asi de la Paz , como de la Guerra;
y con cuyo auxilio se promueve la investigacion de la:
verdad , hasta donde lo permite la debilidad del espi-
ritu humano. A esto hemos tirado, quitando las cosas
falsas, y nada exdctas, que dieron por legitimos, y.
verdaderos escritos del mas diligente de los Gedmetras
sus ignorantes Editores , y restituyendo 4 Euclides lo
que le robaron , 6 cercenaron Theon, y otros; y ha
permanecido muchos siglos sepultado en el olvido.

ELE-



ELEMENTOS
DE EUCLIDES.

LIBRO PRIMERO.

DEFINICIONES.

. L
?UNTO, 6 signo es lo que no tiene partes, G lo que no tiene
magnitud.
IL
Linea es una longitud sin latitud.
IIL
Los extremos de la linea son puntos.
I V‘
Linea re&a es la que se extiende igualmente entre sus puntos.
. V.
Superficie es lo que solamente tiene longitud , y latitud.
VI
Los extremos de la superficie son lineas.
- VIL
Supetficie plana es aquella, en la qual tomados dos puntos qua-

lesquiera , la re®a terminada por ellos se halla toda en la
misma superficie.
VIIL

“Angulo plano es la inclinacion de dos lineas una 4 otra, que
»ge encuentran mutuamente en un plano, y no estdn dire&a-
»vmente,”

A An-
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1X.
Angulo plano re&ilineo es la inclinacion de dos re@as una 4
otra , que se encuentran, y no estdn direftamente.

A

B . CE/

“NoTA. Quando muchos 4dngulos est4n en un punto B, se ex-
»presa cada uno de ellos con tres letras del alfabeto , colo-
»cando la que estd en el vértice del 4ngulo , esto es en el punto,
»en que mutuamente se encuentran las re&as que comprehenden
»el 4dngulo, en medio de las demas, y estas son una de cada ex-~
»tremo de las reGtas. Asi el 4ngulo comprehendido por las retas
»AB, CB, se sefiala con las letras ABC, 6 CBA ; y el con-~
»tenido por las- re@tas DB, CB se expresa por DBC, 6 CBD.
»Pero si- solo se halla un dngulo en el punto, podrd expre-
»wsarse con sola la letra puesta en aquel punto, como el 4ngu~
»lo en E.”

X.

Quando una linea re&a insistiendo sobre otra
forma los dngulos contiguos iguales entre s,
son re&tos ambos , y la refta, que insiste , se

llama perpendicular 4 la otra.
XL

Angulo obtuso es el mayor que un re&o.

/N

XIIL

Angulo agudo es el menor que un re&o.
XIIL

“Término es el extremo de algo.”

Fi-



LIBRO PRIMERO. 3

XIV. |
Figura es Ia que est4 contenida por alguno , 6 algunos términos.
A X V. .
Circulo es una figura plana contenida por una sola linea llamada
circunferencia, 4 la qual todas las reQas tiradas de un punto,
que estd dentro de la figura, son iguales entre si.

L

XVL
Este punto se llama centro del circulo.
, XVIL
Didmetro del circulo es una re&ta tirada por el centro, y de am-
bas partes terminada en la circunferencia.
XVIIL
Semicirculo es la figura contenida por el didmetro , y el arco del
circulo cortado por este.
- XIX,

“Segmento del circulo es la figura contenida por una re@a, y por
»un arco de circulo.”
XX.

Figuras re&ilineas son las contenidas por lineas reQas.
XXI.
Tril4teras las contenidas por tres re@as.
XXIL
Quadrildteras las contenidas por quatro.
XXIIL
Multildteras son las contenidas por mas de quatro re&as.
XXIV.

. De las figuras trildteras , tridngulo equilatero es el que tiene todos
sus lados iguales.

Az IsOs—
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XXV.
Isésceles el que tiene solamente dos lados iguales.

XXVIL
Escaleno el que tiene los tres lados desiguales.
XXVIL
Demas de esto entre las figuras trildteras , tridngulo re&ingulo es
el que tiene un dngulo reGo.

XXVIIL
Obtusdngulo el que tiene un 4ngulo obtuso.

A7 A

XXIX.
Acutingulo el que tiene los tres dngulos agudos.
XXX.
De las figuras quadrildteras, quadrado es la equiltera, y re@4n-
gula. (Esto es, la que tiene todos los lados iguales , y todos lo:
éngulos redos.)

XXXI.
Quadrilongo es la que tiene los quatro dngulos re&os , pero no
todos los lados iguales. R
om-
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XXXII.
Rombo es 1a que tiene todos los lados 1gua1es > pero no los dn-~

/74

XXXIIL |
Romboyde es la que tiene los lados opuestos 1guales 5 pero sin ser
equildtera , ni re€tdngula.
XXXIV.
Qualquiera otra figura quadrildtera fuera de estas se 1lama tra-
pecio.

XXXV.
Paralelas, 6 equidistantes son las re&tas que estando en un mismo
plano, prolongadas por ambas partes al infinito , jamds se
encontrardn.

POSTULADOS.

L
TIRAR una re&a de qualquier punto 4 qualquier otro punto.
IL . .

Prolongar al infinito , y dire@amente una re@a terminada,
I1L
Con qualquier centro , € intervalo describir un circulo.

AXITOMAS.

L
LAS cantidades iguales 4 una misma son iguales entre si.
IL
Si 4 cantidades iguales se afiaden cantidades iguales, los todos

serdn
| iguales. As Si
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ITL
.-8i de -cantidades iguales se quitan cantidades 1guales, los resi-
duos serdn iguales. ,
Si 4 cantidades desiguales se afiaden cantidades iguales, los todos
serdn desiguales.
V.

Si de cantidades desiguales se quitan cantidddes iguales, los resi=
duos serdn desiguales. ,
VI
Las cantidades que son duplas de una misma , son iguales entre si.
VIL
Las que son mitades de una misma , son iguales entre si.
VIIL
Las cantidades que mutuamente se ajustan, son iguales entre si.
IX.
El todo es mayor que su parte.

Dos lineas reftas no encierran espacio.
XI.
Todos los dngulos retos son iguales entre si.
XIL
*Si una re&ta cayendo sobre otras dos forma los dngulos inter-
»nos 4 la misma parte menores que dos re€tos ; prolongadas
»concurrirdn dcia aquella parte, donde hacen los 4ngulos me-
»nores que dos re¢tos. Véanse las notas 4 la Proposicion 29
»del Libro L”

PRO-
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PROPOSICION 1. PROBLEMA.

OsBrE una refta * dada terminada construir un tridn-
gulo equildtero.

Sea la re@a dada terminada AB ; y hdyase de construir so-
bre ella un tridngulo equilétero.

Con centro A, ¢ intervalo AB describase un circulo 2 BCD; a Postu-
asimismo con centro B, é intervalo BA describase el circulo ACE; 1ado 3.
y desde el punto C, donde se cortan mutuamente las circunferen-
cias de los circulos, tirense las reGas b C b Post.1.
CA, CB 4 los puntos A , B 5 y resul-
tard el tridngulo equildtero ABC.

Porque siendo el punto A centro
del circulo BCD, serd igual c lareta
AC 4 1a AB: asimismo siendo el punto
B centro del circulo CAE, ser4 la rec- S
ta BC igual 4 la reGa BA:y y4d estd demostrado, que lareGta CA es
igual 4 la AB; luego ambas retas CA,y CB son iguales 4 AB : es
asique las cantidades iguales 4 una misma son iguales entre sid : lue- d  Axio-
go la re€ta CA es igual 4 la CB. Luego lastres retas CA,AB,BC ma 1.
son iguales entre si. Por consiguiente ser4 ABC un tridngulo equi-
litero , y estard construido sobre la rea dada terminada AB. Lo .
que debia hacerse,

D ~ PROP. II. PROBL.
E un punto dado tirar una reta igual 4 otra dada.

¢ Defini-
cion 15°

Sea el punto dado A, y la re@a
dada BC;y hdyase de tirar des-
de dicho, punto una reta igual 4
la BC.”

Tirese desde el purto A al pun-

to B la re®a AB 2, y constri- a Post.x
yase sobre ella un tridngulo equi- -
lwro *DAB b :"prolériguense DA, bl
y DB @5 y con-eentro:B ,é in- - .
tervalo BC describase el circulo ¢ Post.2.

Ay CGH,
» F.T. Usamos promiscuamente de las voces /inea, y ref¥s para expresar la linea re@a.
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d Post. 3. CGH . Describase tambien con centro D, ¢é mtervalo DG el

eDef.15s.

f Axi. 3.

circulo GKL , y serd AL larefta
que se pide.

Porque siendo el punto B centro
del. cir¢culo CGH, serd la reéta BC ./ - ..
igual 4 la BG ¢ .Y siendo del mis~"
mo modo D centro del circulo
GKL , serd la reGta DL igual 4 la
DG, de las quales la parte DA es
igual 4 la parte DB; luego la res- .. |
tante AL serd igual 4 larestante . .
BG f: pero ya queda demostrado, ,
que la BC es igual 4 la BG : luego una y otra AL, y BC son
iguales 4 la reta BG : es asi que las cantidades igunales 4 una mis- -

‘ma son iguales entre si: luego tambien la re@a AL es igual 4 Ia

BC. Por consiguiente se ha tirado del punto dado A la reta AL

~ igual 4 la re€ta dada BC: L.Q.D.H.

2 2. L

b Post, 3.

.tamblen la recta C es igual 41a AD:

PROP. III. PROBL.

DADAS dos re&tas desiguales; cortar de la mayor una
parte igual a la menor. , |

Sean las dos reftas desiguales: AB la mayor, y C Ia menor;
y hdyase de cortar de.la AB una parte igual 4 C.

Tirese del punto A la reta AD 2 ,
igual 4 1a re@a C; y con centro A, é
intervalo AD describase un cxrculo :
DEF b, yserd AE la parte que se pedia.

Porque siendo A centro del circulo
DEF, serd igual lareGta AE 4 la AD:

luego las dos AE, y C son iguales a la ' ;
AD; por lo qual la reta AE es igual 4 la C. Dadas pues las A

" dos reftas desiguales AB, y C,.se ha cortado de la mayor AB .

una parte igual 4 la menor C. L. Q. D H
PROP.
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PROP. IV. TEOREMA.

I dos tridngulos tienen dos lados del uno respe&iva-
mente iguales 4 dos lados del otro , é iguales los dn-~
gulos contenidos por estos lados , tendrdn las bases igua-
les: el un tridngulo serd igual al otro; y los demas an-
gulos opuestos 4 lados iguales serdn tambien iguales.

Sean dos tridngulos ABC , DEF , que tengan los dos lados AB,
AC respetivamente iguales 4 los dos DE, DF ; es 4 saber el
lado AB igual al DE, y el ACal DF ; y el d4ngulo BAC igual
al EDF. Digo, que tambien la base BC ser4 igual 4 la base EF,
el tridngulo ABC igual al tridngulo DEF , ¢ iguales los demds
dngulos opuestos a lados iguales;
esto es, que el dngulo ABC serd A D
igual al DEF, y el ACB al DFE.

Porque sobrepuesto el tridngulo
ABC al DEF , y colocado el punto
A sobre el D, y larecta AB sobre
la DE, caer4 tambien el punto B
sobre el E, por ser la linea AB igual g CE F
4 1a DE; y por consiguiente caerd ,
del mismo modo la re¢ta AC sobre la DF, pues el 4ngulo BAC
es igual al EDF ; por cuya razon el punto C caerd sobre el F,
siendo la re@a AC igual 4 la DF : ademas de esto el punto B
coincide con el E: consiguientemente la base BC cae sobre la base
EF ; porque si cayendo el punto B sobre el E, y el C sobre el F,
no cayera la base BC sobre la EF, dos re&as encerrarian espacio,
lo qual es imposible 2: por conseqiiencia todo el tridngulo ABC
se ajustard al tridngulo DEF , y serd igual 4 él; y. los 4ngulos
restantes se ajustardn 4 los restantes, siendo al mismo tiempo igua-
les 4 ellos: es 4 saber el 4ngulo ABC al DEF, y el ACB al
DFE. Luego si dos tridngulos tuvieren &c. Lo que debia de-
mostrarse.

PROP.

aAxi.10,
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. serd igual b 4 la base GB, el tridngulo
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PROP. V. TEOR.

LOS dngulos en la base del tridngulo isdsceles son
iguales entre si; y prolongados sus lados, serin
tambien entre si iguales los angulos, que estin debaxo
de la base.

Sea isGsceles el tridngulo ABC, y tenga el lado AB igual al
AC; y prolonguense AB, AC. Digo, que el 4ngulo ABC serd
igual al ACB, y el CBD al BCE.

Porque tdmese qualquier punto F de la re@a BD, y cortese de
la linea mayor AE la parte AG 2 igual 4 AF menor, y tirense
las reGtas FC, GB. Siendo -pues la AF
igual 4 l]a AG, yla AB4 la AC, las dos
reCtas FA,, AC son respeétivamente iguales
4 las dos GA, AB, y contienen el 4ngulo
comun FAG : por conseqiiencia la base FC

AFC igual al AGB, é iguales entre si los
dngulos ACF , ABG opuestos 4 los lados
iguales AF, AG, como tambien los 4ngu-
los AFC, AGB opuestos 4 los lados AC,
AB. Y por quanto la re€a AF entera es :
igual 4 la AG, y su parte AB igual 4 la AC, serd tambien la
BF restante igual 4 1a CG restante < ; pero ya estd demostrado,
que FC es igual 4 GB: luego las dos BF, FC son respetti-
vamente iguales 4 las dos CG, GB, y el 4ngulo BFC igual al
CGB, y la BC base comun 4 ambos. Serd pues el tridngulo BFC
igual al CGB, y los demas dngulos opuestos 4 lados iguales , res-
petivamente iguales entre si: luego el dngulo FBC es igual al GCB,
y estin debaxo de la base; y el 4angulo BCF igual al CBG. Asi
estando ya demostrada la igualdad del 4ngulo ABG total al total
ACF, de los quales la parte CBG es igual 4 la BCF, serdn por con-
siguiente los dngulos ABC, ACB iguales entre si ; y estdn sobre la
base del tridngulo ABC. Por consiguiente los dngulos &c.L.Q.D.D.
Cororario. Todo tridngulo equildtero es tambien equiénI%ulg.
P o L]
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PROP. VI. TEOR.
I dos dngulos de un tridngulo fuesen entre si iguales,
tambien lo serdn los lados opuestos 4 ellos.

Sea el tridngula ABC, que tenga el dngulo ABC igual al ACB.
Digo, que tambien el lado AB ser4 igual al lado AC. A
Porque si la re&ta AB no es igual 4 la AC,
una de las dos serd mayor. Séalo'AB, y cor- D
tese de ella BD igual 4 la re&ta menor AC,
y tirese DC : siendo DB igual 4 AC, y BC
comun, las dos DB, BC serian iguales respecti-
vamente 4 las dos AC, CB, y el 4ngulo DBC
igual al ACB: luego la base DC seria igual 41a B G
base AB, y el tridngulo DBC igual 2 al ACB, el menor al ma-
yor 5 lo qual es absurdo: luego la rea AB no es desigual 4 la
AC. Serd pues igual. Por consiguiente si dos &c. L. Q.D.D.
Cor. Todo tridngulo equidngulo es equildtero,

PROP. VII. TEOR.
O=RrE una misma base , y dcia una misma parte no se
AJ pueden construir dos tridngulos, que tengan entre
si iguales cada dos lados, que salen de un extremo de ella.

Si se pudiesen construir, sean sobre la misma base AB , y 4cia
una misma parte los dos tridngulos ACB, |
ADB, que tengan iguales entre si los lados C D
CA, DA, ylos CB, DB.

Tirese lare@a CD: 6 el vértice del un tridn-
gulo estaria dentro del otro tridngulo, 6 fuera
de él. Supdngase primeramente, que esté fuera;
entonces por quanto el lado AC es igual al
AD, ser4 tambien el 4ngulo ACD igual al A B
ADC 2: es asi que el ACD es mayor que
el BCD: luego el ADC es mayor que el BCD: por conseqiiencia
el 4ngulo BDC serd mucho mayor que el BCD. Ademas siendo
el lado CB igual al DB, seria tambien el dngulo BDC igual 2 al
BCD; lo qual es imposible, pues queda demostrado ser mayor.

Pe-

a4l

as. L

bs. I,
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Pero supdngase, que el vértice de uno de los dos tridngu-
los, por exemplo el D, esté dentro del otro: prolénguense AC,
AD hasta E,F 5y en tal caso siendo el lado AC igual al AD , se~
rdn iguales entre si los dngulos ECD, FDC
debaxo de labase : es asi que el 4ngulo ECD
es mayor que el BCD, y por consiguiente el
dngulo FDC mayor que el BCD : luego es
mucho mayor el 4dngulo BDC que el BCD.
A mas , como se ha supuesto el lado CB igual
al DB, ser4 el dngulo BDC igual al BCD: es
asi que esto es imposible , pues ya se ha de-
mostrado ser el dngulo BDC mayor que el A B
BCD : y el caso en que el vértice de un tridngulo cae en uno
de los lados del otro, no necesita de demostracion. Por consi-
guiente sobre &c. L. Q. D. D.

PROP. VII. TEOR.

SI dos tridngulos tienen los dos lados del uno respeéti-
vamente iguales 4 los dos lados del otro , y las dos

bases iguales ; tendrdn tambien iguales los dngulos com-
prehendidos por los lados.

Sean dos tridngulos ABC, DEF, que tengan el lado AB igual
al DE, el AC igual al DF, y la base BC igual 4 la EF. Digo,
que el 4ngulo BAC serd tam-
bien igual al EDF. A D G

Porque sobrepuesto el
tridngulo ABC al DEF , el
punto B al E, y 1a re®a BC
4 la EF ; caerd tambien el
punto C sobre el F 5 porque
laBCes igual 4 la EF;y B CE F
por consiguiente caerdn tam-
bien las reGas BA , AC sobre las ED , DF ; pues si cayendo la
base BC sobre 1a base EF, los lados BA , AC no cayesen sol;re
: os
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los lados ED, DF, sino que estuviesen en otra situacion, co-

mo EG, GF, se formarian ya sobre una misma base EF ,y acia

una misma parte dos tridngulos EDF , EGF , que tendrian igua-

les entre si cada dos lados , que salen de un extremo de

ella : pero no se pueden construir 2: luego cayendo la ba- ,,.1.
se BC sobre la EF, caerdn los lados BA , AC sobre los ED,

DF : luego se ajustardn 3 por lo qual el dngulo BAC cae-
rdsobre el EDF , y serd igual 4 €l b. Por consiguiente si b Axi, s,
dos tridngulos &c. L. Q. D. D.

PROP. IX. PROBL.

Ivipir en dos partes iguales un dngulo redilineo
dado '

Sea el 4ngulo reQilineo dado BAC; y hdyase de dividir en dos
partes iguales.

Témese en AB un punto qualquiera D, cér- A
tese de la re@a AC la » AE igual 4 la AD, N a3 L
tirese DE, y constriyase sobre ella el tridn- ‘k
gulo equildtero b DEF ; y tirese AF. Digo, D E b1l
que la reGa AF dividird en dos partes iguales "
al 4ngulo BAC.

Porque siendo Ia linea AD igual 4 la AE,y B F c
1a AF comun, las dos DA, AF son respeGivamente iguales 4 las
EA, AF, y la base DF igual 4 la base EF : luego el dngulo DAF,
siraiQ igln)xal I—£ al 4ngulo EAF. Por consiguiente queda dividido &, ¢ 8. L

PROP. X. PROBL.

Dlvmm en dos partes iguales una re€ta dada termi-
nada. :

Sea AB la re@a dada terminada ; y hdyase de dividir en dos
partes iguales.
Cons-~
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Constriyase sobre ella untridngulo equildtero 3 ABC,y dividase
en dos partes iguales el dngulo ACB por la C

bg. I retaCD b. Digo, que la re&ta AB quedard di-

. iguales 4 las dos BC, CD, y el 4ngulo ACD

a3 L

bir. L

c8. L

d Def.10.

vidida en dos partes iguales ea el punto D.

Porque siendo AC igual4 CB, y CD co-
mun , las dos AC, CD son respe&ivamente

igual al BCD: luego la base AD esigual 41a A D B
base DB. Por consiguiente queda dividida en dos partes iguales

-la reGa AB en el punto D. L.Q.D.H.

PROP. XI. PROBL.

Levar una perpendicular 4 una reéta dada en un
punto dado.

Sea la re&ta dada AB, y C el punto donde se haya de elevar
la perpendicular. '
Témese qualquier punto D de la AC, y CE igual 2 4 CD;
sobre DE constriyase un tridangulo equi-
latero b DFE , y tirese la linea FC. Digo, F
que esta serd perpendicular 4 AB en el
punto C.
Porque siendo el lado DC igual al
CE, el FC comun, y la base DF
igual 4 la base FE, sera el 4ngulo DCF
igal al angulo ECF < peroglelstos dos AD C EB
dngulos iguales estin formados por una re&a FC, que encuen-
tra 4 otra AB; y quando una re@a insiste sobre otra, forman-
do los dos 4dngulos entre si iguales, es perpendicular 4 esta d:
luego F C serd perpendicular 4 AB en el punto dado C.
L.Q.D.H. |
Cor. De aqui se sigue, que dos retas no pueden tener un seg~
mento comun. ‘ :
Porque si fuera posible , supongamos que las dos re€tas ABC,
ABD tuviesen el segmento comun AB: en el punto B tirese
la linea BE formando 4ngulos reGos con la AB ; siendo ptgs
refta
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re@a la ABC, serd el 4ngulo CBE igual al dngulo EBA ; y

- del mismo modo , siendo refta la
ABD, serd igual el dngulo DBE al
EBA : luego el 4dngulo DBE " serd
igual al CBE ; el menor al mayor,
lo qual es imposible : por consiguien~
te dos reftas no pueden tener un co-
mun segmento.

E

A

PROP. XII. PROBL.
DE un punto dado fuera de una re&a indefinida baxar

4 ella una perpendicular.

Sea AB la re@a dada indefinida, y C el punto dado fuera de
ella, de donde se le ha de baxar la perpendicular.
Témese de la otra parte de la reGta AB qualquier punto D, y

con centro C, é intervalo CD describase
el arco 2 EGF, que corte 4 la refta
AB en los puntos F, G; y dividase b
en dos partes ignales la FG en el punto
H: del punto C al H tirese la CH,
serd esta perpendicular 4 AB desde el
punto dado C.
Tirense CF, CG.

a Post.3,

\/N

Siendo pues 1guales los lados FH, y HG, el HC comun , y la
base CF igual 4 1aCG ¢, serd el dngulo CHF igual al CHG 4 : cDef 15
pero estos dos dngulos estdn formados por una re&ta CH, que en-
cuentra 4 otra AB; y quando una rea insistiendo sobre otra for-
ma dos 4ngulos iguales, es perpendicular 4 ella. Luego la re&a
CH, que se ha tirado del punto dado C 4 la re&a indefinida dada
AB, es perpepdicular 4 ella. L. Q. D. H.

PROP.
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b L
¢ Def.10.

d Axi. 2.

e Axi. 1.
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PROP. XIII. TEOR.

Uanpo una re&a insiste sobre otra, forma dos 4dn-

gulos 5 los quales serdn, 6 dos retos, o0 juntos igua-
les a dos rectos.

" Supéngase, que insiste la reta AB sobre la rea CD, y forma
fos dngulos CBA, ABD. Digo, que estos serdn dos reos ; o
juntos iguales 4 dos retos. . :

Porque si el 4ngulo CBA es igual al ABD, ya son dos reGos 2:
si no,tirese del punto B dado en la linea CD1la BE b perpendicu-
lar 4 1a CD : luego los d4ngulos CBE, EBD son dos reGos < : pe.
ro siendo el dngulo CBE igual 4 los dos CBA, ABE juntos , aid-
dase 4 ambos el dngulo comun EBD, y resultardn los 4ngulos
CBE , EBD iguales 4 los CBA, ABE, EBD d. Asimismo sien-
do el 4ngulo DBA igual 4 los dos DBE, EBA, afi4dase el 4ngulo

E
A ' A

D B C D B C

comun ABC, y resultardn los 4ngulos DBA, ABC iguales 4 los
tres DBE , EBA, ABC : es asi que queda demostrada la igual-
dad de los dngulos CBE, EBD 4 los mismos tres 4ngulos; y las
cantidades iguales 4 una misma son iguales entre si ¢: luego
tambien los 4dngulos CBE, EBD son iguales a’eﬁos DBA, ABC:
pero los CBE, EBD son retos: luego los 4ngulos DBA, ABC

.son iguales 4 dos re€tos. Por consiguiente quando una refta

&c. L.Q.D.D.

PROP.
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PROP. XIV. TEOR.
I de un punto de una re®a qualquiera se tiran otras -
dos 4cia diferentes partes, haciendo con ella los dn-
gulos contiguos iguales 4 dos rectos ; estardn estas dos
lineas dire&tamente; esto es, formardn una retta.

Supéngase , que las dos reGtas BC, BD tiradas del punto B de
fareCta AB 4cia diferentes partes, forman los dos angulos conti-:
guos ABC, ABD iguales 4 dos retos. Digo , que las dos lineas
BC, BD formaran una re&a. ;

Porque 4 no ser asi, otra linea BE formaria una re@a con h
CB: ¢ insistiendo la re&a AB sobre la
re&a CBE, los dngulos ABC, ABE se- A
rian iguales 4 dos re@os 2. Tambien los o
dngulos ABC, ABD son iguales 4 dos
reftos: luego los dngulos CBA, ABE
serian iguales 4 los CBA , ABD: y qui- E
tando el dngulo comun CBA, resultaria & B/ B
el restante ABE igual al restante ABD b,
el menor al mayor, lo qual es 1mposnble luego 1a linea BE no b Axi. 3.
forma una re@a con la BC. De la misma manera se demostrar4,
que ninguna otra linea, sino es la BD, forma una reta con la BC:

luego las lineas CB, BD forman una re@a. Por consiguiente si
de ua punto &c L. Q D.D.

PROP. XV. TEOR.
I dos reQas se cortan mutuamente ; formardn los an-
gulos verticales iguales entre si.

2131

Cértense mutuamente las dos reQas AB, CD en el punto E.
Digo, que el 4ngulo AEC serd igual

al DEB, y el CEB igual al AED, C\
Porque insistiendo la re&a AE so-
bre l1a re®a CD, forma los éngulos A E\B )
CEA, AED, que juntos , son igua-
les é dos reGos 3 : € insistiendo D anl
B asi~ |
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a I10. I- )

bis. L

€ 4. Iu
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asimismo la re&a DE sobre la AB, forma los dngulos AED,
DEB iguales 4 dos re&os 2 : luego
los 4ngulos CEA, AED son iguales .

4 los AED, DEB: quitese ahora el C\
dngulo comun AED;y el restante CEA B
ser4 igual al restante BED, De la mis- \

ma manera se demostrard la igualdad
de los dngulos CEB , AED. Por con- D
siguiente si dos reGtas &c. L. Q. D. D.
Cor. 1. Dos re@as, que se cortan mutuamente, forman en el
punto en que se cortan dngulos iguales 4 quatro reGos.
- Cor. 2. Todos los dngulos formados al rededor de un punto
son iguales 4 quatro re&os.

PROP. XVI. TEOR.

PROLONGADO un lado de qualquier tridngulo ; el dn-
gulo externo es mayor que qualquiera de los inter-
nos opuestos.

Sea el tridngulo ABC, y prolénguese el lado BC hasta el punto
D. Digo, que el dngulo externo ACD serd mayor que qualquiera
de los internos opuestos , esto es CBA , BAC.

Cértese en dos partes ignales 2 ACen el punto E, ytiradala
BE, proldnguese hasta el punto F, de ma-

nera que sea EF igual 4 BE, tirese asi- A

mismo FC , y prolénguese AC hasta el F
punto G.

Porque siendo AE igual 4 EC, y
BE 4 EF , las dos AE, EB son res-
pe&ivamente iguales 4 las dos CE, EF,y
el dngulo AEB igual b al CEF, por ser B c
verticales : luego la base AB es igual 4
Ia base CF, y el tridngulo AEB igual al
CEF , y los demas angulos iguales < en-
tre si, 4 los quales estdn opuestos lados iguales : luego el 4ngulo
BAE es igual al ECF: es asi que el ECD es mayor que el ECF;

: por

.
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por consiguiente el ACD serd mayor que el BAE. De la mis-

. ma manera dividida en dos partes iguales la reta BC, se demos-

trard , que el dngulo BCG , esto es el ACD d, es mayor que e] dis.1.
ABC. Luego prolongado , &c. L. Q. D. D.

PROP. XVII. TEOR.
OS dngulos qualesquiera de todo tridngulo tomados
juntos , son menores que dos retos.

Sea el tridngulo ABC. Digo, que qualesquiera de sus dos dn<
gulos tomados juntos , serin menores que A
dos reos.

Prolénguese BC hasta D,y siendo ACD
el 4dngulo externo del tridngulo ABC, se-
rd mayor que el dngulo interno opuesto ,
ABC 2: jintese 4 dichos dos el ACB;y 216.1.
resultard , que los dngulos ACD, ACB son B C D
mayores que los ABC, ACB: es asi que ™ -
los ACD, ACB son iguales 4 dos reGos b : luego los dngu- p 4.1,
los ABC, BCA son menores que dos re&os. Con el mismo mé-
todo se demostrara, que los dngulos BAC, ACB, y tambien los
CAB, ABC son menores que dos reGos. Por consiguiente dos
dngulos , &c. L. Q. D. D.

PROP. XVIII. TEOR.

EN todo tridngulo , el dangulo opuesto & mayor lado
es mayor.

Sea el tridngulo ABC, que tenga el lado AC mayor que el
A

AB. Digo, que el dngulo ABC serd ma-
yor que el BCA.

Siendo el lado AC mayor que el AB,
témese la parte AD 2 igual 4 AB, y ti-
rese la re®a BD : el dngulo externo :
ADB es mayor que el interno opuesto B : C
DCB b del tridngulo BDC; pero el 4ngulo b16. L.
ADB es igual al ABD, por ser el lado AB igual al AD <: lue- cq. I

Ba go
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gd tambien el 4ngulo ABD serd mayor que el ACB;y por con-
sngmente el ABC mucho mayor que el ACB. Lucgo en to-
do , &c.-L. Q. D. D.

P-ROP.‘ XIX. TEOR.

'N todo tridngulo el lado Opuesto 4 mayor angulo
€S mayor. :

. Sea el tridngulo -ABC , que tenga el 4ngulo ABC mayor que
el BCA. Digo , que tambnen el lado AC serad mayor que el AB."
Porque si no fuera asi, 6 el lado AC seria igual al AB,é
menor: np es igual ; pues para esto seria A
necesarlvj: que el dngulo ABC fuese tam-

-1 bien igual 2 al ACB, lo que no es asi:

tampoco- es menor; pues en tal caso el 4n-
ulo ABC seria necesariamente menor que :
el ACB b3 pero es al contrario: luego el B c

. lado AC no es menor que el AB: y por

otra parte queda demostrado no serle 1gual luego es mayor. Por
consxguxente en todo , &c. L. Q. D. D

PROP. XX. TEOR.

oS lados' qualesquiera de todo tnangulo tomados
“juatos son mayores que el otro. .

~ Sea el tridngulo ABC. Digo , que dos lados qualesquiera de
él juntos , serdn mayores que el otro: esto D
es, que los lados BA , AC son mayores que -
el BC; y los AB, BC mayores que el AC, A
y BC, CA mayores que AB.

Prolonguese el lado BA hasta D; de ’
suerte, que sea AD 2 igual 4 CA, y ti- g C

rese DC.

Siendo, pues, DA 1gual 4 AC, serd tambien el 4ngulo ADC
igual b al ACD ; pero el 4dngulo BCD ¢s mayor que el ACDs
lue-

s
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luego BCD es mayor que ADC. _

Siendo , pues, el dngulo BCD de un tridngulo DCB mayor que
otro BDC, el lado DB opuesto al mayor 4ngulo serd mayor que el
BC:esasi que el DB esigual 4 los BA, AC: luego BA, AC jun- -
tos son mayores que el BC. De la misma suerte demostrarémos, que,
los lados AB, BC son mayores que el CA ; y los BC , CA juntos
mayores que el AB. Por consiguiente dos, &c. L. Q. D. D.

PROP. XXI. TEOR.

SI de los extremos de qualquier lado de un tridngulo
se tiran dos reftas 4 un punto dentro de él, serdn
menores que los otros dos lados del tridngulo ; y el dan-
gulo contenido por ellas serd mayor que el comprehen=
dido por dichos lados.

Sobre el lado BC del tridngulo ABC de los extremos B, C
tirense 4 un punto D dentro del tridngulo dos rectas BD, DC,
Digo , que los lados BD , DC serdn menores que los BA , AC,
y que el dngulo BDC serd mayor que el BAC. .
Prolénguese la reta BD hasta encontrar el lado ACen E 5 y
siendo los dos lados juntos de un tridngulo mayores que el otro 3, , 5, 1.
serdn los dos lados BA ; AE del tridngulo ABE mayores que el
lado BE : afiddase EC, y resultarin BA, AC mayores que BE,
EC b, Ademds de esto, siendo los dos
Iados CE , ED del tridngulo CED ma-
yores que el lado CD; afadiendo DB,
resultardn CE , EB mayores que CD,
DB < pero se ha demostrado que BA,
AC son mayores que BE , EC: luego los
lados BA, AC son mucho mayores que B
los BD, DC. '
- Ademds, siendo &l ‘4ngulo exierao de qualquier tridngulo ma-
yor que el interno opuesto 4, serd el 4ngulo externo BDC del d 16,1
tridngulo CDE mayor que el dngulo CED ; pero el 4ngulo ex-~.
terno CEB es mayor que el BAC: luego el BDC serd mucho ma--
L B3 yor-




a2o.1,

a3 L

b Post. 3.

¢Def.xs.

d Def.135,

220 ELEMENTOS DE EUCLIDES.
yor que el BAC. Por consiguiente si de los, &c. L.Q.D.D. -

PROP. XXII. PROBL.

OxsTruIr un tridngulo , que tenga los lados iguales
4 tres reftas dadas , con tal que cada dos juntas *
sean mayores que la otra.

Sean las tres re&as dadas A, B, C;y cada dos de ellas jun-
tas mayores que la otra j esto o
€, las A, B mayores que la C,
y las A, C mayores que la B;
como asimismo las B, C ma-
yores que la A:y hdyase de
construir ‘un tridngulo, que ten-
ga los lados iguales 4 estas tres
lineas. _

" Sea la reta DE terminada
por la parte D, ¢ indefinida por B c—
la E: témese DF igual 2 4 A,
FG igual 4 B,y GH4C;y con centro F, ¢ intervalo FD des-~
cribase un circulo ® DKL. Ademds de esto, con centro G, é
intervalo GH describase otro circulo KLH , y tirense las lineas
KF, KG. Digo, que resultard el tridngulo KFG formado por tres
reftas iguales 4 las dadas A, B, C.

Porque siendo el punto F centro del circulo DKL , el radio
FD serd igual al FK <5 pero el FD es igual 4 la rea A: lue-
go el FK serd tambien igual 4 A. Ademés,siendo el punto G cen-.
tro del circulo LKH, el radio GH serd igual al GK d ; pero GH
es igual 4 C: luego tambien GK serd igual 4 C, y tambien FG
es igual 4 B: luego son iguales las tres retas KF, FG, GK 4
las tres dadas A, B, C. Por consiguiente , &c. L. Q. D. H.

PROP. XXIII.. PROBL.

I ‘:N un punto dado de una reéta dada construir sobre
ella un dngulo reQilineo igual 4 otro dado.

Sea
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Sea la re&a dada AB, A el punto, y DCE el dngulo, y hé-
yase de construir sobre la AB, y en dicho punto un dngulo rec-
tilineo igual al dado.

Tomense en ambos lados CD, CE dos puntos qualesqunera D,

E , y jintense por la DE ; y con
tres reflas iguales 4 las tres CD,

DE, EC constriyase 2 un tnangulo I
AFG de tal manera, que la AF a2t
sea 1gual 4 CD,la AG 4 CE,y
la FG 4 DE.

. ‘ D EF G

Porque siendo las dos lineas DC,
CE respetivamente iguales 4 las dos
FA, AG, y la base DE igual 4 1a
FG, serd el dngulo DCE igual al FAG b, Luego sobre larefta b8.1.
dada AB,y en el punto A resulta construido el dngulo reti-
lineo FAG ‘igual al dado DCE. L, Q. D. H.

PROP. XXIV. TEOR.

I dos triangulos tienen dos lados del uno respeétiva-

mente iguales 4 dos lados del otro, y desiguales los

dngulos comprehendidos ; el que tenga mayor dngulo
tendra mayor base.

Sean dos tridngulos ABC, DEF , que tengan los dos lados AB,
 AC respe&ivamente 1guales A
4 los dos DE , DF ; pero el
dngulo BAC mayor que el
EDF. Digo, que la base BC
serd tambien mayor que la
base EF.
Supéngase, que delasrec- B C E G
tas DE ,DF es DE la ma-
yor construyase sobre ella en D el dngulo EDG 2 i al al a23. 1.
BAC, y tirese la DG b igual 4 qualqulera de las dos A%u DF: b 3.1,
y juntense los puntos E, G, F.
By - Por-
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Porque siendo AB igual 4 DE, y AC 4§ DG, los dos BA,
'AC serdn respeftivamente D
iguales 4 los dos ED , DG;
y el 4dngulo BAC igual al
EDG: luego la base BC se-

c 4. 1. rd igual < 4 la EG. A mas,

, . siende igual DG & DF, se-

d.1, rd tambien igual del dngu- B G E G
lo DFG al DGF ; pero el F
dngulo DGF es mayor que el EGF : por consxgmente el DFG
ser4 mayor que el EGF: luego es mucho mayor el #ngulo EFG
que el EGF :y teniendo el tridngulo EFG el 4ngulo EFG ma-
yor que el EGF,el lado EG opuesto al dngulo EFG serd ma-
yor que el lado EF opuesto al dngulo EGF : es asi que el la-
do EG es igual al BC: luego tambien el BC ser4 mayor que
el EF. Por consiguiente si dos, &c. L, Q. D. D.

PROP. XXV. TEOR.

I dos tridngulos tienen dos lados del uno respe&i-

vamente iguales 4 dos lados del otro, y desiguales

las bases; el que tenga mayor base tendra mayor an-
gulo comprehendido por los lados.

- Sean dos tridngulos ABC, DEF , que tengan los lados AB,
AC respe&tivamente iguales £ los
lados DE,DF, y sea la base BC A b
mayor que la EF. Digo, que el
dngulo BAC ser4 mayor que el
EDF.
Porque 4 no ser asi , seria igual,
é menor : igual no Io es ; pues
en tal caso la base BC fuera igual B C E F
‘a4. L 41a EF 2;]o que no es asi: me- ' :
nor tampoco ; porque entonces seria menor la base BC que Ia
- b24. 1. EF b5 lo qual es al contrario ; y queda antes demostrado no
ser
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ser igual : luego el dngulo BAC serd mayor que el EDF, Por
consiguiente si dos, &c. L. Q. D. D.

PROP. XXVIL TEOR.

SI dos tridngulos tuvieren dos dngulos del uno res-
pe@ivamente iguales 4 dos dngulos del otro, y un
lado igual 4 un lado, siendo estos los adyacentes 4 los
dngulos iguales , 6 los opuestos @ dngulos iguales; ten-
drdn tambien los otros lados respeétivamente iguales en-
tre si, y el otro dngulo igual al otro dngulo.

Sean dos tridngulos ABC, DEF, que tengan los dos dngulos
ABC, BCA respeftivamente iguales 4 los dos DEF , EFD, y
un lado igual 4 otro; prime-
ramente el adyacente 4 dngu- A D
los iguales, esto es el lado BC
igual al EF. Digo, que serdn G
los demds lados AB igual 4
DE , ACigual 4 DF, y el 4n-
gulo BAC igual al otro EDF. :

Porque si la re&ta AB fue- B C E F
se desigual 4 la DE, una de
las dos seria mayor : séalo AB, tdmese la parte BG igual al la-
do DE, y tirese GC : siendo, pues, BG igual 4 DE , y
BC 4 EF, las dos lineas GB, BC serian respeftivamente igua-
Ies 4 las dos DE, EF,y el dngulo GBC igual al DEF : luego
Ja base GC seria igual 2 4 1a DF, y el tridngulo GBC igual al
DEF, y los demds dngulos opuestos 4 lados iguales serian igua-
les entre si: luego el dngulo GCB seria igual al DFE : es asi que
este Ultimo se supuso igual al BCA : por consiguiente el BCG
seria igual al BCA , el menor al mayor, lo qual es imposible:
luego no puede ser desigual AB 4 DE: luego serd igual: es

asi que BC es igual 4 EF ; consiguientemente los dos AB, BC
' - son

asg. L,
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‘son respetivamente iguales 4 los dos DE, EF, y el 4ngulo
ABC igual al DEF : luego la basa AC es igual 4 la DF , y el
a4 1. dngulo BAC al EDF 2,

Sean en segundo lugar los lados iguales los opuestos 4 4n-
gulos iguales , como el AB,y el DE;serdn tambien los demds
lados iguales entre si , esto es
AC 4 DF,y BC4EF;yel

A D
dngulo BAC igual al EDF.
Porque si la linea BC fue-
se desigual 4 la EF, una de
ellas seria mayor: séalo BC, ‘
supéngase BH igual 4 EF,y

tirese AH: siendo, pues, la
linea BH igual 4 la EF, y B HC E ¥
AB 4 DE, las dos AB, BH resultarian respe&tivamente igua-
les 4 las dos DE, EF : y comprehenden d4ngulos iguales:
luego la base AH seria igual 4 la DF, el tridngulo ABH al
DEF , y los demds 4ngulos opuestos 4 lados iguales , iguales
entre si: luego serd igual el 4ngulo BHA al EFD; pero el
b Por 1a EFD es igual al BCA b: luego tambien el 4ngulo BHA se-
hipétesis. ria igual al BCA j esto es, el dngulo externo del tridngulo
AHC seria igual al 4ngulo interno opuesto BCA ; lo qual es
¢ 16.1. imposible <: por conseqiiencia la linea BC no es desigual 4
la EF ; luego serd igual: es asi que la AB es igual 4 la DE:
luego las dos AB, BC son respe@ivamente iguales 4 las dos
DE, EF , y conticnen 4ngulos iguales: asi la base AC es igual
4 la DF, y el dngulo BAC igual al DEF. Por cobsiguiente
si dos, &c. L. Q. D. D, ,

PROP. XXVII. TEOR.

SI una re&ta cayendo sobre otras dos forma los dngu-
los alternos iguales entre si ; estas rectas serdn en-
tre si paralelas. ,

Supdngase, que cayendo la re@a EF sobre las reas AB, CD

for-



LIBRO PRIMERO. ‘2%

forma los dos 4ngulos alternos AEF , EFD entre si iguales. Digo,

que la re®a AB ser4 paralela 4 la CD.
Porque si no lo fuese , prolongadas las lineas AB, CD, se en~

contrarian 4cia BD, 6 AC: prolénguen-
se, y encuéntrense dcia BD en el pun- :
to G, y resultaria el dngulo externo A g / B

AEF del tridngulo GEF mayor que

el dngulo interno opuesto EFG 25 lo / >G a6l
que es imposible por haberse supuesto ('37 F D

igual : luego prolongadas las lineas

AB, CD no se encontrardn 4cia BD.

Semejantemiente se demostrard , que tampoco se encontrarian 4cia
AC: es asi que las que nunca se encuentran son paralelas b: lue«
go AB es paralela 4 CD. Por consiguiente si una &c. L. Q. D. D.

PROP. XXVIIL TEOR.

SI- una refta cayendo sobre otras dos forma el dngulo
externo igual al interno opuesto dcia la misma parte,
o bien lps dngulos internos de una misma parte iguales 4
dos rectos ; serdn las dos lineas paralelas.

Supuesto, que la re®a EF cayendo sobre las re¢tas AB, CD
forme el dngulo externo EGB igual al interno opuesto 4cia la mis-
ma parte GHD, 6 que forme los dngulos internos de la misma
parte BGH, GHD iguales 4 dos reftos: digo, que la re¢ta AB
serd paralela 4 la re&ta CD, T

Porque siendo el 4ngulo EGB igual alGHD, y el EGB al

bDef.35.

AGH a; tambien serd igual el 4n- arsl

gulo AGH al GHD, y son alternos: E

luego la linea AB es paralela b 4 1a b 271

CD: ademas de esto siendo los dngu- A G B .p

los BGH, GHD iguales 4 dos rectos ¢, ' hiponr
tambien los 4ngulos AGH, BGH son C D

iguales 4 dos re@os d: resultardn pues H\ di3 I

los dngulos AGH , BGH iguales 4 los

BGH, GHD: quitese el dngulo comun - F
. BGH,
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BGH, y quedar4 el AGH igual al GHD: y son tambien alternos:

luego la linea AB serd paralela 4 la CD. Por consiguiente si una
&c. L.Q.D.D. '

PR OP. XXIX. TEOR.

Véanse CAYENDO una refta sobre dos paralelas, formard los

las Notas i X , .
4 estaPro. angulos alternos iguales entre si; el externo igual

POl 4 su interno opuesto de la misma parte ; y los internos
de la misma parte iguales 4 dos rectos.

- Cayga la re@a EF sobre las re@as paralelas AB, CD. Digo,
que formar4 los dngulos alternos AGH , GHD iguales entre si ; el
externo EGB igual al interno opuesto de la misma parte GHD:
dltimamente los internos de la misma parte BGH , GHD iguales 4
dos re&os. ,

‘Porque si el 4ngulo AGH fuera desigual al GHD , uno de ellos
gerfa mayor. Séalo el AGH, y junteseles el BGH : resultarén los
dngulos AGH , BGH mayores que los

BGH , GHD: es asi que los dngulos AGH,
213. 1. BGH son iguales 4 dos reGos 2 : luego

los BGH, GHD serian menores que dos A™—GN B

re€tos: pero las reas, que con otra for- .

man los dngulos internos de la misma par- = " D
- te menores que dos reftos prolongadas al \F

* Ax.12. infinito, se encuentran *: luego las rectas
l‘;:&’; e AB, CD prolongadas al infinito se encontrarian: es asi, que no se
festaPro. €NCUENtran, pues se supusieron paralelas: luego el dngulo AGH
posicion. no puede ser desigual al GHD: luego serd igual. Tambien el 4n-
b 15. 1. gulo AGH esigual al EGB b: luego el EGB serd igual al GHD:

afiddase el dngulo BGH , y resultardn los dngulos EGB, BGH

iguales 4 los BGH, GHD: es asi que los EGB, BGH son igua-~
e 13. 1. les ¢ 4 dosretos: luego serdn asimismo iguales 4 dos retos los

éngulos BGH, GHD. Por consiguiente cayendo &c. L.Q.D.D.

PROP.
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"PROP. XXX. TEOR. .

T AS re@as, que son paralelas 4 una misma reta, son
- paralelas entre si.

Sean las dos lineas AB, CD paralelas 4 1a EF. Digo, que tam-
bien AB sera paralela 4 CD. : : '.
Supdngase , que cae sobre estas la re@ta

GHK ; por quanto la r2@a GK cae so~ , G/
bre las reas paralelas AB, EF, el dn- A / B
gulo AGH ser4 igual 2 al GHF. Ademas H

cayendo la misma re&ta GK sobre las K /

re&tas paralelas EF, CD, el 4ngulo GHF C D
resulta igual al GKD b:y ya estd demos- / b 2g. 1
trada la igualdad del 4ngulo AGK al B
GHF : luego taimbien el 4ngulo AGK serd igual al GKD : pero

estos son tambien alternos: luego la linea AB es paralela 4 la

CD ¢, Por consiguiente las reGas &c. L. Q. D, D, cay. L

PROP. XXXI. PROBL.

POR un punto dado, tirar una paralela 4 una reéta
dada.

- Sea A el punto dado, y BC la re@a dada, y hdyase de tirar
una paralela por el punto A 4 la re€a BC.

.. Témese en la linea BC qualquier punto E A F
D: jintense A ,y D; constriyase en el pun- '
to A de la reGa DA el 4ngulo 2 DAE ‘a2zl
igual al ADC, y prolénguese la re¢ta EA; B D o

esto es tirese AF dire@amente 4 EA.
Formando pues la rea AD , que cae sobre las re&as BC, EF,
dngulos alternos iguales entre si, resulta que la linea EF serd pa-

ralela 4 BC. Por consiguiente se ha tirado &c.L.Q.D.H.

PROP.
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~ PROP. XXXIIL TEOR.

EN todo tridngulo, prolongado uno de sus lados , el
angulo externo es igual 4 los dos internos opuestos:
y los tres angulos internos de todo tridngulo son iguales
d dos rettos.

Sea el tridngulo ABC 5 y uno de sus lados BC prolénguese
hasta D. Digo, que el 4ngulo externo ACD serd igual 4 los in-
ternos opuestos CAB, ABC ; y que los tres 4ngulos internos ABC,
BCA , CAB del tridngulo serdn iguales 4 dos retos.

Tirese por el punto C la CE paralela 2 4 la refta AB: sien-
do estas dos lineas paralelas, y ca-

yendo sobre ellas la AC, los dngulos A E
alternos BAC, ACE resultan entre si
iguales b, Ademas, como AB es
paralela 4 CE, y sobre ambas cae
la reGa BD, el dngulo externo ECD g C D

es igual < al interno opuesto ABC:
luego el dngulo externo ACD es igual 4 los dos internos opuestos
CAB, ABC. Afiddase 4 ambos el dngulo ACB ; y resultardn igua-
les los 4ngulos ACD, ACB 4 los tres CBA , BAC, ACB: es asi
que los dngulos ACD, ACB son iguales 4 dos rettos d: luego
tambien los dngulos CBA , BAC, ACB son iguales 4 dos retos.
Por consiguiente en todo &c. L. Q. D. D.

Cor. 1. Juntos todos los 4ngulos internos de qualquiera figura
reilinea con quatro 4dngulos re€tos compo-
nen dos veces tantos retos, quantos son los D
lados de la figura.

Porque qualquiera figura re&ilinea, co- E C
mo la ABCDE, es divisible en tantos tridn-
gulos , quantos son sus lados, tirando reftas F
de un punto F de dentro de la figura 4 todos
sus dngulos : es asi que juntos todos los 4n- A B
gulos de los tridngulos son ( segun la Propo-
sicion precedente ) iguales & dos veces tantos reos, quantos son

los
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Ios tridngulos, esto es quantos son los lados de la figura: y los
mismos dngulos son todos iguales 4 los dngulos de la figura jun-
tos con los dngulos, que concurren en F vértice comun de los
tridngulos ; esto es juntos con quatro reGos 2: luego todos los
dngulos de la figura juntos con quatro rectos son iguales 4 dos ve-
ces tantos reGos , quantos son los lados.

Cor. 2. Todos los 4ngulos externos de qualquiera figura
reilinea juntos son iguales 4 quatro
reGos.

Porque el 4ngulo interno ABC junto A
~con el externo adyacente ABD es
igual b 4 dos reftos: luego todos los
internos juntos con los externos serdn (o
iguales 4 dos veces tantos reos, quan- D B \
tos son los lados de la figura: esto es
( conforme al Corolario anterior ) 4 todos los dngulos internos de la
figura juntos 4 quatro re&os. Por consiguiente los externos son
iguales 4 quatro reQos. '

PROP. XXXIII. TEOR.
LAS re@®as, que juntan dcia una misma parte los ex-
tremos de dos reétas iguales , y paralelas, son tam-
bien iguales , y paralelas entre si.
Sean iguales, y paralelas las lineas AB, CD, y jintense sus
extremos dcia una misma parte por las reGtas AC, BD. Digo, que
fas lineas AC , DB serdn iguales,y paralelas.

Tirese la linea BC; y por quanto AB es paralela 4 CD, y cae
sobre ellas BC, los dngulos alternos ABC, A B

a 2. Cor.
15. L

b3 L

BCD serdn iguales 2: y siendo AB igual 229. 1,
4 CD, y BC comun, las dos AB, BC se-
rdn iguales 4 las dos DC,CB, y el 4n-
gulo ABC igual al BCD: luego la base

AC serd igual 4 1a BD,el tridngulo ABCal € D

BCD,y los demas dngulos opuestos 4 lados iguales son iguales bs b 4. I.

pero lareéta BC cayendo sobre las reétas AC, BD forma los dngu-

los alternos ACB, CBD entre si iguales: luego serd AC paralela 4
BD:



ca7. L

a29. L

b29. L

¢ 26,1

d 4L

32 ELEMENTOS DE EUCLIDES.

BD c:y por otra parte queda ya demostrada su igualdad. Por
consiguiente las re@tas &c. L. Q. D.D.

PROP. XXXIV. TEOR.

OS lados, y los dngulos opuestos del paralelogramo
son entre si iguales : y la diagonal divide al para-
lelogramo en dos partes iguales.

Sea el paralelogramo ABDC, y tenga por diagonal 4 Ia linea

BC. Digo, que los lados, y 4ngulos opuestos del paralelogramo

serdn entre si iguales ; y que la diagonal BC lo dividird en dos
partes iguales.

Porque siendo la linea AB paralela 4 CD, y cayendo sobre
ellas la recta BC, los dngulos alternos
ABC, BCD serdn entre i iguales 2. Ade- A B

mas de esto, como la linea AC es paralela

4 BD, y sobre ellas cae BC, tambien ,

serdn entre si iguales b los éngulos alter- . '
nos ACB, CBD: luego ABC, CBD son C Do
dos trléngulos , que tienen los dos 4ngulos
ABC, BCA respe@ivamente iguales 4 los dos BCD,CBD, y un
Iado comun BC adyacente 4 estos 4ngulos xguales luego tendrin
los demas lados respeftivamente iguales entre si, .y el 4ngulo res-
tante igual al restante <: luego el lado AB serk igual al CD: el
AC al BD; y el dngulo BAC igual al BDC: y por quanto el 4n-
gulo ABC es igual al BCD, y este al ACB, ser4 el 4ngulo ABD
total igual al ACD total: es asi que ya esté demostrada la igual-
dad del 4ngulo BAC al BDC: luego los lados, y 4ngulos opues-
tos del paralelogramo son entre si iguales.

A mas de esto la diagonal dividird en dos partes iguales al para-~
lelogramo: porque siendo la linea AB igual 4 la CD, y la BC
comun, las dos AB, BC son respe@ivamente iguales 4 las dos
DC, CB y y el éngulo ABC igual al BCD: luego el tridngulo ABC
serd 1gual al BCD. Por consiguiente la diagonal BC divide en
dos partes iguales al paralelogramo ACDB, L. Q. D.D.

PROP.
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PROP. XXXV. TEOR.

] 0S paralelogramos , que tienen una misma base , y
- estdn en unas mismas paralelas son iguales entre si.

Sean los paralelogramos ABCD, EBCF, que tengan la mismx
base BC, y estén en las mismas paralelas AF,
BC. Digo, que el paralelogramo ABCD se-
rd igual al EBCF.

Porque si los lados AD, DF opuestos 4 la
base BC de los paralelogramos ABCD,DBCF -
se terminan en D, es manifiesto , que ambos B C '
paralelogramos son duplos del tridngulo BDC 2, y por consi- a 34. L
‘guiente entre si iguales.

Pero supongamos, que los lados AD, EF opuestos 4 la ba-
se de los paralelogramos ABCD, EBCF no se terminan en un
mismo punto: en tal caso, sxendo ABCD un paralelogramo, la

lmea AD serd igual 4 BC b, y por lamisma razon la linea EF b 34. I

A D F

4 F A E D F
serd igual 4 BC: luego AD ser4 tambien igual 4 EF ¢ y qui- c Axi. 1.
tando , 6 afiadiendo la DE , resultard AE igual 4 DF d: asimismo d Axi. 2.
“1a linea AB es igual 4 DC: siendo las dos EA, AB respeti- v3-
vamente iguales 4 las dos FD, DC, y el 4ngulo FDC igual al
EAB, el externo al interno ¢: serd la base EB igual 4 la FC,y e 29. 1.
el tridngulo EAB igual f al FDC: quitese el tridngulo FDC del f 4. 1.
trapecio ABCF , y del mismo quitese el tridngulo EAB, y resul-

tard el paralelogramo ABCD igual al paralelogramo EBCF e. gAxl 3
Por consiguiente los paralelogramos &ec. L.Q.D.D.

C PROP.
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PROP. XXXVI. TEOR.

OS paralelogramos, que tienen bases iguales, y estdn
en unas mismas paralelas , son iguales entre si.

Sean los paralelogramos ABCD, EFGH, que tengan las ba-
ses BC, FG iguales, y estén en las mismas paralelas AH, BG.
Digo , que el paralelogramo ABCD ser4 igual al EFGH.
Tirense las lineas BE, CH: :
por quanto BC es igual 4 A DE H
a4.L.LFG,y FG 4 EH 3, serd '
tambien BC igual 4 EH ; y
son paralelas, y las juntan BE,
CH: es asi que las lineas, que
juntan los extremos de lineas B C F G
iguales, y paralelas, 4cia la mis-
b 33.1. ma parte, son iguales, y paralelas b: luego tambien- las lineas
EB, CH son iguales, y paralelas : asi EBCH es un paralelogramo
c 35.1 igual al ABCD ¢ por tener la misma base BC, y estir en las
mismas paralelas BC, AH : por la misma razon el paralelogra-
mo EBCH es igual al EFGH: luego ABCD es igual 4 EFGH.
Por consiguiente los paralelogramos , &c. L. Q. D. D.

PROP. XXXVIIL. TEOR. /

OS tridngulos, que tienen una misma base, y estin
en unas mismas paralelas, son iguales entre si.

Sean los tri4ngulos ABC, DBC, que tengan la misma base BC,
~y estén en las mismas paralelas AD, A D F
BC. Digo, que el tridngulo ABC se-
rd igual al tridngulo DBC.
Prolénguese por ambas partes la
linea AD hasta los puntos E , F; y
por B tirese la linea BE paralela 4
a3r.L. CA,y por C la CF 2 paralela 4 B C

BD:y resultardn una y otra figura EBCA , DBCF paralelogra-
| mos;
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mos ; y el paralelogramo EBCA igual al DBCF b, porque tie- b 35.L
nen una misma base BC, y estdn en las mismas paralelas BC

EF; pero el tridngulo < ABC es la mitad del paralelogramo EBCA, ¢ j,.1.
por dividirlo la diagonal AB en dos partes iguales ; tambien el
tridngulo DBC ¢ es la mitad del paralelogramo DBCF , por di<
vidirlo la diagonal DC en dos partes iguales: es asi que las mi-

tades de cantidades iguales son entre si iguales ©: luego el tridn- ¢ ay, 5.
gulo ABC es igual al tridngulo DBC. Por consiguiente los tridn- - .
gulos, &c. L. Q. D. D.

PROP. XXXVIIL TEOR.
LOS tridngulos, que tienen bases iguales , y estin en
unas mismas paralelas , son iguales entre si.

Sean los tridngulos ABC, DEF , que tengan las bases BC, EF
iguales, y estén en las mismas '
paralelas BF, AD. Digo, que G A D H
¢l tridngulo ABC serd igual al
DEF. :

Prolénguese 1a linea AD por
ambas partes hasta los puntos G,
H,y por B tirese BG paralela B C E F
4 CA, como asimismo por F
FH 2 paralela 4 ED; resultardn ambas figuras GBCA,y DEFH , ar.L
paralelogramos ; el primero igual al segundo b, por estr sobre 36. 1.
iguales bases BC, EF ,y en las mismas paralelas BF , GH : es asi
que el tridngulo ABC es la mitad del paralelogramo GBCA , pues
la diagonal AB lo divide en dos partes iguales <, y el tridngulo . 3.1
DEF es la mitad del paralelogramo DEFH , como que la diago- ’
nal DF lo divide en dos partes iguales : luego el tridngulo ABC
es igual al DEF. Por consiguiente los tridngulos, &c. L. Q. D. D.

PROP. XXXIX. TEOR.

OS tridngulos iguales , que tienen una misma base,
Yy sus vértices dcia una misma parte, estdn en unas
mismas paralelas.

Ca Sean



36 ELEMENTOS DE EUCLIDES.

Sean los tridngulos xguales ABC DBC, que tengan la misma
base BC, y los vértices A, D 4cia la misma parte. Digo, que es-
tardn en unas mismas paralelas

Juntense los vértices por la reGa AD,y serd esta paralela 4
BC : si no lo fuese, sea la re&a AE tira-

a 3.1, da por el punto A 2 paralela 4 BC,y ti- A D
-~ rese la linea EC: resultard el tridngulo ABC
b 37.1. igual al EBC b, por estdr sobre la misma ba-
se BC » ¥ en las mismas paralelas BC, AE:
es asi que el tridngulo ABC es igual al DBC:
luego tambien el DBC serd igual al EBC, el B C
mayor al menor, lo qual es imposible : consi-
guientemente AE no es paralela 4 BC: semejantemente demostra-
rémos, que ninguna otra linea es paralela , sino AD: luego esta
es paralela 4 BC. Por consiguiente los tr:éngulos &c. L. Q. D.D.

PROP. XL. TEOR. : i

l OS triangulos 1guales, que tienen las bases iguales,
y direlamente , 0 en linea re(la ,y sus vértices dcia
una misma parte, estin en unas mismas paralelas.

Tengan los tridngulos iguales ABC, DEF las bases iguales
BC, EF, y los vértices 4cia una misma parte. Digo, que es-
tardn en unas mismas paralelas ; es-

to es,tirada la linea AD, serd pa- A D
a3r.L ralela 4 BF;y sino, sea AG
la paralela 4 BF tirada por el pun- G

to A : jintense los puntos G,F;y
b38.1 resultard el tridngulo ABC 1gual b

al GEF , porque tienen las bases B C E F

iguales BC, EF, y estdn en unas mis- '

mas paralelas BF AG : es asi que el tridngulo ABC es igual

al DEF : luego tambien el DEF serd igual al GEF, el mayor

al menor , lo qual es absurdo : luego AG no es paralela 4 BF:

semejantemente se demostrar4 , que ninguna otra linea , fuera de
‘ AD
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AD es paralela : Iuego esta es paralela 4 BF. Por consiguiente .

los tridngulos , &c. L. Q. D. D.

_PROP. XLL. TEOR.

I un paralelogramo., y un triéngulo tienen una mis-
ma base , y estdan en unas mismas paralelas ; el para-
lelogramo serd duplo del tridngulo.

Tengan el paralelogramo ABCD, y el tridngulo EBC, la mis-
tha base BC, y estén en unas mismas para- » D E
lelas BC, AE. Digo , que el paralelogramo '
ABCD ser4 duplo del tridngulo EBC.

Porque tirada la diagonal AC, resultard
el tridngulo ABC igual 2 al EBC, por estir
sobre la misma base BC,y en las mismas
paralelas BC, AE: es asi que el paralelo- : C
gramc ABCD es duplo del tridngulo ABCb, B
pues la diagonal AC lo divide por medio: luego tambien serd el
mismo paralelogramo duplo el tridngulo EBC. Por consiguiente
si un, &c. L. Q..D.D..

PROP. XLIL. PROBL.

CONSTRUIR un paralelogramo igual 4 un tridngulo
dado, y que tenga un dngulo igual 4 un angulo
reftilineo dado.

Sea el tridngulo dado ABC, y el dngulo re&xlmeo dado D;
y héyase de construir un paralelogra- AF G

mo igual .al tridngulo dado ABC, que
tenga un dngulo igual al D. |
Dividase por medio 2 lalinea BC en

el punto E; tirese AE, y en el pun- '
to E de la re&a EC consu:ﬁyase el 4n- D
gulo CEF igual al D b: asimismo por
el punto A tirese la linea AGparalela B E C

. ot C 3 Fy

a37. L

b 34.I.

aro. I

b23. L
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4 EC, y por C la CG ¢ paralela 4 EF: resultard FECG el pa-

ralelogramo que se pide: porque sien-
do la linea BE igual 4 EC, serd el AF G

tridngulo ABE igual d al AEC, por es-

tér sobre las bases iguales BE , EC,y ' / ,

en las mismas paralelas BC, AG: lue- ' :
go el tridngulo ABC es duplo del AEC: D

es asi que tambien el paralelogramo '
FECG es duplo del tridngulo AEC ¢, B~ E C

por tener una misma base , y estdr en ' |

unas mismas paralelas : resulta, pues, el paralelogramo FECG

igual al tridngulo ABC, y con el dngulo CEF igual al da-
do D. L. Q.D. H. 4

PROP. XLIIL. TEOR.

OS complementos de los paralelogramos , que es-
tan baxo de la diagonal de un paralelogramo, son

iguales entre si. |
Sea el paralelogramo ABCD, y su diagonal AC, baxo de la:

qual estdn los paralelogramos EH, FG,
y son sus complementos BK, KD. Di-. D

A H
go, que el complemento BK sera igual
al KD. E N K / F
Porque siendo ABCD un paralelo- /

gramo, y AC su diagonal, es el tridn-
lo ABC igual al ADC 2: ademds,
siendo EKHA un paralelogramo, y su B G —C

diagonal AK , es tambien el tridngulo ' ‘
AEK igual b al AHK : asimismo el tridngulo KGC serd igual
al KFC: pero siendo el tridngulo AEK igual al AHK,y el KGC
al KFC, resulta el tridngulo AEK junto con el KGC igual al
AHK junto con el KFC: es asi que el tridngulo ABC es igual
al ADC: luego el complemento restante BK serd igual‘al com--
plemento restante KD. Por consiguiente los complementos , &c.

LO QQ D. DO
PROP.

o
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PROP. XLIV. PROBL.

Ozre una re@a dada construir un paralelogramo igual
4 un tridngulo dado , y que tenga un dngulo igual
4 un dngulo retilineo dado.

Sea la re&ta dada AB el tridngulo dado C, y el 4ngulo rec-
tilineo dado D; y hdyase de construir sobre dicha re&ta con
un 4ngulo igua.l al D un paralelogramo igual al tridngulo C.

Prolénguese AB hasta E , y sobre B constriyase el paralelo-
gramo BEFG igual al tridngulo C, que tenga el dngulo EBG
igual al D 2: proléngue-
se FG hasta el punto H, F E K
tirando por A, AH b pa- [
ralela 4 una de las dos D’
BG,EF ; y dltimamente - :
tirese la linea HB. G B -1 M

Cayendo, pues, la rec- C
ta HF sobre las paralelas - H A L
AH,EF,los4ngulos AHF,

HFE serdn iguales 4 dos re€tos ¢ : por conseqiiencia los BHF,
HFE menores que dos retos: es asi que prolongadas indefinida-
mente las lineas, que con una re&ta forman los 4ngulos internos
dcia una misma parte menores que dos retos, se encontrardn d:
luego las lineas HB, FE se encontrardn. Proldnguense , hasta
que se encuentren en K3 por este punto tirada KL paralela 4
una de las dos EA,FH,y las AH, GB prolongadas hasta los
puntos L , M, resultaré que la ﬁgura HLKF es un paralelogra-
mo, cuya dlagonal es HK baxo de la qual estdn los paralelogra-
mos AG , ME; y que LB BF son sus complementos 3 siendo
por consequencxa el primero 1gua1 ¢ al segundo: pero se ha cons-
truido BF igual al tridngulo C : Iuego LB serd igual 4 C: y
siendo el dngulo GBE igual al ABM f, y al D, tambien serd
¢l ABM igual al D. Por consiguiente sobre Ia refta dada AB
quedard construido , &c. L. Q. D. H.

C4  PROPR.

ag L

b3r L
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4o ELEMENTOS DE EUCLIDES.
PROP. XLV. PROBL.

CONSTRUIR un paralelogramo igual a una figura re&tts
linea dada , y que tenga un dngulo igual 4 un an~
gulo re&ilineo dado. ’

Sea la figura retilinea dada un quadrildtero , por exemplo
ABCD, y E el dngulo retilineo dado : y hdyase de construir un
parElglogramo igual 4 la figura dada, que tenga un 4dngulo igual
al E. :

Tirese la linea DB; constriyase un paralelogramo FH 2 igual
al tridngulo ADB con el dngulo HKF igual al E ; y sobre la re&ta
GH describase el paralelogramo GM igual al tridngulo DBE con
el dngulo GHM igual al E b: por quanto el 4ngulo E es igual 4
FKH,y 4 GHM, tambien el FKH serd igual al GHM : aiiddase
4 ambos el dngulo KHG,y resultardin los FKH, KHG iguales
é losKHG, GHM: es asi que los dos dngulos FKH , KHG son

iguales 4 dos re€tos c: luego tambien serdn iguales 4 dos re&os
los KHG, GHM : formando, | ;
pues, las dos re€tas KH, HM, A . D F G L
tiradas del punto H de la re&a - \ -

GH con esta dngulos iguales &_

4 dos rettos, las lineas KH, , :
HM d estardn direGtamente: _

asimismo cayendoJa re€ta GH \/ , '
sobre las paralelas KM, FG,

los dngulos alternos MHG, B C K HM
HGF son iguales ¢ : afiddase pues el dngulo HGL, y resultardn
los dngulos MHG , HGL iguales 4 los HGF, HGL: es asi que
los 4ngulos MHG, HGL son iguales 4 dos reftos f : por consi-
guiente los HGF ; HGL serdn iguales & dos retos : luego la linea:
FG forma con la GL una re@a: y siendo KF paralela 4 HG, y esta.
4 ML, resulta g asimismo KF paralela 4 ML ; pero lo es tambien.
KM 4 FL: luego la figura KFLM es un paralelogramo : y siendo
el tridngulo ABD igual al paralelogramo HF, y el tridngulo DBC,
al paralelogramo GM, serd la figura reGilinea ABCD igual al

pa-
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paralelogramo KFLM. Por consiguiente queda construido &c.
L.Q.D.H.

Cor. De lo dicho hasta aqui se infiere claramente el modo de
aplicar 4 una re&a dada un paralelogramo igual 4 una figura rec-
tilinea dada , que tenga un 4ngulo igual 4 un dngulo retilineo
dado; conviene 4 saber, dividiendo la figura rectilinea dada en
tridngulos, y aplicando 4 la refta h un paralelogramo igual al ,, 1,
tridngulo primero ABD con un 4ngulo igual al otro dado , &c.

PROP. XLVI. PROBL.
SOBRE una re€ta dada describir un quadrado.

Sea AB la re®a dada, y hdyase de describir sobre ella un
quadrado.

Elévese en el punto A una perpendicular AC 2 4 la re&a AB, , ;. 1.
témese una parte AD b igual 4 AB, y por el punto D tirese DE 3. L
paralela 4 AB, como tambien por el punto B ¢ BE paralela 4 _ , |
AD: resultard el paralelogramo ADEB:
por consiguiente la linea AB serd ignal 4 C
la DEd, y AD a BE: es asi que BA dss L
es igual 4 AD : luego las quatro lineas D E
BA, AD, DE, EB son entre si iguales;
y por tanto equildtero el paralelogramo
ADEB. Afado , que tambien es re&é4n-
gulo ; porque cayendo la re&a AD sobre
las paralelas AB, DE, los 4ngulos BAD, A B
ADE son iguales 4 dos reftos: es asi que
el 4ngulo BAD es reto: luego tambien lo ser4 el ADE: pero los
lados, y 4ngulos opuestos de los paralelogramos son entre si igua-
les ¢: luego ambos dngulos ABE, BED son re€tos: por consi- 4. L.
guiente ADEB es reGdngulo: y ya antes se demostré, que era
equildtero : luego es quadrado , y descrito sobre una re&a
dada. L. Q. D. H.

Cor. Todo paralelogramo, que tiene un dngulo reGo, es
retdngulo,

PROP.
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PROP. XLVIL TEOR.

N todo tridngulo reétingulo el quadrado descrito
sobre el lado opuesto al dngulo recto * es igual 4
los descritos sobre los otros dos lados.

Sea el tridngulo reGdngulo ABC, y tenga el dngulo BAC re&o.
Digo, que el quadrado, que tiene por lado BC, serd igual 4 los
quadrados, que tienen por lados BA , AC.

Describase sobre el lado BC el quadrado 2 BDEC, y sobre los
lIados BA, AC los quadrados GB,HC: por el punto A tirese » AL
paralela 4 una de las dos BD, CE : y tirense las lineas AD, FC:
siendo, pues, los dos dngulos BAC,
BAG retos ¢, y saliendo las dos
reGtas AC, AG del punto A dela
reta BA, formardn los dos 4n-

los 4 una, y otra parte iguales F
4 dos rectos: luego las lineas CA,
AG estardn dire@amente d j y
siendo el 4ngulo DBC igual al
FBA , por ser ambos re&os ; afia-
diendo 4 ambos el dngulo ABC,
resultard ¢ el dngulo DBA igual
al FBC ; siendo pues los dos
lados AB, BD iguales respetiva-
mente 4 losdos FB, BC,yeldn- p— 1. E
gulo DBA igual al FBC, tambien
labase AD serd igual 4 la FC, y el tridngulo ABD f al FBC: pero
el paralelogramo BL es duplo del tridngulo & ABD, por te-
ner la misma base BD , y estér en las mismas paralelas BD, AL:
y el quadrado GB es duplo del tridngulo FBC, porque tienen
1a misma base FB, y estdn en las mismas paralelas FB,GC: ahora,
pues, las cantidades duplas de otra son iguales entre si b : luego

el

* N.T. Nollamamos hipotenusa al lado opuesto al 4ngulo re@o del trisngulo
reftingulo , como suelen los Gedmetras modernos, por no hallarse tal voz en Eu-
clides, ni ser necesaria para la completa inteligencia de las propiedades de dicho
tl’iingulo.
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BA, AC. Por consiguiente en todo &c. L. Q. D.D.

PROP. XLVIIL. TEOR.

T el quadrado descrito sobre uno de los lados de un
tridngulo es igual 4 los descritos sobre los otros dos
lados ; el angulo comprehendido por estos serd reéto.

Sea igual el quadrado descrito sobre el un lado BC del tridn-
lo ABC 4 los quadrados descritos sobre los otros dos lados

BA, AC. Digo, que el dngulo BAC ser4 recto.

43

el paralelogramo BL ser4 igual al quadrado GB: semejantemente
tiradas las lineas AE , BK, se demostrard la igualdad del parale-
logramo CL al quadrado HC: luego el quadrado BDEC serd igual
4 los dos quadrados GB, HC: pero se ha descrito sobre el lado-
BC; y los GB, HC sobre los lados BA, AC: luego el quadrado
BE descrito sobre el lado BC es igual 4 los descritos sobre los

Tirese 2 del punto A lalinea AD perpendicular 4 AC, téme- 2 11. 1.

se AD igual 4 BA, y jintense los puntos D, y C: siendo, pues,

la linea DA igual 4 1a AB, resultard el quadrado
descrito sobre DA igual al descrito sobre AB:
y afiadiendo 4 ambos el quadrado descrito so-
bre AC, resultardn los quadrados descritos so-
bre DA, AC iguales 4 los descritos sobre BA,
AC : pero el quadrado descrito sobre DC b es
igual 4 los quadrados sobre DA, AC; pues el
dngulo DAC es reto: asimismo el quadrado de
BC es igual 4 los de BA ,AC: luego el quadrado

A

D

B

C

descrito sobre DC serd igual al descrito sobre BC: luego el lado
DC serd igual al CB: y por quanto la linea DA es igual 4 la AB,
y la AC comun, las dos DA, AC son iguales 4 las dos BA , AG;
y la base DC igual 4 la base BC: el dngulo, pues , DAC serd
igual < al BAC: es asi que DAC es re&o: luego tambien BAC. ¢ 8. 1.

Por consiguiente, si el quadrado &c. L. Q. D. D.

ELE-

b 47. 1.



¥ ELEMENTOS

DE EUCLIDES.

LIBRO SEGUNDO.

DEFINICIONES.

L
'EODO paralelogramo re&dngulo se dice estdr contenido por:
las dos re&as, que comprehenden el 4dngulo reGo.
I

En todo paralelogramo el espacio comprehendido por cada uno de
los paralelogramos, que estdn baxo de

la diagonal, junto con los dos com- A E D
plementos se llama Gnomon. “Asi la '
»figura , que forman el paralelogramo ,

»HG, y los complementos AF , FC F

»es un gnomon, que para mayor bre- H K

»vedad se expresa con las letras AGK, g G
»6 EHC, de los dngulos opuestos de
»los paralelogramos , que componen el gnomon.”

"PROP. 1. TEOR.

I de dos re&as la una se divide en qualquier mimero

de partes iguales ; el re@dngulo comprehendido por

las dos serd igual 4 los re€tdngulos contenidos por la en-
tera, y por los segmentos de la otra.

Sean las dos re@tas A, BC, y esté BC dividida en qualquier

7

nu

o]
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némero de partes en los puntos D, E. Digo , que el reftdngulo
contenido por las re&tas A, BC serd igual al contenido por las
A,yBD;A,yDE;A,y EC
Elévese en el punto B Ia lineaBF + B D E C amnlL

perpendicular 4 BC, y cértese BG b b3 L
igual 4 A; y por el punto G tirese
GH paralela 4BC,yporlosD,E,C
las DK, EL, CH ’paralelas 4 BGc: G K T u <k
resultaré el re&éngulo BH igual 4 los -
BK,DL, EH; es asi que el retdn- F A
gulo BH estd contenido por las rec-
tas A, BC; pues lo estd por las GB, BC3y BG es igual 4 A:
y las DK EL son iguales 4 BG 4, y por consiguiente 4 A : lue- d 34. L
go los re&éngulos BK, DL, EH estardn comprehendidos por las
A,y BD; A,y DE; A, y EC. Por consiguiente si de dos, &c.
L) Q. D. D.

PROP. II. TEOR. ‘

SI una reta se divide en qualquier punto ; los re&dn.
gulos contenidos por toda ella, y por cada uno de
sus segmentos serdn iguales al quadrado de la recta.

Dividase la reta AB en qualquier punto C. Digo, que el rec~
tidngulo contenido por AB, BC junto con el con-
tenido por AB, AC serd 1gual al quadradode AB. A C B

Describase sobre AB el quadrado ADEB =, 2 46. 1
y por el punto C tirese CF b paralela 4 una de b3 L
Ias dos AD, BE: resultar el quadrado AE igual
4 los re&éngulos AF ,CE: es asi que AE es el
quadrado de AB;y AF el re&tingulo conteni- |
do por las BA, AC, por ser CF igual 4 AD, p F E
por consngmente 4 AB;y es CE el re&éngulo
contenido por AB , CE, por ser BE igual 4 AB:luego el re&4n-
gulo contenido por AB AC junto con el contenido por AB,
BC serd igual al quad:ado de AB, Por consxgulente si una rea,
&c. L. Q. D. D.

PROP
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PROP. III. TEOR.

SI una re&ta se divide en un punto qualquiera ; el rece
tingulo contenido por toda ella , y por uno de sus
segmentos serd igual al quadrado de este segmento, y al
rectingulo contenido por ambos segmentos.

Dividase la re&ta AB en qualquier punto C. Digo , que el rec-
tdngulo contenido por AB, BC ser4 igual 4 el contenido por AC,
CB, junto con el quadrado de BC.

Describase sobre BC el quadrado CDEB 3, prolénguese ED
hasta el punto F, y por A tirese AF b, pa-
ralela 4 una de las dos CD,BE ; resultari A C B
el retdngulo AE igual 4 los AD, CE: '
pero el re&tdngulo estd contenido por
las lineas AB, BC, por ser BE igual 4 BC:
asimismo el re&dngulo AD estd contenido
por las lineas AC, CB, por ser tambien |
CD igual 4 CB: y es DB el quadrado de g p E
BC:luego el retingulo contenido por AB,

BC serd igual al contenido por AC,CB, junto con el quadradode -
BC. Por consiguiente si una, &c. L. Q. D. D.

PROP. IV. TEOR.

SI se divide una re®a en qualquier punto ; el quadra-
do de toda la re€ta serd igual 4 los quadrados de sus
partes , y al duplo del re&dngulo contenido por ellas.

Dividase 1a re&a AB en qualquier punto C. Digo, que el qua=
drado de AB serd igual 4 los quadrados de AC, CB, y al du-
plo del reGdngulo contenido por los mismos segmentos AC, CB.

Describase sobre AB el quadrado ADEB 3, tirese la diago-
nal BD, y por el punto C la CGF b paralela 4 una de las dos
AD, BE, como tambien por el punto G la HK paralela 4 usa

: e
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de las dos AB, DE: siendo CF paralela 4 AD, y cayendo
sobre ellas BD, resultar4 el dngulo exter-
no BGC igual al interno opuesto ADBd; A C B
es asi que el 4ngulo ADB es igual al ABD ¢,
por ser el lado BA igual al AD: por conse- G
qiiencia el 4ngulo CGB ser4 igual al GBC,y H
portanto el lado BC igual f al CG: pero el
lado CB es igual al lado GK, y el CG al
BK &: luego el GK serd igual al KB: luego
la figura CGKB serd equildtera : ademas, es D F E
retingula , porque siendo la linea CG pa~
ralela 4 BK, y cayendo sobre ellas CB, los dos dngulos KBC,
GCB serdn iguales 4 dos reftos : es asi que el primero es
reto : luego tambien el segundo : consiguientemente los 4ngu-
los CGK, GKB opuestos 4 ellos serdn retos &: luego la figura
CGKB ser4 re@tdngula:y y4 antes se ha demostrado ser equiléd-
tera : luego serd el quadrado de CB: asimismo se demuestra, que
la figura HF es un quadrado descrito sobre la linea HG igual 4
AC: luego HF , CK son quadrados de AC, CB: y siendo el rec~
tdngulo GE igual al AG, y halldndose el AG contenido por
los lados AC, y AH, igual 4 CG, igual 4 CB; asi el re®én-

lo AG, como el re@4ngulo GE, estardn contenidos por los seg-
mentos AC, CB, y los dos juntos serdn iguales al duplo del rec-
tdngulo contenido por AC,y CB: pero el quadrado AE de AB
se compone de los quadrados CK , HF, y de los re@dngulos AG,
GE. Por consiguiente si se divide, &c. L. Q. D. D.

Cor. Es evjdente , que en los quadrados los paralelogramos;
que estdn baxo de la diagoaal, son tambien quadrados.

PROP. V. TEOR.

I una re@a se divide en dos partes iguales, y en dos
desiguales ; el retingulo contenido por las des-
iguales junto con el quadrado de la refta que se halla
entre las dos secciones,, serd igual al quadrado de la mitad.

Dividase qualquiera reta AB en dos partes iguales AC, CB,
: y

K

d 29. L
¢s. I,

f6.1I.

g3 L
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48 ELEMENTOS DE EUCLIDES.
y en dos desiguales AD, DB. Digo , que el re4ngulo conteni-

do por AD, DB junto con el quadrado de CD serd igual al qua-
drado de CB.

'Describase sobre BC el quadra- A C D B
do 2 CEFB: tirese la diagonal BE,
y por el punto D la DHG b para- K Ll H/ m

lela 4 una de las dos CE, BF :co-
mo tambien por el punto H la KLM
paralela 4 una de las dos CB, EF, E G F
y por A la AK paralela 4 una de las

dos CL , BM. Por ser el complemento CH igual al HF c, afia-
diendo 4 ambos el paralelogramo DM resultard el CM lgual al
DF : pero CM es igual 4 AL d, pues AC lo es 4 CB: luego
tambien AL serd 1gual 4 DF: afiddase el complemento CH, y
resultard AH igual 4 los dos re&dngulos DF , CH : es asi que

"AH estd contenido por las lineas AD, DB, pues DH es igual

4 DB ¢y DF,CH es el gnomon CMG luego este serd igual

“al re&dngulo contemdo por AD, DB: aifiadiendo LG, que es

igual f al quadrado de CD, resultarn iguales el gnomon CMG,
y LG al re&ingulo de AD DB, y al quadrado de CD: es asi

‘que el gnomon CMG,y LG son el quadrado CEFB de la li-

nea CB: luego el reGdngulo contenido por AD, DB junto con
el quadrado de CD serd igual al quadrado de CB. Por consiguien~
te si una re&a se divide, &c. L. Q. D. D.

PROP. VI. TEOR.

I una re@a se divide en dos partes qualesquiera;
el re€tangulo comprehendido por toda la reéta, y
por Ia una parte , junto con el quadrado de la mitad de
la otra parte, serd igual al quadrado de esta mitad , y
de la otra parte tomadas juntamente.

Dividase qualquiera re&ta AD en dos partes qualesquiera BA,
BD, y la parte AB en dos partes 1guales en C. Digo, que el
reGtdngulo comprehendido por AD , DB junto con el quadrado
de CB serd igual al quadrado de CD.

Des-
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. Describase sobre CD el quadrado 2 CEFD, tirese DE, y por
el punto B la b BHG paralela 4 una de las dos CE, DF : asi-
mismo por H tirese KLM paralela
d una de las dos AD, EF,ypor A A C B D
1a AK paralela 4 una de las dos CL,
DM. Siendo AC igual 4 CB, tam- g L H M
bien el re@dngulo < AL serd igual
al re@dngulo CH: es asi que el CH
es igual al HF d : luego tambien
sera AL igual 4 HF : afiddase el E G F
re@dngulo CM, y resultard el AM
igual al gnomon CMG ; pero AM estd contenido por las rec-
tas AD, DB, por ser DM igual 4 DB ¢: luego tambien el gno-
moq CMG sera igual al re@dngulo contenido por las re®as AD, !
DB : afidase LG, que es igual al quadrado de CB, y resul-
tard el re&tdngulo contenido por AD, DB Junto con el quadra-
do de CB igual al gnomon CMG, y 4LG: es asi que estos com-
ponen el quadrado CEF D de CD. Por conslguxente si una rec-
ta, &c. L. Q. D. D. .

PROP. VII. TEOR.

I una reta se divide en dos partes qualesquiera ; el

quadrado de toda la re¢ta, junto con el quadrado de

la una parte serd igual al duplo del reétangulo de toda
la linea, y de esta parte , y al quadrado de la otra parte.

Dividase en dos partes qualesquiera la re&a AB en el punto
C. Digo, que los quadrados de las lineas
AB, BC serdn iguales al duplo del re®dn- A C B
gulo contenido por las mismas lineas, y al
quadrado de AC. G
Describase sobre la reta AB el quadra- H
do ADEB 3, tirese la diagonal BD, y por
Cla CF paralela 4AD,64BE;y por G
la HGK paralela 4 AB, 6 4 DE. Slendo el
refdngulo AG igual al GE b , afiadiendo el D F E
D qua-

IK

246.1,
b3 L

¢ 36. 1.

d43.L

e Cor

a46. L

b43. L



¢ Cor. 4.
1. +

's0o  ELEMENTOS DE EUCLIDES.

quadrado CK, resultari AK igual 4 CE : luego los re&dngu-
los AK, CE seran el duplo del AK : pero los AK, CE son el
gnomon AKF , y el quadrado CK : luego serdn el duplo

del reétdngulo AK: pero el duplo del con-

tenido por las lineas AB, BC, esto es el du- A C B
plo del re¢tdngulo AK, es igual 4 los dos AK,
CE : por ser la linea BK igual 41a BC c: G K
luego el gnomon AKF, y el quadrado CK
serdn iguales al duplo del re@dngulo conte-
nido por AB, BC: afiadiendo pues el re&dn-
gulo HF , que es igual al quadrado de la D F B
linea AC, resultardn el gnomon AKF, y los

quadrados CK, HF iguales al duplo del re&dngulo conteni-
do por las lineas AB, BC, y al quadrado de AC: es asi que el
gnomon AKF , y los quadrados CK, HF componen el quadrado
ADEB, y el CK, que son los quadrados de AB, BC: luego los
quadrados AB, BC serdn iguales al duplo del re&4dngulo conteni~
do por ellas mismas junto con el quadrado de AC. Por consi~
guiente si una &c. L. Q.D. D. : :

PROP. VIII. TEOR.

I unareta se divide en dos partes qualesquiera ; el
quadruplo del retdngulo contenido por toda Ia
Te@a, y la una parte junto con el quadrado de la otra
parte serd igual al quadrado de toda la linea,y de la pri-
mera parte tomadas juntamente.

Dividase 1a re®a AB en dos partes en qualquier punto C. Di-
go, que el quadruplo del re&dngulo contenido por las reGtas AB,
BC junto con el quadrado de AC serd igual al quadrado de AB,
BC tomadas juntamente.

Prolénguese AB, hasta D, tomando BD igual 4 CB: describase
sobre AD el quadrado AEFD: tirese la diagonal DE ; y ‘por G,
y B las CH, BL paralelas 4 AE, 64 DF: y por K,y P las MN,

XO paralelas 4 Ia AD, 6 FE. Siendo, pues, la re¢ta CB igu;lD 4
’
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BD , tambien lo serd GK 2 ; y siendo BD igual 4 KN, serf a 34.1.

tambien igual 4 esta Gltima la GK : asimismo PR es 1gual 4

RO: y siendo CB igual 4 BD,y GK 4 KN,

resultard el reGdngulo CK 1gual alBN sy d A C BD
GR al RN b: es asi que el CK es igual al ,
RN ¢, por ser complementos del paralelo- M GK
gramo CO: luego tambien el BN serd igual P/ IR 5
al GR: luego los quatro BN, CK, GR, RN
serdn iguales entre si, y por consiguiente
Juntos compondrén el quédruplo del CK:ade-
mas de esto, siendo CBigual s BD,yBD4 E HLPF
BK d, esto es 4 CG, y CB igual 4 GK, esto

es 4 GP 4, tambien CG sera igual 4GP: y siendo CG igual 4 GP,
y PR 4 RO, tambien serd igual el re&tdngulo AG al MP, y el PL
al RF: es asi que el MP es igual ¢ al PL, como complementos
que son del paralelogramo ML : por consxgunente el AG serd igual
al RF : luego los quatro AG, MP, PL, RF serén entre si iguales, y
por consiguiente serén el quédtuplo del AG: pero ya se ha demos-

trado , que los quatro CK, BN, GR , RN son el quadruplo del CK:

luego los ocho, que contienen el gnomon AOH,, serdn el quidruplo
del AK: es asi queeste re&éngulo se halla contemdo por las lineas
AB, BC, por ser BK igual 4 BC: luego el gnomon AOH ser4d qué-
druplo del re&dngulo contenido por AB, BC: y afiadiendo el
quadrado XH, que es igual al quadrado de AC f, resultard el
quddruplo del retdngulo contenido por AB, BC junto con el qua-
drado de AC igual al gnomon AOH, y al quadrado XH : pero
estos udltimos componen el quadrado AEFD de AD. Por con-
siguiente si una re&a, &c. L. Q. D. D.

PROP. IX. TEOR.

I una reéta se divide en dos partes iguales , y en dos

desiguales ; los quadrados de las desiguales serdn el

duplo de los quadrados de la mitad de la linea, y del
segmento intermedio.

Dividase la re&a AB en dos partes 1gua1es en el punto C,
Da en

N

b 36.1.
c43. L.
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en dos desiguales en D. Digo, que los quadrados de AD, DB
serdn el duplo de los quadrados de AC, CD.

a1 Tirese del punto C la CE 2 perpendicular 4 AB; y témese
CE igual 4 AC, 6 4 CB: juntense los puntos

b3i.l. E;A,yE,B;y porD b tirese DF para- E
lela 4 CE, y por F b FG paralela 4 AB:
jéntense A,y F por la AF. Siendo, pues,la G—F

linea AC igual 4 CE, tambien lo serd el
¢ 5.1 dngulo EAC < al AEC, y siendo refo el .
4ngulo en C, los demas AEC, EAC juntos A CDB

d 32. 1, serdniguales 4 4 unre&o: perotambien son iguales entre si: luego
uno, y otro de los 4ngulos AEC, EAC serd la mitad de un re&o:

por la misma razon cada uno de los dngulos CEB, EBC ser4

la mitad de un reo: luegeo el dngulo AEB serd refto: y siendo

el GEF la mitad de unreéto, y el EGF re&o, por igual al inter-

e 29.1. no opuesto EBC ¢, serd el EFG la mitad de un re&o : luego el
£ 6.1. GEF serd igual al EFG: por cuya razon el lado EG serd igual al f
GF. Ademas de esto, siendo el 4ngulo en B la mitad de un refo,

g20.1 Y el FDB re@o, por ser igual al interno opuesto ECB g, serd el
BFD la mitad de un refto: luego el dngulo en B serd igual al BFD,

y consiguientemente el lado DF igual al DB: ahora, pues, siendo

la re@a AC igual 4 la CE, el quadrado de la primera serd igual

al de la segunda: luego los quadrados de AC, CE juntos serdn el

b 47. 1. duplo del de AC: es asi, que el quadrado de EA b es igual 4 los
de AC, CE, por ser re&o el 4ngulo AEC: luego el quadrado de

EA ser4 duplo del quadrado de AC. Ademas, siendo la linea EG

igual 4 la GF, tambien el quadrado de aquella serd igual al
quadrado de esta: luego los quadrados de EG, GF serdn el du-

plo del de GF : pero el quadrado de EF es igual & los de EG,

FG : luego el quadrado de EF serd duplo del de GF : pero

i 34.1. la linea GF es igual i 4 la CD: luego el quadrado de EF ser4
duplo del de CD: tambien el quadrado de AE es duplo del de

AC: luego los quadrados de AE, EF serén el duplo de los de AC,

j47.1. CD: el quadrado j de AF esigual 4 los de AE, EF , por ser re¢to
el dngulo AEF : luego el de AF serd duplo de los de AC, CD:

pero los de AD, DF son iguales al de AF, por ser reGo el dn-
gulo en D; luego los quadrados de AD , DF serdn duplos de los
- de
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de AC, CD: es asi que la linea DF es igual 4 la DB: luego los
quadrados de AD, DB ser4n el duplo de los de AC, CD. Por
consiguiente si una refta &c. L.Q. D.D.

PROP. X. TEOR.

I una re&a se divide en dos partes qualesquiera ; los
quadrados de toda ella, y de la una parte seran el
duplo del quadrado de esta parte , y de la mitad de la
otra tomadas juntamente, y del quadrado de dicha mitad.

Dividase l1a re®a AD en qualquier punto B en dos partes, y la
una parte AB dividase en dos partes iguales CA , CB. Digo, que
los quadrados de AD, DB serdn el duplo de los de AC, CD.
" Tirese del punto C la CE 2 perpendicular 4 AB, y témese CE a 11. L.
igual 4 CA, 6 4 CB: tirense AE, EB, y por el punto E la EF pa-
ralela 4 AB: tambien por Dla DF b b 31. L
paralela 4 CE. Cayendo la refa E F
EF sobre las paralelas EC,FD, los
dngulos CEF , EFD serdn iguales
4 dos reftos <: luego los dngulos

BEF, EFD serdn menores que dos A C B D ¢ 29 L
re€tos : es asi que las reftas, que . :
con otra forman dngulos menores : G

que dos retos , prolongadas indefi-

nidamente llegan 4 encontrarse 4: luego las re&as EB, FD pro- dAxi.1a.
longadas dcia BD se encontrardn: proldnguense, y encuéntrense

en el punto G, y tirese AG: resultard el 4ngulo CEA igual < al e 5. 1.
EAC, por ser AC igual 4 CE, asimismo el dngulo en C es re&o:

luego CEA, y EAC serdn cada uno la mitad de un reo: por la
misma razon los dos 4dngulos CEB, EBC serdn la mitad de un

refto: luego el AEB serd reto; y siendo EBC la mitad de un re&o,
tambien lo ser4 DBG f : pero BDG es refto, por ser igual 4 su al- f 15. L.
terno DCE g: luego DGB serd la mitad de un refto: luego el g 29.1L
DGB sera igual al DBG : luego el lado BD ser4 igual al lado

DG b, Ademas de esto siendo el 4ngulo EGF la mitad de un rec- h 6. 1.
to, y re&o_el 4ngulo en F, por igual i 4 su opuesto ECD ; serd i z4. I

D3 . el
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1 FEG 1a mitad de un re@o: luego el én%.llo EGF ser4 igual al

FEG, y por consiguiente el lado GF al F y siendo EC igual
4 CA, tambien el quadrado de EC serd igual al de CA: lue-
go los quadrados de EC, CA serdn el duplo del de CA : pero
el quadrado de EA i es igual 4

los de EC, CA : luego serd el duplo E - F
del de AC. Ademas de esto siendo
GF igual 4 FE , ser4 tambien el qua-
drado de GF igual al de FE: luego '
Jos quadrados de GF, FE serdnel A C B |D
duplo del de EF, es asi que el de N
EG i es igual 4losde GF, FE: lue- ; G
go el quadrado de EG serd el du- '
plo del de EF : pero la re€a EF es igual 4 CD luego el quadra-
do de EG serd duplo del de CD: y ya queda demostrado ser el
quadrado de EA duplo del de AC: luego los quadrados de AE,
EG serdn el duplo de los AC,CD: asimismo el quadrado de AG
es igual 4 los de AE, EG: luego el quadrado de AG serd el du-
plo de los de AC, CD: es asi que los de AD, DG i son iguales al
de AG: luego los de AD, DG serdn duplos de los de AC, CD;pero
la re®a DG es igual 4 1a DB: luego los quadrados de AD,DB

~ serdn el duplo de los de AC, CD. Por consiguiente si una &c.

346.1.
bro.l.
c3 L

L.Q.D.D.

PROP. XI.- PROBL.

IvipIr una reta dada de tal suerte, que el re&dn-
gulo contenido por ella, y por una de sus partes
sea igual al quadrado de la otra parte.

Sea la re@ta dada AB, y hdyase de dividir en dos partes de tal
suerte, que el re€tdngulo contenido por ella, y por una de sus pars
tes sea igual al quadrado de la otra parte.

Describase sobre la reGta AB el quadrado a ABDC, y divi-
dase por medio b AC en el punto E, tirese BE 5 prolénguese CA

hasta F, y témese EF ¢ 1gual 4 BE asimismo sobre AF desct:)rx—
a—
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base el quadrado FGHA 2, y prolénguese GH hasta encontrar a 46. L
CD en K : digo, que AB quedard dividida de manera que el
reGtdngulo contenido por AB , BH serd igual al quadrado
de AH. .

" Porque dividida por medio en E la parte AC de la re®a AF,
el ré&tangulo contenido por CF, FA juntamente con el quadrado .
de AE ser4 igual al quadrado de EF 4: es asi que EF es igual 4 d6.11.
EB: luego el re&dngulo contenido por CF,FA
junto con el quadrado de AE serd igual al F G
quadrado de EB : pero este es igual 4 los qua- A
drados de BA, AE ¢, por ser recto el dngulo en c47.L
A: luego el re&dngulo contenido por CF,FA, ,
junto con el quadrade de AE serd igual 4 los
quadrados de BA, AE : quitese el quadrado -
de AE, y el re&dngulo contenido por CF, E/
FA serd igual al quadrado de AB: pero el
reGtdngulo FK est4 contenido por las rectas )
CF, FA, pues que FA es igual iFG;y el KD
quadrado AD estd sobre la reta AB: luego
el reftdngulo FK ser igual al AD: quitese el re&tdngulo co-
thun AK ; y resultard FH igual 4 HD: pero HD se halla cons
tenido por AB, BH, por ser AB igual 4 BD ;'y el quadrado
FH estd sobre AH : luego el reftingulo contenido por AB,
BH serd igual al quadrado de AH. Por consiguiente se ha divi-
dido, &c. L.Q.D.H.

. PROP. XIL. TEOR.

N todo tridngulo obtusingulo el quadrado del lado,
opuesto al dngulo obtuso, es mayor que los qua-
drados del otro lado, y de la base , del duplo del rectdn-
gulo conténido por la base , y por la prolongacion de
esta hasta encontrar la perpendicular. |

' Sea el tridngulo 'obtus.éngulo ABC, que tenga obtuso el 'éhgulo |
ACB ; proldnguese el-lado BC, y %l punto_A bdxese la per-_
| : : 4 \ pen~
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a 12. 1. pendicular 2 AD. Dige, que el quadrado de AB ser4 mayor que
los de AC, CB, del duplo del re&dngulo :
contenido por BC, CD. A

Porque halldndose dividida la re©a BD
en C, resultar4 su quadrado igual 4 los de
- BC, CD, y al duplo del re&tingulo con-

b 4. I tenido b por las mismas: afiddase el qua-
drado de DA,y resultardn los quadrados de
BD, DA iguales 4 los quadrados de BC, g C D
CD, DA, y al duplo del re&tingulo conte- :

c47. 1. nido par BC, CD: es asi que el quadrado de BA < es igual 4’
los de BD, DA, por ser re€to el dngulo D : asimismo el quadra~
do de CA ¢ es igual 4 los de CD, DA : luego el quadrado de.
BA serd igual 4 losde BC, CA,y al duplo del re&4ngulo contenido
por BC, CD : luego el quadrado de BA serd mayor que los de
BC, CA, del duplo del re&4ngulo conttnido por BC, CD, Por
consiguiente en todo tridngulo &c. L. Q. D. D.

PROP. XII1. TEOR.

N todo tridngulo el quadrado del lado opuesto al

angulo agudo es menor que los quadrados del otro
lado, y de la base, del duplo del reétingulo contenido
por:-la base , y por la distancia del mismo dngulo'd la
“perpendicular.

Sea el tridngulo ABC, que tiene agudo el 4ngulo B de
arn.l A bixese AD g;uperpendicular 4 BC. Dgil;l), gilo B,y
que el quadrado de AC serd menor que los™ A
de CB, BA, del duplo del re&tdngulo con- - '
tenido por CB, BD.

Primeramente supongamos,que AD cayga -
dentro del tridngulo ABC ;y halldndose la
recta CB dividida en el punto D, los qua- ' '
drados de CB, BD serdn iguales al du- B D C
plo del reGdngulo contenido por CB , BD,

by. 1L y al quadrado ‘de DC b; afiddase el quadrado de AD; y re-
. . . sul..
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sultardn los quadrados de CB, BD, DA iguales al duplo del
re&dngulo contenido por CB, BD , y 4 los quadrados de AD,
DC: pero el quadrado ¢ de AB es igual 41os de BD, DA , por ¢ 47. L
ser re&to el 4ngulo en D: tambien el de AC es igual 4 los de AD,
DC : luego los quadrados de CB, BA serdn iguales al de AC, y
al duplo del re&dngulo contenido por BD, y CB : por consi-.
guiente el quadrado de AC solo serd menor que losde CB, BA,
del duplo del re&dngulo contenido por CB, BD. ’
Si la perpendicular AD cayese fuera del tridngulo ABC, seria:
refto el 4ngulo D, y el dngulo ACB mayor que un refto d: di6.1
luego el quadrado de AB ser4 igual 4 los :
de AC, CB, y al duplo del rectdngulo. A
contenido por BC, CD ¢: afiddase el qua- e 12. IL
drado de BC,y resultardn los quadrados
de AB, BC iguales al de AC, al duplo
del de BC, y al duplo del reétdngulo con-
tenido por BC,CD : pero halldndose divi- :
dida Iare@a BD enC, el reGingulo con- B C D
tenido por DB, BC es igual al conteni- - X
do por BC,CD, y al quadrado de BC f; y sus duplos son igua- f 3. IL
les: luego los quadrados de AB, BC serdn iguales al de AC,
y al duplo del re@éngulo contenido por DB, BC : luego el
quadrado de AC solo ser4 menor que los de AB, BC, »
del duplo del re&dngulo contenido por CB,BD. - A
Ultimamente sea el lado AC perpendicular al BC:.
serd , pues, la reta BC la distancia del 4ngulo agu~
do B 4 1a perpendicular AC; y es evidente., que los
quadrados de AB, BC son iguales al de AC, y al
duplo del de BC <. Por consiguiente en todo tridn- c47.L
gulo &c. L. Q.D. D. B C

| PROP. XIV. PROBL.
CONs-mum un quadrado igual 4 una figura reétilinea
dada. |

Sea la figura reQilinea dada A , y hdyase de construir un qua~
drado igual 4 ella.
Cons-~
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Constriiyase un paralelogramo reétdngulo = BCDE igual 4 1a.
figura reilinea A. Si la reta BE es igual 4 ED, ya estard
resuelto el problema ; pues resultard el quadrado BD igual 4 la
figura reilinea A : y si no, prolénguese la re®a BE hasta F,.
tomese EF igual 4 ED, y dividase por medio BF en el punto G .
asimismo con centro G, é intervalo GB, 6 GF describase el se-
micirculo BHF , prolénguese

1a re®ta DE hasta encontrar .
la circunferencia en H, tirese

GH, vy ser§ este el lado del / \ :
quadrado que se pide. Porque ‘
quedando la re&ta BF. divi- B —&¢ T F
dida en partes iguales en G, C »
y desiguales en E , serd el

re@dngulo contemdo par BE, EF Junto con el quadrado de EG
igual al quadrado de GF b: : es ast que GF es igual 4 GH : luego
el re@dngulo contenido por BE, EF junto con el quadrado de

EG serd igual al quadrado de GH pero los quadrados ¢ de.
HE, EG son iguales al de GH: luego el reGdngulo contenido -

por BE EF junto con el quadrado de EG serd igual 4 los qua-

drados de HE, EG: quitese el quadrado. comun de EG, y el rec-
téngulo contemdo por BE, EF quedard igual al quadrado de
EH : pero el reGtdngulo contemdo por BE, EF es el BD ; pues la
EF es igual 4 la ED: luego el re&éngulo BD serd igual al qua-.
drado de EH:: tambien es igual 4 la figura reilinea A : luego
esta serd igual al quadrado de EHL Por consiguiente se ha cons-
truido &c. L. Q. D. H.

'ELE-
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DEFINICIONES.

' ‘ L
CIRCULOS iguales son ‘aquellos, cuyos didmetros, 6 cuyos ra-

dios son iguales.
“Esta no es definicion , sino teorema de patente verdad; pors

»que colocados los cu'culos cuyos radios son iguales, uno so-

wbre otro, de tal suerte que ajusten sus centros, ajustarén tam-

»bien los mismos circulos.” .
IL

Se dice de una re@a, que es tangente
de un circulo , quando lo toca, pe-
1o prolongada .no lo corta..

IIL

Dicese , que se tocan los circulos, quan=
do tocdndose no se cortan.

IV.

Se dice, que las re&as distan igualmente del

centro de un circulo , quando las perpendi-
+ culares tiradas de este 4 aquellas son iguales.

<
N,

Aquella linea se dice distar mas del centro,

cuya- perpendicular es mayor.
VL

Segmento del circulo es la figura contenida [\
© por un arco, y su cuerda.
VIL




aro.l.
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o VIL
“Angulo del segmento es el contenido por un arco, y su cuerda”

- VIIL

Angulo en el segmento es el contenido por
dos cuerdas tiradas de un punto de un ar-
* ©o 4 sus extremos, que lo son tambien de

l1a cuerda. \/
- IX.

El 4ngulo se dice insistir sobre el arco con~
tenido por sus lados. % '

SeQor del circulo es la figura terminada por
las re@as , que forman un 4ngulo en el cen-
tro, y por el arco, en que insiste, °

' XL

Segmentos semejantes de circulos son
--los capaces de contener 4ngulos ﬂ m |
. iguales , 6 aquellos en que los 4n~

gulos son iguales.

PROP. I. PROBL.

| HALLAR el centro de un circulo dado.

Sea el circulo dado ABC, y héyase de hallar su centr
Tirese en él qualquiera cuerda AB, corte- C
se 2 por medio en el punto D, y en este ti-
rese DC perpendicular 4 AB b: prolénguese
hasta encontrar la circunferencia en E, y di- G
vidase CE por medio en el punto F. Digo, E
gueP F seraiél el centro del circulo ABC. ‘ |

orque 2 no ser el centro el punto medio F, A\ 7
lo seria otro G, y tirando de él las re@as GA: N2
GD , GB, los tridngulos ADG, GDB tendrian E .
los dos lados AD, DG respectivamente iguales 4 los dos BD, -

| : DG,
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DG, y la base GA igual 4 la base GB, por ser radios de un
mismo circulo : luego el 4dngulo ADG seria igual < al GDB: es
asi que quando una rea, insistiendo sobre otra , forma los dos
éngulos iguales , ambos son reGos d: luego el éngulo GDB se-
ria reo : pero FDB es recto: luego este seria igual 4 aquel,
el mayor al menor, lo qual es imposible : por conseqiiencia el
punto G no serd el centro del circulo ABC : semejantemente se
demuestra , que ninguno otro punto diferente de F lo es: luego
este serd el centro del circulo ABC, L. Q. D.H.

Cor. Es evidente , que en el circulo si una re@a corta per-
pendicularmente 4 una cuerda en dos partes iguales , se hallard
en e¢lla el centro del circulo,

PROP. II. TEOR.

1 A re€a que junta qualesquiera dos puntos de Ia
circunferencia del circulo , cae dentro del circulo,

Sea el circulo ABC, y en su circunferencia témense dos pun~

tos qualesquiera A, B. Digo, que la re&a tirada de uno 4 otro

de estos puntos caerd dentro del circulo. ‘
Porque 4 no ser asi, caeria fuera del circu-~ C

lo, como la linea AEB. Sea D el centro del
circulo 2 ABC, y tiradas AD , DB, encuen-
tre DE 4 la circunferencia en F.

- Por quanto DA es igual 4 DB, serd el 4n- D
gulo DAB igual b al DBA ; pero el 4dngulo
externo DEB ¢ es mayor que el interno DAE:
y DAE esigual iDBE: luego DEBseriama- A E B
yor que DBE : es asi que el lado opuesto 4
mayor éngulo es mayor d¢: luego DB seria mayor que DE : pero
DB es igual 4 DF : luego DF seria mayor que DE; la menor ma-

yor que la mayor , lo qual es imposible: luego fa refta tirada

del punto A al B no caerd fuera del circulo : del mismo modo
se demostrard , que tampoco cae en la circunferencia : luego

caerd dentro. Por consiguiente la re&ta , &c. L. Q. D.D,
. \ ‘ PROP.

c 8. Io

d 10.Def,
I,

ar. III,

bs.I.
¢ 16. I,

d 19.L
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"PROP. IIl. TEOR.

T una reta pasando por el centro de un- circulo divi«

de en dos partes iguales 4 una cuerda qualquiera

" que no sea didmetro; serd perpendicular 4 ella: y si

una reéta pasando por el centro es perpendicular 4 una
cuerda; la dividira en dos partes iguales. ’

. Sea el circulo ABC, y la re¢ta CD, que pasa por su centro E,
corte por medio en F 4 la cuerda AB, que no es didmetro. Digo,
que serd perpendicular 4 ella. )

a1. 1. Del centro 2 E tirense los radios EA , EB: siendo en los tridn-
gulos AFE, BFE el lado AF igpal 4 FB, el FE comun, y la

b8.I. base EA igual 4 Ia base EB, tambien b el

dngulo AFE serd igual al BFE: es asi que C
quando una re&a insistiendo sobre otra forma

c Def.10. dos dngulos iguales , ambos son reos <: luego

L. los dngulos AFE , BFE serdn re&os: por con- E

siguiente la re&ta CD serd perpendicular 4 AB. '
Dividiendo la linea CD 4 la AB perpen- \ /
dicularmente, digo, que tambien la dividird AT
en las dos partes iguales AF ,FB. D
Porque supuesta la misma construccion, sien-
do el radio EA igual al EB, tambien el 4ngulo EAF serd igual
ds. 1. al EBF d:es asi que el reCto AFE es igual al recto BFE: luego
EAF, EBF serdn dos tridngulos con dos 4dngulos EAF , AFE
iguales 4 dos dngulos EBF , EFB; y un lado EF comun opuesto
4 los dos dngulos iguales : luego tambien tendrdn los demas
¢ 26.1. lados AF, FB iguales ¢ entre si. Por consiguiente si una &c.
L.Q.D.D. '

PROP. IV. TEOR.

I en un circulo dos cuerdas , que no pasan por el cen~
tro , se cortan entre si; no se dividiran mutuamente

en dos partes iguales. |
Sea
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Sea el circulo ABCD, y en E cortense entre si las dos cuer-
das AC, BD, que no pasan por el centro. Digo, que no se divi~
dirin mutuamente en dos partes iguales. '

Porque si pudiesen cortarse por medio, de tal suerte, que AE
fuese igual 4 EC, y BE 4 ED; si una de las re@as pasase por
el centro, es claro que no podrd cortarla
por medio la otra, que no pasa por él: y
si ninguna pasase por el centro F 2, tirese
EF : cortando, pues, por medio la re&ta FE
tirada del centro 4 la cuerda AC, serd per-
pendicular b 4 ella ; y cortando 4 BD en
dos partes iguales en E , seria tambien per-
pendicular 4 BD ; de donde el 4ngulo FEA, -
y ¢l FEB serian re&os:y por consiguiente FEA seria igual  FEB,
el menor al mayor, lo qual es imposible: luego no se dividirdn
por medio las lineas AC, BD, Por consiguiente si en un circu=
lo, &c. L.Q.D. D.

PROP. V. TEOR.

SI dos circulos se cortan mutugmente ; no serd ung
mismo el centro de ambos.

Cdrtense entre si mutuamente los circulos ABC,CDG en los
puntos B, C, Digo, que su centro no serd uno mismo.

Porque si fuese posible ,supéngase el pun-
to E centro comun, tirese EC, y tambien . C J_
EFG. Siendo E centro del circulo ABC,
la linea CE- serd igual 4 la EF. Ade-’ ' \ G
mds de esto, siendo el mismo punto E cen- A
tro del circulo CDG/, serd la linea CE igual
dla EG: es asi que ya estd demostrada la
igualdad de CE 4 EF : luego FE ser4 igual
& EG, la menor 4 la mayor, lo que es im- ' B
posible : luego el punte E no serd centro co-
mun de los circulos ABC, CDG. Por consiguiente si dos, &ec.

L.Q.D.D.
PROP.
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PROP. VI. TEOR.

Y] dos circulos se tocan entre si interiormente ; no ten-
- drdan un mismo centro.

Téquense entre si interiormente en C los dos circulos ABC,
CDE. Digo, que no tendrdn un mismo centro.

Si tuviesen un centro comun F , tirando FC, C
y FEB, tendrian CF igual 4 FB, por ser . N
radios del circulo ABC: tendrian tambien CF
igual 4 FE , por ser radios del circulo CDE; s

pero se ha demostrado ser CF igual 4 FB:
luego tambien FE seria igual 4 FB, la menor
4 la mayor, lo qual es imposible : luego el
punto F no serd centro de los circulos ABC,
CDE. Por consiguiente si dos, &c. L. Q. D. D.

PROP. VI TEOR.

I en el diametro de un circulo se toma qualquier pun-
to diferente del centro, y de él se tiran reftas 4 la
circunferencia ; serd la linea mdxima la parte del did-
metro en que se halla el centro, y la minima la otra
parte : de las demds reftas serd mayor la mas proxima
4 la que pasa por el centro, y menor la mas distante:
y del mismo punto unicamente se podrdn tirar dos rec-
tas iguales , una a cada parte del diametro.

Sea el circulo ABCD, cuyo didmetro sea AD,y en este té-
mese qualquier punto F, que no sea el centro E del circulo, y
tirense de F 4 la circunferencia ABCD las re&tas FB, FC, F G
Digo , que FA serd la méxima, FD la minima,y de las otras

FB mayor que FC, y esta mayor que FG.
Tirense las lineas BE, CE , GE ; y siendo los dos lados de to-
a 20. I. do tridngulo mayores 2 que el otro, serdn las lineas BE , EF ma-

yo-
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yores que la BF : pero por ser AE igual 4 BE, son BE, y
EF iguales 4 AF : luego FA serd mayor que FB: ademis sien-
do BE igual 4 CE, y FE comun, las dos

BE , EF ser4n iguales 4 las dos CE, EF: B A

es asi que el dngulo BEF es mayor que
el CEF : luego la base FB serd mayor b C
que la FC: por la misma razon FC es ma-
yor que FG : ademds de esto , siendo las
lineas GF , FE mayores que EG ¢, y esta »
igual 4 ED, serdin GF, FE mayores que K
ED : quitesse FE comun, y resultard GF G™D
mayor que FD: luego FA serd la miéxi-

ma, y FD la minima, FB mayor que FC, y esta mayor
que FG. :

. Afiado , que del punto F tunicamente se podrén tirar dos
reas iguales 4 la circunferencia ABCD, una 4 cada parte de
la minima FD: constriyase sobre la re@ta EF en el punto E
el dngulo ¢ FEH igual al GEF , y tirese EH : siendo, pues,
GE igual 4 EH, y EF comun, los dos lados GE, EF serdn
iguales 4 los dos HE , EF, y el dngulo GEF igual al HEF:
luego la base FG serd igual ¢ 4 la FH. Digo, que del pun-
to F 4 la circunferencia no se podrd tirar otra linea igual e FG; y
si no, supéngase serlo FK ; respeo de ser esta igual 4 FG,
'y FH 4 FG, serd tambien FK igual 4 FH , esto es la mas cer-
cana 4 la que pasa por el centro igual 4 la mas remota ; lo
"qual no puede ser. Por consiguiente si en el , &c. L. Q. D. D.

PROP. VIII. TEOR.

| SI se toma un punto fuera del circulo, y de él se ti-
ran 4 la circunferencia qualesquiera refas, de las
‘quales una pase por el centro : de todas las-terminadas
en la circunferencia concava sera la maxima la que
pase por el centro, y de las demas la mas cercana 4
esta serd mayor que la mas distante ; pero de las termi-
E ‘nas

ba4. 1

cz2o0. 1.

d23. L

e‘nlo
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nadas en la circunferencia convexi , serd la minima la
que continuada pasard por el centro, y de las otras la
mas proxima 4 esta serd menor que la mas remota ; y
del mismo punto no se podran tirar mas de dos reétas
iguales, una 4 cada parte de la que pasa por el centro.

Sea el circulo ABC, detérminese el centro M 2,y fuera del
circulo témese el punto D, del qual 4 la circunferencia tirense
las re€tas DA, DE, DF, DC, pasando la primera de ellas por
el centro. Digo, que de las terminadas en la circunferencia cén- -
cava AEFC serd la mdxima DA ,que pasa por el centro, y que
la mas inmediata 4 esta serd siempre mayor que la mas remo-
ta; es 4 saber, DE mayor que DF, y esta que DC; y que de

las terminadas en la circunferencia convexd HLGK, la minima

serd DG, que prolongada pasa por el
centro M, y la mas préxima 4 esta siem-
pre menor que la mas distante ; es 4 sa-
ber DK menor que DC, y DL que DH.
Tirense del centro M las retas ME,
MF, MC, MK, ML, MH. Siendo AM
igual 4 ME, y MD comun, resultard AD
igual 4 EM , MD: pero las dos ME , MD
son mayores que ED b: luego tambien AD
ser4 mayor que ED. Ademds de esto, sien-
do -ME igual 4 MF , y MD comun, se~
rin EM, MD iguales 4 FM, MD ; pe-
ro el dngulo EMD es mayor que el FMD:
luego la base ED serd mayor c que la
FD: semejantemente se demuestra, que
FD es mayor que CD: luego DA serd la mdxima, DE mayor
que DF,y esta mayor que DC. ~ '
Siendo , pues, MK, KD mayores que MD b, y MK igual 4
MG, serdi KD mayor d que GD, por consiguiente GD menor
KD: luego DG serd la minima ; pero las dos re@as MK , KD
tiradas de los extremos del lado MD del tridngulo MLD son

menores que los dos lados ML, LD ¢: luego por ser MK igual
. ) é
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4 ML, resultard la re&a DK menor que la DL : semejantemente
se demuestra que DL es menor que DH : luego DG serd la mi-
nima , DK menor que DL , y esta menor que DH.

Afiado , que dnicamente podrén tirarse dos retas iguales del
punto D 4 la circunferencia , una 4 cada parte de la que pasa
por el centro : porque construido sobre la re€ta MD en el punto
M el 4ngulo DMB igual al KMD, y tirada DB, siendo por
consiguiente MK igual 4 MB, y MD comun, las dos KM, MD
serdn respeftivamente iguales 4 las dos BM, MD, y el 4dngulo
KMD igual al BMD: luego la base DK serd igual f 4 la DB.
Digo , que del punto D no se podrd tirar 4 la circunferencia
otra refta igual 4 DK : si se pudiese , fuese esta DN : siendo en-~
tonces DK igual 4 DN, y 4 DB, resultaria DB igual 4 DN,
esto es la mas préxima igual 4 la mas distante , contra lo que
queda demostrado. Por consiguiente si se toma , &c. L. Q. D. D.

PROP. IX. TEOR.

I te toma un punto dentro del circulo,y tres rec-
tas tiradas de €l 4 la circunferencia son iguales; se-
rd este punto el centro del circulo.

Témese dentro del circulo ABC el punto D, del qual tirap-
do 4 la circunferencia las reGtas DA, DB, DC, si estas son igua~-
les, serd el punto D el centro del circulo
propuesto. '

Porque 4 no ser D el centro, lo seria v
otro punto E : por el qual , y por D tirese DE ,
DE, y aldrguese hasta los puntos F, G, F \ G

resultard ser4d FG el didmetro del circulo
ABC. Si el punto D no fuese el centro,
GD seria la méxima, DC mayor que DB, A B
y esta que DA 2 : lo qual es imposible,
por ser iguales: luego el punto E no serd el centro del circulo
ABC: seme¢jantemente se demuestra , que ninguno otro lo es fuera
del D: luego este serd el centro del circulo ABC. Por consi-
guiente si se toma, &c. L. Q.D. D. L
. Ea . PROP.

C

f4. 1

a7 IIL
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PROP. X. TEOR.

OS circulos solo se cortan en dos puntos. * Nora.
»Esto se debe entender de sus circunferencias.”

Demos , si fuese posible,, que el circulo ABC corte al DEF
en mas de dos puntos; es 4 saber en B, G, A
F ; tdmese K por centro del circulo ABC,
y tirense las lineas KB , KG , KF : habién-
dose , pues, tomado el punto K dentro del
circulo DEF, y tirado de él 4 la circun-
ferencia DEF las tres lineas reQas iguales
KB, KG, KF, ser4 tambien el punto K 2
centro del circulo DEF : luego dos circu- c
los, que se cortan en mas de dos puntos,
tendrian un mismo centro ; lo qual es imposible b. Por consi~
guiente dos circulos solo se cortan en dos puntos. L. Q. D. D.

PROP. XI. TEOR.

I dos .circulos se tocan interiormente 5 la xz&a que
junta sus centros, prolongada pasard por-fel punto

~ de conta&o.

a20.1.

Téquense interiormente los dos circnlos ABC, ADE en el
punto A, y sea F el centro del circulo :
ABC, y G el del ADE. Digo, que la rec- _ A
ta, que junta los centros G, F prolongada py /‘
pasard por el punto A. -

Porque # no ser asi, caiga la linea FG,
DH, que junta los cemros, fuera del pun-
to A,y trense AF, AG. Por ser AG,
GF mayores que FA 2, esto es que .FH
(pues FA es igual 4 FH, por ser ra-

B

dios de un mismo circulo ) quitese FG comun, y resultari AG
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mayor que GH ; pero AG es igual 4 GD: luego GD menor
serd mayor’ que GH mayor ; lo que es imposible: luego la
refta , que junta los puntos F, G, no caerd fuera del pun-~
to de contalto: luego caerd en a. Por consiguiente ‘si dos, &c.
L' Q. DO D.

PROP. XI. TEOR.

I dos circulos se.tocan exteriormente ; la re@a , que
junta sus centros , pasara por el punto de contacto.

Té4quense exteriormente los dos circulos ABC, ADE en el
punto A, y sea F centro del primer cn'culo , Yy G el del segun-~
do. Digo, que la re&a, que une E
.estos centros , pasard por el pun-
to de conta&o A,

Porque 4 no ser asi, caeria
fuera del punto de conta&o, co-
mo FCDG : tiradas FA , AG, D

siendo F centro del circulo
ABC, la linea AF seria igual 4 |
"FC: ad 4s de esto, siendo G centro del circulo ADE, se
ria AG i 14 GD : luego FA, AG serian iguales 4 FC, DG:
luego FG seria mayor que las dos FA, AG; lo qual es impo-
sible , pues es menor 2: luego la reta , que Junta los puntos F, a 20. I
G, pasard por el punto de contao. Por consiguiente si dos, &c.

Lo Q' D- D- : v ’

" PROP. XIII. TEOR.

N.circulo no toca 4 otro en mas puntos que en uno,
ya lo toque exterior , ya interiormente.

Porque si posnble fuera, supdngase que el circulo EBF tocase al

C , primero interiormente en mas de un punto , 4 saber en B, D;
E3 ti-
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* 1o.11. tirese la linea BD, y la * GH, que divida en dos partes iguales, y
perpendicularmente 4 BD : estando, pues, los puntos B,D en la cir-
cunferencia de uno, y otro circulo , la reéta BD caeria dentro de

H A
B A f |
G m\u B \ D
D EC» &J

CG

22.TII. ambos circulos 2: luego en la reta G, que corta por medio,
b Cor. 1. y en 4ngulos reGos 4 la BD, estaria el centro P de ambos circu-
IIL. los: luego GH prolongada caeria en el punto de contatto de los
¢ 1.l circulos ©;-lo qual es absurdo, pues no puede caer en él, por-
que los puntos B, D estdn fuera de la linea GH : luego un circu-
lo no toca 4 otro interiormente en mas de un punto.
~ Afiado ,que tampoco lo tocar4 exteriormente en mas de un pun-
to : porque demos, que el circulo AKC tocase
al ABC en mas de un punto, 4 saber en los A, X
C: tirada AC resultaria, que tomados en la
circunferencia AKC los dos puntos A, C, la
a2.III. re®a AC,que los junta,caeria 2 dentro del circu- A C
lo AKC: es asi que este estd fuera del circulo
ABC: luego la reta AC estaria fuera del circu-
lo ABC; y respeo de que los puntos A, C
estdn en la circunferencia de este dltimo circu-
lo, la re®a AC estaria dentro 2 del mismo, B
lo qual es absurdo : luego un circulo no tocard v
4 otro exteriormente en mas de un punto: y ya antes se demos-

tré, que tampoco interiormente. Por consiguiente un circulo &c.
L. QI D. D‘

PROP.
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PROP. XIV. TEOR.

N el circulo las cuerdas -iguales distan igualmente
del centro; y las igualmente distantes del centro
son entre si iguales.

Sea el circulo ABDC, y en él sean iguales las cuerdas AB,
CD. Digo, que distarén igualmente del centro.

Sea el punto E el centro del circulo propuesto , y de €l tirense
perpendiculares EF, EG 4 las reGtas AB, CD ; tirense asimismo-
las lineas AE, EC: dividiendo, pues, perpendicularmente la re&ta
EF tirada por el centro 4 la reta AB, la dividird 2 tambien por
medio , de donde resultard la parte AF igual 4
1aFB; y por tanto AB dupla de AF: asimis- C
mo CD serd dupla de CG: pero AB es
igual 4 CD: luego AF serd igual 4 CG: y
siendo AE igual 4 EC, serd tambien el qua-
drado de AE igual al de EC: es asi que al
quadrado de AE son iguales los b dé AF,FE,
por ser reto el 4ngulo en F : asimismo al qua-
drado de EC son iguales los de EG , GC, por
ser reGto el dngulo en G: luego los quadrados de AF , FE serdn
iguales 4 los de CG, GE, de los quales el de AF es 1gual al de
CG, por ser AF 1gua1 é CG : luego el quadrado de FE serd
: 1gual al de EG; por consiguiente la reta FE serd igual 4§ EG: pero
las re@as se dicen distar igualmente del centro de un circulo,
quando son iguales las perpendiculares tiradas 4 ellas del cen-
tro <: luego AB, CD distardn igualmente del centro.

Aﬁado » que si dos cuerdas distan 1gualmente del centro , serén
iguales, esto es AB 1gual a CD, si estd EF igual 4 EG; por-
que supomendo Ia misma construccxon demostrarémos semejan-
temente ser la AB dupla de AF, y la CD de CG ; y por quanto
AE es igual 4 EC, tambien el quadrado de AE serd igual al
de EC: es asi que al quadrado de AE son iguales los de EF,
FA, y al de EC d los de EG, GC: luego los quadrados de EF
FA ser{m iguales 4 los de EG , GC, de los quales el quadrado

a 3. III,

¢ 4. Def,
III.

d 47.L

de FE es igual al de EG, por ser la linea FE igual 4 EG: luego

E4 el
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el quadrado de AF serd igual al de CG: luego la re&ta AF serd
igual 4 CG: pero AB es dupla de AF,y CD dupla de CG : luego
AB serd igual 4 CD. Por consiguiente en el circulo &c. L.Q.D.D.

PROP. XV. TEOR.

N el circulo la cuerda mdxima es el didmetro, y de

las demas 1la que dista menos del centro es siem-

pre mayor que la mas distante ; y la cuerda mayor estd
mas proxima al centro que la menor.

Sea el circulo ABCD , que tiene por didmetro la linea AD, y
por centro el punto E ; la cuerda BC sea la mas préxima al
centro, y FG la mas distante. Digo, que AD serd la mdxima , y
BC mayer que FG. . o

Tirense del centro E 4 las cuerdas BC, FG las perpendicula-
res EH, EK; asimismo EB, EC, EF : siendo, pues, AE igual 4
EB, y ED igual 4 EC, tambien AD ser4 igual 4 BE , EC: pero
BE , EC son mayores que BC 2 : por consi- ‘
guiente AD serd mayor que BC. AB

Y siendo BC la mas cercana al centro, y
FG la mas remota, la distancia EK serd mayo)l" F/
que la EH b: es asi que la BC es ( como se ha H
demostrade en la proposicion precedente) du- E
pla de BH; la FG dupla de FK , y los quadra-
dos de EH, HB iguales 4 los de EK ,KF,delos @\_] G
quales el quadrado de EH es menor que el de - D :
EK, por ser EH menor que EK: luego el qua-
drado de BH serd mayor que el de FK: consiguientemente Ia
reCta BH serd mayor que FK; y por tanto BC mayor que FG.

Si la cuerda BC es mayor que la cuerda FG, estar4 BC
mas cerca del centro que la FG, esto es.supuesta la nrisma
construccion , EH serd menor que EK ; pues siendo BC mayor:
que FG, ser4 tambien BH mayor que FK: es asi que los qua-
drados de BH, HE son iguales & los de FK,KE, y de estos
el de BH es mayor que el de FK,, por ser la linea BH mayor que

' . Ia




LIBRO TERCERO. 73

Ia FK: luego el quadrado de EH serd menor,que el de EK,y la reQa
EH menor que EK. Por consiguiente en el circulo,&c. L. Q. D, D

PROP. XVI. TEOR.

A re@a perpendicular al didmetro de un circulo

en su extremo, cae fuera del circulo : y entre ella

y la circunferencia no se puede tirar otra reta; 6 lo
que es lo mismo, la circunferencia del circulo pasa
entre la perpendicular, y otra reéta, que con el did-

metro forma un dngulo agudo, quan grande se quiera;
o la que forma con la perpendxcular un dngulo , por.

pequefio que sea.

Sea el circulo ABC, su centro D,y su dnémetro AB. Digo,
que la re&@a perpendlcular del d:émetro AB

en el extremo A caeré fuera del circulo. o
Porque 4 no ser asi, caeria dentro, co- C
mo AC; tirese DC. Snendo s pues , DA, A

igual 4 DC , seria.tambien el 4dngulo DAC B D
igual 2 al ACD: pero el éngulo DAC es ' |
recto : luego tambien lo seria ACD: por con- N

guiente ambos dngulos serian iguales 4 dos
retos 5 lo qual es imposible b. Luego la re@a perpendicular

al 'diametro BA en el extremo A no caerd dentro del circulo: ’

semejantemente demostrarémos , que tampoco 'Cae €n su circun-
ferencia: luego caerd fuera, como AE en | F
la figura siguiente,

. Entre la perpendicular AE , y la cir-
cuhferencia ABC no se puede tirar otra
linea re@a ; pues si se pudiese tirar,sea FA,

y del centro D sea DHG perpendicular ¢ g
4 FA. Por ser refto el angulo AGD, y D
DAG d menor que un re€to, seria DA ma- '

yor ¢ que DG es asi que DA es igual 4 DH:

lo

as. L

b 17. Ic

era. 1,

LR
er19. L
luego DH seria mayor que DG, la menor , mayor que la mayor;-



6 la que con la perpendicular forma un B;
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1o qual es imposible: luego entre la perpendicular,y la circunferen-
cia no puede tirarse otra re&a alguna ; 6 lo

que es lo mismo, la circunferencia del E
circulo pasa entre la re&ta perpendicular 4 C

el didmetro, y la otra que con este forma un

4dngulo agudo , tan grande como se quiera, , H

A
dngulo, por pequefio que sea. “Esto, y no D
»otra cosa se ha de entender , quando en '
»el texto Griego , y en las traducciones se

»dice , que el dngulo del semicirculo es mayor que todo dngulo
wagudo, y el otro menor.” - :

Cor. De aqui se sigue manifiestamente, que la refta pers
pendicular tirada al didmetro del circulo en su extremo toca
al circulo ; y que la re@a que toca al circulo lo toca en un so~
lo punto ; pues se ha demostrado f, que la que lo toca en dos,
cae dentro de él: “y ademds de esto se infiere,, que solo una rec-
nta puede tocar al circulo en un mismo punto.”

PROP. XVII. PROBL.

E un punto dado fuera de un circulo dado, 6 en su
circunferencia tirarle una tangente.

Primeramente sea A el punto dado fuera del circulo dado
BCD ; y hdyase de tirar de dicho punto
una refta , que toque al circulo dado.

Sea E 2 el centro del circulo, tirese la
linea AE, y con centro E, ¢ intervalo EA
describase el circulo AFG,y en el punto
D b tirese DF perpendicular 4 EA : ti-
rense asimismo las lineas EBF , AB. Digo,
que AB tirada de A tocar4 al circulo BCD.

Porque siendo el punto E centro de los circulos BCD, AFG, -
la linea EA serd igual 4EF,y la EB 4 ED: luego las dos AE,
EB serdn iguales 4 las dos FE , ED ; pero contienen el 4ngulo E

co-
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comun : luego Ia base DF ser4 igual 4 la AB, el tridngulo EDF

igual al EBA, y los otros dngulos entre si iguales <: luego el e4.1.

dngulo- EBA serd igual al EDF: pero EDF es refto: luego

tambien lo serd EDF ; pero EB es radio: y la re&a perpendicu-

lar al didmetro del circulo en su extremo lo toca d: luego dCor.16,

AB tocard al circulo. u.
“En segundo lugar esté el punto dado D en la circunferen.

»cia del circulo: tirese del centro E el radio DE,y en D 12

»DF e perpendicular 4 DE ; tocard f DF al circulo” Por con- ¢ 1. 1.

siguiente de un punto dado se ha tirado una re&a, que toca al fff“'“‘

circulo dado. L. Q. D. H. *

PROP. XVIII. TEOR.

I una recta toca 4 un circulo, y del centro al pun.
to de contacto se tira otra reta ; esta serd perpens
dicular 4 la tangente. |

Toque la re&a DE en el punto C al circulo ABC,y sea F
zl Beéxtro , juntense F, y C. Digo, que FC serd perpendicular

Porque si no lo fuese , seria 1a FBG perpendicular 2 4 DE: a12. 1.
siendo, pues, reGto el dngulo FGC , resul- _
taria GCF agudo b : pero 4 mayor dngulo A b1 L
est4 opuesto mayor lado c: luego FC seria c19. L
mayor que FG ; pero FC es igual 4 FB: luego
FB seria mayor que FG, la menor , mayor que
1a mayor ; lo qual es imposible : luego FG no
serd perpendicular 4 DE : semejantemente se
demostrard no serlo ninguna otra, sino FC: B
luego esta serd perpendicular 4 DE. Por con- D C GE
siguiente si una , &c. L. Q. D. D.

PROP.
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| "'PROP. XIX. TEOR. "' '
I una re(ta toca 4 un circulo, y en punto de con-

XJ tafto se tira una perpendicular 4 la tangente ; se
hallard el centro del circulo en la perpendicular.

Toque la re€ta DE al circulo ABC en el punto C, y en este -

- punto sea CA perpendicular 4 DE. Digo, que el centro de}

218.I11,

as L

‘circulo se hallard en CA. '

Porque 4 no hallarse en CA, se hallaria
enun punto F fuera de ella; tirese FC: to-
cando, pues, la reta DE al circulo pro-
puesto , y siendo FC la re&a tirada del cen-
tro al punto de contalto , seria perpendi-
cular 2 4 DE: luego el 4dngulo FCE seria
recto ; pero lo es tambien ACE : luego FCE __ N
seria igual 4 ACE, el menor al mayor,que D .. C- E
es absurdo : luego el punto F no serd cen-
tro del circulo - ABC : semejantemente - se demuestra » qué no
lo es ningun otro punto, que esté fuera de la linea CA: luego
en esta se hallard el centro. Por consiguiente si una, &c. L.Q.D.D.

PROP. XX. TEOR.

‘I ‘:N un circulo el dngulo en el centro serd duplo del
angulo en la circunferencia , si los dos insisten en
un mismo arco , como base.

Sea el circulo ABC, BEC el 4ngulo en el A
¢centro , y BAC el 4dngulo en la circunferencia,
los quales insisten sobre un mismo arco BC co-~
mo base. Digo ,que BEC ser4 duplo de BAC. ’
Primeramente esté el centro E dentro del 4n-
gulo BAC, tirese la linea AEF: siendo, pues, l‘
la EA igual 4 EB, ser4 tambien el 4ngulo EAB B C
igual @ al EBA: luego los 4ngulos EAB, EBA F

SC=-
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serdn el duplo de EAB : es asi que el BEF es igual 4 los EAB,

EBA b: luego tambien el 4ngulo BEF serd duplo del EAB: asi-~ b 32. 1.
‘mismo el FEC es duplo del EAC: luego el
BEC sera duplo del BAC,

En segundo lugar esté el centro E fuera
del dngulo BDC ; tirese DEG ; serd el 4n-
.gulo GEC duplo del GDC, y GEB duplo
del GDB : luego BEC serd duplo del BDC.
Por consiguiente en un circulo, &c. L Q. D.D.

PROP. XXI. TEOR.

l OS idngulos , que estin en un mismo segmento del
circulo son iguales entre si.

@
. ‘
&

>

Sea el circulo ABCD, y en su mismo segmento BAED estén
Jos 4ngulos BAD, BED. Digo, que serdn A E
iguales entre si.

Sea F centro del circulo ABCD. Prime- '
ramente supéngase el segmento BA ED ma-
yor que el semicirculo, y tirense las lineas
BF, FD : estando, pues, en el centro el 4n- B D
gulo BFD, y el BAD en la circunferencia, :
€ insistiendo ambos en el mismo arco BCD,
el 4dngulo BFD es duplo 2 del BAD: asi- . 320, II.
mismo_el BFD es duplo del BED : luego el BAD seré 1gual
al BED. A E

Pero si el segmento BAED no es mayor 3
que el semicirculo, y en él estdn los dngu- |
los BAD, BED, estos serdn iguales entre B ' D
i3 porque tirada la linea AFC por el cen- 7
tro F, y tirando asimismo CE , resultar el
segmento BAEC mayor que el semicirculos
as1 sus dngulos BAC ; BEC serdn 1guales en-
tre si: por la misma razon son entre si igua- C
Tes los éngulos ‘CAD, CED: luego el BAD serd 1gual al BED.
Por consiguiente los éngulos & L. Q.D.D.

>>)

°1

PROP.
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PROP. XXII. TEOR.

OS dngulos opuestos. de una figura quadrilatera ins-
crita en el circulo son iguales 4 dos rectos.

Sea el circulo ABCD, y en él inscrita la figura quadriléd-
tera ABCD. Digo, que sus dngulos opuestos serdn iguales 4 dos
rectos.

Tirense las lineas AC, BD : siendo los tres 4dngulos de to~
do tridngulo iguales 2 4 dos re&os, serdn D
los tres angulos CAB, ABC, BCA del.tridn-
gulo ABC iguales 4 dos reos: es asi que G
el CAB es igual b al CDB, por estir en ‘
el mismo segmento BADC; y el ACB igual '
al ADB, por estir en el mismo segmento A B
ADCB : luego <l 4ngulo ADC ser4 igual 4 \__/
los BAC, ACB. Afddase el dngulo ABC,

y resultardn ABC, CAB, BCA iguales 4 los ABC, ADC: es
asi que ABC, CAB, BCA son iguales 4 dos reGos: luego tam-
bien lo serin ABC, ADC: semejantemente se demuestra, que

los BAD , DCB son iguales 4 dos re&os. Por consiguiente los
édngulos , &c. L. Q. D. D. :

- PROP. XXIII. TEOR.

Ozre una misma re@a,y dcia una misma parte no
pueden estar dos segmentos semejantes de circulos,
sin que se ajusten mutuamente.

Porque si pudiesen estdr sobre la misma reGa AB, y 4cia
la misma parte dos segmentos semejantes de D
circulos, sin ajustarse mutuamente 3 séanlo ACB,

ADB ; y cortando el circulo ACB al ADB en :
dos puntos A, B, no lo cortara en otro 2: por :
consiguiente caerd el un segmento dentro del ‘

otro: esto es ACB dentro de ADB; tirese la A B
re®a BCD, y las CA, DA. Siendo el segmento ACB seme-
jan-




LIBRO TERCERO. 79

jante ‘al ADB, y semejantes segmentos de circulos los que con-
tienen 4ngulos iguales b, el 4ngulo ACB seria igual al ADB, el
externo 4 un interno opuesto, lo que es imposible ¢. Por con-
siguiente sobre, &c. L. Q. D. D.

PROP. XXIV. TEOR.

I OS segmentos semejantes de circulos , que estdn so-
bre rectas iguales , son iguales entre si.

- Estén sobre las re&as i]%uales AB, CD los segmentos semejan-
tes de circulos AEB, CFD. Digo, que AEB ser4 igual 4 CFD.

- Porque apliquese el segmento AEB al CFD) colocando el pun-
to A sobre el C,y la reGta AB sobre la CD: caerd el punto B

E : F

A B C = D

sobre D, por ser la linea AB igual 4 CD : luego ajustdndose
las dos re@as AB, CD; y siendo semejantes los dos segmentos
AEB, CFD,y no pudiendo estir sobre una re&ta AB 4cia una
misma parte dos segmentos semejantes, sin que se ajusten, se
ajustard AEB 4 CFD 2: luego serdn iguales entre si, Por consi-
guiente los segmentos, &c. L. Q. D. D.

PROP. XXV. PROBL.

‘DADO un segmento de circulo describir el circulo.

- Sea ABC el segmento dado de circulo, y hdyase de descri-
- bir el circulo.

b 11.Def.
II1.
¢ 16. L

a23. 1L

Dividase por medio 2 Ia cuerda AC en D: en este punto a 0. L

elé-
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elévese DB b perpendicular 4 AC, y tirese AB. Si los 4ngulos *
ABD, BAD resultan entre si iguales, tambien la re@a BD se«
rd igual <.4 DA,y por conseqiiencia 4 DC : y siendo las tres
retas DA, DB, DC iguales entre si, el punto D serd el cen-
tro del circulo d: ahora, pues, con centro D, € intervalo igual
4 una de las re€tas. DA, DB, BC describase un circulo , que pa-
sard por los demds puntos,y quedard descrito el circulo, de
quien es segmento ABC: y estando el ceatro D en la linea AC,
el segmento ABC serd un semicirculo. Pero si los * dngulos
ABD, BAD fuesen desiguales, constriyase sobre la re¢ta AB en
el punto A el dngulo BAE igual ¢ al ABD : prolénguese DB
hasta E , y tirese EC: siendo, pues, el 4ngulo ABE igual al
BAE , tambien la reta BE serd igual f 4EA , y siendo AD igual
4 DC,y DE comun, resultardn las dos AD, DE respetiva-

3 3 3

B B B
FIN &P (/0
A C .
D E A D C

mente iguales 4 las dos CD, DE, y el dngulo ADE igual al
CDE, por ser ambos reGos: luego tambien la base AE serd
igual g 4]a EC: es asi que y4 estd demostrada la igualdad de
AE 4 EB, asi BE serd igual 4 EC, y consiguientemente las tres
re&tas AE, EB, EC serdn iguales entre si, y el puato E serd
el centro del circulo b: ahora, pues, con dicho centro E, € in-
tervalo igual 4 upa de las lineas AE , EB, EC, describase un
circulo , el qual pasard por los demds puntos, y quedard des-
crito el circulo, de quien ABC es segmento. Es manifiesto,que
si el dngulo ABD fuese mayor que el BAD, el centro E caeria
fuera del segmento ABC, y que por consiguiente seria menor
que un semicirculo ; y que si fuese menor caeria el centro E den-
tro del segmento ABC, resultando este menor que el semicirculo.

Por consiguiente dado, &c. L. Q.D. H.

PROP.
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S PROP. XXVI TEOR. |

N circulos iguales los dngulos iguales, que estdn
ambos en la circunferencia, 6 ambos en el centro,
insisten sobre arcos iguales.
~

Sean iguales los circulos ABC, DEF, y en ellos iguales los
dngulos BGC, EHF , que estdn en los centros ; y los BAC, EDF,
que estdn en las circunferencias. Digo,que el arco BKC serd
igual al ELF. '

Tirense las cuerdas BC , EF : siendo iguales los circulos ABC,
DEF, tambien lo serdn sus radios: luego BG , BC serdn igua-
les 4 EH,HF, y el 4ngulo G igual al H : luego la base BC
serd igual » 4 Ia EF ; y siendo el 4dngulo A igualal D, el seg- 4 ,.1.

A D

B ; F
MCEM' '

mento BAC serd semejante b al EDF; pero estdn sobre las rec- brr.Def.
tas iguales BC, EF : es asi que semejantes segmentos de circu- 1L
los, que estdn sobre re@as iguales , son iguales c-entre si: lue- ., 11,
go el segmento BAC ser4 igual al EDF : pero el circulo ABC

es igual al circulo DEF : luego el segmento BKC serd igual al

ELF : luego tambien el arco BKC serd igual al ELF. Por con-
siguiente en circulos , &c. L. Q. D. D.

' PROP. XXVII. TEOR.

N circulos iguales los dngulos , que insisten sobre
iguales arcos, estéri ambos en los centros, 0 en

las circunferencias , son iguales entre si.
' F Su-~




a 20. 111,

b23.1.

¢ 26. IIf,

arIIL

82 ELEMENTOS DE EUCLIDES.

Supéngase , que en los circulos iguales ABC, DEF insisten
sobre arcos iguales BC, EF los dngulos BGC , EHF en los cen-
tros G, H; y los dngulos BAC, EDF en las circunferencias. Di-
go , que el dngulo BGC serd igual al EHF, y el BAC al EDF.

Suponiendo que sea el 4ngulo BGC igual al EHF , es manifiesto,
que tambien el BAC sera igual 2 al EDF: pero suponiendo que no
sea asi, uno de ellos seria mayor ; séalo BGC, y constriiyase sobre

. N

la reGa BG b en el punto G el 4ngulo BGKigual al EHF : es asi
que los dngulos iguales insisten sobre arcos iguales, quando ambos
estin en los centros < : luego el arco BK seria igual al EF: pero
EF es igual 4 BC: luego BK seria igual 4 BC, la menor 4 la
mayor, lo qual es imposible: luego el 4ngulo BGC serd igual
al EHF : ademds , el dngulo A es la mitad del BGC, y el D
mitad del EHF : luego el dngulo A serd igual al dngulo D. Por
consiguiente en circulos , &c. L. Q. D. D.

PROP. XXVIIL TEOR. |
EN circulos iguales cuerdas iguales dividen las cir-
cunferencias en arcos iguales ; el mayor al mayor,

y el menor al menor.

Sean iguales los circulos ABGC, DEHF , é iguales sus cuer-
das BC, EF, las quales dividan las circunferencias en los ar-
cos mayores BAC, EDF, y en los menores BGC, EHF. Digo,
que el arco BAC mayor serd igual al EDF mayor,y el BGC -
menor igual al EHF menor. . R

Porque sean K, L los centros 2, y tirense las re&as BK , KC,
EL, LF : siendo , pues, los circulos iguales entre si, serdn tam-
bien iguales los radios BK , KC, 4 los EL,LF, y es la base BC;

igua
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igual 4 Ia EF: luego el 4ngulo BKC serd igual b al ELF :pero b8.1.
é4ngulos iguales insisten sobre arcos iguales , hallindose ambos

A D
NI
G H

en los centros < de circulos iguales : luego el arco BGC serd c26.1IL
igual al EHF : pero el circulo ABC es igual al DEF : luego

el arco BAC serd igual al EDF. Por oconsiguiente en circulos,

&c. L. Q. D. D.

"PROP. XXIX. TEOR. ,
AS cuerdas que subtenden arcos iguales de circu-
4 los iguales , son iguales.

Sean iguales los circulos ABC, DEF, sean BGC , EHF ar-

cos iguales , y tirense las cuerdas BC, EF. Digo, que la cuerda
BC sera igual 4 la EF.

Porque siendo K, L los centros de los circulos 2, y tiradas , ;. 111.
Ias lineas BK , KC, EL , LF: siendo el arco BGC igual al EHF,

A D

~ . 5
K___CEC_ OF
G H
tambien el 4ngulo BKC serd igual b al ELF ; y siendo los circu- b 27.IIL
los ABC, DEF iguales, tambien lo serdn los radios: luego las
dos BK , KC serdn iguales 4 las dos EL, LF; y contienen dn-

gulos iguales: luego la base BC serd igual ¢ 4 la EF. Por con- ¢ 4.1,
siguiente las cuerdas, &c. L. Q. D. D.

Fa PROP.
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- ADC menor que el semicirculo, serd mayor
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PROP. XXX. PROBL.
DIVIDIR en dos partes iguales un arco dado.

Sea el arco dado ADB, y hdyase de dividir en dos partes iguales.

- Tirese la cuerda AB, dividase 2 por medio en C; en este
punto elévese CD perpendicular 4 AB, y tirense AD ; DB ; sien~
do, pues, AC igual 4 CB, y CD comun, las
dos AC, CD serdn iguales 4 las dos BC, CD, D
y el 4dngulo ACD al BCDj por ser ambos rec-
tos: luego 1a base AD serd tgual b 4 Ia BD:es /
asi que cuerdas iguales dividen las circunferen- A C B
cias en arcos iguales ¢, el mayor al mayor,y
el menor al menor: y las dos AD, DB son- menores que el se-
micirculo : luego el arco AD serd igual al DB. Por consiguiente
el arco dado se ha dividido en des partes iguales. L. Q. D. H.

PROP. XXXI. TEOR.

N el circulo el dngulo, que estd én el semicirculo, es
recto; el que estd en segmento mayor e€s menor que
el re€to; y el que estd en segmento menor es mayor

que el reéto.

Sea el circulo ABCD, su didmetro BC,y su centro E , y tirese
Ia linea CA , que divida al circulo en los segmentos ABC, ADC;
tirense DA, AD, DC. Digo, que el 4ngulo
BAC, que estd en el semicirculo, serd recto, E
y el ABC, que estd en el segmento ABC
mayor que el semicirculo, serd menor que D
elreto; y el ADC, que estd en el segmento

B C

que el reo. E
- Tirese AE, y prolénguese BA hasta el ‘
-punto F , resultard, que por ser BE igual 4

.as. L

EA, serd tambien el dngulo EAB igual 2

al EBA : ademas siendo AE igual 4 EC, el dngulo EAC serd

igual
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igual al ECA 2: luego el 4ngulo BAC serd igual 4 los dos
ABC, ACB: pero el externo FAC es igual b 4 los dos internos b 32, L.
ABC, ACB: luego el d4ngulo BAC ser4 igual al FAC: por consi-
guiente ambos serdn reGos ¢, y por tanto el 4ngulo BAC en el se- ¢ Def.10
micirculo BAC serd re&o. : L

Y siendo los dos dngulos ABC, BAC del tridngulo ABC me-
nores 4 que dos reftos, y el BAC re&to, el ABC serd menor que d 17. I
el reGo: el qual estd en el segmento ABC mayor que el semi-
circulo.

Estando, pues, en el circulo el quadrildtero ABCD ; y siendo
los dngulos opuestos de los quadrildteros inscritos en los circulos
iguales 4 dos re&os , serdn los 4ngulos ABC, ADC iguales ¢ 4 .,, 1.
dos refos : es asi que el dngulo ABC es menor que el refto: lue- )
go el ADC serd mayor que el reGo: el qual estd en el segmento
ABC menor que el semicirculo. L. Q.D. D.
- Es evidente , que el arco AB cae fuera de la re&a AB, Ia qual
con AC, estoes con la base del segmento, contiene un 4ngulo
refto 4cia la parte del segmento mayor ABC: y que el arco AD
cae dentro de la re&a AF , la qual con AC contiene un dngulo
reto 4cia la parte del segmento menor ADC. “Esto, y no otra
ncosa se ha de entender, quando el texto Griego , y las Versiones
ndicen, que el dngulo del segmento mayor es mayor, y el del
»segmento menor es menor que un dngulo re&o.”

Cor. De aqui se deduce manifiestamente, que si un 4ngulo de
un tridngulo fuese igual 4 los otros dos, serd refto ; porque pro-
longado uno de los lados que lo forman, el angulo externo le serd
igual, por serlo 4 los otros dos dngulos ; y quando los dos 4ngu-
los formados por una re@a que encuentra 4 otra son iguales, am-
bos son retos c. ¢ Def. 1o,

PROP. XXXII. TEOR.

I una re®a toca 4 un circulo, y del punto de conta&to
se tira otra que lo corte; los dngulos, que forme la
secante con la tangente , seran iguales 4 los que estdn en

los segmentos alternos del circulo.
F3 Su-
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Supdngase, que la reGa EF toca al circulo ABCD en el pun-
to B, del qual tirese la reGa BD, que corte al circulo. Digo,
que los dngulos , que la secante BD forma con la tangente EF,
serdn iguales 4 los que estdn en los segmentos alternos del circu-
lo; esto es que el dngulo FBD serd igual al que estd en el seg-
mento DAB ; y el DBE al que estd en el segmento BCD.

Porque tirada en el punto B la linea BA perpendicular 2 4 EF,
y la re©a BC del punto B 4 qualquier
punto C del arco BD, tirense las lineas A
AD, DC: por ser BA perpendicular 4 la
tangente EF en el punto de contalto B,
serd el didmetro b: luego el 4ngulo ADB
estard en el semicirculo, y por consiguien-
te serd re€to c: luego los demds dngulos
BAD, ABD del tridngulo ADB serdn igua- '
les 4 un reto d 5 pero ABF es refto: lue- E B F
go ABF serd igual 4 BAD, ABD: qui- |
tando el ABD comun, resultard DBF , formado por Ia tangente,
y la secante, igual al BAD, que est4 en el segmento alterno del
circulo: ademds, estando el quadrildtero ABCD inscrito en el
circulo , sus 4ngulos opuestos serdn iguales 4 dos reftos ©: lue-
go los dngulos BAD , BCD serdn iguales 4 los DBF , DBE f:
de los quales la igualdad del primero al BAD ya estd demos-
trada : luego el DBE serd asimismo igual al DCB, que estd en
el segmento alterno del circulo. Por consiguiente si una reQa,

&c. L.Q.D.D.

PROP. XXXIII. PROBL.

| DEscnn;m sobre una re€ta dada un segmento de circu-

lo capaz de contener un dngulo igual 4 un dngulo
rectilineo dado.

Sea la re@a dada AB, y el 4ngulo reQilineo dado C: y
hdyase de describir sobre dicha refta un segmento de circulo,

capaz de contener un 4ngulo igual al C. P
rl-
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Primeramente supdngase reo el 4dngulo C: dividase 2 por
medio la linea AB en el punto F, y de
este como centro con intervalo FA descri-

base el semicirculo AHB ; resultard el 4n- =
gulo AHB, que est4 en el semicirculo,
igual b al reCto C. !

Pero demos que no seareoeldnguloC: " A fF B
en el punto A spbre 1a re&ta AB constriya- j
se el dngulo BAD igual ¢ al dado C:
en el mismo punto elévese d la linea

H
AE perpendicular 4 AD, la AB di- %
vidase ¢ por medio en el punto F, y
en este elévese FG perpendicular 4
AB : asimismo tirese la linea GB. Sien-
do AF igual 4 FB, \VB
D\ |

y FG comun, (g™ A
las dos AF, FG resultardn iguales 4
las dos BF, FG ;y el 4ngulo AFG
igual al BFG: luego la base AG se-
rd igual 4 la GB: por consiguiente el ,
circulo descrito con centro G, é in-

tervalo GA pasard por el punto B.
Describase el tal circulo AHB: y por -

H
C .
; ALK
quanto en el pynte A ,extremo del did- _—
metro AE, se ha tirado AD perpen-
dicular 4 AE, serd AD tangente del D :

E
circulo f: y encontrando asimismo al

circulo AHB en el punto de contac-

to A la re®a AB, que corta al circulo, resultari el dngulo
DAB igual al que esté en el segmento alterno AHB del circulo:
es asi que el dngule DAB és igual al C: luego C ser4 igual al
que esté en el segmento AHB. Por consiguiente sobre la rea
dada AB se h3 descrito, &c, L. Q. D, H.

F 4 'PROP.

a10. 1.

c23 L
diI1r1. L

ero. 1.

f 16. 111,
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PROP. XXXIV. PROBL.

Ortar de un circulo dado un segmento capaz de comns
tener un angulo igual 4 un angulo reétilineo dado.

Sea e} circulo dado ABC, D el 4ngulo reilineo dado, y
hdyase de cortar de dicho circulo un segment capaz de con-
tener un 4dngule igual al dado D.
a1, Tirese la re¢ta EF,que toque 2 al circulo ABC enel punto Bs y
en el punto B sobre la BF constriya-
ka3 L s el dngulo FBC igualal D b: tocan- A
do, pues, 1a reta EF al circulo ABC,
y tirada del punto de contalto B la C
c.32.IlL BC, resultard et 4ngulo FBC igual
al dngulo formado en el segmento D
alterno BAC del circulo : es asi que

el FBC es igual al D: luego el que E B F
estd en el segmento BAC serd igual
al D. Por consiguiente del circulo dade ABC se ha cortado,

&. L Q.D.H |
PROP. XXXV. TEOR.

I en el circulo dos cuerdas se cortan mutuamente ; el
rectangulo contenido por los segmentos de la una
serd igual al contenido por los segmentos de la otra.

Cértense mutnamente en el circulo ABCD las dos cuerdas AC,
BD en el punto E. Digo, que el re@dngulo

contenido por los segmentos AE, EC serd igual . 4 Q D
al contenido por los BE , ED. '

Porque si las cuerdas AC, BD pasan por el "
centro, 6 lo que es lo mismo, el punto de in- B C
terseccion E es el centro del circulo ABCD, es

manifiesto , que por ser iguales AE, EC, BE , ED , serd el
. rec-
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re&4ngulo contenido por AE, EC igual al contenido por BE, ED.
Mas demos, que solo BD ,una de las dos cuerdas , pase por
el centro,y 4 mas corte perpendxcularmente en el punto E4 AC,
que no pasa por el centro: cortada por medio BD en el punto
F, este serd el centro del circulo ABCD : tirese AF 5 y res-
peGo que BD tirada por el centro corta en E perpendicular-
mente 4 AC, que no pasa por el centro, serdn iguales 2 entre s 3. 111,
si las lineas AE, EC: y habiéndose cortado Ia re@a BD en par-
tes iguales en F , ¥ en partes desiguales en

E, serd el re&éngulo contenido por EB, . D

ED junto con el quadrado de EF igual al

quadrado de FB b, esto es al de FA: es bs. IL
asi que al quadrado de FA son iguales los F

quadrados de AE,EF c: luego el re&in- c47 L

gulo BE , ED junto con el quadrado de EF E C

serd igual 4 los quadrados de AE , EF: . /

quitese el quadrado comun de EF, y el B

reGtingulo BE, ED resultard igual al qua-

drado de AE, esto es al reftdngulo contenido por AE, EC.
Supongamos que BD pasa por el centro F cortando, y no per-

pendicularmente,, en E 4 AC, que no pasa por el centro; ti-

rese FA , y bixese FG perpendicular 4 4 AC; resultard AG igual d12.1.

4 GC ¢ : y por consiguiente el re&dngulo de AE, EC junto con e 3. 111,

el quadrado de EG serd igual al quadrado de AGf: : afiddase £ . 11,

el quadrado comun de GF, y resultard el

retdngulo AE, EC junto con los quadra- 1y

dos de EG, GF igual 4 los quadrados de

AG, GF: pero el quadrado de EF es igual

4 los de EG, GF, y el de AF igual g 4

los de AG, GF: luego el reftdngulo AE, A G C

EC junto con el quadrado de EF serd igual \){3

al quadrado de AF; esto es al de FB: es

asi que 4 este dltimo es igual el reGtdngulo BE, ED junto con

el quadrado de EF h: luego el re&angulo AE, EC j junto con el h 5. IL

quadrado de EF sera 1gual al re&angulo BE , ’ED junto con el

quadrado de EF: quitese el quadrado comun de EF, y quedar4
el reGtdngulo AE , EC igual al BE, ED.
_ - Ul-




a 18.I11.

b 6.11.

¢ 47. L

.90 ELEMENTOS DE EUCLIDES.

Ultimamente demos, que ninguna de las re&as AC, BD pase
por el centro F ; y por el punto de intersec-
cion E de las cuerdas AC, BD tirese el gy
didmetro GEFH: estando ya demostrada la
igualdad del re&dngulo AE , EC al re&tdn- F D
gulo GE, EH, y por consiguiente tambien

1a del BE, ED al GE, EH, ser4 el re@4n- A\D/C
G
B

gulo contenido por AE, EC igual al con-
tenido por BE, ED. Por consiguiente sien
el circulo , &c. L. Q.-D. D.

PROP. XXXVI. TEOR.

I de un punto fuera del circulo se tira una tangente,

y una secante hasta encontrar la circunferencia en

la parte céncava ; el re€tdngulo contenido por la secan-

te, y por su parte externa ( esto es la que estd fuera del
circulo ) serd igual al quadrado de la tangente.

TSmese fuera del circulo ABC el punto D, del qual al circo-
lo tirense dos retas DCA, DB, la primera que lo corte, y la
segunda que lo toque. Digo , que el reftdn-
gulo contenido por AD, DC serd igual al D
quadrado de DB. '

Porque 6 la linea DCA pasa por el cen-
tro, 6 no : si pasa, supuesto que E es el cen-
tro del circulo ABC, tirando el radio EB al B
punto de contalto, resultard el 4ngulo EBD
refto 2: halldndose pues dividida por medio E
en E la re€ta AC parte de la AD, el re&4n-
gulo contenido por AD, DC junto con el qua- !
drado de EC serd igual al quadradode ED b: A
es asi que CE es igual 4 CB: luego el rec-
téngulo contenido por AD, DC junto con el quadrado de EB
serd igual al quadrado de ED ; pero el quadrado de ED es
igual 4 los de EB, BD ¢, por ser el dngulo EBD re&o: lue-

go.

C
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go el re&tdngulo contenido por AD, DC junto con el quadrado
de EB serd igual 4 los quadrados de EB, BD: y quitando el
quadrado comun de EB, quedar4 el reG4ngulo contenido por AD,
DC igual al quadrado de la tangente DB. ,

Pero si DCA no pasa por el centro E d del circulo ABC, dr.1IL
bixese EF ¢ perpendicular 4 AC: tirense EB, EC, ED, ser ¢ 12. L
el 4ngulo EFD reto: y dividiendo perpendicularmente la rec-
ta EF, que pasa por el centro 4 la re&a AC, que no pasa por
el centro, la dividird f en dos partes iguales: luego AF ser4 f3.11I,
igual 4 FC: halldndose pues la re&ta AC dividida por medio enF,

y siendo AC parte de CD, resultard el re&dngulo contenido por
AD, DC junto con el quadrado de FC igual al quadrado de
FD g: aiiddase el quadrado de FE, y resultard el re&idngulo g 6. IL
contenido por AD , DC junto con los quadrades de CF, FE

D

E
A

\

igual 4 los quadrados de DF, FE : es asi que 4 estos dltimos
quadrados es igual el de ED, por ser re&o el 4dngulo EFD:
4 mas de esto, el quadrado de EC es igual 4 los de CF, FE:
luego el re@dngulo contenido por AD, DC junto con el qua-
drado de EC serd igual al quadrado de ED ; pero 4 este tlti-
mo son iguales los de EB, BD, por ser reo h el dngulo h 18.IIL
EBD: luego el re@dngulo contenido por AD, DC junto con
el quadrado de EB ser4 igual 4 los quadrados de EB, BD: qui-
tese el quadrado comun de EB, y el re€tdngulo contenido por
AD, DC serd igual al quadrado de DB, Por consiguiente si

de un, &c. L. Q. D. D.
Cor.
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Cor. De aqui es, que si de qualquier punto fuera del circu-
lo se tiran 4 él las reGas AB, AC, que lo corten, los reine-

A

B

gulos contenidos por las secantes, y por sus partes externas; es
4 saber el re@dngulo de BA,AE, y el de CA, AF serdn iguales
entre s , por ser ambos iguales al quadrado de la tangente AD.

PROP. XXXVII. TEOR.

I de un punto fuera del circulo se tiran dos reétas,
una que lo corte termindndose en su circunferencia
concava , y otra que lo encuentre , y el rectangulo de la
secante por su parte externa es igual al quadrado de la
re@a que encuentra al circulo ; esta le serd tangente.

Témese fuera del circulo ABC un punto D, y de él ti-
rense las dos retas DCA, DB; de manera que la primera
corte al circulo,y la segunda lo encuentre,y que sea el rec-
tdngulo contenido por AD, DC igual al quadrado de BD. Di-~
go, que DB tocard al circulo propuesto.

a7 111 Tirese del punto D la tangente DE 2, y del centroF Ias lineas
bs.11. FE, FB, FD, resultard el 4ngula FED b reGo: tocando la
reta DE 4 la circunferencia ABC, y cortdndola la DCA , el

rec-
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re@éngulo contenido por AD, DC serd igual al quadrado de

DE ¢ : pero el re&ingulo de AD, DC es ¢ 36. 111
igual al quadrado de BD : luego el quadra- D

do de DE serd igual al de DBy por tanto

la linea DE igual 4 la DB: es asi que

tambien FE es igual 4 FB : luego las dos

DE, EF serdn iguales 4 las dos DB, BF, B E
yla ’base FD comun : luego el 4dngulo DEF

serd igual al DBF d; pero el DEF es re&to: F

luego tambien lo serd DBF ; 5y la FB pro-

longada serd el didmetro ; pero la reQa per-

pendicular al didmetro del circulo en su ex-

tremo toca al circulo ¢: luego DB tocaré al circulo ABC, Por ¢16. IIL
consiguiente si de un, &c. L. Q. D. D.

ds.L

ELE-
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LIBRO QUARTO.

DEFINICIONES.

L
SE dice, que una figura re&ilinea est4 inscrita en otra, quando
cada uno de los dngulos de esta toca cada uno
de los lados de aquella, en que estd inscrita.
IL
Semejantemente se dice , que una figura esté circuns-
crita 4 otra, quando cada uno de los lados de la

circunscrita toca cada uno de los 4ngulos de aquella 4 que
estd circunscrita.
I1L

‘Una figura re&ilinea est4 inscrita en un circulo,
quando cada uno de los dngulos de la figura
toca la circunferencia del circulo.

IV.

Una figura reQilinea est4 circunscrita 4 un circulo, quando cada
uno de los lados de la figura toca la circunfe-
rencia del circulo. |

V.
Asimismo se dice, que un circulo est4 inscrito
en una figura reftilinea, quando cada uno de
~ los lados de la figura toca la circunferencia del
circulo que estd inscrito.

Un
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VL |
Un circulo estd circunscrito 4 una figura redtilinea , quando
su circunferencia toca cada uno de los 4ngulos

de la figura , 4 que estd circunscrito.
-~ VIL
Una re@a estd aplicada 4 un circulo, quando los
extremos de ella se hallan en la circunferencia
de este.

PROP. 1. PROBL.

Pricar 4 un circulo dado una re®a igual 4 otra
dada, que no sea mayor que su didmetro.

Sea el circulo dado ABC, y la reGta dada D no mayor que el
didmetro del circulo, y hdyase de aplicar al circulo propuesto
una re&ta igual 4 la reta dada D.

Tirese el didmetro BC del circulo ABC; y si BC fuese 1gual
4 la linea D, quedard resuelto el pro-
blema ; pues en el circulo ABC se ha-
bria aplicado la linea BC igual 4 la re®a
D: si no fuese igual, serd BC mayor que
D; cortese CE igual 2 4D, y con cen-
tro C, € intervalo CE describase el circu-
lo AEF, y tirese la linea CA : siendo,
pues, el punto C centro del circulo AEF,
1a linea CA serd igual 4 1aCE: esasi que desta es igual la D:
luego tambien lo serd 4 CA : por consiguiente al circulo dade
ABC se ha aplicado la linea AC igual 4 la refta dada D, no
siendo mayor , que el didmetro del circulo. L. Q. D, H.

PROP. II. PROBL.

INscnnzm en un circulo dado un triangulo equidngulo
a otro dado.

a3l

Sea el circulo ABC, y el tridngulo dado DEF ; y hdyase de
' ins-



a1y III.
b23. L

c23. 1IL

d 3a. )

223 L

o6 ELEMENTOS DE EUCLIDES.

iDnscribir en dicho circulo un tridngulo equidngulo al tridngulo
EF. ,

Tirese 1a re&ta GAH, que toque al circulo 2 ABC en el punto
A ; y en este punto de la re®a AH constriiyase el 4ngulo b
HAC igual al DEF : asimismo
en el punto A de la reta AG ‘ G A
constriyase el dngulo GAB igual D H
al DFE, y tirese la linea BC: to-
cando , pues , la re&ta HAG al A
circulo ABC, y habiéndose tirado E |
del punto de conta®o la linea BY C
AC, el 4ngulo HAC serd igual al \ _/
que estd en el segmento © alter-
no del circulo, esto es al ABC: es asi que el HAC es igual al
DEF : luego tambien el ABC ser4 igual al DEF : por la misma
razon el ACB serd igual al DFE: luego el BAC ser4 igual d al
EDF : pero el tridngulo ABC es equidngulo al DEF: y estd inscri-
toen el circulo ABC, Por consiguiente se ha inscrito, &c. L.Q.D.H.

PROP. IIl. PROBL.

Clmcvnscnnm 4 un circulo dado un tridngulo equidns
gulo 4 otro tridngulo dado.

Sea el circulo dado ABC, y el tridngulo dado DEF , y hdyase
de circunscribir al circulo
propuesto un tridngulo equidn- L

gulo al tridngulo DEF.

Prolénguese por ambas par- D -
tes la linea EF hasta los pun- C '
tos G,H; éea K el centro del { _\_
circulo ABC, y tirese la re&®a
KB del centro K 4 qualquier GE EH
punto B de la circunferencia: ) B. N

asimismo constriyase en el

punto K sobre la reGta KB el 4ngulo 2= BKA igual al DEG, y

BKC 2 igual 4 DFH; y por los puntos A, B, C tirense las re&as
LAM,
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LAM, MBN, NCL tangentes al circulo ABC b: tocando, pues, b1;.1II
las lineas LM, MN, NL en los puntos A, B, C al circulo ABC,

y habiéndose tirado del centro K 4 los puntos A, B, C las re@as

KA ,KB, KC, serdn retos ¢ los dngulos en A, B, C: siendo c18.IIL
los quatro 4ngulos del quadrilitero AMBK iguales 4 quatro rec-

tos, por poderse dividir en dos tridngulos, y siendo sus dos 4ngulos

KAM, KBM refos ; serdn los AKB, AMB iguales 4 dos reos:

es asi que tambien los DEG, DEF son iguales 4 dos reGos d: d13.1,
luego los 4ngulos AKB, AMB serdn iguales 4 los DEG, DEF;

.de los quales el AKB es igual al DEG : luego el AMB serd igual

al DEF. Semejantemente se demostrard la igualdad del 4ngulo

LNM al DFE: luego el MLN serd igual al EDF e¢: luego el e 32. 1
tridngulo LMN ser4 equidngulo al DEF ; y estd circunscrito al

circulo ABC. Por consiguiente se ha circunscrito. L. Q. D. H.

PROP. IV. PROBL.

. INscnmm un circulo en un tridngulo dado.

Sea el tridngulo dado- ABC, y hdyase de inscribir en éI
un circulo.

Dividanse 2 en dos partes iguales los 4ngulos ABC, BCA a4.L
por las retas BD, CD, que se dividirdn
en el punto D, del qual 4 las re@as AB, A
BC, CA béxense las perpendiculares b
DE, DF, DG. Siendo el 4ngulo EBD
igual al FBD, por haberse dividido en
dos partes iguales el ABC, y asimismo
BED, y BFD reftos, resultardn los dos
tridngulos EBD, FBD conr dos 4ngulos -
iguales 4 dos dngulos, y el lado BD co-
mun 4 ambos, opuesto 4 dngulos iguales:

br2. I

B F C
luego tendrdn tambien los demas lados entre si iguales ¢ 5 por c 26. L

consiguiente DE igual 4 DF : asimismo DG ser4 igual 4 DF : lue~-
go las tres re&as DE, DF, DG serén iguales entre si: consi-

guien—
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guientemente el circulo descrito con centro D , € intervalo
‘una de las lineas DE, DF, DG, pa- :
sara por los puntos E , F G , ¥ tocard
4 las re&as AB, BC, CA 5 por ser reCtos
Tos 4ngulos en E, F, G: pero la re&a
perpendicular al didmetro en su extre-
d16.IIL. mo toca ¢ al circulo : luego qualquiera
- de las lineas AB, BC, CA tocar4 al circu-
lo : y asi este se hallard inscrito en el
tridngulo ABC. Por consiguiente queda
inscrito, &c. L. Q. D. H.

PROP V. PROBL.

CIRCUNSCRIBIR un circulo 4 un tnangulo dado.

‘Sea el tridngulo dado ABC; y hdyasele de circunscribir un

~ circulo.
axo. L.  Dividanse 2 por medio los lados AB, AC en los puntos D, E,
b 11. I de los quales tirense las b DF , EF perpendiculares 4 AB, AC;
y estas prolongadas necesariamente se cortaran ; pues si no, serian
entre si paralelas, y por consiguiente las lineas AB, AC, que

son perpendnculares 4 ellas, serian tambien paralelas , lo qual es
absurdo: cortense en el punto F,y tirense BF , FC,FA : sien-
do, pues, AD igual 4§ DB, DF comun, y re&os los dngulos
cs. L comprehendndos por ellas, seré la base AF igual < 4 1a FB: se-
mejantemente se d.mostraré, que FC es igual 4 FA : ‘luego tam-
blen BF serd igual AFC: luego las tres FA, FB, FC serdn-entre

si -
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si iguales: finalmente el circulo descrito con centro F, € inter-
valo una de las lineas FA,FB, FC, pasard por los dem4s puntos,
y estard circunscrito al tnangulo ABC. Por consiguiente se ha
circunscrito, &c. L. Q. D. H.

Cor. Es evidente, que si el centro del circulo cae dentro del
tridngulo, cada uno de sus dngulos serd menor que el reto , pues
estd en segmento mayor que el semicirculo; pero si el centro
cayese en uno de los lados, el dngulo opuesto 4 este lado, por
estdr en el semicirculo, seré refto: y si el centro cayese fue-
ra del tridngulo 4cia algun lado , el 4ngulo opuesto 4 dicho
lado , por estir en scgmento menor que el semicirculo, serd
mayor que el re&o d: por consiguiente si el tnangulo dado fuere d 31.111
acutdngulo, el centro del circulo caerd dentro de &l 5 si reGdngulo,
caerd en el lado opuesto al 4ngulo re&to ; y si obtusdngulo, caerd
fuera de ¢l 4cia el lado opuesto al dngulo obtuso.

PROP VI. PROBL.

INscrunm un quadrado en un circulo dado.

Sea el circulo dado ABCD, y hdyase de inscribir en él un
quadrado.
Tirense los d1émetros AC, BD del circulo ABC perpendicula-

/N

res entre si : tirense tambien las lineas AB,
BC, CD, DA. Siendo, pues, BE igual 4 ED A
por ser E el centro, y EA comun, y perpen- :
dicular;resultar4 la base BA iguald la AD 2: \ I
por la misma razon ambas lineas BC,y CD g - D 4
serdn iguales 4 las dos BA, AD: luego el L
quadrilitero ABCD serd equildtero. Afiado,
que serd re&dngulo ; pues siendo la-re&ta BD
didmetro del circulo ABCD, BAD serd el c
semicirculo : consnguxentemente el dngulo BAD serd reGo b:bsr.IIL
del mismo modo se demuestra , que cada uno de los éngulos
ABC; BCD, CDA esreo: luego el quadrildtero ABCD serd
fre&éngulo. ¥ Ya antes se demostrd (s}er equildtero : luego serd

2 un
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on quadrado : ademas est4 inscrito en el circulo ABCD. Por con-
siguiente se ha inscrito , & L. Q.D. H.

PROP. VII. PROBL.

CIRCUNSCRIBIR un quadrado 4 un circulo dado.

Sea el circulo dado ABCD, y hdyasele de circunscribir un.
quadrado.

Tirense dos didmetros AC, BD del circulo ABCD perpen—
diculares entre si; y por los'puntos A, B, C, D tirense las rec«
tas 2 FG, GH, HK, KF tangentes al ’circulo ABCD. Tocando,
pues, F G 4 dicho circulo , y tirada EA del centro E al punto
de contao A, los dngulos en A serdn reftos b: por la misma
razon serdn re@os los dngulos en B, C, D: asi siendo el éngulo
AEB re&o, y tambien el EBG ,GH serd para-
lela ¢ 4 AC; y asimismo serd AC paralela G A F
4 FK : semejantemente se demuestra , que /

E

GF, HK son ambas paralelas 4 BE , ED:
luego GK, GC, AK, FB, BK serén parale- B
logramos : luego GF seré igual ¢ 4HK, y ‘
GH 4 FK: pero siendo AC igual 4 BD, y /
AC igual 4 las dos GH, FK, y BD igual

4 GF, HK, tambien las GH, FK serinam- H € K
bas 1guales 4 las dos GF, HK luego el quadrilitero FGHK

D

-serd equildtero. Afiado, que seré retdngulo; porque siendo GBEA

un paralelogramo , y el 4ngulo AEB re&o , tambien serd reo el
dngulo AGB : semejantemente se demuestra ser re@tos los 4n-
gulos H, K, F: luego el quadrildtero FGHK serd reGngulo: y
antes queda demostrado ser equildtero : luego serd quadrado : ade-.
mas, estd circunscrito al circulo ABCD. Por consiguiente se ba

circunscrito , &c. L. Q.D. H.

PROP. VIII. PROBL.

INscmnm un circulo en. un quadrado dado.
. ' Sea
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- Sea el quadrado dado ABCD, y hdyasele de inscribir un

circulo.

Dividanse por medio 2 los dos lados AB, AD en los puntos 3 1o. I.
F,E, y por E tirese EH paralela b 4 una de las dos AB,CD: b 31.L
asimismo por F tirese FK paralela 4 una de las dos AD, BC;
resultardin AK, KB, AH, HD, AG, GC, BG, GD paralelo-
gramos , y sus lados opuestos iguales ¢: y siendo la reta AD c34. L
igual 4 AB, y AE mitad de AD , como
tambien AF mitad de AB, resultard AE A E D
igual 4 AF : consiguicntemente los lados -
opuestos serdn iguales: luego FG serd igual Gl
# GE : semejantemente se demuestra, que F
GH, GK son ambas iguales 4 las dos FG, \
GE : luego las quatro GE , GF, GH, GK
serdn entre si iguales: asi el circulo descri- g H C
to con centro G, é intervalo una de las
lineas GE , GF, GH, GK pasard por todos los puntos E , K,

H, F, y tocard 4 las retas AB, BC,CD, DA, por ser rec-
tos d los dngulos en E, F, H, K, pues la re&ta perpendicular d 2. 1.
tirada al didmetro del circulo en su extremo toca al circulo€: ¢ ;6. 1II.
luego cada una de las AB, BC, CD, DA tocard al circulo¢:y

. este se hallard inscrito en el quadrado ABCD. Por consiguiente
se ha inscrito, &c. L. Q. D. H.

K

PROP. IX. PROBL.

Clncunscmnm un circulo 4 un quadrado dado.

~Sea el quadrado dado ABCD , y hdyasele de circunscribir un
circulo. '

Tirense las diagonales AC, BD, las qua- A D

les se cortardn en E. Siendo DA igual 4 AB, E

y AC comun, los dos lados DA , AC serén 4

iguales 4 los dos BA, AC, y la base DC

igual 4 la BC : consiguientemente el 4n- B C ‘
-gulo DAC serd igual 2 al BAC: luego el a8.L

angulo DAB quedard dividido en dos partes iguales por la
: Gy rec—
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re&ta AC : asimismo se demuestra , que qualquiera de los 4n-
gulos ABC, BCD,CDA estd dividido en dos

partes iguales por las re&tas AC, BD: siendo, A D
pues, el dngulo DAB igual al ABC, yel EAB . '
mitad del DAB,y el EBA mitad del ABC,
resultard el dngulo EAB igual al EBA : luego
tambien el lado EA serd igual b al EB: se- B C
mejantemente se demuestra ser las dos reftas

EC, ED iguales 4 las EA, EB: luego las quatro retas EA,
EB, EC, ED serdn iguales entre si: luego el circulo descrito
con centro E, é intervalo una de las lineas EA , EB, EC,
ED pasaré por todos los puntos A, B,C, D, y estara cir-
cunscrito al quadrado ABCD. Por conslgulente se ha circuns=
crito , &c. L. Q. D. H. . :

PROP. X. PROBL.

Onstruik un tridngulo isosceles , cuyos dngulos en
la base sean cada uno duplo del angulo vertical.

- Tirese la re(ta AB, y dividase en.C de manera, que el rec-
tangulo contenido por AB, BC sea 1gua1 al quadrado de CA 2
con centro A, ¢ 1ntervalo AB .descri-
base el cxrculo BDE, y apliquesele la E
reta BD igual b 4 1a parte AC: tirense
las lineas DA, DC, y circunscribase el
circulo ACD al mangulo ADC ¢, Di-
go, que el tridngulo isdsceles ABD ten-
drd los dos 4dngulos ABD, ADBen la
base duplos del dngulo BAD vertical.

Porque siendo el reftangulo de AB,

BC igual al quadrado de AC, y AC 4
igual 4 BD, serd tambien el re€tingulo B D

de AB, BC igual al quadrado de BD: '

pero siendo BCA » BD dos reftas tiradas del punto B fuera del
circulo ACD, de las quales BCA corta al circulo, y BD lo en-
cuentra 3 y 4 mas de esto, siendo el re@ingulo de AB »BC ignal

: al
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al quadrado de BD , esta tocar4 ¢ al circulo; y por ser BD tan- d 37.1II,
gente, y DC tirada del punto de contalto D, resultard el 4ngu-

lo BDC igual al DAC, por estdr en el segmento ¢ alterno del e 32.11L
circulo: afiadiendo 4 ambos el dngulo comun CDA,el BDA

serd igual 4 los dos CDA , DAC: pero es igual 4 estos dos el
externo BCD f: luego tambien BDA serd igual al BCD: es asi f 32. L,
que el BDA es igual al CBD, por ser el lado AD igual g al g5s.L
AB : luego tambien CBD, esto es DBA serd igual 4 BCD : lue~

go los tres dngulos BDA , DBA, BCD serdn entre si iguales:

y siendo el dngulo DBC igual al BCD, tambien el lado BD

serd igual h al DC; perfo BD es igual 4 CA : luego tambien he, 1,
sérd CA igual 4 CD, y asi el dngulo CDA serd igual i alis.I.
DAC : luego los CDA, DAC juntos serdn duplos del DAC; pe-

ro el BCD es igual 4 los CDA,DAC: luego tambien serd du-

plo del DAC: es asi que el BCD es igual 4 los BDA , DBA:

luego los dos BDA , DBA serdn duplos del DAB. Por congi-
guiente se ha construido , &c. L. Q. D. H.

PROP. XI. PROBL.

Nscrizir en un circulo dado un pentdgono equildte.
ro , y equidngulo. '

" Sea el circulo dado ABCDE, y hdyasele de inscribir un pen-
tdgono equildtero, y equidngulo.

Constriyase un tridngulo isdsceles A
FGH, que tenga los dos dngulos G, ¥
y H en la base duplos del angulo = A B
vertical F 2: € inscribase en el circu-
lo ABCDE un tridngulo b ACD equi-
dngulo al FGH, de modo que el
dngulo CAD sea igual al F, y que G HC'
los dos ACD , CDA sean iguales 4 . '
los dos G, y H; por consiguiente ACD, CDA ser4n duplos de
CAD : dividanse ACD, CDA en dos partes iguales ¢ por las c9. L
te&a.ls CE, DB,y tirense las lineas AB, BC, DE, EA.

. Siendo, pues, los dos dngulos ACD, CDA duplos del CAD,

G4 y

E a 10.1V.
) b2.IV.
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"y halldndose divididos en dos partes iguales por las re@as;CEs

 sultardn entre si iguales : es ast que

d 26. 11,

< 29. III,

f27 111

ar. IV,
bz 101

¢ 18.II1.

DB, los cinco éngulos DAC, ACE, ECD, CDB, BDA re-

dngulos iguales, estando ambos en
Ia circunferencia, insisten sobre ar-
cos iguales d: luego los cinco AB,
BC, CD,DE, EA serdn iguales en-
tre si: pero 4 iguales arcos sub-
tenden cuerdas iguales ¢ : luego tam-
bien las cinco cuerdas AB, BC, CD,
DE , EA serdn iguales entre si: Tue- '
go el pentdgono ABCDE ser4 equildtero. Afiado, que serd equx--
dngulo , porque siendo el arco AB igual al DE, y afadiendo
4 entrambos el BCD , resultard ABCD igual 4 EDCB: pero el
dngulo AED insiste sobre el arco ABCD, y el BAE sobre el
arco EDCB: luego tambien el 4ngulo BAE seré igual al AED f:
asimismo cada uno de los dngulos ABC, BCD, GDE es igual
4 uno de los dos BAE , AED: luego el pentdgono ABCDE ser4
tambien equléngulo y queda demostrado ser equildtero. Por con-
sxgmente se ha inscrito, &c L.Q.D.H.

PROP. XII PROBL

CIRcunscmnm 4 un circulo dado .un pentagono equx-
litero , y equidngulo. :

Sea el circulo dado ABCDE , y héyasele. de cireunscribir un

~ pentdgono equildtero, y equidngulo.

Sean A,B,C, D, E los vértices de los éngulos del penté-~
gono equnlétero y equxéngulo inscrito en' el tal circulo 5 6 lo
que es lo mismo , sean los arcos AB, BC, CD, DE, EA igua~
les 2 5 por dichos puntos tirense GH, HK KL LM ‘MG b tan-
gentes al circulo: del centro F del cu'culo ABCDE tirense las
re&tas FB, FK, FC, FL, FD: tocando, pues, la re@a KL al
circalo ABCDE en G s tirada del centro F al punto de con-
tato C la FC, esta resultar4 perpendicular < 4 KL: por consi«
guiente serdn re&os los dos 4dngulos en C,.y.por la misma razon

: : se-
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seran retos los en B, y D: y siendo reto el dngulo FCK, resul-
tard el quadrado de FK igual 4 los de FC, CK d; tambien el
quadrado de FK es igual 4 los de FB, BK: luego los quadrados
de FC, CK son iguales 4 los de FB, BK; de los quales el de
FC es igual al de FB: por consiguiente el quadrado de CK se-
rd igual al de BK: luego BK serd igual & CK : siendo pues FB
igual 4 FC, y FK comun, los dos lados FB, FK serdn iguales
los dos CF ,FK, y la base BK igual 4 la CK ; por consiguiente
el dngulo BFK igual ¢ al KFC, y el BKF al FKC: luego el 4n-
gulo BFC serd duplo del KFC, y el BKC duplo del FKC: asi-
mismo el 4dngulo CFD es duplo del CFL, y el CLD duplo del
CLF: y siendo el arco BC igual al CD,tambien el dngulo BFC
serd igual al CFD f: pero el BFC es '
duplo del KFC, y el CFD duplo del
CFL: y los rettos FCK, FCL son igua-
les: consiguientemente FKC, FLC serdn
dos tridngulos con dos 4ngulos respec-
tivamente iguales 4 dos dngulos, y el
lado FC comun , y adyacente 4 4n-
gulos iguales : luego tambien tendrdn
los demds lados iguales , KC igual 4
CL, y el dngulo FKC igual g al FLC: ' C
siendo la reéta KC igual 4 CL , se-
rd KL dupla de KC, y del mismo modo se demostrar4 , que
HK es dupla de BK: pero ya se demostrd, que BK es igual 4
KC, y que KL es dupla de KC, y HK dupla de BK: luego HK

dg47. L

e8. I,

fa7.1I1.

g26.I. -

serd igual 4 KL : asimismo se demostrard ,que GH, GM, ML,

son iguales 4 HK , KL : luego el pentdgono GHKLM serd equi-
ldtero. Afiado, que serd equidngulo; porque siendo el dngulo FKC
igual al FLC, y habiéndose demostrado, que el HKL es du-

plo del FKC, y el KLM duplo del FLC, resultard HKL igual

4 KLM: semejantemente se demostrard , que los dngulos KHG,
HGM , GML son iguales 4 los HKL , KLM : luego los cinco 4n-
gulos GHK , HKL , KLM , LMG , MGH ser4n entre si iguales;
luego el pentigono GHKLM serd equidngulo. Por consiguiente
se ha circunscrito, &c, L. Q. D. H.

PROP.
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PROP. XIII. PROBL.

DAD'O un penf;igono equildtero, y equidngulo , inscri-
birle un circulo.

Sea el pentdgono dado equildtero,y equidngulo ABCDE, y
hayasele de inscribir un circulo.

Dividanse por medio 2 los dos 4ngulos BCD, CDE por las
re&tas CF, DF, y del punto de concurso F nrense las retas FB,
FA,FE. Slendo pues , BC igual 4CD, y CF comun, las dos
BC, CF serdn 1guales a las dos CD, CF. , y el dngulo BCF igual
al DCF : luego la base BF serd 1gual b4laFD,y el tridngulo
BFC al DFC , ¢ iguales entre si los dngulos 0puestos 4 lados
iguales : luego el dngulo CBF ser4 igual
al CDF ; y siendo el CDE duplo del
CDF, ¢ igual al CBA, y CDF igual
a CBF tambien CBA serd duplo de
CBF: luego el dngulo ABF serd igual
al CBF: consiguientemente el dngulo
ABC quedara dividido en dos partes
iguales por la recta BF. Semejantemen-
te se demostrard, que cada uno de los
dngulos BAE, AED se halla dividido C K D
en dos partes iguales por las reftas AF,

FE. Del punto F 4 las re¢tas AB, BC CD, DE, EA biéxen-
se perpendiculares ¢ FG, FH, FK FL FM. Siendo el dngulo
HCF igual al KCF, y el tefto FHC 1gua1 al re&to FKC, resulta-
rén los dos triéngulos FHC, FKC con dos dngulos iguales 4 dos
dngulos, y un lado FC comun opuesto 4 dngulos iguales: luego
tambien tendrdn los demas lados iguales d entre sij; por consi-
guiente la perpendicular FH serd igual 4 la FK. Semejantemente
se demostrard la igualdad de las FL, FM, FG 4 las FH, FK:
luego las cinco re@as FG,FH, FK, FL FM serdn iguales entre
si; pero el circulo descrnto con centro F é intervalo una de las
FG, FH,FK,FL, FM pasa por los extremos de estas lineas, y
toca 4 las re&as AB, BC,CD,DE, EA, por ser reftos los 4n-

gu-
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gulosen G, H, K,L, M, y la re&a perpendicular al didmetro

del circulo en su extremo es tambien tangente del circulo ¢: Iue- e16.III
o estard el circulo inscrito en el pentdgono ABCDE. Por con~

siguiente dado , &c. L. Q. D. H.

PROP. XIV. PROBL.

DADo un pentdgono equildtero, y equidngulo, cir-
cunscribirle un circulo.

Sea el pentdgono dado el ABCDE, y hdyasele de circunscri-
bir un circulo. .

Dividanse por medio 2 los dos dngulos BCD, CDE por las a 9. 1L
re&as CF , FD, y del punto de concurso F d los puntos B, A, E
tirense las reGtas FB, FA, FE: y del mismo ~
modo que en la Proposicion antecedente se A
demostrard,, que cada uno de los 4dngulos
CBA, BAE, AED estd dividido en dos p E
partes iguales por las re€tas BF , FA , FE:

y siendo el dngulo BCD igual al CDE, y

FCD Ia mitad de BCD, como tambien CDF

la mitad de CDE, resultard el dngulo FCD D
igual al FDC; consiguientemente el lado

CF igual b al FD: semejantemente se demostrar4 la igualdad de b 6. 1.
cada una de las retas FB, FA, FE 4 las dos FC, FD: luego
las cinco re&tas FA ;FB, FC,FD, FE serdn iguales entre si:
Gltimamente el circulo descrito con cenjro F, ¢ intervalo una
de las lineas FA,FB, FC, FD, FE pasard por los puntos A,
B, C,D, y consiguientemente estard circunscrito al pentdgono
dado. Por consiguiente dado, &c. L. Q. D. H.

PROP.
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PROP. XV. PROBL

lecmnm un hexagono equildtero , y equidngulo en
un circulo dado.

Sea el circulo dado ABCDEF , y hdyasele de inscribir un he-
xdgono equildtero, y equléngu
= Sea G el centro del circulo ABCDEF y tirese el didmetro
AGD ; asimismo con centro D, é intervalo DG describase el
circulo EGCH s Y prolénguense EG, CG hasta los puntos B,
F ; tirense. tambien AB, BC, CD, DE EF , FA. Digo, que

el hexagono ABCDEF seré eqmlatero, y equnéngulo

Porque siendo G el centro del circuio ABCDEF , GE seré
igual 4 GD: ademds, siendo D el centro del circulo EGCH DE

- serd igual 4 DG : pero se ha demostrado la igualdad de GE

a Cor. s.

b 32. L.

cis. L

d1s5. 1.

e 26, I11,

f 29. IIL

GD: luego GE serd igual 4 ED: luego el tridngulo EGD sera

equildtero ; por consiguiente sus tres dngulos » EGD, GDE, DEG
serdn iguales entre si; pero los tres 4ngulos

de un tridngulo son 1guales 4 dos reftosb: A

luego el dngulo EGD serd el tercio de dos

retos : semejantemente se demostrard , que F B
el DGC es el tercio de dos reGos:y por G

quanto cayendo la reta GC sobre la re&a

+ EB forma los dngulos contiguos EGC,CGB g C

iguales 4 dos reCtos <, el dngulo CGB se-

4 el tercio de dos recos: luego los 4dngu- D

los EGD, DGC, CGB serdn iguales entre

si; pero por opuestos verticales BGA, AGF,

FGE son iguales 4 los EGD, DGC, CGBd: H

luego los seis dngulos EGD DGC CGB

BGA , AGF, FGE serdn entre si 1guales pero 1gua1es éngulos,

estando todos en el centro , insisten sobre arcos xguales €: lue~

go los seis arcos AB, BC, CD ,DE, EF, FA serdn entre si

iguales: es asi que 4 arcos 1guales subtenden cuerdas iguales f,

luego las seis retas serdn iguales entre si: luego el hexagono

ABCDEF serd equildtero. Afiado, que serd equidngulo ; pues sien—
do
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do el arco AF igual al ED, afiadiendo 4 entrambos el ABCD,
se tendrd el arco FABCD igual al EDCBA': pero el 4ngulo DEF
insiste sobre el arco FABCD ,y el AFE sobre EDCBA : lue-
go AFE serd igual 4 DEF: semejantemente se demostrard , que
cada uno de los demds dngulos del hexigono son iguales 4 los
AFE , DEF : luego el hexigono ABCDEF es equidngulo: y
estd inscrito en.el circulo ABCDEF. Por consiguiente se ha ins-
crito, &c. L. Q. D. H. .

Cor. De aqui se deduce manifiestamente , que el lado del he~
xagono es igual al radio del circulo.

Y si por los puntos A,B,C, D, E, F se tiran tangentes
al circulo, se le circunscribird un hexdgono equildtero, y equi-
dngulo , conforme 4 lo dicho acerca del pentdgono ; asimismo
se podrd , como en el pentdgono , inscribir, y circunscribir un
circulo al hexdgono equildtero, y equidngulo.

PROP. XVI. PROBL.

scrieIr en un circulo dado un quindecdgono equi-
litero , y equiangulo.

Sea el circulo dado ABCD, y hdyasele de inscribir un quin-
decdgono equildtero , y equidngulo.

Sea AC 2 el lado del tridngulo equildtero inscrito en el circu-
lo ABCD, y ABel lado b del pentdgo- ’ |
no equildtero, y equidngulo inscrito en el A
mismo: luego si la circunferencia ABCD
se concibe dividida en quince partes igua~
les, el arco ABC, que es el tercio de
ella, contendrd cinco ; y el AB, que es
el quinto, contendrd tres: luego el arco
BC contendr4 dos partes. Ahora% pues, di- \\WVD
vidase en dos partes iguales < el arco BC
en e] punto E; y si se tiran las cuerdas BE , EC, y se apli-
can d succesivamente en el circulo ABCD re@as iguales 4 di-

chas

F

oBE =

a2.1V.
b11.IV,

c 30. I1I,

dz. IV,
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chas cuerdas, resultard inscrito en €l un quindecdgono equild-
tero, y equidngulo. L. Q. D. H.

Si asi como llevamos dicho del pentigono , se tiran por las
divisiones de la circunferencia tangentes al circulo , resultard
circunscrito 4 él un quindecdgono equildtero, y equidngulo:y
procediendo del mismo modo, que se dixo del pentdgono , se
podr4 inscribir , y circunscribir un circulo al quindecdgono equi-
ldtero , y equidngulo.

ELE-
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DEFINICIONES.

' I
{JI NA cantidad menor se llama parte de otra mayor, quando
la menor mide 4 la mayor.
I

Una cantidad mayor se dice multiplice de otra menor , quando la
menor mide 4 la mayor.
IIL .
“Razon es el respe@o , 6 relacion mutua, que tienen entre sf dos
ncantidades de un mismo género en quanto 4 su magnitud.”
IV.
Se dice, que dos cantidades tienen razon entre si, quando la me-
nor multiplicada puede exceder 4 la mayor.

Se dice, que quatro cantidades estdn en la misma razon, esto es
la primera 4 Ia segunda, y la tercera 4 la quarta, quando res-
pe&tivamente comparados qualesquiera equimultiplices ( es de-
cir qualquiera que sea el multiplicador ) de la primera, y de

. la tercera con qualesquiera equimultiplices de la segunda, y
de la quarta , aquellos dos, 6 exceden, 6 estdn excedidos, 6 son
iguales respe@ivamente 4 estos dos.

VI
Ll4manse proporcionales las cantides , que tienen una misma

razon.
Quan-
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VIL
Quando entre cantidades equimultiplices , la multiplice de Ia pri-
mera excede 4 la multiplice de la segunda, y la de la tercera
no excede 4 la de la quarta, se dird ,. que la primera tiene 4 la
segunda mayor razon, que la tercera 4 la quarta ; y que al con-
trario la tercera 4 la quarta tiene menor.razon, que la primera
d la segunda.
- VIIL
Proporcion es semejanza de razones.
IX.
Una proporcion consta 4 lo menos de tres términos.
. X :
Quando tres cantidades son proporcionales, se dice, que Ia primera
tiene 4 la tercera razon duplicada de la que tiene 4 la segunda.
XI. -
Pero quando quatro cantidades son continuo-proporcionales , se
dice, que la razon que tiene la primera 4.la quarta, es tripli-
cada de la que tiene 4 la segunda ; y quantas quiera que sean
las cantidades continuo-proporcionales , l1a primera tendr4 4 la-
dltima una razon tantuplicada de la'que:tiene 4 .la segunda,
quantas sean las cantidades , menos una.

3

Definicion A de la razon compuesta.

Si hay qualquier mimero de cantidades de un mismo género, se
dice, que la razon de la primera 4 la ultima est4 compuesta-
de la razon, que tiene la primera 4 la segunda, de la razon de
la segunda 4 la tercera, de la que tiene la tercera 4 la quarta,
y asi succesivamente hasta la tltima.

Exemplo. Sean las cantidades A, B, C,D ; sedice, que la pri-
mera A tiene 4 la dltima D razon compuesta de la razon de A
4B, deladeB 4C, yde ladeC4Dj;4lo quees lo mismo,
que la razon de A 4 D estd compuesta de las razones de A -4
B,deB 4C, ydeC.4B.

Por consiguiente si la razon de+A 4 B es Ia misma quelade E 4
F,la deB4Clamisma que la deG4H,yladeC4d D Ia
misma que la de K d L, se dird, que la razon de A 4 D estd
compuesta de razones, que son las mismas que las de E 4 vg,

: e
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de G4H,y de K4 L: y.esto mismo se entiende, quando para
mayor brevedad se dice, que la razon de A 4 D est4 com~
"puesta de lasrazones de E 4F,de G4H,ydeK 4 L.

Semejantemente si la razon de M 4 N es la misma, que la de A
4 D, en la suposicion antecedente para mayor brevedad se di-
ce, que la razon de M 4 N es la misma, que la compuesta de
las razones de E 4 F,deG4H,ydeK4 L.

XIL

En las cantidades proporcionales se llaman homélogas los ante-
cedentes con los antecedentes, y los conseqiientes con los con-
seqtientes,

“Los Geémetras antiguos se valen de las siguientes voces para
nexpresar los modos de variar el orden, 6 la magnitud de
»las cantidades proporcionales , de manera que queden pro-
»porcionales.”

XIIL

EyaMaf , esto es , Permutando: Usase de esta voz , quando son qua-
tro las cantidades proporcionales , y se infiere , que la primera
es 4 la tercera,, como la segunda 4 la quarta ; segun se de-
muestra en la Proposicion XVI. de este Libro V.

XIV.

Aydmay , Invirtiendo se dice , quando quatro cantidades son pro-
porcionales , y se infiere,, que la segunda es 4 la primera, co-
mo la quarta 4 la tercera. Proposicion B del Libro V.

XV.

Zwiévri , Componiendo se dice , quando quatro cantidades son
proporcionales, y se infiere, que la suma * de la primera , y de
la segunda es 4 la segunda , como la suma de la tercera, y de
1a quarta es 4 la quarta. Proposicion XVIIL del Libro V.

XVL

Adyri, Dividiendo se dice , quando quatro cantidades son pro-
porcionales, y se infiere, que el exceso de la primera sobre la
segunda es 4 la segunda, como el exceso de la tercera sobre .
1a quarta es 4 la quarta. Proposicion XVIL del Libro V.

: H Ara~

# N. T. Usamos aqui por la primera vez de esta voz,, aunque no es del origi-
nal, para mayar brevedad, y claridad ; y con 1a misma proseguirémos en -adelante,
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XVIL

“Avaqpidarri Convxruendo se dice , quando quatro cantidades son
proporcionales ; y se infiere , que la primera es 4 su exceso so-
bre la segunda, como la tercera 4 su exceso sobre la quarta.
Proposicion E del Libro V.

XVIIL

Ailoy , Ex aequo , 6 por igualdad, esto es de distancia, se dice,
quando habiendo muchas cantidades, y otras iguales en ni-
mero, cada dos de las primeras tienen la misma razon 4 cada
dos de las segundas; y se infiere , que la primera es 4 la dltima
en las primeras cantidades, como la primera 4 la tltima en las
segundas. “Este modo de hablar se usa de dos maneras.”

' XIX.

Aile¥ , 6 por igualdad, simplemente , se dice , quando 1a primera
es 4 la segunda en las primeras cantidades, como en las se-
gundas la primera 4 la segunda, y tambien en las primeras la
segunda 4 la tercera, como en las segundas la segunda 4 la
tercera, y asi de las demas; y se infiere, como se dixo en I3
Deﬁmcnon antecedente Proposlcxon XXII. del Libro V.

X X.

Ailoy Sy Ty Temegypim avaroyla * , por igualdad en proporcion
perturbada , 6 desordenada, se dice , quando en las primeras
cantidades la primera es 4 la segunda, como en las segundas la
peniiltima 4 la Gltima, y tambien en las primeras la segunda 4
la tercera, como en las segundas la antepeniltima 4 la penil-
tima j y en las primeras la tercera 4 la quarta, como en las se-
gundas la tercera, empezando desde Ia ltima exclusivamente,
4 la antepentiltima , y asi de las demas; y se infiere , como se
dixo en la Definicion XVIIL Proposicion XXIIL del Libro V.

AXIOMAS

L
Las cantidades equimultiplices de una misma cantidad, é de can-
tidades iguales son entre si iguales,
- Las

_ % Prop.4. del Lib.2. de Arquimedes de 1a Esfera, y del Cilindro,
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IL
Las cantidades, de quienes una misma cantidad es equimulti-
plice, 6 cuyas equimultiplices son iguales, son tambien igua-
~ les entre si.
IIL
La multiplice de una cantidad mayor es mayor que la equimulti-
plice de una menor.
IV.
La cantidad , cuya multiplice es mayor que la eqmmuluphce de
otra, es mayor que esta.

PROP.1I. TEOR.

I dos, 6 mas cantidades fuesen respectivamente equi-

multiplices de otras en igual nimero ; quan multi-

~ plice sea una de las multiplices , tan multiplice sera la

suma de las multiplices respecto de la suma de las de-
mas cantidades.

Sean dos cantidades AB, CD respeQivamente equimultiplices
de E, F. Digo, que quan multiplice sea AB de E , tan multiplice
serd la suma de AB, y CD de la suma de E, yF. A

Porque siendo AB equimultiplice de E, y CD de F,
quantas cantidades haya en AB iguales 4 E, tantas ha-
brd en CD iguales 4 F. Dividase AB en partes iguales
4E,ysean AG, GB; y CD en partes iguales 4 F,
esto es CH, HD; y resultar4 el nimero de las partes CH,
HD igual al nimero de las partes de AG, GB; y
siendo AG igual § E,y CH4 F, serd la suma de AG,
CH igual 2 4 la suma de E,F: asimismo siendo GB
iguald E, y HD 4 F , serd la suma de GB, HD igual
4 la suma de E,F: lucgo quantas haya en AB iguales )
4E, tantas habr4 en la suma de AB, y CD iguales
4 lasuma de E, y F: luego quan multiplice es AB de E, tan
multiplice ser la suma de AB, yCD deladeE, yF: la mis-
ma demostracion vale para qualquier nimero de canudades que
sea. Por consiguiente si dos, ¢ mas, &c. L. Q. D. D.

Ha PROP.

"

o oA w O

|

aAx.2.I.
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PROP. II. TEOR.

I la primera , y tercera cantidad son respetivamente

equimultiplices de la segunda, y de la quarta, y

la quinta, y sexta equimultiplices de la segunda, y de

la quarta ; la suma de la primera, y de la quinta, y Ia

de la tercera , y de la sexta serdn respectivamente
equimultiplices de la segunda, y de la quarta.

Sea la primera AB tan multiplice de la segunda C, como la
tercera DE de la quarta F : sea asimismo la -
quinta BG tan multiplice de la segunda C, A D
como la sexta EH de la quarta F. Digo,que
Ia suma de la primera, y quinta, es 4 saber E
AG, serd tan multiplice de la segunda C, Bt
como la suma de la tercera, y sexta, esto es
DH, lo es de la quarta F. ' l

Porque siendo AB tan multiplice de C, G' C' RH' F
como DE lo es de F, quantas cantidades ha-
ya en AB iguales 4 C, tantas habrd en DE iguales 4 F : por la
misma razon , quantas cantidades haya en BG iguales 4 C, tantas
habrd en EH iguales 4 F : por consiguiente quantas cantidades
haya en la total AG iguales 4 C, tantas canti-

dades habr4 en la total DH iguales 4 F: luego D
quan multiplice es AG de C, tan multiplice serd A

DH de F ; y asi la suma de la primera, y quinta E
AG serd tan multiplice de la segunda C, como Bj

la suma de la tercera, y sexta DH lo es de Ia

quarta F. Por conslgulente si la primera, &c. G K

L.Q.D.D.

Cor. De aqui se mﬁere, que si algunas canti-
dades en qualquier nimero, AB, BG, GH fue- ' '
sen multiplices de C, y como otras tantas DE, H CLF
EK, KL fuesen respe&nvamente equimultiplices de F, Ia suma de

las prxmeras esto es AH, serd tan multiplice de C, como Iz
suma de lasulnmas, esto es DL, lo es de F.

PROP.
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'P,R,(")P. III. TEOR.

I la primera , y tercera cantidad son equimultiplices,

la primera de la segunda , y la tercera de la quarta;

qualesquiera equimultiplices de la primera , y de la ter-

cera serdn, por igualdad, respectivamente equimultipli-
ces de la segunda , y de la quarta.

Sea la primera A equnmult:phoe de la segunda B, y la ter-
cera C de la quarta D,y tomense EF, GH, equimultiplices de A,
C Digo , que EF sdré equxmuluphce de B y GHde D. .

Porque siendo EF equimultiplice de A,y GH de C, quantas
cantidades haya en EF iguales 4 A , tantas habrd en GH 1guales
4C. .Dlvxdase EF enlas canndades
- EK, KF igualesid A;;y GH en las F H
cantxdades GL, LH iguales 4 C: re-
sultard el mimero de’las. partes EK,
KF igual' al de lasGL,LH: y por
ser A equimultiplice de B, C de D, Kr 1}
EK jgual 4 A,y GL 4 C; serd EK
équimultiplice d¢ B, y GL de D:
asimismo, KF serd equnmuluphce de , I
B,y LH de D; y lo mismo, si :
hay);puchas partesen EF, GH i 1gua- E AB 'GCD
les 4 A, C: siendo, pues, la primera EK equimultiplice de Ia
segunda B, y la tefcera GL de Ia quarta D, serd tambien la
quinta KF equimultiplice de la segunda B,y la sexta LH de la

arta D ; serd, pues, la suma de la primera, y quinta, es 4
saber EF equlmulnphce a de lasegunda B,y la suma de la ter-
cera, y sexta, esto es GH, de la quarta D. Por consiguiente si
la pmnera y & L. Q. D. D,

Hj PROP.

22. V,
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PROP.IV. TEOR.
I la primera cantidad tiene 4 la segunda la misma
razon que la tercera a la quarta ; qualesquiera equi-
multiplices de la primera , y de la tercera tendrdn una
misma razon 4 qualesquiera equimultiplices de la segun-
da,y de la quarta.

Tenga la primera A 4 Ia segunda B la misma razon que Ia ter-
cera C 4 la quarta Djsean E, F qualesquiera equimultiplices
de A,C; y G,H otras qualesqmera equi-
muluplzces de B, D. Digo, que E serd .
4 G,como F 4 H -

Porque témense K, L qualesquiera equi-
multiplices de E, F ; y M, N otras qua-
lesquiera equimultiplices de G,H: y sien-
do E equimuliiplice de A, Fde C, y
tomdndose K, L equimultiplices de E,

a 3. V. F, se tendrd K equimultiiplice 2 de A,
y L de C: asimismo M serd equimul-
tiplice de B; y N de D: y por ser A
4 B, como C 4 D, y haberse tomado
K, L equimultiplices de A, C; y M, N
eqmmuluplxces de B, D; segun sea K
mayor , igual, 6 menor que M, serd L

b Def. 5 mayor, igual, 6 menor que N b:es asi

. que K, L son qualesquiera equimultipli-
ces de E,F;y M, N otras qualesquie-
ra equimulti’plices de G,H :luego serd E
6 G, como F 4 H. Por consiguiente si

~ la primera cantidad, &c. L. Q. D. D.

Cor. Asimismosila primera cantidad tiene 4 la segunda la'mis-
ma razon que la tercera 4 la quarta ; qualesqmera equimultiplices
de la primera,y de la tercera tendrdn la misma razon 4 la se-
gunda, y 4 la quarta : y semejantemente la primera, y la tercera
tendrdn la misma razon 4 qualesquiera equimultiplices de la se~

gunda, y de la quarta.

A
—

—_—
K

Ten-
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Tenga la primera A 4 la segunda B 1a misma razon que la
- tercera C 4 la quarta D, y témense E, F qualesquiera equimul-
tiplices de A,C:serd E 4 B, como F 4 D.

Témense K, L qualesquiera equimultiplicles de E, F, y G,
H otras qualesquiera equimultiplices de B, D ; y se demostrarj,
como antecedentemente , que K es equimultiplice de A,y L de
C; pero siendo A 4 B, como C4 D, y K, L equimulti-
plices de A,C; y G, H otras equimultiplices de B, D, se in-
fiere , que segun sea K mayor , igual , 6 menor que G, serd tam-~
bien L mayor, igual , 6 menor que H: es asi que K, L son qua-
lesquiera equimultiplices de E, F;y G, H otras qualesquiera
equimultiplices de B, D: luego E serd 4 B, como F 4 D. El
otro caso se demuestra del mismo modo.

PROP. V. TEOR.

SI una cantidad es multiplice de otra, y de cada una
se quita una parte , de manera que la multiplice , y
la parte quitada de ella sean respetivamente equimulti-
plices de la otra cantidad , y de su parte ; tambien la
multiplice , y su parte residua serdn equimultiplices de
la otra cantidad, y de su parte residua.

Sea la cantidad AB tan multiplice de CD, como la parte AE
de la parte CF. Digo, que tambien la residua EB se-
rd tan multiplice de la residua FD, como la total
AB de la total CD.

Porque quan multiplice es AE de CF, tan mul- A
tiplice sea AG de FD ; y resultar4 2 AE tan multi-
plice de CF , como EG de CD: es asi que AE se
supone equimultiplice de CF ; y ABde CD: luego g
EG, AB serdn equimultiplices de CD, y por tanto
EG igual b 4 AB: quitese AE comun, y quedar4 la F
restante AG igual 4 la restante EB: siendo, pues, AE
equimultiplice de CF, AG de FD, y AG igual 4 B D
EB, ser4 AE equimultiplice d¢ CF,y EB de FD: pero se su-

Hgq  po-
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pone AE equimuliiplice de CF, y AB de CD: luego EB seré

equimultiplice de FD, y AB de CD. Por consiguiente si una can=
tidad, &c. L. Q. D. D.

PROP. VI. TEOR.

I dos cantidades son equimultiplices de otras dos, y
AJ de las primeras se quitan partes que sean equimul-
tiplices de las segundas ; sus residuas serdn, 0 iguales,
6 equimultiplices de las segundas.

Sean las dos cantidades AB, CD equimultiplices de las dos E,
F,y de las mismas sean equimultiplices las partes AG, CH. Di-
g0, que las restantes GB , HD serdn, 6 iguales, 6 equimultipli-
ces de E, F.

1o Sea GB igual 4 E. Digo, que HD serd A g
igual 4 F: témese CK igual 4 F: siendo AG
equimultiplice de E, y CH de F; como asi- c
mismo GB igual 4 E, y CK 4 F, se tendri AB
equimultiplice de E, y KH de F: es asi que AB G
se sapone equimultiplice de E 5 y CD de F : lue- )2t ‘ ‘
go KH seréd equimultiplice de F 5 y CD de F: es,

. pues, KH igual 2 4 CD: quitando CA comun, B DEF

quedar4 la restante KC igual 4 la restante HD:
pero KCes igual 4 F: luego HD es igual 4 F : consiguientemente
si GB es iguat 4 E, tambien HD lo serd 4 F. :

Il Supongamos , que GB sea multiplice de E; en tal caso
HD serd equimultiplice de F. Ahora, pues, quan multiplice es
GB de E , tan multiplice sea CKde F ; y por ser AG equimul-
tiplice de E ; y CH de F; como tambien GB equimultiplice de E;
y CK de F , ser4 AB equimultiplice b de E; y KHde F : es asi
que se ha supuesto AB equimultiplice de E, y CD de F: luego
HK serd equimultiplice de F , y CD de F: luego KH serd
igual ¢ 4 CD ; quitese CH comun , y resultard KC restante igual
4 HD restante : quan multiplice es GB de E, tan multiplice
serd KC de F: es asi que KC es igual 4 HD : luego tan mulii-

pli-
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plice serd HD de F, como GB de E. Por consiguiente si dos can-
tidades , &c. L. Q. D, D. |

PROP. A. TEOR.

I 1a primera cantidad tiene 4 la segunda la misma ra-

zon que la tercera 4 la quarta; serd la tercera ma-

yor, igual , 6 menor que la quarta, segun sea la primera
mayor , igual , 6 menor que la segunda.

Témense qualesquiera equimultiplices de las quatro cantida-
des, por exemplo los duplos,y por la Definicion V. de este Li-
bro, si el duplo de la primera fuere mayor que el duplo de
la segunda, tambien el duplo de la tercera serd mayor que el
de la quarta; y si la primera fuese mayor que la segunda, el
duplo de la primera serd mayor que el de la segunda; por con=
siguiente el duplo de la tercera ser4 mayor que el de la quarta; de
donde se sigue, que la tercera serd mayor que la quarta: del
mismo modo se demostrard, que segun la primera fuese igual,
6 menor que la segunda, la tercera serd igual, ¢ menor que la
quarta. L. Q. D. D. ' |

PROP. B. TEOR.
I quatro cantidades fueren proporcionales , tambien
inversamente seran proporcionales.

Sea A 4 B, como C 4 D: serd inversamente B
4A,comoD 4 C.

Témense E, F qualesquiera equimultiplices de
B,D, yotras G , H qualesquiera equimultiplices
de A, C: sea primeramente E mayor que G: lue-
%o G serd menor que E: y por ser A 4 B, como

4 D, y haberse tomado G, H equimultiplices
de A,C,y E, F, otras equimultiplices de B, D,
y ser G menor que E, serd H menor que Fa:
por consiguiente F serd mayor que H: luego, se-
gun sea E mayor , igual, 6 menor que G, tzm—
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bien F serd mayor, igual , 6 menor que H: es asi que E, F son
qualesquiera equimuliiplices de B, D; y G, H qualesquiera otras
equimultiplices de A, C: luego B serd 4 A b, comio D 4 C. Por

consiguiente si quatro , &c. L. Q. D. D.
PROP. C. TEOR.

I la primera cantidad fuese igual multiplice , 6 1a mis-
ma parte de la segunda que la tercera lo es de la
quarta ; la primera serd 4 la segunda, como la tercera

a la quarta.

Sea la primera A equimultiplice de la segunda B, y la terce-

ra C de la quarta D: serd A 4 B, como C 4 D.
Témense E, F qualesquiera equimultiplices de
A, C; y G, H qualesquiera otras equimultipli-
ces de B, D: siendo A equimultiplice de B;
y C de D, como tambien E equimultiplice de

. A, y Fde C;resultard E 2 equimultiplice de B,

y F de D: pero G, H son equimultiplices de B,
D: luego si E fuere mayor multiplice de B, que
G de B; F serd mayor multiplice de D, que H
de D: esto es, que segun E sea mayor, igual, 6
menor que G ; F serd mayor, igual , 6 menor que
H: es asi que E, F son equimultiplices de A, C;
y G,Hde B, D: luego A serd 4 B, como C
i Db,

Pero supongamos, que la primera A es la mis-
ma parte de la segunda B, que la tercera C de
la quarta D:serd A 4 B, como C4 D, por-
que B serd la misma multiplice de A, que D
de C; consiguientemente por el primer caso, A
serd 4 B, como D 4 C; ¢ invirtiendo ¢ serd A
4 B,comoC 4 D. Por consiguiente si la pri- I
mera ,, &c. L. Q. D. D. A
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PROP. D. TEOR.

SI la primera cantidad fuese 4 la segunda, como la ter-

cerad la quarta,y la primera fuese multiplice, o par-
te de la segunda; la tercera serd la misma multiplice, ¢
la misma parte de la quarta.

Sea A 4 B, como C4D,y sea A multiplice de B:serd C
la misma multiplice de D.

Témese E igual 4 A, y quan multiplice es A, 6 E de B,
tan muliiplice témese F de D : luego por tener
. 1a misma razon A 4 B,que C 4 D, y haberse
tomado E, F equimultiplices de la segunda B,

y de la quarta D,serd 2 A 4 E,como C 4 F: | a Cor. 4.
pero A es igual 4 E: luego C serd igual 4 F b: 1Yi> .

es asi que F es equimultiplice de D,y E,6 A AV
equimultiplice de B: luego C serd equimuliipli- A B G D

ce de D; y A de B. E F

Pero demos, que la primera A sea parte de la
segunda B: serd la tercera C la misma parte de
la quarta D.

Porque respe@o de ser A 4 B, como C4 D,
invirtiendo < serd B4 A,como D 4 C: es asi cB.V
que A es parte de B, esto es B multiplice de e
A ; consiguientemente segun el caso anterior , D serd la misma
muliiplice de C, esta es C la misma parte de D, que A de B.
Por consiguiente si la primera, &c. L. Q.D.D.

PROP. VII. TEOR.

CANTIDADES iguales tienen la misma razon 4 una mis-
ma cantidad : y una cantidad tiene la misma razon
4 cantidades iguales.

Sean A, B cantidades iguales; y C otra qualquiera cantidad.
Di--
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Digo, que A,y B tendrdn una misma razon 4 C;
bien que C tendrd una misma razon 4 A,y B.
Toémense D, E qualesquiera equimultiplices de
otra qualesquxera equimultiplice de C: siendo , pues,
D equxmultxphce de A,EdeB;yA 1gual 4 B;
serd tambien D igual iE a: : luego segun D sea
mayor, igual, 6 menor ‘que F, serd E mayor , igual,
6 menor que F : es asi que D E son qualesquiera
equimultiplices de A, B; y F otra qualquiera equi-
multiplice de C: luego A'serd 4C ,comoB4C b,
Anado, que C tendr4 una misma razon 4 las
dos A, y B ; pues supuesta la misma construccion
demostrarémos semejantemente , que D serd igual
a E:luego segun sea F mayor, igual , 6 menor
que D, serd E mayor, igual, 3 menor que D:
es asi que F es qualquiera muluphce de C; y
D, E otras qualesquxera equimultiplices de A, y

como tam-

AByF

|
£% |
‘c

B: luego C serd < 4 A, como C 4 B, Por consiguiente canuda-

des, &c. L. Q. D. D.
PROP. VIIL. TEOR.

DOS cantidades desiguales tienen razones desiguales 4

una misma cantidad ; la mayor , mayor

razon; y la

menor , menor: y una misma cantidad tiene mayor razon

4 la menor de dos cantidades desiguales , que

Sean AB,BC cantidades desiguales,AB lama- E
yor, y sea qualquiera otra cantidad D : tendrd
AB mayor razon 4 D,que BC4 D;y Dten- F
drd mayor razon 4 BC, que 4 AB.

Si la cantidad menor de las AC, CB no es

menor que D, témense EF, FG duplas de AC, G
L

CB, como en la figura primera ; pero si la me-
nor de las AC,y (%% fuese tambien menor que
D, como en las dos figuras siguientes, aque-
1la sea AC, 6 CB, multiplicada llegard 4 ser

_mayor que D muluplxquese hasta que resulte

ma-

a la mayor.
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mayor que D ; y quantas veces se haya multiplicado , tantas veces

multipliquese la otra ; sea EF multiplice de AC, y FG la misma

multiplice de CB ; y se tendrd una, y otra EF , FG mayor que D.
* En todos los casos témese H dupla de D; K tripla, y asi succe-
sivamente , aumentando de una la multiplice hasta llegar 4 tener
1a primera multiplice de D, que es mayor que FG. Sea, pues, L
la primera multiplice de D mayor que FG; y K sea la multi-
plice de D, inmediata menor que L. _
Siendo, pues, L la primera multiplice de D, mayor que
FG; K no serd mayor que FG,
por consiguiente no serd FG ET E
menor qué K : 'y siendo EF equi- ¥
mulgiplice de AC 5 y FG de
CB, tambien serd 2 FG equi- A
multiplice de CB; y EG de AB; F
por consiguiente EG , FG son ¢ - A
equimultiplices de AB , y CB:
esasi que ya se demostré no ser G B Cr
FG menor que K;yporconss L KHD g g
truccion EF es mayor que D: l L X
luego la total EG serd mayor
que la suma de las dos K, y D:

pero la suma de estas es igual 4
L: luego EG excederd 4 L ; pero | | L
FG no excede d L; y son EG,
FG equimultiplices de AB, BC;
y L otra multiplice de D : luego AB tendrd mayor razon 4 D,
que BC4D b, '

A mas, D tendrd mayor razon 4 BC, que 4 AB ; pues supuesta
la misma construccion , se demostrard semejantemente , que L ex~
cede 4 FG, y que EG no la excede: es asi que L es multiplice
de D; y FG, EG equimultiplices de CB, AB:luego D tendr4
mayor razon 4CB, que D 4 AB b. Por consiguiente dos canti~
dades, &c. L. Q.D. D.

PROP.

a1V,

b Def. 7.
V. 7
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PROP. IX. TEOR.

AS cantidades , que tienen la misma razon 4 una mis-

ma cantidad , son entre si iguales : y si una canti-

dad tiene la misma razon a dos cantidades, estas seran
iguales entre si.

Tengan las cantidades A, B la misma razon 4 C. Digo, que
A serd igual 4 B, pues & no ser asi, una de ellas fuera mayor;
séalo A : luego ciertas cantidades equimultiplices de A,y B,y
cierta multiplice de C serdn, como se demostré
en la Proposicion antecedente , tales, que la mul-
tiplice de A excederd 4 la multiplice de C; pero
la multiplice de B no la excederd. Sean D, E
equimultiplices de:A, B; y F multiplice de C, Al
de manera, que D exceda 4 F ; y E no la exceda;

y por ser A 4 C, como B 4 C; haberse tomado C]
D, E equimultiplices de A, B; y F multiplice de

C; y ser D mayor que F, serd E mayor 2 que BI s
F: lo que es imposible ; pues se ha supuesto E

menor que F; luego A'no puede ser desigual 4
B: luego le serd igual.

A mas , tenga C una misma razon 4 las dos A, B. Digo,que A
serd igual 4 B ; pues 4 no ser asi, una de ellas fuera mayor: séalo
A, y resultard, que F b multiplice de C; y E, D equimultiplices
de B, A serdn tales ; que F excederd 4 E, pero no 4 D. Siendo,
pues ,C 4 B, como C 4 A ;y F multiplice de la primera C mayor
que E multiplice de la segunda B, serd F ¢ multiplice de la ter-
cera C mayor que D multiplice de la quarta A : lo qual es impo-
sible ; pues se ha supuesto F menor que D : luego A serd igual
4 B. Por coasiguiente las cantidades, &c. L. Q. D.D.

PROP.
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PROP. X. TEOR. ‘
I una cantidad tiene mayor razon que otra 4 una mis.
ma cantidad , serd mayor que ella: y de dos cantida-
des aquella es menor, @ quien una misma cantidad tiene
mayor razon.

Tenga A 4 C mayor razon, que B 4C. Digo, que A serd ma-
yor que B. Porque teniendo A 4 C mayor razon, que B 4 C, se-
rin 2 ciertas equimultiplices de A, B, y cierta
multiplice de C tales, que la multiplice de A ex~
cederd 4 la multiplice de C, y la multiplice de D
B no la excederd. Sean, pues, D,.E equimulti- A
plices de A, B; y F multiplice de C, de suerte,
que D exceda 4 F, pero E no la.exceda: luego . F
D serd mayor que E: y respe€to de ser D, E Cl
equimultiplices de A, B; y D mayor que E, re- B !
sultard A mayor que B b, E

Pero supongamos, que C tenga' mayor razon
4 B, que C4 A. Digo, que B serd menor que A:
porque F multiplice de C; y E, D equimultiplices de B, A,
son tales, que F excede 4 E, pero nod D : luego E es menor que
D: y siendo E, D equimultiplices de B, A, ser4 B menor b que
A. Por consiguiente si una, &c. L. Q. D. D. :.

PROP. XI. TEOR.
LAS razones iguales * 4 una misma razon son igua-
¢ les entre si. P

Sean A 4 B, como C 4D 'yCéD,comoEéF. Digo, que
A serdd B, como E 4 F. '
Té6~

* N. T. En la comparacion de razones ponemos iguales en lugar de mismas , que
trahe el original ; y asi en las demas Proposiciones,, por ser en el presente caso
estas expresiones sinénimas , y adaptarse mejor 4 la frase Castellana para evitag
confusion ; pero quando se habla de cantidades, que componen varias razones,
siendo estas iguales , decimos, conforme al texto, que las cantidades estin en la
misma razon, Véase ]a Nota 5 la Propasi¢ion X. del Libro V.

a Def. 7.

.

b Axi. 4.
V. 4
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Tomense G, H, K qualesqulera equimultiplicesde A,C,E, y
L, M, N otras qualesqulera equimultiplices de B, D, F Slendo,
pues, A i B, como C 4 D ; y habiéndose tomado G H equimul-

<t1phces de A C;yL, M otras eqmmult1p11ces de B D, resul-

tari, que segun sea G mayor, igual, 6 menor que L ‘serd H
mayor, igual , 6 menor 2 que M. A mas por ser C4 D, como E
4 F, y haberse tomado H, K equimultiplices de C, E, como tam-
bien M, N otras eq’uimultiplices deD, F, se inferiré, que segun

G— H K

A— C——  E—
. B— D— F—
" L- M N

sea H mayor; igual, 6 menor que M, serd K mayor, igual, 6
menor b que N : pero se ha demostrado ,que H serd mayor, 1gual
6 menor que M, segun sea G mayor, igual, 6 menor que L:
luego K serd mayor igual , 6 menor que N, segun sea G mayor,
igual, 6 menor que L : es asi que G, K son qualesquiera equi-
multiplices de A,E ; y L, N otras qualesqulera eqmmuluphces
de B, F: luego ‘A serd 4 B como E 4 F. Por consiguiente las
razones , &c. L. Q. D.D.

PROP. XII. TEOR.

I algunas cantidades en qualquier nimero fueren pro-

porcionales ; la suma de los antecedentes tendrd 4 la

de los conseqiientes la misma razon, que qualquier ante-
cedente 4 su conseqiiente.

Sean las cantidades A,B, C, D, E, F proporcionales, de ma-
nera que sean A 4 B, como ci D como E 4F. Digo, que la
sumade A, C, Eserééla sumadeB D, F,como A 4 B.

Tomense G, H K qualesquiera . equlmuluphces de A, C, E;

y
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y L, M, N qualesquiera otras equimultiplices de B, D, F. Sien-

do, pues, A4 B, como C4 D,como E 4 F; y habiéndose toma~

do G, H, K equimultiplices de A,C, E; y L, M, N otras equi-
multiplices de B, D, F, segun sea G mayor 2, igual , 6 menor
que L, serd H mayor , igual , 6 menor que M ; y K mayor , igual,
6 menor que N: luego segun sea G mayor , igual , 6 menor que L,
serdn G, H , K mayores , iguales , 6 menores respetivamente que

L,M, N: esasi que G,y lasuma de G,H, K son qualesquiera

G H K
A— cC—— E—
B— D— F—
L M N

equimultiplices de A, y de lasuma de A, C,E; porque si dos,
6 mas cantidades fuesen respe@ivamente equimultiplices de otras
en igual nimero, quan multiplice de una cantidad sea otra, tan
multiplice b serd la suma de las multiplices respeto de la suma
de las demas cantidades: por la misma razon L, y la suma de
L, M, N son qualesquiera equimultiplices de B, y de la suma de
B,D,F: luego A serd ¢ 4 B, como lasumade A, C,E dla
suma de B, D, F. Por consiguiente si algunas , &c. L. Q.D. D.

PROP. XIII. TEOR.

, SI la primera cantidad tiene 4 la segunda la misma ra-
A7 zon, que la tercera 4 la quarta;y la tercera tiene 4

la quarta mayor razon, que la quinta 4 la sexta; tambien .

la primera tendra mayor razon 4 la segunda, que la
quinta 4 la sexta.

~

Tenga la primera A 4 la segunda B la misma razon, que la
tercera C 4 la quarta D ; y la tercera C mayor razon 4 la quarta

b

a 5. Def.
V.

b1 V.

¢ 5. Def.
i
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D, que la quinta E 4 la sexta F. Digo, que la primera A tendr4
mayor razon 4 la segunda B, que la quinta E 4 la sexta F.
Porque teniendo C mayor razon 4 D, que E 4 F, serdn ciertas
cantidades equimultiplices de C, E, y otras equimultiplices de
D, F tales, que la multiplice de C excederd 4 la multiplice de
D, pero la multiplice de E no excederd 4 la multiplice de F a:
sean G , H equimultiplices de C, E 5 y K, L otras equimultiplices
de D, F, de suerte, que G exceda 4 K, pero H no exceda 4 L;

M————— G H -
A— C—— E—
B— D— )

N K - L

y témese M tan multiplice de A, quan multiplice es G de C,
como asimismo N tan multiplice de B, quan multiplice es K de
D:y porser A 4 B, como C4 D,y haberse tomado M, G equi-
multiplices de A, C; y N, K otras equimultiplices de B, D, re-
sultard , que segun sea M mayor , igual , 6 menor que N, serd G
mayor, igual , 6 menor que K: es asi que G es mayor que K;
Iuego tambien M serd mayor que N: pero H es menor que L ; y
M, H son equimultiplices de A, E, como tambien N, L otras equi-
multiplices de B, F : luego A tendrd mayor razon 4 B, que E 4
F. Por consiguiente si la primera, &c. L.Q.D. D.

Cor. Si la primera cantidad tuviere 4 la segunda mayor ra-
zon que la tercera 4 la quarta, y la tercera 4 la quarta la mis-
ma razon, que la quinta 4 la sexta, se demostrard del mismo
modo, que la primera tendrd mayor razon 4 la segunda , que la
quinta 4 Ia sexta.

PROP.
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PROP. XIV. TEOR."

SI quatro cantidades son proporcionales, esto es, si la-
primera tiene 4 la segunda la misma razon que la
tercera 4 la quarta; la segunda sera mayor , igual , o
menor que la quarta , segun sea la primera mayor, igual,
o menor que la tercera. |

Tenga la primera A 4 la segunda B la misma razon, que la
tercera C4 la quarta D, y sea A mayor que C. Digo , que tam=
bien B serd mayor que D.

I°o Sea A mayor que C, y B qualquiera otra cantidad;
tendrd 2 A 4 B mayor razon, que C 4 B: pero A es 4 B a 8. V.
comoC 4 D: lnego C tendrd b mayor razon 4 D, que C 4 B b 13. V.
pero de dos cantidades aquella es menor , 4 quien una misma can-

1 3

RN

ABCD ABCD ABCD

tidad tiene mayor razon ¢: luego D serd menor que B,y por ¢ 10. V.
consiguiente B mayor que D.
IL° Sea A igual 4C; serd B iguald D porque siendo A 4 B,
como C (estoes A) 4 D serd B igual 4 D d, dog.V,
IIL° Sea A menor que C serd B menor que D porque sien-
do C mayor que A;y C4 D, como A 4 B; serd D mayor que
B por el primer caso:luego B serd menor que D. Por consi-
guiente si quatro, &c. L. Q. D. D.

I2 PROP.
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PROP. XV. TEOR.

AS partes tienen entre si la misma razon que sus
equimultiplices.

- Sea AB equimultiplice de C; y DE de F. Digo, que C serd
4 F, como AB 4 DE,

Porque siendo AB equimultiplice de C, y DE de F ; quantas
cantidades haya en AB iguales 4 C, tantas habrd en DE igua-
les 4 F. Dividase AB en partes lguales 4 C,
que sean AG, GH, HB; dividase asimismo DE A

en partes iguales 4F , es 4 saber DK, KL, LE; D
y resultard el nimero de las AG, GH, HB igual Gl :
al delasDK KL,LE:y por ser AG, GH, HB Xt

entre si 1guales como asimismo DK, KL LE en

tre si iguales, serd AG 4 DK, como GH 4 KL, Hf lLJ'
ay. V. como HB 4 IE ; 5 es asi que la suma de los an- l

tecedentes es 4 la de los conseqiientes, comoun B C E F .

b 12. V. antecedente qualquiera 4 su conseqiiente b: luego

AG serd 4DK, como AB 4 DE: pero AG es ignald C;y DK

4 F: luego C serd 4 F, como AB 4 DE. Por consiguiente las

partes, &c. L. Q. D. D. ,

PROP. XVIL. TEOR.

SI quatro cantidades de un mismo género fueren pro-
porcionales ; tambien permutadas seran proporcio-
~nales.

Sean A, B, C, D quatro cantidades proporcxonales 6A 4B,
como C é D. Dlgo que permutadas serdn proporcxonales esto

es que A serda 4 C,como B 4 D.
Témense E, F qualesquxera equimultiplices de A, B;y G, H
otras qualesquiera equimultiplices de C, D: siendo, pues, E
equimultiplice de A, y F de B;y teniendo las partes entre si
a15. V. la misma razon que sus equimultiplices 2 ; serd A 4 B, como E
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4 F; pero A es4 B,como C 4 D: luego C serd 4 D, como

E 4 F b: 4 mas, siendo G, H equimultiplicesde C, D, serd <C b 11. V.
4D, como G4H;peroCes 4 D, como E 4 F : luego E serd ¢ 15- V-
4 F, como G 4 H d: pero si quatro cantidades son propor- d ;;, V-

cionales ; esto es, si la pri- E G '
mera tiene 4 la segunda la mis-

ma razon que la tercera 4la A—— C—

quarta ; la segunda serd ma- B—— D——

yor, igual, 6 menor que la F H

quarta , segun sea la primera '
mayor , igual, 6 menor que la tercera ©: luego segun sea E ma- e 14. V.
yor, igual , 6 menor que G, serd4 F mayor , igual,, 6 menor que
H: pero E, F son qualesquiera equimultiplices de A, B;y G,
H otras qualesquiera equimultiplices de C, D :1luego A serd f 4 f Def. 5. -
C, como B 4 D. Por consiguiente si quatro, &c. L.Q. D,D, V-

PROP. XVIIL. TEOR.

SI algunas cantidades compuestas fueren proporcionas
7 les ; tambien lo serdn dividiendo.

Sean compuestas las cantidades proporcionales AB, BE, CD-
DF ; siendo AB 4 BE, como CD 4 DF. Digo,
que dividiendo serdn tambien proporcionales, X
esto es AE 4 EB, como CF 4 FD.
Témense GH, HK, LM, MN qualesquiera , P
equimultiplices de AE, EB, CF,FD; y KX,
NP otras qualesquiera equimultiplices de EB, Ki

FD: y siendo GH equimuliiplice de AE; y N+
HK de EB, resultard GH 2 equimultipli~ HL “arn V.,
ce de AE; y GK de AB: es asi que GH DM.-,

es equimultiplice de AE ; y LM de CF: luego E

GK serd equimultiplice de AB;y LM de CF. F

A mas, por ser LM equimultiplice de CF , y _

MN de FD, ser4 LM equimultiplice de CF,y G A ¢c L

LN de CD: es asi que LM es equimultiplice

de CF; y GK de AB: luego GK serd tan multiplice de AB;
' I3 co-
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como LN de CD: por consiguiente GK, LN serdn equimultiplices
de AB, CD. A mas de esto, siendo HK equimultiplice de EB;
MN de FD ; KX equimultiplice de EB, y NP

de FD; tambien la compuesta HX serd equimul- X

tiplice de EB b; y la compuesta MP de FD:
respeo de ser AB 4 BE, como CD 4 DF, P
y haberse tomado GK, LN equimultiplices de
AB,CD;y HX, MP otras equimultiplices de K}
EB, FD, segun GK sea ¢ mayor, igual , 6 me- N
por que HX, serd LN mayor, igual, 6 menor Hi
que MP: pero si GH es mayor que KX, afia- B pM
diéndolas HK, ser4 GK mayor que HX ; y por E

ser LN mayor que MP, quitando la comun MN, Fl‘

serd LM mayor que NP : luego si GH es ma-
yor que KX, tambien LM serd mayorque NP. G A C L
Del mismo modo se demuestra , que si GH

es igual , 6 menor que KX ; serd LM igual , 6 menor que NP:
es asi que GH, LM son qualesquiera equimultiplices de AE,
CF; y KX, NP otras qualesquiera equimultiplices de EB, FD:
luego AE serd 4 EB, como EF 4 FD. Por consiguiente si al-
guna , &c. L. Q. D. D.

PROP. XVIII. TEOR.
SI algunas cantidades fueren proporcionales; tambien lo
serin componiendo. |

Sean las cantidades proporcionales AE, H
EB, CF,FD, esto es AE 4 EB, como CF ]
4 FD. Digo ,que tambien componiendo se- M
rdn proporcionales 3 es 4 saber AB 4 BE, PL
como CD 4 DF. Kt

Témense GH,HK , LM, MN qualesquie- N
ra equimultiplices de AB, BE, CD, DF;
y KO, NP otras qualesquiera equimultipli- B
ces de BE ;, DF : siendo KO, NP equi- E
multiplices de BE , DF , como tambien KH,
NM equimultiplices de las mismas , segun g

sea

oY
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sea KO multiplice de BE mayor , igual , ‘6 menor que KH mul-
tiplice de BE, ser4 NP multiplice de DF mayor , igual , 6 me-
nor que NM multiplice de DF.

Primeramente si KO fuese menor que KH; NP serd menor
que NM: y siendo GH, HK equimultiplices de AB, BE; y
AB mayor que BE , ser4 GH mayor * que KH : pero KO es me- * 3. Axi.
nor que KH : luego GH serd mayor que KO. Semejantemente V- '
se demostrard, que LM es mayor que NP : luego si KO es me-
nor que KH ; GH multiplice de AB serd siempre mayor que
KO multiplice de BE , como asimismo LM muldplice de CD
mayor que NP multiplice de DF.

Pero supongamos , que KO sea mayor que KH , ser4 NP, se-
gun se ha demostrado , mayor que NM: y
siendo la total GH equimultiplice de la to- o
tal AB, y la parte HK de la parte BE, qui- 11
tadas estas, la restante GK serd 2 equimul- P
tiplice de la restante AE; y GH de AB; M
esto es LM de CD. Semejantemente por ser K
LM equimultiplice de CD,y la parte MN B‘ p N
de la parte DF , serd 2 la restante LN equi- E
multiplice de la restante CF ; y LM de CD: Fr |
pero se ha demostrado que LM es equimul- g| A cl L "
tiplice de CD; y GK de AE: luego GK
serd equimultiplice de AE;y LN de CF: luego GK, LN se-
rdn equimultiplices de AE, CF: siendo, pues, KO, NP equi-
multiplices de BE, DF,y habiéndose quitado KH , NM equi-
multiplices de las mismas, serdn las restantes HO, MP, 6 igua-
les 4 BE , DF , 6 sus equimultiplices b. Primeramente sean HO, b 6. V.
MP iguales 4 BE , DF: respe&o de ser AE 4 EB, como
CF 4 FD, y haberse tomado GK, LN equimultiplices de AE,

CF, serd < GK 4 EB,como LN 4 FD: es asi que HO es igual ¢ Cor..
4 EB, y MP 4 FD: luego GK serd 4 HO, como LN 4 MP: lue- V-

go segun sea GK mayor , igual, 6 menor que HO, serd LN ,
mayor, igual , 6 menor que MP d. dA.V,

Mas demos, que HO , MP sean equimultiplices de EB, FD;

y siendo AE 4 EB, como CF 4 FD, y tomadas GK, LN equi-
multiplices de AE, CF, como asimismo HO, MP otras equi~
: 14 mul-

as. V.
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-multiplices de EB, FD ; segun sea GK mayor, igual, 6 menor

&5 Def. que HO, serd LN mayor igual , 6 menor que MP ¢;lo qual

216. V.

bi17. V.

se demostré tambien en el caso anterior : lue-
go si GH .es mayor que KO, quitada Ia par- 0
te comun KH, serd GK mayor que HO ; por

tanto LN mayor que MP ; y afiadiendo 4 3l P
estas NM, serd LM mayor que NP : luego
si GH es mayor que KO, tambien LM serd M+

mayor que NP : semejantemente se demos- g|.
trard, que si GH es igual , 6 menor que KO, B DN--
tambien LM serd igual , 6 menor que NP: E -
y en el caso de ser KO menor que KH, yd F

se demostrd , que GH es siempre mayor que Al ¢ Ll
KO; y al mismo tiempo LM mayor que NP:

es asi que GH , LM son qualesquiera equimultiplices de AB, CD;
y KO, NP otras qualesquiera equimultiplices de BE , DF: luego
AB serd 4 BE, como CD 4 DF. Por consiguiente si algunas,
&c. L. Q. D. D.

PROP. XIX. TEOR.

I de dos cantidades se quitan dos partes, que estén
en la misma razon de sus todos; las partes residuas
estardn tambien en la misma razon.

. Sea AB 4 CD, como la parte AE de Ia primera 4 la parte
CF de la segunda 5 serd tambien la otra parte EB de 5
la primera 4 la otra parte FD de la segunda, como la |
primera AB 4 la segunda CD. C
Porque. siendo AB 4 CD, como AE 4 CF, permu- E
tando 2 ser4 BA 4 AE, como DC 4 CF: pero si al- F
unas cantidades compuestas son proporcionales , tam- -
lg)ien lo serédn dividiendo b: luego BE serd 4 EA , co-

mo DF 4 FC; y permutando serd BE 4 DF , como '
EA 4 FC: es asi que se ha supuesto AB 4 CD, como B-D
AE 4 CF : luego la parte restante EB serd 4 la restante FD, come
1a total AB 4 la total CD. Por consiguiente si de dos,&c. L.Q.D.D.

Cor.
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Cor. Si de cada una de dos cantidades se quita una parte, que
estén en la razon de ellas, las partes quitadas serdn como las res
sxduas, segun consta de la misma demostracion.

PROP. E.. TEOR. |
SI quatro camidadés son proporcionales ; tambien lo

serdan convirtiendo. A
" Sea AB 4 BE, como CD 4 DF : convirtiendo serd C
BA 4 AE, como DC 4 CF. E:

Porque siendo AB 4 BE, como CD 4 DF , dividien- F
do 2 serd AE 4 EB, como CF 4 FD, ¢ invirtiendo b
serd BE 4 EA , como DF 4 FC: luego componiendo ¢
serd BA 4 AE como DC 4 CF. Por consiguiente si
quatto,&c.L.QDD B D

PROP. XX. TEOR.

SI hay tres cantidades, cuyas razones de la primera
4 la segunda, y de la segunda 4 la tercera sean
respectivamente las mismas que las de otras tres canti-
dades ; serd la quarta cantidad mayor , igual , 6 menor
que la sexta , segun sea la primera mayor, igual, o me-
nor que la tercera. ,

Sean tres cantidades A, B, C, y otras tres D,
E,F; la razon de A 4B 1gualéladeDéE, o
y la de B 4Cigual 4 lade E 4 F: si'A esma- -
yor que C, serd tambien D mayor que F 5 y si
A fuese igual, 6 menor que C, serd tambien D
igual, 6 menor que F; -

Lo Sea A mayor que C; y B otra qualqmera
canudad . par teaer la mayor .de. dos cantidades
mayor razon 4 una misma cantidad que la me-
nor 2; A tendrd 4 B mayor razon,que C4 B:es

asi

= w
Ne)

A
D

a 17 V.
bB.V.
ci8. V

. a8V,



b13 V.

cCor.13.
v.

d 10 V.

¢7: V.

fir. V..
g9 V.

138 ELEMENTOS DE EUCLIDES.

asi que D es 4 E, como A 4 B: luego D b tendr4 mayor ra-
zon 4 E,que C 4 B: y respeto de ser B 4 C, como E 4 F,
invirtiendo serd C 4 B, como F 4 E : pero se ha visto que D
tiene 4 E mayor razon que C 4 B: luego D ¢ tendr4 mayor ra-
zon 4 E que F 4 E: es asi que de dos cantidades aquella es ma-
yor que tiene mayor razon 4 una misma cantidad d: luego D se-
rd mayor que F. | :

ILo Si A fuese igual 4 C, tambien D ser4 igual 4 F : por-
que siendo iguales A,y C;y B otra qual-
quiera cantidad, A ¢ serd 4 B, como C :
4 B:es asi que A es 4 B, como D 4 E;
yC4d B, como F 4 E: luego D f serd V
dE, como FAE, yportantoD g serd A B C
igual 4 F. A B C
IIl° Si A fuese menor que C, tambien II) T FprrF

D serd menor que F ; porque siendo A me-
nor que C, serd C mayor que A ; y sien-
do por la hipdtesis , é invirtiendo C 4 B,
como FA4E;B4A,comoE 4Dy
C mayor que A, tambien F serd mayor que D por el caso pri-
mero ; y por tanto D menor que F. Por consiguiente si hay, &c.
L.Q.D. D. :

PROP. XXI. TEOR.

I hay tres cantidades, cuyas razones sean las mis-
mas que las de otras tres, pero perturbada su pro-
porcion ; serd la quarta cantidad mayor , igual , 6 me-
nor que la sexta , segun sea la primera mayor, igual,
o menor que la tercera.

Sean tres cantidades A, B, C,y otras tres D, E, F tales que
las razones A 4 B, B 4 C sean perturbadamente las mismas
que las D4 E,y E4F, esto.es que A sea 4 B, como E 4
F;y B4 C, como D 4 E. Digo, que segun sea A mayor, igual,
¢ menor que C, serd D mayor , igual y 6 menor que F. Lo
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Lo Si fuere A mayor que C; y B otra cantidad qualquiera,
A 2 tendrd mayor razon 4 B, que C 4 B: es asi que E es §
F, como A 4 B: luego E b tendrd mayor razon
4 F,que C 4 B: siendo, pues, B 4 C, como D 4
E, invirtiendo ser4 C 4 B, como E 4 D: pero se
ha visto, que E tiene mayor razon 4 F, que C 4 B:
luego E ¢ tendrd mayor razon 4 F, que 4 D: pero
de dos cantidades aquella, 4 quien una misma tiene
mayor razon, es menor 9:luego F serd menor que
D,y por tanto D mayor que F.

ILo Si fuese A igual 4 C, ser4 tambien D igual
4 F: por ser iguales A,y C y B otra cantidad;
A cserd 4 B, como C 4 B: esamqueAeséB,
como E 4 F; yCé B, como E 4 D: luego E f se-
14 4 F,como E 4 D: por consiguiente
D serd igual 4 F g.

IIL° Si fuese A menor que C, tam-
bien D serd menor que F: por ser A
menor que C, serd C mayor que Ay AR
siendo por la hipétesis, é invirtiendo C
4 Bycomo E 4 D; BéA comoF4 D T

'——‘U?’
W
— 0

B
)

E; y C mayor que A, seré F mayor
que D por el caso primero , ¥ por lo
mismo D ser4d menor que F. Por con-
siguiente si hay , &c. L. Q. D. D.

T

PROP. XXII. TEOR.

SI hay muchas cantidades , cuyas razones sean res-
pectivamente las mismas que las de otras canti-
dades en igual numero; estardn por igualdad en la mis-
ma razon.

L° Sean las tres cantidades A, B, C, y las otras tres D,
E, F tales, que las razones A 4 B,y B 4 C sean respe&xva-
mente las mismas que las D 4 E, y E 4 Fjesto es, sea A

1

a8. v,
b13. V.,

¢Cor.12.
V. 3

d 10. .V,

e7. V.
fir V.

g9.V.
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dB,como D4iE;yB4dC, como E 4 F. Digo, que Asera
1 C como D 4 F..

Tdmense G, H qualesquiera equimultiplices de A, D3y K,

L otras qualesquxera equimultiplices de B,

E, como asimismo M, N otras quales-

quiera equimultiplices .de C, F. Siendo, l \ l I
pues,A 4 B, como D 4 E, y tomadas

G, H equimultiplices de A,B;yK, L ABC DE
otras equimultiplices de B, E;serA G2 G KM HL
4 K,como H 4 L: por la misma razon
K serd 4 M, como L 4 N; y habiéndo-
se tomado tres cantidades G,K, M,y
otras tres H, L, N tales, que las dos ra-
zones de las primeras son respetivamen-
te iguales 4 las dos razones de las se-
gundas , segun sea G mayor , igual, 6 :
menor que M, serd H mayor, igual , 6 menor b que N:es asi
que G, H son qualesquxera eqmmuluphces de A,D,y M, N otras
qualesquxera equimultiplices de C, F : luego A < serd é C, co-
mo D 4 F.

IL° Sean quatro cantidades A, B, C,D; y otras quatro E,
F,G, Htales, que las razones de A, B, C, D sean respe&tiva-
mente iguales 4 las deE,F, G,H,estoes A4 B, ma—p ¢ D
comE4F;B4C, comFiG; yC4D, | g ¥ G H
como G 4H:serd A 4 D, como E 4 H. — :

Porque siendo tres cantidades A, B,C, y otras tresE, F, G
tales, que las razones de las unas sean respe&wamente 1guales é
las de lasotras, es A 4C, como E 4 G por el caso Lo es asi
queCes dD, como G 4 H: luego por el caso Lo A serd 4 D,
como E 4 H: asimismo qualquiera que sea el mimero de cantida-

des. Por consiguiente si hay muchas, &c, L. Q. D. D.

)
|

PROP.
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PROP. XXIIIL. TEOR.
I hay muchas cantidades, cuyas razones sean per-
turbadamente las mismas que las de otras cantida-
des en 1gual numero ; estardn por igualdad perturbada
en la misma razon.

Lo Sean tres cantidades A, B, C, y otrastresD, E, F tales,
que sus razones sean perturbadamente las
mismas, esto es A4B, como E4F; y
B4C,como D 4 E. Digo, que A serd
4C,como D4F.

Témense G, H, K qualesquiera equi-
multiplices de A B D; y L, M, N otras
qualesquiera equlmuluphces de C E,F:
siendo G, H eqummlnplxces de A, B
y teniendo las partes entre si la misma 'ra-
zon que sus equlmulupllces a, A serd 4
B,comoG4H: por la misma razon E
sertd 4F,como M4 N: es asi que A es 4 '

B, como E 4 F: lnego M b serd 4 N, j b1 V.
como G 4 H: y por ser B 4 C, como D
4 E, y haberse tomado H, K equimulti-
plxces de B,D; y L, M otras equimultiplices de C,E;serd H ¢

4L, como Ké M: pero se ha visto, que G es 4 H, como M é

N: siendo » ues, las tres cantidades G, H, L, y otras tres K, M,

N tales, que las razones de las primeras son perturbadamente las
mismas , que las de las segundas; segun sea G mayor, igual , 6

menor que L, serd K mayor, igual, 6 menor d que N : es asi d 21. V.
que G, K son qualesquiera equimultiplices de A, D; y L, N
qualesqunera eqmmulnplnces deC,F:luego A ¢ seré é C, como e 5. Def,
D4F. V.

IL.°o Sean quatro cantidades A ,B, C, D, y otrastantas E,F, G,H
tales,que las razones de las primeras sean pertur-
badamente las mismas que las de las segundas, | A. B. C. D.
estoes A 4 B,como G4H,B4C,comoF4G, | E. F. G. H.
yC aD comoEaF,seréAéD comoEé H ——

Por-

_ap
sell.]
Ha
RO
2t
1z

arg. V.
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Porque siendo tres cantidades A , B, C, y otras tantas F, G, H

- tales, que las razones de las unas sean perturbadamente las mis-

a22, V.,

b18. V.

invirtiendo C 4 BG, como F 4 EH ; y respe€to Er

mas que las de las otras, A es 4 C, como F 4 H por el primer
caso: es asi que C es 4 D, como E 4 F: luego tambien por el
primer caso A serd 4 D, como E 4 H: y asimismo qualquiera

que sea el mimero de cantidades. Por consiguiente si hay mu-
chas, &c. L. Q.D.D.

PROP. XXIV. TEOR.

™ T hay seis cantidades tales , que la primera tenga 4
la segunda la misma razon que la tercera 4 la quar-
ta,y la quinta 4 la segunda la misma razon que la
sexta 4 la quarta ; la suma de la primera, y de la quinta
tendrd la misma razon 4 la segunda, que la suma de la
tercera , y de la sexta 4 la quarta.

Tenga la primera AB la misma razon 4 la segunda C, que la
tercera DE 4 laquarta F : y la quinta BG la misma razon 4 la se-
gunda C, que la sexta EH 4 la quarta F. Digo, '
que tambien AG suma de la primera,y de laquinta. G
tendrd la misma razon 4 la segunda C, que DH H
suma de la tercera, y de la sexta 4 la quarta F.

Porque siendo BG 4 C, como EH 4 F, serd Bt

deser AB4 C, como DE 4 F; y C4 BG, co-

mo F 4 EH; serd por igualdad 2 AB 4 BG,

como DE 4 EH : siendo, pues, estas cantidades l ‘

proporcionales, tambien lo serdin componien- A C D F

do b: luego AG serd 4 GB, como DH 4 HE:

es asi que GB es 4 C, como HE 4 F: luego por igualdad AG

serd 4 C, como DH 4 F. Por consiguiente si hay seis, &c.

L.Q.D.D.

~ Cor. 1. En la misma hipétesis de la Proposicion el exceso dela

primera, sobre la quinta serd 4 la segunda, como el exceso de la

tercera, sobre la sexta serd 4 la quarta. La demostracion de esta
©es
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es la misma que la de l1a Proposicion, con sola la diferencia de
usar de Dividiendo en vez de Componiendo.

Cor. 2. La Proposicion se verifica en qualesqmera cantida-
des, cuyas primeras tengan 4 la segunda comun las mismas ra-
zones , que tienen las restantes 4 la quarta comun: es 4 saber,
cada una de las primeras 4 la segunda la misma razon, que cada
una de las restantes 4 la quarta, como es manifiesto,

PROP. XXV. TEOR.

I quatro cantidades fuesen proporcionales ; la suma
de la mdxima, y de la minima serdi mayor que la
suma de las otras dos.

Sean quatro cantidades proporcionales AB,CD,E,F, estoes
AB 4 CD, comoE 4 F, y la mdxima de ellas AB, ser4 por con-
siguiente F = la minima. Digo, que la suma de AB ,y F serd ma-
yor que la suma de CD, y E.

Sea AG igual 4E; y CH 4 F. Siendo, pues, AB 4 CD, co~
moE 4 F, AG igualéE yCH 4 F; serd AB’
4CD, como AG 4 CH ; y por ser ABb 4CD, B
como AG parte de AB 'ai CH parte de CD, se- G} D
r4 tambien la otra parte GB de AB 4 la otra I
parte HD de CD, como AB 4 CD: es asi que
AB es mayor que CD: luego GB ¢ serd tam-
bien mayor que HD: y siendo AG igual 4 E;
YCH4F,lasumade AG,yF serdiguald , o g p
la de CH, y E: siendo, pues, desiguales GB,

GB la mayor de ellas, si se afaden AG y F 4 GB;
y CH, y E 4 HD, resultar4 la suma de AB, y F mayor que
la suma de CD, y E. Por consiguiente si quatro cantidades, &c.
L. Q.D.D.

PROP.

aA.yt
VY4

b !90 VQ

cA.V.
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PROP. F. TEOR.

I AS razones compuestas de razones respetivamente
iguales son iguales entre si.

Sea A 4 BcomoD4 E;y B4C, como E 4 F: resulta-
r4 la razon compuesta de las razones A 4 B,y

B 4 C, esto es, segun la Definicion de la razon | 4 p
compuesta la razon de A 4 Ciguald larazon | ' g f l
de D 4 F, la qual se compone de las razones D .

4E,y E'4 F.

Porque siendo tres cantidades A, B, C, y otras tres D, E,
F tales > que las razones de las primeras son respeéhvamente
iguales 4 las razones de las segundas, es por igualdad 2 A 4
C,como D 4F.

A mas,sea A 4§ Bcomo E4 F;y B 4 C,como D4dT:
luego A seré 4 C por igualdad perturbada b, co-
mo D 4 F;esto es la razon de A 4 C, que es-
t4d compuesta de las razones A 4 B,y B 4 C,
igual 4 la razon de D 4 F,que estd compuesta
de las razones D4 E,y E 4 F:y lo mismo su-
cederd , si fuesen mas las razones en uno,y otro caso. Por con-
siguiente las razones, &c. L. Q. D. D.

A. B. C
DEF

PROP. G. TEOR.

I algunas razones son respectivamente iguales d otras;
la razon compuesta de razones iguales 4 las pri-

meras serd igual 4 la razon compuesta de razones igua-
les 4 las segundas.

Sea AdB,comoE4F;y CdD,comoG 4 H: asimis-
mo sea A 4 B,como K4 L;y C4d D, como L 4 M: luego
la razon de K 4 M se compondrd , segun la Definicion de la
razon compuesta , de las razones K 4 L,y L 4 M, que son

igua-
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iguales'4 las razones A4 B, yC 4 D. Amas,seaE 4 F, co-
mo N4d4O,yG4dH, como ,
O4P:luegolarazondeN 4P | \ p ¢ p gL M
estard compuesta de las razones N | &' ¢ G H. N. O. P.
4 0,y O 4P, las quales son igua- - e
lesalasrazonesEaF yG4d
H. Ahora,pues, se ha de demostrar , que la razonde K 4 M
esigual4lade N.4P, 6queKeséM como N 4 P.

Siendo, pues, K 4 L (como A 4 B, esto es como E 4 F) co-
moN4O; LéM(comoCéD como G 4 H) como
O4P, seré por igualdad < K 4 M, como N 4 P. Por consx- ca2. V.
guiente s algunas , &c. L. Q. D. D.

PROP. H. TEOR.

SI una razon compuesta de muchas razones fuese igual
d otra compuesta de qualquler numero de razones,
y una de las primeras razones, o la compuesta de al-
gunas de ellas , fuese tambien 1gua1 a una de las segun-
das razones , 6 ala compuesta de algunas de estas; la
- restante de las prlmeras, 6 la compuesta de las demids
de ellas, serd igual 4 la restante de las segundas, o a
Ia compuesta de las demds de estas.

Sean.las razones A 4 B,BAC,C4D,D4E,yE 4
F,y otras razoness G4 HHH4 K, K4 L, L4. M, y sea
- la razon de A 4 F, que est4 compues-
- ta 2 de las primeras, igual 4 la ra- - N a Def. de
zon de G 4 M,que estd compuestade | A. B. C. D. E. F. f; Moo
- las segundas ; y ademds, sea la razon GHEKLM [gF
deAéD,queestécompucstadelas S

razones-A4 B;B 4C,y C4 Digual .

4 1a razon de G 4 K,que ‘estd . compuesta de las razones G 4.

H, y Hd K: resultard la razon de D 4 F, que estd com-
puesta;,de las razones primeras restantes D 4 E,y E 4 F , igual
. K 4
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é la razon de K 4 M compuesta de las razones segundas res-
tantes K4 L,y L4 M.
Porque siendo por hipétesis A 4 D,
pB.V.como G 4 K; invirtiendo b serd D
4A,como K é G: peroAesd F,co-
¢ 22. V. MO G 4 M: luego por 1gualdad cD
serd 4 F, como K 4 M. Por consiguiente si una razon, &c.
L. Q. D. D.

A.B.C.D. E. F.
G HKL M

PROP. K. TEOR.

I la razon compuesta de razones respe@ivamente

iguales 4 otras razones (que llamarémos primeras)
fuese igual 4 la razon compuesta de razones respecti-
vamente iguales 4 otras razones (que llamarémos se-
gundas) y una de las primeras, ¢ la compuesta de al-
gunas razones iguales respectivamente 4 otras tantas de
las primeras , fuese igual a una de las segundas, 0 4
la compuesta de algunas razones respetivamente igua-
les 4 otras tantas de las segundas ; la restante de las
primeras , 6 siendo muchas las restantes, la compues-
ta de razones respectivamente iguales a ellas, serd igual
# la restante de las segundas, o6 siendo muchas las res-
tantes, a la compuesta de razones respetivamente igua-
les 4 elIas.

Sean las razones A 4 B, C 4 D, E 4 F las primeras ; y-
las segundas G4 H, K4 L, M4 N,O4P,Q 4 R; y sea
AiB,comoS 4T,y CiD,comoT 4 V,peroE 4 F,
como V4 X: luego, segun la Definicion de la razon com-
puesta, la razon de S 4 X estari compuesta de las razones S:
é¢T, T 4 V, V 4 X, las quales son respe&tivamente iguales
4 lasrazonesAé B, C 4D, E4 F: sea tambien G 4 H,
como Y 4 Z, yKéL comoZéa M &4 N, como a 4 b,

o

. — T
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O4dP,comobdc, yQd R,como c 4 d: estard , pues,
conforme 4 la misma Definicion y4 citada, la razon de Y 4 d
compuesta de las razones Y 4 Z, Z4d4a,adb,bdc,yc
4 d, las quales son respe@ivamente iguales 4 las razones G 4
H, K4 L, M4N,O4P,y QaR: luego por la hipé-
tesis S serd 4 X, como Y4 d. A mas, sea la razonde A 4
B,6de$S 4 T, es 4 saber una de las primeras, igual 4 la
razon de e 4 g, que estd compuesta de las razones e 4 f, y
f 4 g, iguales por hipdtesis 4 las razones G 4 H, y K4 L
de las segundas: esté asimismo compuesta la razon de h 4 1
de las razones h 4 k, y k 4 1, iguales 4 las razones restan-
tes de las primeras , esto esC4 D,y E 4 F; y esté¢ com-
puesta la razonde m 4 p de las razones m 4 n,n4d 0, 0 4 p,
respetivamente iguales 4 las segundas restantes, esto es M 4
N, O04 P,y Q 4 R. Digo, pues, que la razon de h 4 1 se-
rd igual 4 la de m 4 p; esto es h 4 1, como m 4 p,

h k, L
A,B; C,D;E,F. S, T,V,X.
G,H;K,L; M,N;0,P; QR. Y,Z,a,b,c,d
e,f, g m, n, 0, p. |

Porque siendo e 4 f (como G4 H) como Y 4 Z,yfd g
(como K 4 L) como Z 4 a, serd por igualdad e 4 g, co-
mo Y 4 a: es asi que por hipdtesis A es 4§ B,6 S 4 T, co-
moe 4 g: luego S serd 4. T, como Y 4 a; € invirtiendo T .
4S,comoad Y:peroSes 4 X, como Y 4 d: luego por
igualdad T serd 4 X, como a 4 d. Ademds, por ser h 4 k
(como C 4 D) como T4 V, ykdl(como E 4 F) co-
mo V 4 X, serd por igualdad h 4 1, como T 4 X. Seme-
jantemente se demostrard ser m 4 p, como a 4 d: pero se

' Kz ha
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a1V, ha visto, que T es 4 X, como a éd luegohaseréél co
' mo m 4 p. L. Q. D. D.

Los Gedmetras antignos, y modérnos comprehenden comun-
‘mente , para mayor brevedad , las Proposiciones G, yK en la
enunciacion de las F,y H; pero 4 nosotros nos ha parecido
mas conveniente separarlas, para manifestar de qué modo pue«
den reducirse , y por el freqientisimo uso que tienen. -
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LIBRO SEXTO.

DEFINICIONES.

. I.
yIGURAs reQilineas semejantes son las que tienen los 4ngu-

los respeftivamente iguales, y pro-
porcionales los. lados que contienen /\
4dngulos iguales. /\
“Aquellas figuras son recnprocas (esto es los trxangulos entre si,
»y los paralelogramos entre si) que tienen los lados que con-
ntienen dos dngulos de tal suerte proporcionales, que el un
»lado de la primera es al de la segunda, como el otro de Ia
nsegunda al otro de la primera.”
ITL
Se dice » que una re&a estd dividida en extrema, y media razon,

quando toda la linea es 4 su segmento mayor, como este al.
menor. -

IV ‘
Altura de una figura es la linea retta tirada per-
pendicularmente del vértice 4 la base.

"PROP.I. TEOR.
'LOS tridngulos-, y los paralelogramos , que tienen una
4 misma altura, son entre si como sus bases.

Tengan los tridngulos ABC, ACD, Ky los paralelogramos EC%
3




a8 L

b 5. Def.
v

c41 I
dis. V.

err. V.

"que la CL, el trléng-ulo AHC serd
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CF la misma altura, es 4 saber la perpendicular tirada del punto
A 4 la re@a BD. Digo, que el tridngulo ABC serd al ACD, y
el patalelogramo EC al CF, como la base BC es 4 1a CD.
Proldnguese BD por ambas partes hasta H, L, y témense
quantas partes se quieran BG, GH iguales 4 la ‘base BC, como
tambien quantas partes se quieran DK, KL iguales 4 la base CD:
tirense asimismo AG, AH, AK, AL. Slenda, pues , iguales en-
tre si las lineas CB BG GH tambien los tnéngulos AHG,
AGB, ABC serdn entre si 1guales a; luego quan multiplice sea
Ia base HC de 1a BC, tan muluphce serd el tridngulo AHC del
ABC : por la misma razon, quan muluphce sea la%ase LC dela
CD, tan multiplice serd el tridn-
gulo ALC del ACD: y scgun sea EA F
Ia base HC igual , mayor, 6 menor :

igual 2, mayor , 6 meror que el
ALC: dadas, pues, quatro cantida-
des, esto es las- dos bases BC, CD,

y los dos tridngulos ABC, ACD HGBC D K L
se han tomado qualesquxera equi-

‘multiplices de la base BC, y del tridngulo ABC, esto es Ia

base HC, y el tridngulo AHC, y otras qualesquiera multiplices

‘de la base CD, y del tridngulo ACD, es 4 saber la base CL, y

el tridngulo ALC: pero se ha demostrado, que segun sea la
base HC mayor, igual , 6 menor que la CL serd el tridngulo
AHC mayor, igual, 6 menor que el ALC: luego el tnangulo
ABC serd al ACD, como la base ® BC 4 la CD.
- Y por ser el paralelogramo EC duplo del tridngule < ABC,
y el paralelogramo CF duplo del tmingulo ACD, Yy tener las
partes la misma razon que sus equimultiplices 4, serd el parale-
logramo EC al CF , como el tridngulo ABC al ACD: luego .ha-
biéndose demostrado, que el tridngulo ABC es al ACD , como la
base BC 4 1a CD, y el paralelogramo EC al CF, como el trid ingulo
ABC al ACD, ser4 el paralelogramo EC al CF, como 1a bage BC "¢
4 1a CD. Por consngmente los tnangulos, &ec. L.Q.D.D.
. Cor. De aqui es, que los tridngulos, y paralelogramos de i 1gua-
les alturas son entre si como sus bases. . -

Por-
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Porque colocadas las figuras de manera que sus bases estén
en una misma re&ta, y tiradas perpendiculares de los vértices de
. los triangulos 4 las bases ; resultara la re@a, que junta los vérti-
ces, paralela 4 la re&a, en que estdn las bases f, por ser las per-
pendiculares iguales , y paralelas entre si: por lo tanto supuesta
Ja misma construccion que en la Proposicion, la demostracion
serd. tambien la misma.

_PROP. IL TEOR.

I en un tridngulo se tira una reta paralela 4 uno de
sus lados; dividird 4 los otros dos, 6 4 sus pro-
longaciones , proporcionalmente: y si los lados. 'de un
tridngulo, 0 sus prolongaciones , estuviesen divididos
proporcionalmente ; la refta, que junte las secciones,
serd paralela al otro lado.

En el tridngulo ABC tirese DE paralela al lado BC. Digo, que
serd BD 4 DA, como.CE 4 EA.

Tirense BE., CD, y resultar el tridngulo BDE igual al
CDE 2, por estdr sobre una misma base DE , y en unas mismas
paralelas DE , BC: es asi que cantidades iguales tienen la misma

A A E D

D E TB‘ G

B - C D: EB = C

razon b 4 una misma : luego el tridngulo BDE serd 4 otro tridn-
gulo ADE, como el tridngulo CDE al mismo tridngulo ADE:
pero el tridngulo BDE esal ADE, como DB ¢ 4 DA 3 pues tc-
niendo una misma altura , esto es la perpendicular .tirada del

K4 pun-

f33. Io"

a 370!0

b7 V.

CcI. VI'
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punto E 4 1a re@a AB, son entre sf como sus bases: y asimismo
, el tridngulo CDE es al ADE, como CE 4 EA: luego BD serd
¢11.V. 4 DA como CE 4 EA d. , v
: Pero supongamos , que los lados AB, AC del tridngulo ABC,
6 sus prolongaciones, se hallen divididos proporcionalmente en
los puntos D, E; esto es que BD sea 4 DA, como CE 4 EA.,
‘Digo , que si se juntan D, E, la reta DE ser4 paralela 4 BC,

A A . E D

B CD E B C

- Porque supuesta la misma construccion , siendo BD 4 DA, co-
mo  CE 4 EA; y BD 4 DA, como el tridngulo BDE al ADE,
asimismo CE 4 EA, como el tridngulo CDE al ADE, ser4 el
tridngulo BDE al ADE , como el CDE al ADE: luego los dos
: tridngulos BDE , CDE tienen una misma razon al tridngulo ADE:
e g. V. por consiguiente BDE serd igual 4 CDE c¢: pero estdn sobre una
misma base DE : luego DE serd paralela 4 BC, porque los tridn-
gulos iguales ; y sobre una misma base estdn en unas mismas pa-

. ralelas f. Por consiguiente si en un tridngulo, &c. L.Q.D.D.

A

PROP. III. TEOR.

I la re&ta que divide en dos partes iguales un dngulo de
un triangulo , divide tambien su base ; los segmentos

de la base estaran en la misma razon de los otros lados:
y si los segmentos de la base estdn en la misma razon de
los otros lados 3 la reta tirada del vértice 4 la seccion

de la base la dividird en dos partes iguales.
- . Di-
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Dividase en dos partes iguales el 4ngulo BAC del tridngulo
ABC por la re@a AD. Digo, que BD serd 4 DC, como BA
4 AC, ‘

Tirese por C CE paralela 2 4§ DA, que encontrard en E 4
BA prolongada. Cayendo, pues, la reGta AC sobre las parale-
las AD, EC, el 4ngulo ACE ser4 igual b al dngulo alterno
CAD: es asi que el CAD se supone igual al BAD: luego BAD
ser4 igual 4 ACE. A mas, por caer la re&@a BAE sobre las para-
lelas AD, EC, el 4ngulo externo BAD serd igual al interno,

opuesto AEC : pero se ha demostrado antes la igualdad del 4ngulo

ACE al BAD: luego tambien el ACE

serd igual al AEC,y por consiguiente el E
lado AE serd igual al AC <: habiéndo- '
se tirado AD paralela al lado EC del
tridngulo BCE, serd BD d 4 DC, co-
mo BA 4 AE: es asi que AE es igual 4
AC: luego BD ¢ serd 4 DC, como
BA 4 AC. B D C

Pero sea BD 4 DC, como BA 4 AC.

Digo, que si se tira AD, el 4ngulo BAC quedar4 dividido en
dos partes iguales por la rea AD.

Porque supuesta la misma construccion, siendo BD 4§ DC,
como BA 4 AC, y BD 4 DC, como BA 4 AE d, por ser
la reta AD paralela al lado EC del tridngulo BCE ; re-
sultard BA f 4 AC, como BA 4 AE: luego AC ser4 igual 4
AE g; y por tanto el d4ngulo AEC igual b al ACE: es asi que
el dngulo AEC es igual al externo BAD i, y el ACE igual al
alterno CAD : luego BAD serd igual 4 CAD ; y asi el 4n-
gulo BAC quedard dividido en dos partes iguales por la re@a
AD. Por consiguiente si la re&ta,, &c. L. Q. D D. ’

PROP.

a 3r. Io

b 29. L

¢ 6. I

da, VI,

ef.V.

f!!o v‘

9. V.,

5. I
i29. 1,
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PROP. A. TEOR.

SI prolongado qualquier lado de un tridngulo se di-

a3r.L

b2g.1.

c6. 1.
d2.VIL

e2. VI

vide el dngulo externo en dos partes iguales, y la
re€ta que lo corta divide tambien la base prolongada;
los segmentos de esta contenidos por la secante , y por
los extremos de la base estardn en la misma razon de
los lados : y si los-segmentos de la base prolongada es«
tdn en la misma razon de los lados ; la refta tirada del
vértice 4 la seccion dividird en dos partes iguales al dn-
gulo externo del tridngulo. '

Sea el tridngulo ABC, y divida la re&@a AD en dos par-
tes iguales al dngulo externo CAE, y encuentre en D 4 la base
BC prolongada. Digo, que serd BD 4 DC, como BA 4 AC.

Tirese por C 2 la reta CF paralela 4 AD. Cayendo , pues,
la reta AC ‘sobre las paralelas AD, FC, serd el 4ngulo ACF
igual b al alterno CAD: pero este se .
ha supuesto igual al DAE: luego DAE
serd igual 4 ACF. A mas, por caer
l1a re&a FAE sobre las paralelas AD,
FC, el 4ngulo externo DAE serd igual
al interno, y opuesto CFA : es asi que
ya se ha demostrado la igualdad del
dngulo ACF al DAE: luego tambien ' '
ACF serd igual al CFA , por consiguiente el lado AF igual al
AC c ¢ respeCto, pues, de ser la re@a AD paralela al lado FC del
tridngulo BCF, serd BD ¢ 4 DC, como BA 4 AF: pero AE
es igual 4 AC: luego BD serd 4 DC, como BA 4 AC.

Sea BD 4 DC, como BA 4 AC. Digo, que tirando AD, que-
dard el 4ngulo externo CAE dividido en dos partes iguales por
lIa re®ta AD.

Porque supuesta la misma construccion : siendo BD 4 DC,
como BA 4 AC, y BD ¢ 4 DC, como BA 4 AF, pues se ha
tirado AD paralela al lado FC del tridngulo BCF ; resulta‘r&é

B
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BA f § AC, como BA 4 AF: luegb AC serd igual 4 AF g, y f 11, V.
por consiguiente el dngulo AFC igual al ACF : pero AFC es 89- V-
igual al externo EAD, y el ACF igual al alterno CAD : luego

EAD serd igual 4 CAD: y asi CAE quedard dividido en dos

partes iguales por la re&a AD. Por consiguiente si prolonga-

do, &c. L. Q. D. D.

PROP. IV. TEOR.

OS tridngulos equidngulos tienen proporcionales los
lados que contienen iguales dngulos ; y homélogos
los lados opuestos 4 dngulos iguales.

Tengan los tridngulos equidngulos ABC, DCE el 4ngulo ABC
igual al dngulo DCE,y el ACB igual al DEC, y por consi-
guiente el 4ngulo BAC 2 igual al CDE. Digo, que los lados de a 3..1.
dichos tridngulos, que contienen dngulos iguales , serdn propor-
cionales ; y los lados opuestos 4 4ngulos
iguales serdn homdlogos. F

Coldquese b el tridngulo DCE de mane- b2z L
ra que su lado CE esté diretamente al BC, A
y siendo los 4ngulos ABC, ACB menores
que dos reftos ¢, y el ACB igual 4 DEC,

8 A
resultardin ABC, DEC menores que dos rec- °r
tos: por tanto BA, ED prolongadas se en- - B C E
contardn d : prolonguense, y encuéntrense en d Ax.12,

el punto F. Por ser el 4ngulo DCE igual al ABC, serd BF e I.
paralela 4 CD: ademds, por ser el dngulo ACB igual al DEC, © % L
serd AC f paralela 4 FE: luego FACD: serd un paralelogra- f 28. I.
mo ; por consiguiente AF igual 4 CD, y AC g 4 FD: sien- g 34.1.
do, pues, la AC paralela al lado FE del tridngulo FBE, se-
rd BA h 4 AF, como BC 4 CE: pero AF es igual 4 CD:lue- 1, ,. vr,
go BA i serd 4 CD, como BC 4 CE:y permutando serd AB i 7. V.
& BC, comoDC 4 CE. A mas de esto , siendo CD paralela 4 BF,
serd BC 4 CE, como FD h 4 DE : pero FD es igual 4 AC: lue-
go BC ser4 4 CE, como AC 4 DE, y permutando BC 4 CA,
como CE 4 ED: por consiguiente habiéndose demostrado, que AB

es



k 22. V,

a23. L

b32.L

c4 VI

dn. V.

¢eg. V.,

. fs. I.

g4 L

‘asi AB serd 4 BC, como GE 4 EF:
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es 4 BC, como DC-4 CE ;y BC4 CA ; como CE 4 ED, serd

por igualdad kBA 4 AC, como CD 4 DE. Por consiguiente
los tridngulos , &c. L. Q. D. D.

~PROP. V. TEOR.

I dos triangulos tienen los lados proporcionales ; se-
rdn equidngulos;y tendrdn iguales los -dngulos opues-
tos 4 los lados homologos.

Tengan los dos tridngulos ABC, DEF los lados proporcio-
nales, esto es AB 4 BC, como DE 4 EF ; y BC4 CA, como
EF 4 FD, y consiguientemente por igualdad BA 4 AC, como
ED 4 DF. Digo, que el tridngulo ABC serd equidngulo al tridn-
gulo DEF ; y tendrd iguales los dngulos opuestos 4 los lados ho-
mdélogos , es 4 saber ABC igual 4 DEF ; BCA 4 EFD, y dlti-
mamente BAC 2 EDF. ‘

Constriyanse 2 en la re€ta EF , en los puntos E, y F el
dngulo FEG igual al ABC,y el EFG al BCA : luego el otro
dngulo BAC serd igual b al otro EGF,
por consiguiente el tridngulo ABC equi-
dngulo al EGF : luego los lados de los

A
D
tridngulos ABC, EGF opuestos ¢ 4 4n-
gulos iguales serdn proporcionales ; y ‘ E ' F
AN

pero AB es 4 BC, como DE 4 EF: '

luego DE ser4 4 EF ,como GE 4 EF d: ° ‘G
teniendo , pues, DE, GE una misma ra- : '

zon 4 EF , serd DE igual ¢ 4 GE : por la misma razon DF serd
igual 4 FG: siendo, pues, DE igual 4 EG, y EF comun ; las
dos DE, EF serdn iguales 4 las dos GE, EF, y la base DF
4 la base FG: luego el 4ngulo DEF serd igual al GEF f,y el
tridngulo DEF igual al GEF, é iguales entre si los demds 4n-
gulos opuestos 4 lados iguales g : esto es el 4ngulo DFE- serd
igual al GFE, y el EDF al EGF : siendo, pues, el 4ngulo DEF
igual al GEF, y el GEF al ABC;serd el ABC igual al DEF:
por la misma razon el dngulo ACB serd igual al DFE, y el 4n-

gu-



LIBRO SEXTO. 157

gulo A al D: Tuego el tridngulo ABC ser4 equidngulo al tridn-
gulo DEF. Por consiguiente si dos, &c, L. Q. D. D.

PROP. V. TEOR.

I dos tridngulos tienen un dngulo del uno igual 4 un

angulo del otro, y proporcionales los lados , que los

contienen ; serdn los tridngulos equidangulos ; y tendrd
iguales los dngulos opuestos & los lados homélogos.

~ Tengan los dos tridngulos ABC, DEF el dngulo BAC igual
al 4ngulo EDF , y proporcionales los lados, que los contienen,
esto es BA 4 AC, como ED 4 DF. Digo, que el tridngulo ABC
serd equidngulo al tridngulo DEF , y tendrd el 4ngulo ABC igual
al 4ngulo DEF, y el ACB igual al DFE.

Constriyanse 2 sobre la re€ta DF en los puntos D, F el 4n-
gulo FDG igual 4 uno de los dos BAC, EDF,y el DFG igual
al ACB: luego los otros dngulos B,

y G serdn iguales b: luego el tridn- A
gulo ABC serd equidngulo al DGF, y

por tanto BA ¢ 4 AC, como GD 4 D G
DF : pero se ha supuesto, que BA es

4 AC, como ED 4 DF : luego ED se-

r4 4 DF 4, como GD 4 DF, por con- |

siguiente ED igual 4 DG ¢: pero DF B CE - F
es comun: luego las dos ED , DF se-

rdn iguales 4 las dos GD , DF, y el 4ngulo EDF igual al GDF:
luego la base EF serd igual f 4 la GF, el tridngulo EDF igual
al tridngulo GDF, y los demds dngulos del uno iguales 4 los
demis 4ngulos del otro, que estdn opuestos 4 lados iguales: lue~
go el dngulo DFG ser4 igual al DFE , y el dngulo G al E: es
asi que el dngulo DFG es igual al ACB: Iuego ACB serd igual
4 DFE ; pero el 4ngulo BAC se ha supuesto igual al EDF : lue-
go el otro dngulo B serd igual al E; y asi el tridngulo ABC serd
equidngulo al tridngulo DEF. Por consiguiente si dos , &c.

L. Q.D.D.
PROP.

a3 L

,/ b 320 It

c4. VL

f4.L
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PROP. VII. TEOR.

I dos triangulos tienen un dngulo del uno igual

4 un angulo del otro , proporcionales los lados

que contienen los otros dos angulos , y cada uno de

los demds angulos menor , 6 mayor que un retos

6 recto ; los tridngulos serdn equidngulos , y tendran

iguales los dngulos contenidos por los lados proporcio-
nales. < .

Tengan los dos tridngulos ABC, DEF un 4ngulo BAC igual 4
un 4ngulo EDF,y proporcionales los lados, que contienen los otros
dos dngulos ABC, DEF, esto es AB 4 BC, como DE 4 EF;
y sean primeramente los demds 4ngulos C, F, cada uno menor
que un re&o. Digo, que el tridngulo ABC serd equidngulo al
DEF, el 4ngulo ABC igual al 4ngulo DEF, y el otro 4ngulo
C igual al otro dngulo F. _

Porque si el 4ngulo ABC no fuese igual al DEF, uno de
ellos seria mayor ; séalo ABC, y cons-
truido 2 sobre la re¢ta AB en el punto

A
B el dngulo ABG igual al DEF :y sien- ,
do el dngulo A igual al'D,y el ABG G _
al DEF, seria b el otro 4ngulo AGB |
B C E F

igual al otro DFE: luego el tridngulo
ABG seria equidngulo al tridngulo DEF, ;
y por consiguiente AB ¢ 4 BG, como DE 4 EF ; pero se ha
supuesto DE 4 EF ,como AB 4 BC: luego AB seria 4 BC, co-~
mo AB d 4 BG, teniendo, pues , AB la misma razon 4 BC,y
BG, seria BC igual 4 BG,y por consiguiente el 4ngulo BGC
igual al BCG e<: es asi que el dngulo BCG se supuso menor que
un reto: luego tambien el BGC seria menor que un re&o, y por,
tanto su contiguo AGB seria mayor que un re&o f: por consiguiente
el dngulo F, igual 4 AGB, seria mayor que un re&o ; lo que es ab-
surdo: pues se ha supuesto menor : luego el dngulo ABC no puede
ser desigual al DEF : luego le es igual: pero el dngulo A es

: igual
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igual al dngulo D: luego tambien C serd igual 4 F,y asi el

tridngulo ABC serd equidngulo al DEF. :
IL° Sea cada uno de los dos 4dngulos C, y F mayor que un

re&to. Digo, que el tridngulo ABC ’

serd equidngulo al DEF.

A
Porque supuesta la misma cons- D
truccion se demostrard semejante- 4
mente , que BC seria igual 4 BG,y B ¢4
el dngulo C igual al BGC: pero el C E F

dngulo C es mayor que un reto: _ o
luego el BGC seria tambien mayor que un re&o: serian, pues,
los dos 4ngulos del tridngulo BGC mayores que dos redos ; lo
qual es imposible &: y por tanto en este caso tambien el tridngulo ¢ 5. 1.
ABC seré equidngulo al DEF, como se demostrd en el antecedente.
Ultimamente sea refto uno de los
dngulos C, y F, por exemplo C: A
tambien en este caso el tridngulo
ABC serd equidngulo al DEF.
Porque 4 no ser asi , construido
sobre la re&ta AB en el punto B el

4@
B G D
d4ngulo ABG igual al DEF; se .
demostrard , como en el primer ca-
so, la igualdad de la re&ta BG 4 E
B C
hs. L

1a BC, y del 4ngulo BCG al BGC:

pero BCG es reGo: luego tambien

BGC h seria refto; por consiguiente

los dos dngulos del tridngulo BGC serian mayores que dos rec-

tos 5 lo qual es imposible i : y por tanto el tridngulo ABC ser4 i 17. 1.
equidngulo al DEF. Por consiguiente si dos , &c. L. Q. D. D.

PROP. VIII. TEOR.

SI en un triangulo reétangulo se tira una perpendicu-
lar del dngulo re¢to 4 la base ; lo dividird en dos
tridngulos semejantes al total , y entre si.

Sea BAC el 4ngulo re@to del tridngulo ABC, y del punto A
a
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c 1. Def.,
VI.

d4. VI
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4 la linea BC tirese la perpendicular AD. Digo, que ‘los tnén-

gulos ABD, ADC serdn semejantes al total ABC, y entre si.
Porque siendo el dngulo BAC igual al ADB, por ser ambos

refos, y el 4ngulo B comun 4 los dos .

tridngulos ABC, ABDj; el otro 4ngulo ' A

ACB serd igual 2 al otro BAD : luego

el triéngulo ABC serd equidngulo al

-ABD; y asi los dos tendrdn proporcio-

nales b los lados, que contienen dngu- -B. D¢
los iguales, y serdn por consiguiente se- |

mejantes entre si ¢. Del mismo modo se demostraré la semejanza
del tridngulo ADC al ABC.

Tambien los tridngulos ABD , ADC serdn semejantes en~
tre si.

Porque siendo el 4ngulo re@o BDA igual al reGo ADC,
habiéndose demostrado la igualdad del 4ngulo BAD al C, seré'
el otro 4ngulo B igual al otro DAC: luego el tridngulo ABD ser4
eqmangulo y semejante < al ADC. Por. conslgulente si en un

&ec. L. Q. D D.

. Cor. De aqui se infiere con evidencia, que la perpendicular
tirada, en el tridngulo retdngulo, del 4ngulo reGo 4 la base es
media proporctional entre los segmentos de la base ; y ademas de
esto, que cada uno de los lados es medio proporcional entre la
base, y el segmento contiguo al lado: porque en los tridn-
gulos equidngulos BDA , ADC, es BD 4 DA, como DA 4
DC d; en los tméngulos equlangulos ABC, DBA es BC 4 BA,
como BA 4BD d; 5 y en los tridngulos equléngulos ABC,DAC,
BC es CA, como CA4CD.

PROP. IX. PROBL.
DE una re€ta dada cortar la parte que se pida.

Sea la re@ta dada AB, y hdyase de cortar de ella una parte que
se plda
Tirese del punto A una re@a AC, que con AB contenga un 4n-

gu-
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gulo qualquiera ; témese en AC qualquier punto D, y hdgase
AC tan multiplice de AD , quan multiplice sea AB

de la parte que se ha de cortar ; tirese BC, y por A

el punto D, 1a DE paralela 4 BC. :

Pues habiéndose tirado ED paralela al lado g/ \D
BC del tridngulo ABC, serd » CD 4 DA, como
BE 4 EA, y componiendo b .CA serd 4 AD, co-
mo BA 4 AE : pero CA es multiplice de AD:
luego BA serd la misma multiplice de AE ¢: y
asi qualquiera parte que sea AD de AC, la mis-~ B C
ma seréd AE de AB: luego AE serd la parte que se habia de cortar
de Ia re@a AB. Por consiguiente de la reta dada, &c., L.Q. D. H.

PROP. X. PROBL.

Dlvmm una re€ta dada semejantemente 4 otra divi-
dida dada.

Sea la re@a dada AB, AC la dividida; y hdyase de dividir AB
semejantemente 4 AC (esto es que los segmen- .
tos de AB estén ea la misma razon quelos A
de AC.)

Esté AC dividida en D, y E: colquense g D
las retas AB, AC, de manera, que contengan B
qualquier 4ngulo ; tirese BC, y por D, E - G
rense 3 DF, EG paralelas 4 BC, como tam-
bien por D la DHK paralela 4 AB: luego FH, B K C
I}?ﬁ ;e:}én paralelogramos ; por tanto DH serd igual b 4 FG; y

B.

‘a2 VL

‘b 18. V.

cD.V,

a3r. L

b34.L

Habiéndose , pues, tirado HE paralela al lado KC del tridn-

gulo DKC, ser4 CE 4 ED, como KH < 4 HD: pero KH es igual
4 BG, y HD 4 GF: luego CE serd 4 ED, como BG 4 GF : ade-
mas por haberse tirado FD paralela al lado EG del tridngulo
AGE, serd ED 4 DA, como GF 4 FA: pero se ha visto, que CE
es 4 ED, como BG 4 GF: serd, pues,CE 4 ED, como BG 4
GF ; y ED 4DA, como GF 4 FA. Por consiguiente se ha di-
vidido, &c. L. Q.D. H.

i L PROP,
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PROP. XI. PROBL. |
HALi,An una tercera proporcional 4 dos re@as

dadas.
Sean las dos reGas dadas AB, ACY y hdyase de hallar una
tercera proporcional 4 ellas. A

Coléquense AB, AC formando un 4ngulo qual-
quiera ; prolénguense indefinidamente, y témese BD :
igual 4 AC, y tirada 2 BC, tirese por D la DE pa- C
ralela 4 BC; serd CE la tercera proporcional.

Porque habiéndose tirado BC paralela al lado
DE del tridngulo ADE , ser4 b AB 4 BD, como D B
AC 4 CE: pero BD es igual 4 AC: luego AB serd o
& AC,como AC 4 CE.Por consiguiente se ha hallado,&c.L.Q.D.H.

PROP. XII. PROBL.

HALLAR una quarta proporcional 4 tres rectas dadas.

Sean las tres re&as dadas A, B, C, y hdyase de hallar una
quarta proporcional 4 ellas. :
Tirense dos reGas DE, DF , que for- D

men qualquier 4ngulo EDF, y témense —A
en ellas DG igual 4 A, GE igual 4 B
B, y HD igual 4 C; tirese GH, y por C

E la EF 2 paralela 4 GH;serd HF @G H
la quarta proporcional.

Porque habiéndose tirado GH pa- E F
ralela al lado EF del tridngulo DEF, ‘
serd DG 4 GE b, como DH 4 HF : pero DG esigual 4 A ; GE
4B; yDH 4 C: luego A serd 4 B, como C 4 HF. Por consi-.
guiente se ha hallado, &c. L. Q.D. H.

PROP.
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PROP. XII. PROBL.

HALLAR una media proporcional 4 dos re€tas dadas.

Sean AB, BC las dos re&tas dadas, y hdyase de hallar una
media proporcnonal 4 ellas.

Coléquense direGamente , y sobre AC describase un semi-
circulo ADC, en ‘el punto B elévese 2
BD perpendncular 4 AC, y tirense AD, D
DC: serd BD la media proporcnonal

Por estér el dngulo ADC en el semi-
circulo, es re&to b3 y por haberse tirado
en el triéngulo re&éngulo ADC del 4n-
“gulo re€to 4 la base la perpendicular DB, A B C
esta serd media proporcional entre los
segmentos AB, BC ¢ de la base. Por consiguiente se ha hallado,
" &c. L. Q. D. H.

PROP. XIV. TEOR.

LOS paralelogramos iguales , y equidngulos entre si
tienen reciprocamente proporcionales los lados,
que contienen angulos iguales : y los paralelogramos
equidngulos entre si, y que tienen reciprocamente pro-

porcionales los lados , que contienen dangulos iguales,

son iguales.

Sean iguales los paralelogramos AB,BC, y tengan iguales los

éngulos en B: col6quense dire@amente

las lineas DB, BE: y tambien esta- A

rén dire@amente las FB, BG 2. Digo, \ \ l

- que los lados de dichos paralelogramos, \ E

que contienen dngulos iguales, serdn re- D B\ \

ciprocamente proporcnonales estoesDB

4 BE, como GB 4 BF. I
Porque completado el paralelogramo G C

FE ; por ser el paralelogramo AB 1g£1al al BC, y FE otro para-

lee

arn. L.

b 31. 111,

¢ Cor. 8.
\"4 8

a4 L
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lelogramo, serd AB b 4 FE, como BC 4 FE: es asi que AB ¢

es 4 FE, como DB 4 BE ; y BC ¢ 4 FE, como GB 4 BF : luego
DB serd 4 BE, como GB 4 BF d: los lados, pues, de los para-
lelogramos AB, BC, que contienen 4n-
gulos iguales , serdn reciprocamente pro-

F
porcionales. \D L WE .

Mas demos, que los lados que con-
tienen 4ngulos iguales , sean reciproca~ B
mente proporcionales, esto es DB 4 BE,
G C

como GB 4 BF. Digo, que el paralelo- -
gramo AB serd igual al BC.

Por ser DB 4 BE, como GB 4 BF, y DB 4BE, camo el
paralelogramo AB al FE c: y asimismo GB 4 BF , como el para-
lelogramo BC al FE , serd ¢ AB 4 FE, como BC 4 FE : luego
el paralelogramo AB serd igual ¢ al BC. Por consiguiente los
paralelogramos , &c. L. Q.D.D.

PROP. XV. TEOR.

OS tridngulos iguales , y equidngulos entre sf tienen -
reciprocamente proporcionales los lados, que con-
tienen dangulos iguales : y los tridngulos equidngulos en-
tre si, y que tienen reciprocamente proporcionales los
lados que contienen dngulos iguales , son iguales.

Sean iguales los tridngulos ABC, ADE, y tengan un 4ngulo
igual 4 uguéngulo, es 4 saber BAC 4 DAE. y e g
Digo, que los lados de los tridngulos BAC, B D
DAE , que contienen los dngulos igua~
les , serdn reciprocamente proporcionales,
esto es CA 4 AD, como EA 4 AB. A

Coléquense de forma, que CA esté di-
retamente 4 AD , por consiguiente EA es-
tard dire@amente 4 AB 2 y tirese BD. C E

Por ser el tridngulo ABC igual al ADE, y ABD otro tri4n-

b 7. V. gulo, serd el tridngulo CAB b al BAD, como el EAD al DAB:

€s
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es asi que el tridngulo CAB ¢ es al BAD, como CA 4 AD, y ¢ 1. VL
el tridngulo EAD al mismo DAB,como EA 4 AB: luego CA d d 1. V.
serd 4 AD, como EA 4 AB: los lados, pues, de los tridngulos
ABC, ADE, que contienen 4ngulos iguales , serdn reciprocamen=
te proporcionales.

- Pero supongamos , que los lados de los tridngulos ABC, ADE,
que contienen 4ngulos iguales, sean reciprocamente proporciona-
les, esto esCA 4 AD, como EA 4 AB. Digo, que el triingulo
ABC ser igual al ADE. :

Porque tirada BD, siendo CA 4 AD, como EA 4 AB; pero

CA 4 AD, como el tridngulo BAC al tridngulo BAD, y EA 4
AB, como el tridngulo EAD al tridngulo BAD , resultard el
tridngulo BAC al BAD, como el EAD al BAD: luego el tridn—
gulo ABC serd igual ¢ al tridngulo ADE. Por consiguiente los ¢ 9. V.
tridngulos, &c. L. Q.D.D. .

PROP. XVI. TEOR.

I quatro reétas fueren proporcionales ; el reGtdngulo
contenido por las extremas serd igual al re@dngulo
contenido por las medias : y si el re&dngulo contenido
por las extremas es igual al rectangulo contenido por
las medias ; las quatro rectas seran proporcionales.

Sean AB,CD, E, F quatro re@as proporcionales, esto es AB
4CD, como E'4 F. Digo, que el

reGtdngulo contenido por AB, F ser4 F H
igual al contenido por CD, E.
Tirense 2 de los puntos A, C las G aL

lineas AG, CH perpendiculares 4 AB,
CD,témese AG igual 4 F, y CH igual
4 E, y complétense los paralelogra-~
mos BG, DH. A B C D

Por ser AB 4CD,como E4 F, E
igual 4 CH, y F 4 AG, serdib AB 4CD, como CH 4 AG: b ;. V.

luego los lados de los paralelogramos BG,DH, que contienen
L3 los
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- - los 4ngulos iguales, son reciprocamente proporcnonales es ash
** == que los paralelogramos equidngulos entre si, Y que tienen reci-

c14. VL.

- gerdn proporcnonales esto es AB 4 A ‘ B C D

procamente proporcxonales los lados , que contienen éngulos igua-
fes, soh ignales entre si c: luego el paralelogramo BG serd igual
al DH: pero el paralelogramo | BG se halla contenido por las rec-
tas AB, F ;por ser AG igual a F ; y el paralelogramo DH estai
tontemdo por las lineas CD, E, por

ser CH igual 4 E: luego el re@in- E————— H
gulo contenido por AB, F serd igual -
al contenido por CD, E G

Pero si el re&éngulo contenido por
las retas AB, F fuese igual al con-
tenido por CD E, las quatro retas

CD, como E 4 F.

Porque supuesta la misma construccion, siendo el re&éngulo
contenido por AB, F igual al contenido por CD, E, y estando el
reftdngulo BG contenido por AB,F; pues AG esigual 4 F 5 yel
fectdngulo DH contenido por CD E,pues CH esigual 4 E, re-
sulta el paralelogramo BG igual al DH: pero son eqméngulos,
y los paralelogramos iguales, y equidngulos entre si tienen reci-
procamente proporcionales los lados, que contienen dngulos igua-
Yes-c: luego AB serd 4 CD, como CH 4 AG: pero CH es igual
4E, yAG4 F: luego AB serd 4 CD, como E4F. Por consi-
guiente si quatro, &c. L.Q.D.D.

PROP. XVIL TEOR.

SI tres reCtas son proporcionales ; el rectingulo con-
tenido por las extremas serd igual al quadrado de

la media : y si el reétdngulo contenido por las extremas

es igual al quadrado de la media; las tres reftas seran
proporcionales. '

Sean las tres reas proporcionales A, B, C, es 4 saber,
A 4 B, como B4 C. Digo, que el re&éngulo contemdo por las
re&as A C serd igual al quadrado de la media B. .

Por-~
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" Porque témese D igual 4 B,y siendo A 4 B, como BdC,

y Bigual 4 D, serd 2 A 4 B,como D4 C: esasl que si qua- a 7. Vo

tro re&tas son proporcnonales el retdngulo contenido por las ex-
tremas es igual al contenido por A
las medias b: luego el re@4ngulo B
contenido por las reftas A, C se- D
" 14 igual al contenido por B, D:
pero el re&én%llo contenido por
las rettas B,
drado de B, por ser B igual 4 D:
*1uego el reétdngulo contenido por A B
las re@tas A, € serd igual al quadrado de B.

Pero si el re@ngulo contenido por las reas A, C fuese 1gualj

al quadrado de B, setd A 4 B,como B4 C,

Porque supuesta la misma construccxon siendo el re&éngulo
contenido por A, C igual al quadrado de B, y el quadrado de
B igual al re&éngulo contenido por B, D, por ser B igual 4 D,
serd el re&éngulo contenido por A, C 1gual al contenido por B,
D: es ast que si el re€tdngulo contenido por las extremas es igual
al contenido por las medias, las quatro refas serdn proporcio~

c— 3
es igual al qua- C D

‘916, VI,

nales b: luego A serd 4 B, como D 4 C: pero B es igual 4 D:

luego A serd 4 B, como B 4 C. Por con31gu1ente si tres , &c.
L.Q. D. D..

PROP. XVIII. PROBL.
OBrE una re@®a dada describir semejantemente una

figura redtilinea seme]ante a otra figura reéhlmea
dada.
Sea.la rea dada AB, y la figura reilinea dada el quadnq

1dtero CDEF , y héyase de des-
cribir semejantemente sobre la

reta AB una figura retilinea
semejante 4 la CDEF. @
. Tirese DF, y.en los puntos
A, B de la re&ta AB constri~

yase a-el 4ngulo BAG igual al
: L 4 dn-

a23 L
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dngulo C, y el dngulo ABG igual al CDF : luego el otro CFD
serd 1gual b a] otro AGB: luego el tridngulo FCD ser4 equidn—
gulo al tridngulo GAB. Ademis de esto, constriyanse < en los
puntos G, B de la re&ta BG el dngulo BGH igual al DFE, y

el GBH 1gual al FDE.

Por ser el 4ngulo AGB igual al CFD, y el BGH al DFE, se~
r4 el 4ngulo total AGH igual al 4ngulo total CFE: por la mis~
ma razon el ABH serd igual al CDE; y 4 mas, el dngulo A

al al C, como tambien el

GHB igual al FED: luego el H

quadrildtero ABHG serd equi- G E
dngulo al quadrildtero CDEF: T

y son tambien’ proporcwnales L

los lados , que contienen 4n- @ K
gulos iguales : siendo , pues, B C D

equidngulos entre si los tridn-.

gulos GAB, FCD, BA sera 4 AG, como DC 4 CF d; y siene
do AG 4 GB como CF 4 FD; pero GB 4 GH , por ser equi~
dngulos los tnangulos BGH , DFE, como FD 4 FE, ser4 por
1gualdad AG a GH, como CF 4 FE. Semejantemente se de-
mostrard ser AB 4 BH como CD 4 DE, y GH 4 HB, como
FE 4 ED f: luego siendo equidngulos los quadrildteros ABHG
CDEF,y temendo proporcmnales los lados, que contienen 4n~-
gulos 1guales serdn entre si semejantes .

Pero hdyase de describir semejantemente sobre la re@a dada
AB, un pentdgono semejante al pentdgono dado CDKEF.

Tn'ese DE, y sobre la refta dada AB describase semejante-
mente el quadrilitero ABHG semejante al CDEF , y en los pun-
tos B, H de la reta BH constriyanse el dngulo HBL igual al
EDK, y el BHL igual al DEK: el otro dngulo K ‘set4 igual
al otro L.

Siendo , pues, semejantes las quadrildteros ABHG , y CDEF,
el angulo GHB igual al FED, y el BHL al DEK: luegd
el total GHL serd igual al total FEK : por la misma razon el
ABL serd igual al CDK: luego serdn’ equidngulos los pentdgo-
nos AGHLB, CFEKD;.y por ser semejantes los quadrildteros
AGHB, CFED serd GH 4 HB, como FE & ED: pero HB
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es h 4 HL, como ED 4 EK: luego por igualdad serd GH 4 h 4. VI,
HL, como FE 4 EK: por la misma razon AB es 4 BL, come

CD 4 DK, yBL4LH, como DK 4 KE, por ser equidngulos

los tridngulos BLH, DKE : luego siendo equidngulos los pen-
tdgonos AGHLB, CFEKD, y teniendo proporcionales los lados,

que contienen Angulos iguales , serdn semejantes entre si i . Del i 1. Def.
mismo modo se puede describir semejantemente sobre una rec- VI-

ta dada una figura reilinea semejante 4 un hexagono dado, 6 -

4 qualquier otro poligono. L. Q. D. H.

PROP. XIX. TEOR.

OS tridngulos semejantes estdn entre si en la razon
duplicada de sus lados homologos.

Sean semejantes los tridngulos ABC , DEF , teniendo el 4n-
gulo B igual al E, y AB 4 BC, como DE 4 EF , de suerte que
el lado BC sea homélogo al lado EF. Digo , que los tridngulos
ABC, y DEF estardn en la razon duplicada de BC 4 EF. -
Témese BG 2 tercera proporcional 4 BC, EF , de manera que a11. VI
BC sea 4 EF, como EF 4 BG, y

tirese GA. A
Siendo , pues , AB 4 BC, co- D
mo DE 4 EF, serd permutando b~ ‘A b16. V.
AB 4 DE, como BC 4 EF : pero
BC es 4 EF, como EF 4 BG: -

luego AB serd 4 DE,como EF B G C E F
4 BG c: por consiguiente los la- cinL vV,
dos de los tridngulos ABG , DEF, que contienen iguales 4n-
gulos , son reciprocamente proporcionales : pero los tridngulos
equidngulos entre si, y que tienen reciprocamente proporcio-
nales los lados, que contienen 4ngulos iguales, son iguales d: d15.VL
luego el tridngulo ABG serd igual al DEF:y siendo BC 4 EF,
como EF 4 BG, y quando tres re€as son proporcionales, tie-
ne la primera 4 la tercera razon duplicada de la que tiene 4 la
segunda ¢, BC tendrd 4 BG razon duplicada de la que tiene {,’°'D‘f'
‘ BC

e
"55 “
'«.5,5;.
. ("_‘
'
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BC 4 EF: es asi que BC es f4 BG, como el tridngulo ABC
al tridngulo ABG: luego el tridn-
gulo ABC tendr4 al ABG razon

.duplicada de la que BC tiene &

‘57~V.

, razon duplicada de la que tiene

A .
/ D
EF : pero el tridngulo ABG es : :
igual al DEF : tendrd, pues, tam- , /\
bien el tridngulo &8 ABC al DEF
B G C E F

BC 4 EF. Por consiguiente los
tridngulos , &c. L. Q. D.D.

Cor. De aqui se sigue manifiestamentg, que si tres re&as son
proporcionales, la primera serd 4 la tercera, como el tridngulo
descrito sobre la primera al tridngulo semejante descrito seme~

§antémente sobre la segunda, pues ya se demostr6, que CB es
4 BG, como el tridngulo ABC al DEF. , :

PROP. XX. TEOR. .

OS poligonos semejantes se dividen en igual mi-
mero de triangulos semejantes , y homdlogos 4

‘sus todos ; y estdn entre si en razon duplicada de sus

al. Defo ‘ g

VI

b 6. VI..
c4. VL

lados homologos.

Sean los pol;f"gonos semejantes ABCDE , FGHKL, y el lado
AB homélogo al FG. Digo , que los poligonos ABCDE , y
FGHKL se dividirdn en igual nimero de tridngulos semejantes,
y homdlogos 4 sus todos; y estardn entre si en razon duplicada
de la de AB 4 FG.

Porque tiradas las lineas BE , EC, GL, LH, y siendo el po-

ligono ABCDE semejante al FGHKL , el 4ngulo BAE serd

igual 2 al GFL,y GF 4 FL 2, como BA 4 AE; siendo, pues,
ABE, FGL dos tridngulos , que tienen un dngulo igual 4 un 4n-
gulo , y proporcionales los lados, que contienen dngulos iguales,
resultar4 el tridngulo ABE equidngulo b al tridngulo FGL: 1

tambien serd semejante 4 él <: serd , pues, el dngulo ABE igual
al FGL: pero el total ABC es igual al total FGH, por la seme-

jan-
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janza de los poligonos : luego el otro EBC serd igual al otro
LGH: y siendo por la semejanza de los tridngulos ABE, FGL,
EB 4 BA, como LG 4 GF, y por la semejanza de los poligo-
nos ., AB 4 BC, como FG 4 GH , serd por igualdad EB4 BCd, d,,, V.
como LG 4 GH ; esto es que las lados, que contienen los 4n-
gulos iguales EBC , LGH , serdn proporcionales : luego el tridn-
gulo EBC ser4 equidngulo al LGH: .luego tambien serd seme- ¢ 4. VL
jante 4 él ¢ por la misma razon el tridngulo ECD serd semejante
al tridngulo LHK : los poligonos, pues, semejantes ABCDE,
'FGHKL se dividirdn en igual nimero de tridngulos semejantes.

Afado , que serdn homdélogos 4 sus todos ; esto es que los
tridngulos serdn proporcionales entre si, y 4 los poligonos sus
todos, y' que son antecedentes los ABE, EBC , ECD , y conse-
qiientes de estos los FGL, LGH, LHK ; y que los poligonos
ABCDE , y FGHKL estdn entre si en razon duplicada de sus
lados homélogos , esto es
de AB 4 FG.

Porque siendo el tridn- B

A
gulo ABE semejante al E/\ '
FGL, tendr4 4 él razon N L G
D C

—M_

duplicada de la que BE
tiene 4 GL f: por la mis-
ma razon el tridngulo BEC K H _ f19. VL
tendrd al GLH razon duplicada de Ia que tiene BE 4 GL g: 514.v1.
luego el tridngulo ABE serd al FGL b, como el tridngulo BEC h 11. V.
al GLH: ademds de esto, siendo el tridngulo EBC semejante

al LGH, tendrd 4 €l razon duplicada de la que CE tiene 4 HL:
asimismo el tridngulo ECD tendrd al tridngulo LHK razon du-
plicada de la que CE tiene 4 HL: luego el tridngulo EBC set4

al LGH, como el tridngulo ECD al LHK: pero ya se demos~ <

trd ser el tridngulo EBC al LGH, como el tridngulo ABE al

FGL : luego el tridngulo ABE ser4 al FGL , como el tridngulo

EBC al LGH, como el tridngulo ECD al LHK : es asi que la

suma de los antecedentes es 4 la suma de los conseqiientes , co-

mo qualquier antecedente 4 su conseqiiente i : luego el poligono i 12, V.
ABCDE serd al poligono FGHKL , como el tridngulo ABE a
tridngulo FGL : pero el tridngulo ABE tiene al FGL razon du-
, ; - ‘ ‘ pli-
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plicada de la que el lado homélogo AB tiene al lado homélogo
FG k: luego tambien el poligono ABCDE tendr4 al FGHKL ra-
zon duplicada de la que el lado homdlogo AB tiene al lado ho-
mologo FG. Por consiguiente los poligonos , &c. L. Q. D. D.
Cor. 1. De la misma manera se demostrard , que qualesquiera
quadrildteros , y multildteros semejantes estdn en razon duplicada
de los lados homélogos : es asi que lo mismo queda demostra-

- do en los tridngulos : luego en general las figuras reilineas se-

1 10, Def.
V.

m Cor.
19. VL

2 1. Def.
VI.

mejantes estdn en razon duplicada de sus lados homdlogos.
Cor. 2. Si se toma M tercera proporcional 4 AB,y FG, ten-

dré AB 4 M razon du-

plicada de la que tiene 4 A

FG 1 : tambien el po- /\ M. g

figono sobre AB al po- E B

ligono sobre FG,y el qua- L

drildtero al quadrildtero

tendrdn razon duplicada ,

de la que tiene el lado b c k' H

homélogo AB al lado hom6logo FG : Iuego AB serd 4 M, co-

mo la figura sobre AB 4 la figura sobre FG:es asi que lo mis-

mo se ha demostrado en los tridngulos m : luego en general es

evidente , que si tres retas son proporcionales , la primera serd

4 la tercera, como la figura re@ilinea descrita sobre la primera

4 la figura reflilinea semejante , y semejantemente descrita so-
bre la segunda.

G

PROP. XXI. TEOR.

] AS figuras retilineas semejantes 4 una misma son
semejantes entre si.

Sean ambas figuras re@ilineas A, y B semejantes 4 C, Digo,
que A serd semejante 4 B.

Porque siendo la figura re&ilinea A semejante 4 la C, tam-
bien serd equidngula 4 ella,y tendrd proporcionales 2 los lados,
que contienen dngulos iguales: ademds , siendo semejante la fi-
gura relilinea B 4 Ia C, serd equidngula 4 ella, y tendrd pro-

: , por-
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porcionales los lados , que contienen dngulos iguales : luego am~
bas: figuras re&ilineas A,y B
serdn equidngulas 4 C, y ten-

drdn proporcionales los lados, &
que contienen 4ngulos iguales: A e
luego Ia figura retilinea A se- :

rd equidngula 4 la B b, y ten-

b 1. Axi,

drd proporcionales ¢ los lados, que contienen dngulos iguales; y .I;, . V.

por tanto A serd semejante 4 B d, L. Q. D. D,

PROP. XXII. TEOR.

SI quatro retas son proporcionales ; las figuras rei-
lineas semejantes, y semejantemente descritas sobre
ellas serdn proporcionales: y si son proporcionales qua-
tro figuras rectilineas semejantes, y semejantemente dese
critas sobre quatro reftas; estas serdn tambien pro~
porcionales. '

Sean las quatro reQas proporcionales AB, CD, EF, GH ; es~
to es que AB sea 4 CD, como EF 4 GH, y estén semejantemente

descritas las figuras reilineas semejantes KAB , LCD sobre AB,

K
, L
M B
N S
o
E - F G H P

CD, y asimismo semejantemente descritas las figuras reQilineas
semejantes MF, NH sobre EF , GH. Digo, que la figura rec-
tilinea KAB serd 4 1a LCD, como la figura reilinea MF 4
1a' NH.

Té-

d 1. Def.
VI
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Témese. X 2 tercera proporcional 4 AB,CD ; y O tercera
proporcional 4 EF, GH. Siendo AB 4 CD, como EF 4 GH,
serd CD 4 X, como GH 4O b: luego por igualdad ¢ AB serd
4 X,como EF 4 O: es asi que AB es 4 X d, como la figura re&i-
linea KAB4 laLCD,yEF 40 ¢, como la figura reilinea
MF 4 1a NH : luego la figura reilinea KAB serd 41a LCD e,
como la MF 4 la NH. , '

Pero sea la figura retilinea KAB 4 1a LCD, como la MF 4
la NH. Digo, que AB serd 4 CD, como EF 4 GH. Hidgase EF
4 PR f, como AB 4 CD, y describase & semejantemente sobré
PR la figura retilinea SR semejante 4 MF, y NH,

K
L

N A L

BG D——=

M_4 P
N
i " o5
E F G H P R

~ Siendo, pues, AB 4CD, como EF 4 PR, y habiéndose des-
crito semejantemente sobre AB, CD las figuras reilineas seme-
jantes KAB, LCD, y descrito semejantemente sobre EF , PR las
figuras retilineas semejantes MF , SR j resultard , segun lo ante-
riormente demostrado, ser la figura reilinea KAB 4 la LCD,
como la figura reilinea MF 4 la SR : pero se ha supuesto la fi-
gura re@ilinea KAB 4 la LCD , como la MF 4 1a NH : luego la
figura retilinea MF ‘tendr4 Ia misma razon 4 las NH,y SR: lue-
go la figura re@ilinea NH serd igual 4 la SR h: esasi que es se-
mejante , y semejantemente descrita: luego GH sefd igual 4 PR:
y siendo AB:4 CD, comb EF 4 PR, y PR igual 4 GH , serd AB
4 CD, como EF 4 GH. Por consiguiente si quatro , &c.L.Q.D.D.

PROP.
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PROP. XXIIL. TEOR.

l OS paralelogramos equidngulos estdn entre si en ra-
zon compuesta de las razones de sus lados.

Sean equidngulos los paralelogramos AC, CF , teniendo el 4n-
gulo BCD igual al ECG. Digo, que el paralelogramo AC es-
tard al CF en razon compuesta de las razones de sus lados.

Coléquense de marnera que BC esté direGamente 4 CG, por
consiguiente DC estar4 direGamente 2 4 CE : complétese el pa-
ralelogramo DG, tirese una reGta qualquiera K, y hdgase ® K 4
L, como BC4CG,y L4M, como DC
4 CE: luego las razones de K 4 L,y de A D H
L 4 M serdn las mismas, que las razones de
los lados BC 4 CG, y DC 4 CE: es asi que
la razon de K 4 M est4 compuesta ¢ de la
razon deK 4 L, y de L. 4 M: luego K ten-
drd 4 M razon compuesta de las razones de
los lados: y siendo BC 4 CG, como el pa~
ralelogramo AC al CH 4, y comoK 4 L, ,
serd K 4 L, como ¢ el paralelogramo AC KLM E F
al CH. Ademas de esto , siendo DC 4 CE, como el paralelogra-
mo CH al CF, y como L 4 M serd L 4 M, como el paralelo-
gramo CH al CF : asi habiéndose demostrado , que Kes 4 L , co-
mo el paralelogramo AC al CH, y L 4 M, como el paralelogra-
mo CH al CF, serd por igualdad f K 4 M, como el paralelo-

arg. I
b12. VI,

d1. VI,
erI1r. V.

f22.V,

gramo AC al CF: pero X estd 4 M en razon compuesta de las-

razones de los lados: luego tambien el paralelogramo AC estard
al paralelogramo CF en razon compuesta de las razones de los
lados. Por consiguiente los paralelogramos, &c. L. Q. D. D.

~ PROP. XXIV. TEOR.
~EN qualquier paralelogramo , los paralelogramos , que

estin baxo su diagonal , son semejantes al total,

y entre si.’

Sea



a29. L

b34. L

c4. VL
d7 V.

e1I.

VI

Def.

f21. VL

aCor.35"
I

+

29. 1.
14. I
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Sea el paralelogramo ABCD, y su diagonal AC, baxo la qual
estén los paralelogramos EG , KH. Digo, que EG , KH ser4n se~
mejantes al total ABCD, y entre si. ' :

Porque siendo paralelas DC, GF, el dngulo ADC ser4 igual 2
al AGF : asimismo siendo paralelas BC, EF, el dngulo ABC
serd igual al AEF: es asi que ambos dngulos BCD, EFG son

iguales b al DAB opuesto: por tanto serin
iguales entre si: luego los paralelogra- A E B
mos ABCD, AEFG serin equidngulos en-
tre si: y por ser el dngulo ABC igual al G H

AEF, y el BAC comun , resultardn equidn-
gulos entre si los tridngulos BAC , EAF:
luego AB serd 4 BC, como AE4EF: y
siendo entre si iguales ¢ los lados opues- D K c

tos de los paralelogramos, tambien serd ¢ AB 4 AD, como AE
4 AG; DC 4 CB, como GF 4 FE; y CD 4 DA, como FG 4
GA : luego los lados de los paralelogramos ABCD, AEFG, que
contienen dngulos iguales, serdn proporcionales ; y por tanto el
paralelogramo ABCD serd semejante ¢ al AEFG: por la misma
razon el paralelogramo ABCD serd semejante al FHCK : luego
entrambos paralelogramos GE, HK serdn semejantes al DB: es
ast que las figuras retilineas semejantes 4 una misma son semejan-
tes entre si f: luego el paralelogramo GE serd semejante al HK.
Por consiguiente en qualquier , &c. L. Q.D.D.

PROP. XXV. PROBL.

OnsTrUIR una figura reilinea semejante 4 una figu-
ra rectilinea dada, ¢ igual 4 otra dada.

Sea ABC la figura re@ilinea dada, semejante 4 la qual se haya
de construir la que se pide, y D la figura retilinea dada, 4 que
ha de ser igual la que se pide.

Apliquese 2 sobre la re®a BC el paralelogramo BE igual 4
Ia figura re@ilinea ABC, y sobre la re@a CE 2 el paralelogramo
CM igual 4 Ila figura re@ilinea D con el 4ngulo FCE igual al
CBL; y BC estard dire&tamente 4 CF b,y LE 4 EM : t6-

me-
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mese GH ¢ media proporcional entre BC, CF , y sobre GH des- c13. VI,
cribase d semejantemente la figura re@ilinea KGH semejante 4 d 18. VI,
Ia ABC.

Siendo, pues, BC 4 GH, como GH 4 CF; y quando tres retas son
proporcionales , la primera 4 la tercera, como la figura descrita

A
D1 K

B Gy |

L E MG H

sobre Ia primera 4 la figura semejante , y semejantemente descrita

sobre la segunda ¢ ; serd BC 4 CF , como la figura reilinea ABC e 2. Cor.
4 la KGH : pero BC es 4 CF, como el paralelogramo BE 20. VL
al EF f: luego la figura re@ilinea ABC serd 4 la KGH, como g f. VI
el paralelogramo BE al EF: pero la figura rectilinea ABC es g 11. V.
igual al paralelogramo BE : luego la figura rectilinea KGH serd

igual b al paralelogramo EF : es asi que el paralelogramo EF es h 14. V.
igual 4 la figura reilinea D: luego tambien la figura re&ilinea

'KGH serd igual 4 1a D: pero KGH es semejante 4 ABC. Por
consiguiente se ha construido la figura ABC, &c. L. Q.D.H.

PROP. XXVI. TEOR.

'SI de un paralelogramo se quita otro semejante 4 él,
y semejantemente colocado , teniendo un dngulo
comun ; estard baxo la misma diagonal del total.

“Quitese del paralelogramo ABCD el A G D
~AEFG semejante, y semejantemente colo- K ’f N
E . F

o |
cado , teniendo el 4ngulo DAB comun. Di- H\\/
j C

go , que el paralelogramo ABCD estard
baxo la misma diagonal del AEFG.
Porque 4 no estdr, sea AHC la diagonal p
M del




a24. VL.

b 1. Def.
vI.

cri. V.

dg. V.

‘4 AK: asi GA tendria la misma razon 4 B
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del paralelogramo BD, y encuentre GF 4 la diagonal AHC en H:
por el mismo punto tirese HK paralela 4 AD, 6 4 BC.

Estando, pues, los paralelogramos ABCD, y AKHG baxo una
misma diagonal, el paralelogramo ABCD
serd semejante @ al AKHG : luego DA se- D

A G
r4 4 AB, como GA 4 AK b: es asi que por KM /
Ia semejanza de los paralelogramos ABCD, E

y AEFG, DA es AB, como GA 4 AE: F
luego tambien GA serd 4 AE, como ¢ GA N\ [
C

AE, y 4 AK: luego AE seria igual d 4 :

AK, la mayor 4 la menor ; lo qual es imposible : Iuego el para-
lelogramo ABCD no estar4 baxo la misma diagonal con el para-
lelogramo AKHG: luego lo estard con el AEFG. Por consi-

guiente si de un,&c. L.Q.D.D.

“Para mas facil inteligencia de las tres Proposiciones siguien-
ntes deben preceder algunas advertencias.”

«ra Se dice, que un paralelogramo se aplica 4 una refa,
»quando se describe sobre ella: v. g. el paralelogramo AC se
wdice , que se aplica 4 la re@ta AB, quando sobre ella se des-
»cribe.”

«pa Se dice, que se aplica 4 la re&ta AB el paralelogramo
»AE deficiente en una figura paralelogra-

»ma, quando la base AD del paralelogra~ E C G
»mo AE es menor que la refta AB, 4 que
mella se aplica ; y por tanto el paralelo- o
sgramo AE estd deficiente respeto del ’
”irC descrito sobre Ia reta AB con el A b B F
»mismo 4ngulo, y entre las mismas paralelas, en un paralelogra-
»mo DC, el qual se llama defeGto del AE.”

38 Ultimamente se dice , que se aplica 4 unareGa AB el pa-
»ralelogramo AG excedente en una figura paralelograma, quan-
»do la base AF del paralelogramo AG es mayor que la re&ta
»AR, y por tanto AG excede 4 AC en un paralelogramo BG>

PROP.
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PROP. XXVIL TEOR.

DE todos los paralelogramos aplicados 4 una mis-
ma refta , y deficientes en figuras paralelo-
gramas semejantes,, y semejantemente colocadas 4 la
descrita sobre la mitad de la rea ; el aplicado 4 la
mitad , siendo semejante al defecto , serd el maximo.

Sea la re@a AB, dividase por medio en C, y apliquese 4 ella
¢l paralelogramo AD deficiente en la figura paralelograma CE
descrita sobre CB mitad de AB, 4 la qual es semejante AD,
Digo, que de todos los paralelogramos aplicados 4 la re&ta AB,
y deficientes en figuras paralelogramas semejantes, y semejan=~
temente colocadas 4 CE, serd AD el mi-

ximo. : DLE
Apliquese 4 la reta AB el paralelogramo /
AF deficiente en la figura paralelograma KH G F |y

semejarnte , y semejantemente colocada 4 CE.
Digo , que el paralelogramo AD serd ma-
yor que el AF.
Sea primeramente la reta AKbasede A Cc K B
AF mayor que AC: siendo el parale- '
logramo CE semejante al KH, por estir baxo la misma dia-
gonal 2, tirese su diagonal DB, y descri- a 26. VI
base la figura : siendo, pues, el paralelogra- G FM H
mo CF igual al FE b, afiddase KH, y se ten- / b43. L
drd el total CH igual al total KE.: es asi que L \D 'E
CH es igual 4 CG ¢, por ser la reta AC c36. L
igual 4 CB: luego CG serd igual 4 KE: afid-
dase CF,y resultard el AF total igual al gno-
mon CHL: luego CE, esto es el paralelogra-
'mo AD, serd mayor que el paralelogramo AF.
En segundo lugar sea AK base del paralelo- A KC B
‘gramo AF menor que AC: supuesta la misma construccion , sien-
do-el paralelogramo DH igual al DG d, por ser HM igual d 4 d 3.1
S M2 ° MG, '




e43. L

zro. 1.
b18. VI
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MG, serd DH mayor que LG : pero DH es igual 4 DK e: lue-
go DK serd mayor que LG : afiddase AL comun, y se tendrd el

total AD mayor que el total AF. Por consiguiente de todos, &c.
L.Q.D. D. T

PROP. XXVIII. PROBL.

A Una re@a dada aplicar un paralelogramo igual 4
una figura refilinea dada, y que sea deficiente en
un paralelogramo semejante 4 otro dado; con tal que
la figura re&ilinea dada, 4 que ha de ser igual el para=
lelogramo , que se ha de aplicar , no sea mayor que
el aplicado 4 la mitad de la recta ; siendo semejantes
los defetos, asi del paralelogramo aplicado 4 la mi-
tad , como del paralelogramo , 4 que debe ser seme-
jante el deficiente. |

Sea la re®a dada AB,y C la figura reilinea,4 que debe ser
igual Ia que se aplique sobre AB, pero no mayor que la aplica=
da 4 la mitad, siendo semejantes los defetos; y D la figura, 4
que debe ser semejante la deficiente: y hdyase de aplicar 4 la
rea AB un paralelogramo igual' 4 la figura re@ilinea C defi-
ciente en un paralelogramo semejante 4 D. .

Dividase por medio AB en el punto E 3, y sobre EB descri~
base la figura EBFG semejante b, y semejantemente 4 la figura
dada D,y complétese el paralelogramo AG: serd, pues, AG igual,
6 mayor que C, de una cantidad determinada. Sies igual, se tie-
ne.lo que se pedia; pues sobre la reta AB se habr4 aplicado igual
4 Ia figura re&tilinea dada C el paralelogramo AG deficiente en

*la figura paralelograma EF semejante 4 D. Si AG no es igual

c25. VL

d21. VL.~

4 C, serd mayor ; pero EF es igual 4 AG : luego EF serd
mayor que C : constriyase el paralelogramo < KLMN igual
al exceso de EF 4 C, semejante , y semejantemente puesto 4
D: pero D es semejante 4 EF: luego KM seré semejante d 4
EF. Sea, pues, la reGa KL homdloga 4. la EG,y LM & GF.

* ' Sien-
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Siendo EF igual 4 C, y KM, serd EF mayor que KM: luego la
re@a GE serd mayor que la LK, y GF mayor que LM. Téme-
se GX igual 4 LK,y GO 4 LM, y complétese el paralelogra-
mo XGOP: resultard XO igual , y semejante 4 KM : es asi que
KM es semejante 4 EF : luego tambien XO serd semejante &
EF e:sea su diagonal GPB, y des-

cribase la figura. Los paralelogra- H G OF

mos XO, EF estarin baxo esta dia-
gonal : siendo, pues, EF igual 4 C,
y KM juntos, de los quales XO es
igual 4 KM, seri el gnomon res-
tante ERO igual 4la figura C: y
siendo OR igual f 4 XS, afadien-
do SR, resultard el OB total igual
al XB total ; pero XB es igual & 4
TE , por ser el lado AE igual al
EB: luego serd TE igual 4 OB: aii4-

¢26. VI,

fg3. L

g §6 L

dase XS ; y se tendrd el paralelogramo TS igual al gnomon ERO:

es asi que ya se demostrd ser el gnomon ERO igual 4 la figura
C: luego TS serd igual 4 C. Por consiguiente sobre la re&a da-
da AB se ha aplicado igual 4 la figura reQilinea dada C.el pa-
ralelogramo TS deficiente en la figura paralelograma SR seme-
jante 4 D, por ser SR semejante 4 EF h, L. Q. D. D. :

PROP. XXIX. PROBL.

SOBRE una re&ta dada aplicar un paralelogramo igual
4 una figura re&ilinea dada , excedente en un pa-
ralelogramo semejante 4 otro dado.

Sea la re&ta dada AB, y C la figura reQilinea dada, 4 que
debe ser igual el paralelogramo,que se ha de aplicar sobre AB;
y sea D el paralelogramo 4 que debe ser semejante el exceso; y
hdyase de aplicar sobre la rea AB un paralelogramo igual 4
la figura reilinea dada C, excedente en un paralelogramo seme-
jante 4 D, - '

24. VI,

M3 ' Di-
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218. VL Dividase por medio AB en el punto E, y describase 2 sobre EB
€l paralelogramo EL semejante y semejantemente al paralelogra-

b2s. VI. tho D : asimismo constriyase b
GH igual 4 EL,C, semejan-

e,y scmeJantemente al para-
‘lelogramo D : luego GH serd

c 21. VL. semejanted EL <. Sea el lado
HK homdlogo al FL » ¥ KG

4 FE : siendo el paralelo-

gramo GH mayor que el EL,

serd la re@a KH mayor que O
la FL,y KG mayor que FE:
prolénguense FL , FE s ¥ té= N P X

mese FLM igual 4 KH, y
FEN 4 KG ; complétese el paralelogramo MN : luego MN se-
rd igual , y semejante 4 GH: pero GH es semejante 4 EL: lue-
go MN serd semejante 4 EL;y por tanto EL estard baxo la mis-
d26.vI. ma diagonal que MN d: tirese su diagonal FX, y describase la
figura : siendo, pues, GH igual 4 EL, y C, pero GH igual 4
MN ; serd MN rgual 4 L,y 4aC: qmtese EL comun, y resul-
tard el gnomon NOL igual 4 C : y por ser AE igual 4 EB,
¢ 43.1. tambien el paralelogramo AN serd igual al NB, esto es al BM e:
afiddase NO, y resultard el paralelogramo total AX igual al gno-
mon NOL: es asi que €l gnomon NOL es igual 4 C: luego tam-
bien AX ser4 igual 4 C. Por consiguiente sobre la refta dada AB
se ha aplicado el paralelogramo AX igual 4 la figura reQiline#
dada C excedente en la figura paralelograma PO semejante 4 D;
f24. VL. por ser EL semejante 4 PO f. L. Q. %

' PROP. XXX. PROBL.

TviDIR en extrema » ¥ media razon una re&a dada
terminada. :

Sea la re&a dada AB, y hdyase de dividir en extrema, y me-

dia razon.
a46.1.  Describase 2 sobre AB el quadrado BC, y sobre AC apli-
' ‘ que-
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quese b el paralelogramo CD igual al BC excedente en la figu- b2g. V1.
ra AD semejante 4 la BC. Es BC un qua-

drado : luego tambien lo serd AD : y siendo D
BC igual 4 CD, quitese CE comun, y la figu-
ra restante BF serd ignal 4 la restante AD: A E B
pero tambien .es equidngula 4 ella : luego los '
lados de BF,y de AD, que contienen 4ngulos ‘
iguales, serdn reciprocamente proporcionales ¢: : ¢ V.
asi EF serd 4 ED, como AE 4 EB: peroFE es
igual 4 ACd, esto es 4 AB,y ED 4 AE: C™ F a3 L.
luego BA serd 4 AE, como AE 4 EB: es asi I
que AB es mayor que AE: luego AE serd mayor ¢ que EB; que- ¢ 14. V.
da, pues, la re¢ta AB dividida en E f en extrema , y media ra- ; Def,
zon, L. Q. D, H. VL

De otro modo.

Dividase AB en C, de manera que el re@4ngulo contenido por
AB, BC sea igual al quadrado de AC g: sien- — g I I
do , pues, el reingulo de AB, BC igualalqua- A C B '
drado de AC, serd BA 4 AC, como h AC 4 CB: luego lare®a , .
AB se hallard dividida en C en extrema, y media razon. L.Q.D.H, ~ 7' '~

PROP. XXXI. TEOR.

| EN el tridngulo re@dngulo la figura re@ilinea des-
B« crita sobre el lado opuesto al dngulo recto, es igual

4 la suma de las figuras retilineas semejantes , y semes

jantemente descritas sobre los otros lados. '

Sea el tridngulo re@4ngulo ABC, A
teniendo el dngulo BAC re&o. Digo,
que la figura reftilinea descrita sobre
BC serd igual 4 1a suma de las figuras
reflilineas semejantes, y semejantemen- B
te descritas sobre BA,y AC

Mgy Ti-




a8. VL
b 4. VL

¢ 2. Cor.

20. V1.

4 B. V.

e2s. V.

fA.V,
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Tirese la perpendicular AD ; y habiéndose tirado en el tri4n.
gulo re&ingulo ABC del éngulo reGto A 4 la base BCla per-
pendicular AD, resultardn los tridngulos ABD, ADC semejan-
tes 2 al ABC total , ¥ entre si:y siendo semejante el tridngulo
ABC al ABD, serd CB 4 BA, como ® BA 4 BD: y por sér
las tres re&as proporcionales, la primera serd 4 la tercera 4 co-
mo < la figura descrita sobre Ia primera & la figura semejante,
y semejantemente descrita sobre la segunda : luego CB serd é
BD, como la figura descrita sobre CB
4la ﬁgura semejante , y semejantemen-
te descrita sobre BA ¢ invirtiendo d

DB serd 4 BC, como la figura descri- .
ta sabre BA é la descrita sobre BC: C
_-por la misma razon DC serd 4 CB, co- B D N D
mo la figura descrita sobre CA %la
descrita sobre CB: por consiguiente la suma de BD,y DC serd
4 BC ¢, como la suma de las figuras descritas sobre BA ,y AC
4 la figura descrita sobre BC: pero la suma de BD, y DC es
igual 4 BC: luego la figura sobre BC serd igual f 4 Ia suma de
1as figuras semejantes,y semejantemente descritas sobre BA,y
AC. Por consiguiente en los tridngulos , &c. L. Q. D. D.

PROP. XXXII. TEOR.

SI dos tridngulos tienen dos lados del uno proporcio~
nales 4 dos lados del otro, y se componen segun
un dngulo (esto es que dos dngulos tengan un vértice co-
mun) , de manera que los lados homélogos sean parale-
los ; tendrdn diretamente los otros lados.

Sean los dos tridngulos ABC DCE, teniendo los dos lados
BA , AC proporcionales 4 los dos CD DE esto ‘es BA 4 AC,
como CD 4 DE : y sea AB paralela 4 CD como asimismo AC
4 DE. Digo, que BC estard direCtamente Iy CE (6 que compon-
drd mna re&ta con ella).

Porque siendo AB paralela 4 CD, y cayendo sobre ellas Ia

refa AC, serdn los éngulos alternos BAC, ACD entre si igua-
- les
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fes »: por la misma razon el 4ngulo CDE serd igual al ACD; 229.1.
por consiguiente el BAC igual al CDE: y siendo ABC; DCE

"dos tridngulos , que tienen el dngulo A igual al D, y pro-
‘porcionales los lados ,que contienen dngulos iguales , esto es BA

4 AC, como CD 4 DE; ser4 el tridngulo ABC equidngulo b al p 6, VI,
'DCE; luego el 4ngulo ABC serd |
igual al DCE : esasi que y4 se de- ‘A
mostré la igualdad del 4ngulo BAC

al ACD : luego el 4ngulo total ACE
sers igual 4 la suma de ABC, y
BAC: afiddase- el ACB; y resulta- '
rén ‘iguales los 4ngulos ACE, ACB B C E

4 los ABC, BAC, ACB: es asi que

los ABC, BAC, ACB son iguales ¢ 4 dos reftos : luego tam- © 3% L
bien los 4ngulos ACE, ACB serdn iguales 4 dos reos: luego

- 1as dos re@as BC, CE, que concurren en el punto C de la rec-

ta AC 4cia diferentes partes, forman los 4dngulos contiguos ACE,

ACB iguales 4 dos re&tos : luego BC compondrd una re&a d con d 14. %
CE. Por consiguiente si dos , &c. L. Q. D. D,

PROP. XXXIII. TEOR.
N circulos iguales, los dngulos, en el centro, 6 en la
circunferencia, tienen la misma razon que los arcos,
sobre que insisten : y asimismo los setores estdn en la
razon de sus arcos. :
" Sean iguales los circulos ABC,DEF, y estén en sus centros

A
LD
G

K A‘ |

G, H los 4ngulos BGC, EHF ;y en sus circunferencias los 4n-
. gu-
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v
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gnlos BAC, EDF. Digo, que el arco BC serd al EF , como el
ngulo BGC al EHF , y como ¢l dngulo BAC al EDF; y tam-
bien como el seGtor BGC al se&or EHF.

Témense qualesquiera arcos CK , KL iguales al BC ; y FM,
MN iguales al EF, y tirense GK, GL , HM, HN.

Siendo , pues , los arcos BC, CK , KL ‘entre si iguales, tam«
bien lo serdn entre si los dngulos » BGC, CGK, KGL: lue-
go quan multiplice sea el arco BL del BC, tan multiplice se«
rd el dngulo BGL del BGC: por la misma razon quan multi-
plice sea el arco EN del EF, tan multiplice serd el dngulo
EHN del EHF: y segun el arco BL sea igual , mayor , 6 me-
nor que el arco EN, serd el dngulo BGL igual 2, mayor,
menor que el dngulo EHN : luego dadas quatro cantidades, es
# saber los dos arcos BC, EF , y los dos 4ngulos BGC, EHF,

se han tomado el arco BL,y el 4ngulo BGL qualesquiera equi-
multiplices del arco BC, y del dngulo BGC3 como tambien el
arco EN, y el 4ngulo EHN otros qualesquiera equimultiplices
del arco EF, y del dngulo EHF : pero se ha demostrado, que
segun sea el arco BL mayor, igual , 6 menor que el EN, se-
14 tambien el dngulo BGL mayor, igual , 6 menor que el EHN:
luego el arco BC serd al EF,como b el 4ngulo BGC al EHF.
Siendo el 4ngulo BGC al EHF, como ¢ el dngulo BAC al EDF;
por ser los dos primeros duplos d de los dos segundos 5y el arco
BC al arco EF, como el dngulo BGC al EHF ; ser4 el arco BC al
EF, como el 4ngulo BAC al EDF. Por consiguiente en circulos
iguales los dngulos , asi en el centro, como en la circunferencia,
tienen la misma razon de los arcos, sobre’que insisten. L. Q. D. D.
Afiado, que tambien el arco BC serd al EF, como el sec-
tor
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tor BGC al EHF. Tirense BC, CK, y tomados en los arcos BC,
CK los puntos X, O tirense BX, XC, CO, OK. -

Siendo, pues, las dos BG, GC iguales 4 las dos CG, GK,
y contenicndo 4ngulos iguales , la base BC serd igual 4 la base
CK, y el tridngulo GBC serd igual ¢ al tridngulo GCK: y sien-
do el arco BC igual al CK, tambien los demds arcos, que com~
pletan todo el circulo ABC, serdn iguales 4 los demds, que comple-

c4. 1.

tan el mismo circulo: por consiguiente el 4ngulo BXC ser4 igual f f27.1IL

al COK : luego el segmento BXC serd semejante al segmento
COK &g estdn sobre las retas iguales BC, CK ; y los segmen-
tos semejantes de circulos , que estdn sobre reftas iguales, son
iguales entre si h: luego el segmento BXC serd igual al segmento
COK: pero el tridngulo BGC es igual al CGK : luego todo el

A D

L
G ) ; ST o

X
O M
BxC E X

seor BGC ser4 igual 4 todo el se@or CGK: por la misma ra=-
zon el se&tor KGL serd igual 4 cada uno de los dos BGC, CGK:
asimismo serdn entre si iguales los seGtores EHF , FHM , MHN:
luego quan multiplice sea el arco BL del BC, tan multiplice
serd el seCtor BGL del BGC: y asimismo quan multiplice sea
el arco EN del EF, tan multiplice serd el se@or EHN del

fﬁf'mf'

h 24. III‘

EHF ; y segun sea el arco BL igual , mayor, 6 menor que el

EN , tambien el seGar BGL serd igual , mayor, & menor que el
EHN : luego dadas quatro cantidades , quales son los dos arcos
BC, EF, y los dos seGtores BGC, EHF , se han tomado el ar-
co BL, y el seGtor BGL qualesquiera equimultiplices del arco
BC, y del se&tor BGC, como tambien el arco EN, y el seCtor
EHN qualesquiera equimultiplices .del arco EF, y del se&or
EHF : pero y4_se demostrd , que segun sea el arco BL mayoxl-,
: ' 1gual,
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igual » 6 menor que el EN ,serd el seCtor BGL mayor, igual;,(
6 menor que el EHN :luego el arco BC serd al EF, como el
seCtor BGC al EHF.

PROP. B. TEOR.

I una re&a tirada de un dngulo 4 la base de un

tridngulo divide el dngulo en dos partes iguales;
el re@dngulo contenido por los dos lados serd igual 4
la suma del re@dngulo contenido por los segmentos de
la base , y del quadrado de la refta.

Sea ABC el tridngulo , y dividase en dos partes iguales el 4n-
gulo BAC por la rea AD. Digo, que el re&dngulo de BA, y
AC serd igual 4 la suma del retdngulo de
BD, DC, y del quadrado de AD. A
25 IV. Circunscribase un circulo ABC 2 al :
tridngulo , y prolénguese AD hasta encon- /
trar la circunferencia en E, y tirese EC.  Bf D C
Siendo, pues, el 4ngulo BAD igual al .
ba1.1II. CAE, y el ABD al AEC b, por estir en
un mismo segmento , resultardn equidngu-
los entre si los tridngulos ABD, AEC: "
¢ 4. V1. luego BA serd 4 AD, como < EA 4 AC, E
d 16. VL Yy el reGtdngulo de BA, y AC serd igual d al re@d4ngulo de EA,
e3. 1. Y AD, esto es 4 la suma del redngulo ¢ de ED, DA, y del
£ 35. IIL quadrado de AD: pero el re@dngulo de ED, y DA es igual f
al re@dngulo de BD, y DC: luego el reftingulo de BA,y AC
serd igual 4 la suma del reétdngulo de BD, y DC, y del qua-
drado de AD. Por consiguiente si una,&c, L. Q. D. D,

PROP.
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2 R B
“$tRoP € ‘TEOR.-

I de qualquier ;ingulo de. un “trigngulo_se tird una

perpendlcular 4 su base ; el rectingulo contemdo
por Tos Iados det*ridngulo Sera igual al contenids por
la perpendicular , y por el didmetro del circulo cir-
cunscrito al tnangulo. |

Sea el tnéngulo ABC s y del éngulo A tirese la perpendlcu-
far AD 4 la base BC. {Pigo que el reGdngulo de BA,y AC serd
igual al re@éngulo contenido por AD, y
por el didmetro del circulo cn'cunscnto
al tridngulo.. .

Circunscribase 2 al tnéngulo el circu-
lo ACB, y tirese ¢l didmetro. AE, yla-
linea EC.

. Siendo , pues , el 4ngulo re&o BDA
igual al 4ngulo ECA en el semicirculo b, ~ ¥ ___~ LT
y el 4ngulo ABD igual ¢ al AEC en el © eauLIL
mjsmo segmento, serdn eqméngulos los tridngulos ABD, AEC:

luego BA serd 4 AD, como 4 EA 4 AC, Yy por tanto el re@dn- ¢ ,. v1,
gulo de BA, y AC serd igual © al re@dngulo de EA, y AD. 6. vI
Por consxgmente si se tn'a, & L. Q D. D. T

* . B ' H
1
. . P '
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LIBRO UNDECIMO.

DEFINICIONES.

, . | L.
SOLIDO es lo que tiene longitud > latitud, y grueso.

Los extremos s 6 térmmos del: séitdo son superficies.-
IIL
Una re@a es perpendxcular 4 un plano ) quando es perpendxcular
" 4 todas-las reftas que la tocan, y estan en el mxsmo plano.
Un plano es perpendxcular 4 otro, quando las 're&as tiradas en
- uno de ellos perpendiculares 4 la seccion comun son tambien
perpendiculares al otro plano.

La inclinacion de una re&a 4 un plano es el 4fgulo agudo con-
tenido por ella, y otra re&a tirada en el mismo plano del
punto , en que lo encuentra al punto, en que la perpendicular
al plano baxada del extremo superior de la misma re&a en-
cuentra al plano.

VI

La inclinacion de un plano 4 otro es el 4ngulo agudo contenido
por dos retas tiradas, una en cada plano, perpendiculares 4 Ia
seccion comun en un mismo punto.

VIIL
Planos semejantemente inclinados son aquellos , cuyos 4dngulos

de inclinacion son iguales.
Pla-
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VIIL
Planos paralelos son los que continuados Runca se encontrarin.
IX.
Angulo sélido es el contenido por mas de dos dngulos planas,
que goncurren en un punto , y no estdn en un mismo plano.

«Se omite por las razones, que se hallardn en las Notas.”
Figuras sélidas semejantes son las que tienen los 4ngulos sélidos
respetivamente iguales, y estdn contenidas por igual nimero
- de planos semejantes. : ,
‘ XII.

Pirdmide es la figura sélida contenida por planos, que salen de
los extremos de otro, y concurren en un punto.
XIIL ,
Prisma es la figura sélida contenida por planos, en que dos opuestos
son iguales, semejantes, y paralelos; y los demas paralelogramos.
XIV

Esfera es la figura descrita por la rotacion de un semicirculo,
que gira al rededor de su didmetro inmobil, hasta volver al
lugar de donde salid.
XV.

Exe de la esfera es la reQa fixa, ¢ inmobil, al rededor de Ia
qual gira el semicirculo.

XVL

Centro de la esfera es el mismo que el del semicircula.
XVIIL

Didmetro de la esfera es la re@a tirada por su centro, y termi-

nada por ambas partes en su superficie,
XVIIL

Cono es la figura descrita por la rotacion de un tridngulo re@4ne
gulo, que gira al rededor de un lado inmobil de los que con-
tienen el dngulo reto, hasta volver al lugar de donde salid.

Si ¢l lado fixo, 6 inmobil fuese igual al otro lado, que con él
contiene el dngulo reo, esto es al que gira; el cono serd
orthogonio ; si fuere menor, el cono serd ambligonio;y si
mayor , oxigonjo. Es

e
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XIX.
Exe del cono es la re@a fixa, al rededor de la qual gira el
méngulo.
XX
Base del cono es el circulo descrito ‘por la re&a que-gira.
XXL
Cilindro-es la figura descrita por la retacion- de un paralelogra-
mo retdngulo, que gira al rededor de uno de sus lados in-
“ .mobil hasta volver al:lagar de &o‘nde sahé co b
S TXXILL :
Exe del cilindro es 1a re@ta fixa , al tededor de Ia qual gnra el
paralelogramo.
X XII L
Bases del cilindro son los circulos descritos por los dos lados
opuestos , que giran, :
XXI V. ‘
Conos , y cilindros semejantes son aquellos, cuyos exes,y did-
metros de las bases son proporcionales.
XXV. ‘ o
Cubo es la ﬁgura sélida contenida por seis quadrados 1guales. .
XXVL -
Tetraedro es la figura sélida contenida por quatro tnéngulos igua-
les , y equildteros.
XXv II
OQ&aedro es la figura sélida contemda por ocho tnéngulos igua-
les, y equildteros. -
XXv I IL
Dodecaedro es la figura sélida contenida por doce pentégonos
iguales , equildterosy y equidngulos. -
XXIX.
Icosaedro es la figura sélida contenida. por veinte tnéngulos 1gud-
les, y equildteros.
DEF. A. .
Paralelepipedo es la figura sélida contenida por seis ﬁguras qua-
dnlateras en que cada- dos opuestas son paralelas. '

PROP.
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PROP. L TEOR.

"l ,NA re&a no puede estdr parte en un plano, y
parte en otro diferente *

Si pudiese la parte AB de la refta ABC estér enun plano, y
1a parte BC en otro, resultaria, que una
re&a continuada en el plano de AB estaria
direamente 4 AB. Séalo DB : luego
dos reGtas ABC, ABD tendrian un co- \ A ]'S\
mun segmento AB lo qual es impo-
sible 3. Por conslgulente si una re&a, &c. L Q D.D.

PROP. IIL . TEOR.

I dos reftas se cortan una 4 otra; estardn en un
plano : y tres reétas qualesquiera , que se encuentran
mutuamente estan en un plano.

aCor.xx,
L

Cortense mituamente en E las dos reftas AB, CD estardn

en un mismo plano ; y las tres retas EC, CB, BE ’ que mitua~
mente se encuentran, estardn tambien en un
plano. An D
~ Tirese por la re®a EB qualquxer plano , y al ,
rededor de EB continuada, si fuere necesario,
muévase el plano hasta pasar por el punto C,
Estando, pues, los puntos E, C en este plano,

en el mismo estaré a ]a refta EC por la mis-
ma razon la re®a BC estar4 en el mismo plano; C
y en el mismo estd por hipétesis la re@a EB: B
: luego las tres re&tas EC, CB, BE estardn en un plano : es
asi que las re&@as CD, AB estén b en el mismo plano, en que se
hallan EC,EB: luego las re&as AB, CD estar4n en un mismo
plano. Por consiguiente si dos , &c. L Q D.D.

E

PROP ,

* N. T. Omitimos decir plano inferior, y supenor entendiendo por planos di-

ferentes los que encontrindose forman dngule, 6 no compenen un mismo plano,
¥ los que nunca s¢ encucntraa,

2 7. Def,
I.7

b 1. XL



a 10.Axi.

" . seccion BD de los planos AB BC no puede
- dexar de ser una refta: luego Io serd. Por con-
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PROP. III. TEOR.

SI dos planos se. cortan mituamente ; su seccion co=
mun sera una linea refta.

= Céetense mituamente los dos planos AB, BC, y sea DB s
comun seccion. Digo, que la linea DB ser4 re&a.
_ Porque si no lo fuese, tirese del punto D al
B.en el plano AB lareta DEB; y en el pla-
no EC la re®a DFB: luego estas encerrarian
espacio, lo qual es absurdo 2 : luego la comun

siguiente si dos, &c. L.Q.D.D,

"PROP. IV. TEOR.

I una re&a es perpendicular , en la seccion comun, & i
dos retas, que se cortan mituamente ; serd tam-
blen perpendicular al plano , que pasa por ellas.

" Sea la re@a EF perpendicular en E 4 las dos re&as AB, CD,
que se cortan mituamente en el punto E. Digo, que EF serd
tambien perpendicular al plano , que pasa por AB, CD.

Témense las reGtas AE, EB, CE , ED iguales entre si; y por
el punto E tirese en el plano -que pasa por AB, CD, qualquiera
re&ta ‘GEH ; Juntense A;D;C,B;yde qualquter punto F de

- la re&ta EF tirense FA, FG FD FC FH, FB.

Siendo , pues, lguales las dos reas AE ED 4 las dos BE,

a15.1. EC, y conteniendo 2 los 4ngulos iguales AED BEC, la base
b4 L AD serd igual 4 1aCB, y el dngulo DAE al EBC b : : pero el

- dngulo AEG es tambien igual al BEH 2 : luego AGE BHE
son dos tridngulos, que tienen dos zingulos del uno respe&k
vamente iguales 4 dos dngulos del otro, ¢ iguales los lados AE,

. EB adyacentes 4 dngulos iguales: consiguientemente tendrdn los

¢ 26. 1. dem4s lados iguales < entre si : luego GE ser4 igual 4 EH 'y

AG 4 BH. Siendo AE igual 4 EB, y FE comun, y perpen-
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dicular 4 estas reQas, resultard la base AF igual 4 4 1a FB. Por d 4. L
la misma razon CF serd igual 4 FD. A mas, siendo AD igual - - . .
4 BC,y AF 4 FB, las dos FA, AD serdn respe@ivamente
iguales 4 las dos FB, BC: pero ya se demostré , que la base DF

es igual 4 la FC: luego el dngulo FAD serd igual ¢ al FBC. ¢g.1.
Ademas se demostré la igualdad de AG 4 .
BH ; y que AF es igual 4 FB: luego las
dos FA, AG soh iguales 4 las dos FB,
BH : pero se ha demostrado la igualdad del
dngule FAG al FBH : luego la base FG
ser4 igual 4 4 la FH : quedando tambien de-
mostrada la igualdad de GE 4 EH , y sien-
do EF comun, las dos GE, EF serdn igua-
les 4 las dos HE, EF : pero la base GF es
igual 4 la FH: luego el dngulo GEF serd
igual ¢ al HEF ; y por tanto refos ambos . ;
éngulos GEF , HEF f: luego la reta FE serd perpendicular 4 f ro.Def,
una re&a GH tirada por un punto qualquiera E: semejantemente 1.

se demuestra , que FE es perpendicular 4 todas las reGas que la

tocari , y estdn en un mismo plano: es asi que una re@a es perpen=

dicular 4 un plano, quando lo es 4 todas las reGas que la tocan, y .

est4n en el mismo g : luego FE serd perpendicular al dicho pla- gdz Def.
20. Por consiguiente si una ,&c. L. Q. D. D, .

. PRQP. V. TEOR.

» .
{] una re@a es perpendicular, en la seccion comun, 4
tres re(tas que se tocan ; las tres estardn en un mis-

mo plano. ' :

Sea una re@a qualquiera AB perpendi-
cular en el punto de concurso B 4 tres
re&tas BC , BD, BE. Digo, que BC, BD,
BE estardn en un mismo plano.

- Porgue 4 no estdr las tres en un mismo
plano, BC se hallaria- en un plano eleva-
do sobre el de las BDf‘I BE : coatindese
< 2 el




a 3. XL

b 4. XL
cig. Def.
XI1.

- luego el dngulo’ ABF serd re€to: pero se

Xt P

b4lo
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. ‘el plano, que pasa por AB, y BC Ia comun seccioii de este, y

del plano de las BD , BC serd una linea re®a 2 BF: esta-
rian las tres re@as AB BC, BF en el plano, que pasa por AB;
BC: y siendo AB perpendtcular 4 BD,
BE, tambien lo serd al plano, que pase
por ellas b: por consiguiente serd per-
pendicular ¢ 4 todas las reftas que lato:
can,y estdn en el mismo plano: es asi que '
BF se halla en el misme plano, y la toca:

ha supuesto re&o el dngulo ABC :- luego
el 4ngulo ABF seria igual al ABC: pe-
1o esto es imposible ; por hallarse los dos en un mismo planot
luego la recta BC no estard en diferente plano: luego las tres
fe¢tas BC, BD, BE estardn en un plano. Por consiguiente si
una, &c. L. Q D D

'PROP. VL TEOR.

I dos retas son perpendlculares un mismo plano}
seran paralelas entre st.

Sean las dos re&tas AB, CD perpendiculares 4 un mismo plano.
Digo, que AB serd paralela 4CD. ‘
Encuentren al plano en los puntos B, D, A
tirese la re&a BD ; y DE perpendicular é esta
en el mismo plano, témese DE igual 4 AB, -
Y tirense BE AE AD': siendo, pues, AB
perpendicular al plano, lo serd 2 tambien 4
todas las re&as que la tocan,y estdn en el mis- B
mo: es asi que AB eneuentra 4 las dos BD,
BE, que estdn en el plano: luego ambos 4o
gulos ABD, ABE serdn re€os: por la :mis—
ma razon serdn rectos -los dos dngulos CDB, '
CDE: y siendo AB igual 4 DE, y BD comun, resuharén Ias
dos AB, BD iguales 4 las dos ED, DB: pero conuenen éngulos
refos : luego la base AD serd 1gual b 4 la BE. A mas; siendo
AB
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AB igual 4DE, y BE 4 AD, las dos AB, BE serdn iguales 4 las

dos ED, DA,yla base AE comun : luego el 4ngulo ABE serd

igual ¢ alEDA : es asi que ABE es refto: luego tambien EDA c 8. 1.
serd re&o 5 y por tanto ED perpendicular 4 DA : pero tambien

Yo.e¢s d1as dos:BD , DC:: por consiguiente ED sera perpendicu~

lar en el punto dc.concurso 4 las tres re¢tas BD, DA , DC: luego-

BD , DA, DC estardn en un plano d: pero AB estd en el mismo ds.XI.
plano.de :BD, DA ; y. ues reftas qualesquiera,, que mituamen-

te se encuenfran , estdn.en un plano ¢ : luego AB, BD, DC es- e 2. 1L
§ardn-en un: planq, y -serdn reos ambos éngulos ABD BDC:

Yuego AB serd paralela 4 CD f. Por consiguiente si dos &c. £ 28 L
L.‘,Q. Do Da' o . . . : .

‘PROP. VII. TEOR.

I dos rectas son paralelas; la re&a, que junta dos
puntos qualesquiera de ellas, estard en el mismo
" plano, en que se hallan las paralelas.

Sean dos re@as pat‘aie.las AB,CD,y témense dos puntos qua-
lesqulera E, F. Digo, que la re&z EF’, que los junta , estard en
el mismq plano en: qu&se hallan las pa-~

ralelas AB,CD. - . :. A E B
" Porque 4 no serasi, esté la linea EGF G

que -los junta, en un plano elevado sobre H

el de las paralelas, y en el plano ABCD,

en que estdn las paralelas, tirese del pun- C F D

to. E al F la re®a EHF : pero se supo-

me ser una refta la linea EFG: luego las dos re&as EBF, EGF -
contendrian espacio , lo qual es imposible 2: luego la rc&a ti-. 2 ro.Axi,
rada de’E 4 F no estaré en un plano elevado: estard , pucs , en

el. plano, que pasa pot las paralelas AB, CD. Por consnguxcutc

si dos,&c. L.Q D D.

S N3 ' PROP.
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PROP. VIIL. TEOR.’ S
SI de dos reétas parafelas la una es perpenchcular a
un plano; tambien lo serd la otra. . . . -

- Sean dos re@as paralelas AB,CD,y la ABpérpendncular é'ua

_ plano Digo , que CD serd perpenchcular al mismo pldano. .2

;(?: Def.

b2g. L

e 4L

d 8.1

e 4. XI.
f f. Def.

Encuentren AB, CD al plano en los puntos .B{ D tirese
BD: tirese tambien DE perpendlcular 4 BD en el mismo plano;
témese DE igual 4 AB, y tirense BE, AE, ED.: luego AB, CD;
BD estardn en un mismo plano: y por ser AB perpmdlcular:a tm
plano, tambien lo serd 2 4 todas las reftas, que la tocan,’y estdn
en el mismo : por consiguiente los dos dngulos ABD., ABE se<
rdn reftos: y cayendo la reGta BD sobre las
reQas paralelas AB, CD, resultardn los éngu- A
los ABD, CDB iguales 4 dos re€tos b: es asi
que ABD es redo : luego tambien lo serd
CDB, y por tanto CD serd perpendicular 4 BD.
Siendo AB igual 4 DE, y BD comun, las dos B
AB, BD serdn iguales 4 las dos ED, ,DB,y
el éngulo ABD igual al EDB, por ser ambos - - " -
reQos : luego la base AD serd .igual-9:4. la ®
BE: 4 mas, siendo AB igual:4 DE; y.BE:4:- B
AD, serdn las dos AB, BE iguales 4 las dos ¢ . . " .:idu
ED, DA,y la base AE coimun : por. ¢ansiguiente el éngulo~ABE
serd igual al EDA d: pero ABE es reéto: luego tambien lo ser-
EDA : y por tanto ED serd perpendicular 4 DA : es asi que tam-
bien lo es BD : luego ED serd perpendicular.¢ al plano, que
pasa por BD, DA,y 4 todas las retas f ,"que.la encuentran ery
el mismo plano: pero DC estd en el plano , :que:.pasa por. BDy
DA , por hallarse todas tres en el plaro, en que estdn lasreflas
paralelas AB, CD: por consiguiente ED ser4 pérpendictilar 4
CD; y por tanto CD perpendicular 4 DE : peroj tambien lo; es
4 DB: luego CD serd perpendicular en la comun. seccion D &
las dos reftas DE, DB, que mutuamente se cortan; y por tanto
al plano, que pasa por DE, DB j pero este es el plano, 4 que
es perpendicular AB: luego CD serd perpendicular al mismo

plano. L. Q.D. D.
: . PROP.
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PROP. IX. TEOR.

AS re@as paralelas 4 otra, aun no estando todas en

un mismo plano, son entre si paralelas.

Sean las dos AB, CD paralelas 4 EF , y no se hallen las tres
en un mismo plano. Dlgo, que AB serd paralela 4 CD.

‘Témese en EF qualquier punto G , del qual tirese GH perpen-
dicular 4 EF en el plano, que pasa por -
EF,AB;y en el que pasaporEF cp A H
urese GK perpepdicular & EF: slendo ' . B
pues, EF perpendicular 4 las dos GH, G
GK , tambien lo ser4 al plano, que pa= K : —F
sa 2 por ellas: pero EF es paralela 4 AB: / !
luego AB serd perpendicular b al plano, C K D
que pasa por HGK : por la misma ra- ' ‘ -
zon CD ser4 perpendncular al plano, que pasa por HGK: luegb
las dos AB, CD serdn perpendiculares al mismo plano pero si
dos reftas son perpendiculares 4 un plano, son entre si paralelas ¢
duego AB serd paralela 4 CD. Por coosiguiente las rectas, &.

L.Q.D.D.
o PROP. X. TEOR.

I dos reétas , que se tocan, son paralelas 4 otras dos,
que se tocan no estando en el mismo plano con-
tendran dngulos iguales.

Sean las dos re@as, que se tocan AB, BC puﬂehs 4 las dos
re&as, que se tocan DE, EF, no estando en
un mismo plano. Digo , que el éngulo ABC se-

B

rd igual al DEF.

Témense BA , BC, ED, EF iguales entre sf, A \c
y tirense AD, CF BE AC DF : siendo, pues,
‘BA igual, y paralela, H ED, tambien AD se-
rd igual, y paralela:4 BE 2: por la misma ra-
zon CF serd igual,y paralela 4 BE : luego las E
-dos AD, CF serdn. Lguales,}l'qparalelas 4 BE: pl g

4 s .

a4 XI.
b 8. XL,

e 6. XI.

a3z L



b 9. XI.

cI. Ax:
I

d 33 L

e 8. L.
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es asi que las re@as paralelas 4 otra,aun no g
estando todas en un mismo plano, son para-
“lelas b entre si: luego AD serd paralela 4 CF: \ C
pero es igual < 4 ella ; y AC, DF las jun- ’
tan: luego AC serd igual, y paralela d 4 DF.
:8iendo, pues, las dos re&as AB, BC iguales 4 las
dos DE |, EF ,y la base AC 4 la DF, serd
-el dngulo ABC igual ¢ al DEF. Por consiguien- E
te si dos, &c. L. Q. D. D. D F

PROP. XI. PROBL. :

DE un punto dado elevado baxar una rea perpen;

Jaya. L

bri. L

c3r. L.
d 4. XL

e 8. XI.

fx:{. Def.

g 4 XI.

dicular al plano.

Sea A el punto dado elevado,y BH el plano, y hdyase de
baxar de A 4 BH una re&a perpendicular.

Tirese en el plano qualquiera recta BC, y del punto A 4 Ia
linea BC bdxese la perpendicular AD 2. Si esta es perpendicu-
dar al plano, se tendrd le que se pedia; pero si no lo fuese, ti-
rese del punto D, la DE b perpendicular 4 BC, y del punto A
béxese AF perpendicular 4 DE, y lo ser4 al plano, Por F tirese GH
paralela 4 BC ¢: siendo BC perpendi- .

‘cular 4 las dos ED, DA, lo serd d tam- A
bien al plano que pasa por ellas: es asi
que GH es paralela 4 BC; y si de dos rec-

tas paralelas la una es perpendicular 4 un | H
plano , tambien lo es la otra ¢: luego GH )
sera perpendicular al plano, que pasa por _ '
ED , DA ; y consiguientemente 4 todas B D C

las reQas , que la tocan, y estdn en el mis-
mo f: pero la toca la reGa AF, que estd en el mismo plano, que
pasa por: ED, DA : luego GH serd perpendicular 4 AF,y por
tanto AF perpendicular 4 GH: pero AF es perpendicular 4 DE:
luego AF serd perpendicular 4 las dos GH., DE : es asi que si
una refta es perpendicular en la seccion comun 4 otras dos, que
se dividen mutuamente, lo es tambien al plano.tirado porellass:
l lue-

" "
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'.luego AF serd perpendicular al plano tirado por ED, GH:es
asi que este es el plano dado: luego AF serd perpendlcular al
plano dado. Por consxguxente de un punto , &c. L. Q. D. H.

PROP. XII. PROBL.

_EN un punto dado de un plano dado , elevar una per-
pendicular al plano.

Sea A el punto dado en el plano dado, y hdyase de eleva
en él una perpendicular al plano.
Supdngase algun punto elevado B, del qual D B

al plano inferior bdxese la perpendxcular BCa, . arLXL
y por A tirese AD paralela b 4 BC. Sxendo, ’ b L
pues, AD , CB dos retas paralelas, y una de 03
ellas BC perpendicular al plano , tambien lo / 7

serd  al misma la otra AD. Par consiguiente . C

s¢ ha elevado, &c. L. Q. D. H.

PROP. XIII. TEOR..

N un punto dado de un plano no se pueden elevar

dos perpendiculares al plano : y de un punto ele-

vado sobre un plano uUnicamente se puede baxar una
perpendxcular al plano.

‘Si en un punto dado A de un plano se pudiesen elevar dos

reQas perpendiculares al plano, serian o
AB, AC. Sea la re@a DE la seccion 2 B C 83 XL

del plano, que pasa por AB, AC,y del pla-

no dado : luego las reétas AB AC DAE _ '

estardn en un mismo plano: y siendo CA

perpendicular al plano , tambien lo serd 4

todas las reGtas »que la tocan, yestdn en D A E

€l mismo: es asi que la toca la DAE, que
estd en el mismo plano: luego el dngulo CAE serd re&o

la
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‘la misma razon lo seria el BAE: luego CAE seria igual 4 BAE'a
pero esto es imposible, pues estdn en un
mismo plano: por consiguiente en un pun- B . C

to dado de un plano no se pueden elevar
dos perpendiculares al plano. De un pun-
to elevado sobre un plano solo se puede
-baxar una perpendicular al plano ; por=-
que si se pudiesen baxar dos del mismo D A . E
punto , serian entre si paralelas; lo qual

¢s absurdo. Por consiguiente de un punto, &c. L. Q. D. D.

PROP. XIV. TEOR.

. SI una rea es perpendicular 4 dos planos ; estos se-
ran paralelos.

Sea la re&ta AB perpendicular 4 los dos planos CD, EF. Di-
g0, que estos serdn paralelos

Porque 4 no ser asi, continuados se en- G
contrarian : encuéntrense ; la comun seccion
serd una reta: sea, pues,esta GH, y téme- .4

se cn ella qualquier punto K, tirense AK, « '
BK. Siendo, pues, AB perpendicular al pla- A
no EF, lo serd tambien 4 la re®a BK , que A F
a 2. Def, ©std 2 en el plano EF continuado : luego el
i dngulo ABK serd re@o: asimismo serd reGto
el BAK: luego los dos s dngulos ABK , BAK B
del tridngulo ABK serian iguales 4 dos rec- D
b 17. L tos, lo qual es imposible b: luego los pla~
- . nos CD, EF continuados no se encontrardn: seran, pues, para-
c 8. Def. lelos ¢. Por consiguiente si un, &c. L. Q. D. D.

XI.
PROP. XV. TEOR.

SI dos reftas , que se tocan en un plano , son parale-
las a otras dos que se tocan en otro ; tambien se-

ran paralelos los planos , que pasan por ellas.
Sean
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-.Sean las dos re&tas AB, BC, que setocan en un plano , pa-:
ralelas 4 las DE , EF , que se tocan en otro. Digo , que continua«
dos los planos , que pasan por ABC ,DEF, nunca se encontrar4n.

Tirese * del punto B al plano, que pasa por DEF, la per- *11.XI.
pendn:ular BG, que encuentra al plano en G, y por este punto
tirese * GH paralela 4 ED, y asimismo GK paralela 4 EF: » 5;, 1.
siendo, pues , BG perpendicular al plafio,, que pasa por DE , EF,
tambien lo serd 2 4todas las re@as, que la tocan,y estdnen el mis. 2 i Def.
mo : pero la tocan las dos GH, GK, . ‘
que. estdn en el mismo plano: luegOr e '
los dos 4dngulos BGH, BGK ser4n rec- ' G O F

tos:.'y siendo BA paralela 4 GH ¥, B C K ® g, XI.
( por ser las dos paralelas 4 DE , y no .

estir en el mismo plano que ella) re- ' S
sulfardn los dos dngulos GBA, BGH A D 1
iguales b 4 dos rectos : pero BGH es H b2g. 1L

refto: luego tambien lo serd GBA 5 y

por tanto GB ser4 perpendicular 4 BA : por la misma razon ser§

GB perpendicular 4 BC : siendo, pues, la re@a GB perpen~
dicular 4 las dos reGas BA , BC, que mutuamente se divi-

den, lo serd c tambien al plano, que pasa por ellas : pero lo es ¢4. XI,
asimismo al plano , que pasa por DE, EF : luego BG serd per-
pendicular 4 los dos planos, que pasan por ABC, DEF : es asi

que si una re&a es perpendicular 4 dos planos, estos son pa-
ralelos d: luego el plano, que pasa por AB, BC, serd paralelo di4.XI,
- al que pasa por DE, EF. Por consiguiente si dos, &c. L. Q. D, D,

PROP. XVI. TEOR,
I dos planos paralelos se cortan por otro ; las comu--
- nes secciones serdn paralelas. K

Cortense los dos planos paralelos
AB, CD por el plano EFHG, y sean
las comhnes secciones. EF , GH. Di- ¥
go, que EF serd paralela 4 GH. D
Porque 4 no serlo, continuadas se
encontrarian’; 6 4cia la patte FH,6 Al C

dcia E G




216. XI,

- XF serdn paralelas: y por ser EX pa- \\

b 2. VL.

‘puede ser , por suponerse paralelos: AS CS :
-luego las re&tas EF , GH continuadas EN N
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dcia la EG : contindense 4cia FH,y encuéntrense en K. Esta.n-
do, pues, la EFK en el plano AB, en

el mismo estardn todos sus puntos: pe- ) &

ro K es uno de los puntos de EFK:
luego K estard en el plano AB: por
la misma razon K estard en el plano - o
CD : luego los planos AB, CD con- B| - D.
tinuados se encontrarian, lo que no ’

) .
1

no se encontrardn écna FH: semejan-

-temente se demuestra, que continuadas tampoco se encontrarau

d4cia EG: es asi que las lineas, que estando en un mismo plano.
continuadas nunca se encuentran, son paralelas: luego EF serd

paralela 4 GH. Por consiguiente si dos planos, &c. L. Q. D. D.

PROP. XVII. TEOR.

I dos reftas se cortan por planos paralelos; queda-
ran divididas en una misma razon. :

Dividanse las dos rectas AB, CD por los planos paralelos GH,
KL, MN en los puntos A,E, B; C,F,D. Digo, quela re &a
AE serd 4 la EB, como CF 4 FD

Tirense AC, BD » AD, y encuentre AD al plano KL en el'
punto X,y tirense EX XF. Dividiendo,

pues, el plano EBDX 4 los dos pla- A C 7“
nos paralelos KL, MN, sus comunes & —4
secciones EX , BD serzin paralelas 3 : N
por la misma razon dividiendo el pla-

no AXFC 4 los dos planos paralelos __L

GH,KL, sus comunes secciones AC, K[ Er‘——-—\ﬁ\F /

ralela al lado BD del tridngulo ABD, - N
seri AE 4 EB, como b AX 4 XD: / B D /T
ademas de esto por ser XF paralela
al lado AC del tnangulo ADC, serd AX 4 XD, como CF 4 FD:

€s
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esasi que ya se demostr6 ser AX 4 XD, como AE 4 EB: luego

AE serd 4 EB, como < CF 4 FD, Por consiguiente si dos
reftas, &c. L. Q. D. D. ~ ,

PROP. XVIIL. TEOR:

I una re@a es perpendicular 4 un plano ; todos los
\J planos , que pasen por ella ; serdn perpendiculares
al mismo plano. ' B

Sea la re&a AB perpendicular al plano CK. Digo, que serdn
tambien perpendiculares al mismo plano todos los planos, que
pasen por AB. .

Pase por AB el plano DE, y sea CE la comun seccion dé
dichos planos, y témese en CE qualquier punto F, en el qual
tirese en el plano DE la FG perpendicular 4 CE : siendo , pues,
‘AB perpendicular al plano CK, lo ser4 2 tambien 4 todas las re&tas,
que la tocan, y estdn en el mismo pla: : «
no, por consiguiente 4 CE : luego el 4n- D G A H

gulo ABF serd re@o: pero tambien lo

es GFB : luego AB serd paralela 4 :
FG b: pero AB es perpendicular al K
plano CK : luego FG serd perpendicu- \
lar < al mismo: es asi que un plano es

perpendicular 4 otro , quando las retas C -  F B E
tiradas en uno de ellos perpendicula-

res 4 la seccion comun ‘son perpendiculares al otro plano 4: y ya
se demostré, que FG tirada en el plano DE perpendicular 4 Ia
seccion comun CE es perpendicular al plano CK: luego al mis*
'mo serd perpendicular el plano DE: del mismo modo se puede
demostrar, que todos los planos que pasan por AB, son per-
pendiculares al plano CK. Por consiguiente si una, &c. L.Q.D. D.

PROP.

cir. V.

A

b 28¢ Io

c 8. XI,

d 4. Def,
XI.



. perpendicular 2 al plano ADC: semejantemente

‘ DAB , es evidente, que la suma’ de dos qualesquiera sena mayor

206 ELEMENTOS DE EUCLIDES.
| PROP. XIX. TEOR.

I dos planos, que miituamente se cortan, son per-
pendiculares 4 otro; serd tambien perpendicular al
mismo plano la comun seccion de entrambos,

- Sean los dos planos AB, BC, que miituamente se cortan per-
pendlculares al plano ADC; .3 y BD su comun seccion. Digo,que
BD serd perpendicular al plano ADC.

" Porque si no lo fuése ; en el punto D tirese en B
el plano AB la DE perpendicular 4 lare&a AD,

y en el plano BC la DF perpendicular 4 CD 5y
siendo el plano AB perpendicular al ADC,y | E
habiéndose tirado en el plano AB la DE per-
pendicular 4 la comun seccion AD ) sera DE

se demuestra ser DF perpendncular al plano D
ADC: consiguientemente en el mismo punto D A C
se habrian tirado 4cia la misma parte dos retas '
perpcndlculares al plano ADC ; lo qual es imposible b : Iuego
no se tirard en el punto D otra re&a perpendicular al plano ADC,
fuera de la DB comun seccion de los planos AB, BC: luego
DB ser4 perpendicular al plano ADC. Por consxguleme si dos,
& L.Q.D.D.

PROP. XX. TEOR.

I un dngulo sélido estd contenido por tres dngulos
planos ; la suma de dos qualesquiera serd mayo:
que el otro.

Esté el 4ngulo sélido A contenido por los tres 4ngulos planos
BAC, CAD, DAB. Digo, que la suma de dos qualesquiera de
ellos serd mayor que el otro.

Porque si fuesen entre si iguales los 4dngulos BAC , CAD,

que
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§ue el otro: pero si no fuesen iguales, sea BAC no menor que
uno, y otro, y mayor que el DAB;y sobre la reta AB en el
punto A constriyase el dngulo BAE igual 2 al DAB en el
plano, que pasa por BA, AC: témese AE igual 4 AD, y BEC
tirada por E divida las re&as AB, AC en los puntos B, C, y
tirense BD, DC: siendo, pues, DA igual 4

AE, y AB comun, las dos DA, AB serdn D
iguales 4 las dos EA »AB,yel éngulo DAB

igual al BAE: luego fa base DB seré igual b

4 la BE ;y siendo BD, DC mayores ¢ que CB,

de las quales DB se ha demostrado ser igual / ~
4 BE, la otra BC ser4 mayor que la otra g E C
EC, y por ser DA igual 4 AE, AC comun,

y la base DC mayor que la EC serd el dngulo DAC mayor d
que el EAC: es asi que el éngulo DAB es por construccion
igual al BAE: luego los 4dngulos DAB, DAC serdn mayores
que el BAC: pero BAC no es menor que uno, y otro de los
DAB, DAC: luego la suma del BAC,y de uno de ellos serd maa
yor que el otro. Por consiguiente si un, &c. L. Q. D.D. i

PROP XXI. TEOR.

l A suma de todos los dngulos planos , que contienen
un dngulo solido , es menor que quatro rectos.

1.0 Esté contenido el 4ngulo sélido A por tres dngulos planos
BAC,CAD, DAB. Digo, que la suma de estos
éngulos sér4 menor que quatro re&tos. D
Témense en cada una de las lineas AB,
AC, AD qualesquiera puntos B,C, D y ti-
rense BC,CD, DB: halléndose » pues, el 4n- A
gulo sélido B contemdo por tres éngulos pla- ‘
nos CBA , ABD, DBC, lasuma de dos qua- g- C
lesquiera serd mayor 2 que el otro: luego la
suma- de- los dngulos CBA , ABD serd mayor que el 4ngulo
DBC: por la misma razon la suma de los 4dngulos BCA , ACD
serd mayor que el 4ngulo DCB, y la de los CDA , ADB ma-
: yor

323 I

bs4.L

€201,

d 25 1.

" a20. XI,
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yor que el BDC: luego la suma de los seis 4ngulos CBA ," ABD,

‘BCA, ACD, CDA , ADB ser4 mayor que la suma de los tres

dngulos DBC, BCD, CDB: es asi que la suma de los tres DBC,

BCD, CDB esigual b 4 dos reGos: luegola . "

suma de los seis 4ngulos CBA, ABD, BCA, D

ACD, CDA, ADB serd mayor que dos rec-

tos: y siendo la suma de los tres dngulos de

cada uno de los tridngulos ABC, ACD, ADB

igual 4 dos reftos, serd la suma de los nueve

éngulos CBA, BAC, ACB, ACD, CDA, g C

DAC, ADB, DBA, BAD de los tridngulos

igual 4 seis retos; de los quales la suma de los seis 4dngulos

CBA, ACB, ACD, CDA, ADB, DBA es mayor que dos

reCtos : luego la suma de los otros tres dngalos BAC, CAD,

DAB, que contienen el 4dngulo sélido, serd menor que quatro

re&os. ‘

2.9 Esté el dngulo sélido A contenido por qualquier nimero

de dngulos planos BAC, CAD, DAE, EAF, FAB: la suma de

todos ellos ser4 menor que quatro retos. : o
Encuentre algun plano 4 los planos, en que estdn los 4ngulos,

y sean sus secciones comunes con estos planos las re&as BC, CD,

DE, EF, FB: estando, pues, el dngulo sé- '

lido B contenido por los tres dngulos pla- A

nos CBA, ABF,FBC, la suma de dos quales-

quiera serd mayor ¢ que el otro: luego la su-

ma de los 4ngulos CBA, ABF serd mayor F

que el dngulo FBC: por la misma razon la B

suma de los dos 4ngulos planos terminados ‘

en qualquiera de los puntoesC,D,E,F,los ¢ E

quales estdn en las bases de los tridngulos,

cuyo vértice comun es A, serd mayor que D

el otro dngulo en el mismo punto, el qual es el 4ngulo del

poligono BCDEF : luego la suma de todos los 4ngulos , que estdn

en las bases de los tridngulos , serd mayor que todos los 4ngulos

del poligono: siendo, pues, la suma de todos los 4ngulos de los

tridngulos igual al duplo de tantos re&os, quantos son los tridn-

gulos 43 esto es quantos son los lados del poligono BCDEF, y

. ’ 1

a
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Ia suma de todos los 4ngulos del poligono juntos con quatro rec-

tos tambien igual al duplo de tantos re&os, quantos son los lados

del poligono ¢, serd la suma de todos los dngulos de los tridn- . ;. cor,
gulos igual 4 la de todos los 4ngulos del poligono juntos con 2. L
quatro reGos: pero ya se demostré, que la suma de todos los 4n-

gulos, que estdn en las bases de los tridngulos, es mayor que la

de todos los 4ngulos del poligono: luego la suma de los otros
4ngulos de los tridngulos , es 4 saber de los que contienen el 4n-

gulo sélido A , serd menor que quatro reGos. Por consiguiente la

suma , &c. L. Q.D.D. : .

‘PROP. XXII. TEOR.

I tres dngulos planos , siendo la suma de dos qua-
_ ) lesquiera mayor que el otro, se hallan contenidos
por reCtas iguales ; se podra construir un triangulo de
las lineas, que juntan dichas rectas.

Sean tres 4ngulos planos ABC, DEF, GHK contenidos por
1as re@as iguales AB, BC, DE,EF, GH, HK, siendo la suma de
dos qualesquiera de ellos mayor que el otro;y tirense las lineas AC,
DF, GK. Digo, que se podrd construir un tridngulo de reQas
iguales 4 AC, DF, GK 5 esto es que la suma de dos qualesquiera
serd mayor que la otra,

AN,,/G/\M K

Porque si los 4ngulos B, E, H son iguales, tambien lo serdn a
1as lineas AC, DF , GK, y la suma de las dos mayor que la otra;

y si no, sean desiguales los dngulos, que concurren en dichos
| o pun-

a4 L
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puntos, y no sea el 4ngulo B menor que uno, y otro de los E,
y H: luego la re&a AC no serd menor que una, y otra de las
DF, GKb: y es evidente, que la suma de AC, y de una de
las DF, GK es mayor que la otra. Digo, que tambien la suma
de DF, GK serd mayor que AC. Constriyase ¢ sobre el punto
B la re€ta AB en el 4ngulo ABL igual al GHK, y témese BL
igual 4 una de las AB,BC, DE,EF, GH, HK, y tirense AL,

A /E\ /H\

LC. Siendo, pues,las dos AB, BL respe&ivamente ig'uales 4 las

dos GH,HK, y conteniendo 4ngulos iguales, la base AL serd
- igual 4 4 la base GK: y por ser los dngulos E, H mayores que

el ABC, de los quales el GHK es igual al ABL, serd el 4n-
gulo E, mayor que el dngulo LBC; y siendo las dos LB, BC
respeCtivamente iguales 4 las dos DE, EF, y el dngulo DEF
mayor que el LBC, serd la base DF mayor ¢ que la LC: es
asi que ya se demostré la igunaldad de GK 4 AL : luego DF,GK
seran mayores que AL, LC: pero AL, LC son mayores que
AC f: luego la suma de dos qualesquiera de las re€tas AC, DF,
GK serd mayor que la otra: y por consiguiente se podrd cons-
truir un tridngulo de re&as iguales ¢ 4 AC, DF, GK. L.Q.D.D.

PROP. XXIIIL - PROBL.

CONSTRUIR un dngulo solido de tres dngulos pla-
nos dados , de los quales la suma de dos quales-
quiera sea mayor que el otro, y la suma de todos me-

nor que quatro rectos. :
: Sean
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Sean tres dngulos planos dados ABC, DEF, GHK, de Ios
quales la suma de dos qualesquiera sea mayor que el otro, y la
suma de los tres menor que quatro re&os, y hdyase de cons-
truir un dngulo s6lido de tres dngulos iguales 4 los ABC,
DEF , GHK. -
" Cértense iguales las lineas AB , BC, DE, EF,GH, HK, y -
tirense AC, DF , GK: luego se podrd construir 2 un tridngulo a2z, XI.

B | H

A ¢ G K
,D‘ F

de reQas iguales 4 AC, DF, GK: constriyase b, pues , el b2a.I
LMN, de manera que AC sea igual 4 LM, DF 4§ MN, y GK
4 NL 5y circunscribase < al tridngulo LMN un circulo LMN, ¢ s5.1v.
y sea su centro X, el qual estarA dentro del tridngulo LMN,
6 en uno de sus lados, 6 fuera.

I° Supdngase dentro, y tirense LX, MX, NX. Digo, que
AB sera mayor que LX; porque 4 no ser asi, AB seria igual
4 LX, 6 menor que ella. Sea primeramen-
te igual: siendo, pues, AB igual 4 LX,
AB 4 DC,y LX 4 XM, las dos AB,
BC serdn respeCtivamente iguales 4 las
dos LX , XM : pero la base AC se su-
pone igual 4 la LM : luego el dngulo
ABC ser4 igual d al LXM : por la mis-
ma razon el 4ngulo DEF serd igual al
MXN, y el GHK al NXL : luego la su-
ma de los tres 4ngulos ABC, DEF, GHK
serd igual 4 la de los tres LXM, MXN, NXL : es asi que la
suma de LXM, MXN, NXL es igual ¢ 4 quatro refos : luego ¢ 2. Cor.
tambien la suma de los tres ABC, DEF, GHK seria igual 4 15- L

02 qua;
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~quatro re&os; lo qual es absurdo, por haberse supuesto menor
~ que quatro retos: luego AB no serd igual 4 LX ; ni tampoco

har L

*20. 1,

menor ; pues si lo fuese , sobre la reGta LM 4cia la parte, en
que estd el centro X, constriyase el tridngulo LOM , cuyos la-

. dos LO, OM sean iguales 4 los AB, BC ; y siendo la base LM
. igual 4 la AC, serd el dngulo LOM igual al ABCg: pero se

ha supuesto la re@a AB, esto es LO menor que LX: luego LO,
MO caerdn dentro del tridngulo LXM , porque si ajustdran 4
los LX , XM, 6 cayesen fuera, serian R
iguales, 6 mayores que LX , XM b: lue-
go el dngulo LOM, esto es ABC, serd
mayor que el LXM h: de la misma ma-
nera se demostrard ser el dngulo DEF
mayor que el MXN, y el GHK mayor
que el NXL: luego la suma de los tres 4n-
gulos ABC, DEF, GHK seria mayor que
Ia de los tres LXM ; MXN, NXL, esto
es que quatro re(tos, lo qual es absur- .
do ; pues se supone la suma de los dngulos ABC, DEF, GHK
menor que quatro reos : luego AB no serd menor que LX ; y
y4 se demostré , que tampoco es igual : luego AB serd mayor
que LX, '

IL° Pero supéngase el centro del circulo en uno de los la-

‘dos del tridngulo, es 4 saber en MN, R

sea X,y tirese XL. Digo, que AB se-

rd mayor que LX; pues 4 no ser asi, 1L

seria igual , 6 menor: sea primeramente

igual : luego la suma de las dos AB,

BC, esto es DE, EF, serd igual 4 las

dos MX , XL, esto es 4 MN ; pero MN M N

se supone igual 4 DF: luego la suma

de DE, EF serd igual 4 DF, lo que

es imposible *: luego AB no serd igual :

4 LX: ni tampoco menor , pues se seguiria mucho mayor ab-

surdo: luego serd mayor AB que LX. |
11> Siel centro X del circulo cae fuera del tridngulo LMN,

y se tiran LX , MX, NX, tambien AB serd mayor que LX;

: pues
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pues 4 no serlo, seria igual, 6 menor. Sea primeramente igual;
y se demostrard , como en el primer caso, la igualdad del 4n-
gulo ABC al MXL y del GHK al LXN : luego MXN total
serd igual 4 la suma ’de los dos ABC, GHK: es asi que la su-
ma de ABC, GHK es mayor que DEF luego tambien MXN
ser4 mayor que DEF: siendo, pues, la suma de las dos DE,
EF igual 4 la de las dos MX, XN,yla baseDFxgualéla

B H
' P
B
A< /\ G K

D F
MN , resultard el 4ngulo MXN igual i al DEF ;lo qual es ab-
surdo, pues se demostré mayor : luego AB no serd igual 4 LX:
tampoco es menor, porque si lo fuese , resultaria , como se de-
mostré en el primer caso, el dngulo ABC mayor que el MXL,
y el GHK mayor que el LXN : constriilyase sobre la refta BC
en el punto B el dngulo CBP igual al GHK, témese BP igual
4 HK, y tirense CP, AP; y siendo CB
igual H GH, las dos CB BP serdn igua- R
 les 4 las dos GH, HK, y contendrén 4n-
gulos iguales ; consngulentemente la base
CP serd igual 4 1a GK, 64 la LN: y
siendo en los trléngulos isésceles ABC,
MXL el dngulo ABC mayor que el MXL,
serd el dngulo MLX en la base mayor M \ N
que el dngulo ACB k en la base: por
1a misma razon, siendo el dngulo GHK,
esto es el CBP mayor que el LXN, tam-
bien XLN serd mayor que BCP : luego
el total MLN serd mayor que el total ACP: y por ser las dos
ML, LN iguales 4 las dos AC,CP, y el 4ngulo MLN mayor

03. que

ls- Io

k32. 1.
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que el ACP, serd tambien la base MN mayor ! que la AP:
es asi que MN es igual 4 DF: luego DF serd tambien mayor
que AP : siendo , pues, las dos DE , EF respe@ivamente igua-
les 4 las dos AB, BP, y la base DF mayor que la AP, se-
r4 el dngulo DEF mayor m que el ABP: pero el ABP es igual
4 los ABC, CBP, esto es 4 los ABC, GHK : luego DEF serd
mayor que ABC, GHK ; lo qual es imposible, por ser menor:

B | H

A C G K
D )

‘no serd , pues, AB menor que LX ; y antes se demostré no ser

n 12.XI.

g{i.Def.

p4r- L

igual : luego AB serd mayor que LX.
- Tirese del punto X la XR perpendicular n al plano del circu-
lo LMN ;y habiéndose demostrado en todos casos ser AB ma-
yor que LX, témese RX tal , que su quadrado sea igual al ex-
ceso del quadrado de AB sobre el de LX , y tirense las lineas RL,
RM, RN: siendo, pues , RX perpendicu-
lar al plano LMN del circulo , tambien
lo serd o 4 qualquiera de las LX, MX,
NX: y por ser LX igual 4 XM,y XR
comun, y perpendicular , serd la base
RL igual 41a RM: por la misma razon
RN serd igual 4 las dos RL, RM: lue-
go las tres RL , RM, RN serdn iguales
entre si:y porque se ha supuesto el qua-
drado de XR igual al exceso del quadrado
de AB sobre el de LX, resultard el quadra-
do de AB igual 4 losde LX ,XR: pero . :
el quadrado de RL es igual P 4 los de LX, XR, por ser refto
cl dngulo LXR: luego el quadrado de. AB serd igual al de RL,

Y
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y por tanto AB igual 4 RL : pero cada una de las BC, DE,
EF, GH, HK es igual 4 AB;y las dos RM, RN son igua-
les 4 RL : luego qualquiera de las AB, BC, DE, EF,
GH, HK serd igual 4 qualquiera de las RL, RM, RN: y sien-
do las dos RL, RM iguales 4 las dos AB, BC, y la base LM
igual 4 la AC, serd el dngulo LRM igual al ABC: por la mis-
ma razon el dngulo MRN serd igual al DEF , y el NRL al
GHK. Por consiguiente se ha construido el dngulo sdlido R, de
Yos 4ngulos planos LRM, MRN , NRL iguales 4 los tres dngulos
dados ABC, DEF, GHK. L.Q.D. H. :

PROP. A TEOR.

I dos dngulos solidos se hallan ambos contenidos

por tres dngulos planos respedtivamente iguales en-
tre- si ; los planos , en que se hallan los dngulos iguales,
estardn semejantemente inclinados uno a otro.

Sean los dos 4dngulos sdlidos A, B, y esté contenido el 4n~
gulo A por los tres éngulos planos CAD, CAE, EAD; y el
dngulo B por los tres dngulos planos FBG FBH HBG de
los quales el dngulo CAD es igual al FBG, el CAE al FBH
v el EAD al HBG. Digo, que los planos, en que se hallan los
dngulos iguales , estardn seme-

Jantemente inclinados uno 4 otro. A B

Témese en la reGta AC qual-
quier punto K, de donde tiren-

se en el plano CAD lare@aKD, K M
y en el plano CAE la re@ta C DE
KL perpendiculares 4 AC: lue- E o G

go el 4ngulo DKL serd la in-

clinacion del plano CAD al CAE 2. En Ia re&ta BF témese BM

igual 4 AK; y del punto M tirense en los planos FBG, FBH

las re&tas MG, MN perpendiculares 4 BF: luego el éngulo GMN

serd la inclinacion del plano FBH al FBG 2: tirense LD, NG.

Siendo en los tridngulos KAD , MBG iguales los dngulos KAD
. 04 ' MBG

a 6. Def,
XI,
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o plano CAD al FBG, colocado el punto A en'B, y la re@a
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MBG, como asimismo los AKD, BMG , por ser ambos reQos;
y siendo los lados AK, BM, adyacentes 4 dngulos iguales, igua-
les entre si, serd KD igual 4 MG,y AD 4 BG b: por la mis-
ma razon en los tridngulos KAL, MBN serd KL igual 4 MN,
y AL 4 BN : pero queda demostrado, que en los tridngulos LAD,
NBG las dos LA, AD son res-

peQivamente iguales 4 las dos A B
NB, BG, y contienen dngulos

iguales : luego la base LD serd

igual ¢ 4 la NG : dltimamente K M

en los tridngulos KLD , MNG C D

las dos DK, KL son iguales 4 g @
los dosGM, MN,y la base LD

4 la NG : luego el dngulo DKL serd igual d al GMN; pero el
dngulo DKL es la inclinacion del plano CAD al plano CAE, y
el dngulo GMN 1la inclinacion del plano FBG al plano FBH:
luego los planos de los 4dngulos iguales CAD, FBG estdn seme-
jantemente inclinados 4 los de los dngulos iguales CAE, FBH
respectivamente ¢, Del mismo modo se demuestra , que los dem4s
planos, en que se hallan dngulos iguales, estdn semejantemente
inclinados uno 4 otro. Por consiguiente si dos , &c. L. Q.D,D.

PROP. B. TEOR.~ .
I dos dngulos solidos se hallan ambos contenidos poe
tres dngulos planos respectivamente iguales entre

si, y semejantemente colocados ; serdn entre si iguales.

Sean los 4ngulos sélidos A , B; y esté contenido el dngulo A
por los tres dngulos planos CAD, CAE, EAD; y el dngulo
B por los tres FBG, FBH, HBG, de
los quales CAD es-igual 4 FBG, CAE A B

4 FBH, y EAD 4 HBG. Digo, que
el dngulo sélido A serd igual al dngu-
lo sdlido B. \
. ' H
Porque aplicado el 4ngulo sélido A ¢ EVF G

al B, y primeramente aplicado el dngu- D

AC
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AC sobre BF ;1a reGta AD se ajustard 4 la re@a BG, por ser
el 4ngulo CAD igual al FBG : siendo, pues, la inclinacion del
plano CAE al CAD igual 4 la inclinacion del plapo EBI-I al
FBG 2,y ajustando el plano CAD al FBG, tambien ajustard
el plano CAE al FBH, y por tanto la re@ta AE se ajustard 4
Ja BH , por ser el dngulo CAE igual al FBH: es asi que y4
se demostré , que la re®a AD se ajusta 4 la BG ; por consi-
guiente el plano EAD se ajustard al HBG : luego el dngulo so-
lido A se ajustard al dngulo sélido B, y serdn entre si igua-
lesb, L.Q.D.D.

PROP. C. TEOR.

AS figuras solidas contenidas por igual mimero de
planos semejantes’, ¢ iguales , semejantemente co-

locados , y cuyos dngulos solidos estin comprehendidos

por salos tres dngulos planos , son iguales , y semejan-
tes ‘entre sL - : '

Sean las figuras sélidas AG, KQ contenidas por igual néimero
de planos semejantes, é iguales,y semejantemente colocados ; sea el
plano AC semejante , € ignal al KM, el AF al KP, el BG al LQ,

el GD al QN, el DE al NO, y finalmente el FH al PR. Di~

go, que la figura sdlida AG
serd igual , y semejante 4 H G R Q
1a KQ.

Porque estando el 4ngulo * E F 0
solido A contenido por los D Cl N M
tres 4ngulos planos BAD, , 4
BAE,EAD, que son por hi- A B K L’
pétesis respetivamente igua-
les 4 los 4ngulos planos LKN , LKO, OKN, que contienen el
dngulo sélido K, resultard el 4ngulo sélido A igual 2 al dngu-
Io solido K. : semejantemente se demostrard, que los demds 4n-

P

aAx.11,

b8.Ax.I,

a B. ch

gulas sélidos de las figuras son iguales entre si : luego aplica~

da la figura sélida AG 4 la KQ, y aplicada primeramente la fi-
gura plana AC 4 la KM, esto es colocada la re&a AB sobre
, KL,
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KL, las figuras AC, KM se ajustardn, por ser: lguales, Y se-
me_]antes luego las reCas AD, DC, CB se ajustardn respeti-
vamente 4 las KN, NM, ML ; los puntos A,D,C,B4 los
K,N,M, L,y el éngulo sohdo A alKb: consngunentemente
se ajustardn los planos AF, KP, y las ﬁguras AF , KP, por .
ser iguales, -y semejantes entre si: luego las retas AE, EF,
FB se ajustardn 4 las re&tas KO, OP, PL, y los puntos E
F 4 los O, P: semejantemen-

te se demostraré que la i- ¥ G R Q

ra AH se a usta con la
lg(uR 5 lareta DEJI con la rec- E_ F o P
ta NR, y el punto H con D Cl N M
el R: y siendo el 4ngulo \ SN
solido B igual al L, se de- A. B K L

mostrard de la misma suer-

te, que la figura BG se ajusta con la LQ; la re®a CG con
la MQ; y el punto G con el Q. Ajustindose , puesy todos los
planos , y lados de la figura sélida AG 4 los planos , y la-
dos de Ia figura sélida KQ, serd AG igual, y semejante 4 KQ.
Asimismo se demuestra , que qualesqmera otras figuras s6lidas,
tjue estén contenidas por igual nimero de planos semejantes, ¢é
iguales, semejantemente colocados , halldndose contenidos sus 4n-
gulos sdlidos por solos sus éngulos planos, serdn iguales, y se-
mejantes entre si. L. Q. D. D.

PROP. XXIV. TEOR.
I un sélido estd contenido por seis planos paralelos;
sus planos opuestos serdn paralelogramos semejan-
tes iguales.

Supdngase el s6lido CDGH contenido por los planos parale-
los AC,FG; BG, CE; FB, AE. Digo, que sus planos opuestos
serdn paralelogramos semejantes ¢ iguales. - -

Porque cortando el plano AC 4 los dos planos paralelos BG,
CE , sus comunes secciones serdn paralelas a: luego AB serd pa-
ralela 4 CD: ademas cortando el ‘mismo plano AC 4 los dos
planos BF, AE, resultardn sus comunes secciones paralelas 2 :

lue-
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luego AD ser4 paralela 4 BC: pero ya se demostré ser AB paralela
4 CD : luego AC serd un paralelogramo:
semejantemente se demuestra , que cada B H

una de las figuras CE , FG, GB, BF , AE AS—
es un paralelogramo. Tirense AH ’ DF: — G
por ser AB paralela 4 DC, y BH é CF, :
resultardn las dos reGas AB, BH, que se C : Iy
tocan, paralelas, y en dnferentes planos de

las dos DC, CF , que se tocan ; consiguien- D - E

temente contendrén 4ngulos xguales b: lue-

go el dngulo ABH serd igual al DCF : y siendo las dos AB, BH
iguales 4 las dos DC, CF, y el 4ngulo ABH igual al DCF, serd la
base AH igual 4 la DF Y el tridngulo ABH igual < al DCF : es
asi que ¢l paralelogramo BG es duplo 4 del tridngulo ABH, y
el paralelogramo CE duplo del tridngulo DCF : luego el parale-
logramo BG serd igual, y semejante al paralelogramo CE: se-
mejantemente se demuestra ser el paralelogramo AC igual, y
semejante al GF; y el AE al BF. Por consxgunente si un, &c.

L.Q.D.D.
_PROP. XXV. TEOR.

SI un paralelepipedo se corta por un plano paralelo
a dos opuestos ; los segmentos estardn entre si en la

razon de sus bases.

- -Este dividido el paralelepipedo ABCD por el plano EV para-
lelo 4 los planos opuestos AR, HD. Digo, que los segmentos

X B G I
P ISR INVISNDINUIN 70

z
L K| |Al [El|H||M|N

| 0 Y FCQ S
ABFV , y EGCD estardn entre si en la razon de sus bases
AEFY, EHCF. . T '

Pro-

b 10. XI.

c4. L
d 34. L
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. Prolénguese por ambas partes AH, y témense quantas partes
se quieran HM , MN iguales 4 EH, y otras AK, KL iguales 4
EA ; complétense los paralelogramos LO,KY,HQ, MS, y los
solidos LP, KR, HU, MT. Siendo, pues, las reGas LK, KA,
AE entre si iguales, tambien serdn iguales 2 entre si los para-
lelogramos LO, KY, AF : como asimismo iguales entre si los
paralelogramos KX, KB, AG ; y tambien iguales entre b si los
paralelogramos LZ, KP, AR ; por ser opuestos: por la misma
razon serdn iguales 2 entre si los paralelogramos EC, HQ, MS;
como asimismo iguales entre si los paralelogramos HG, HI, IN;
y tambien b los HD, MU, NT : luego los tres planos del séli-
do LP serdn iguales, y semejantes 4 los tres planos del sélido
KR, y tambien del sélido AV : es asi que los tres son iguales,
y semejantes 4 los tres opuestos , y ninguno de sus dngulos s6li-

X B G I

——

P INR [NV U1

'/
LKl Al [E| H [ M/N

O Y F CQ S

dos se halla contenido por mas de tres 4ngulos planos: luego
los tres sélidos LP, KR, AV serdn iguales ¢ entre si : por la
misma razon serdn tambien iguales entre si los tres solidos ED,
HU , MT : luego quan multiplice sea la base LF de la AF, tan
multiplice serd el s6lido LV del sdlido AV : por la misma razon
quan multiplice sea la base NF de la HF , tan multiplice serd el
s6lido NV del ED ; y segun sea la base LF igual , mayor, 6
menor que la NF ; serd tambien el sélido LV igual ¢, mayor, 6
menor que el sélido NV : luego dadas quatro cantidades, es 4
saber las dos bases AF, FH, y los dos sélidos AV, ED, se han
tomado la base LF, y el sélido LV qualesquiera equimultiplices
de la base AF , y del sélido AV ; como asimismo la base FN, y
el sélido NV qualesquiera equimultiplices de la base HF , y del
s0lido ED: es asi que ya se demostr6, que segun sea la base LF

ma-
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- mayor , igual , 6 menor que la FN, tambien el sélido LV serd
mayor , igual, 6 menor que el NV': luego el sélido AV serd al
ED, como la base AF 4 la FH. Por consiguiente si un paralele-
pipedo, &c. L.Q.D. D.

PROP. XXVI. PROBL.

EN un punto dado de una reéta dada construir un
dngulo solido igual 4 otro dado contenjdo por tres
dngulos planos.-

Sea l1a re@a dada AB, A el punto dado enella,y D el 4n-
gulo sélido dado contenido por los dngulos planos EDC , EDF,
FDC ; y hdyase de construir en el punto A de la re@ta AB un
éngulo solido igual al D.
Témese en la re&a DF qualquier punto F , de donde tirese al
plano, que pasa por ED, DC la perpendlculat FG a, que en- am. XI
cuentre al plano en el punto
G ; tirese DG ; y sobre la A D
re&a AB en el punto dado A
constriyase el dngulo BAL

igual al EDC, y el BAK b b23. 1.
igual al 'EDG,: témese AK B L E

igual 4 DG, y en el punto K K H G

elévese HK ¢ perpendicular E e12. X1

al plano BAL : témese KH igual 4 GF, y tirese HA. Digo, que
el 4ngulo sélido A contenido por los dngulos planos BAL, BAH,
HAL serd igual al dngulo sélido D contenido por los éngulos
planos EDC, EDF, FDC.

Toémense 1guales las re&tas AB, DE, y tirense las lineas HB,
KB, FE, GE. Siendo, pues, FG perpendicular al plano EDC,
lo seré & igualmente 4 todas las reGas, quetoca, y estdn en gd'f » Def
el mismo plano : luego ambos 4ngulos FGD FGE serdn re&os:
por la misma razon serdn tambien rectos los dos dngulos HKA,
HKB: y siendo las KA, AB respeQivamente iguales 4 las dos
GD, DE,y contemendo dngulos iguales, serd la base BK
1gual ¢ 4 1a EG: es asi que KH es igual 4 GF » ¥ contienen 4n- e 4. 1.

gu-
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gulos re&tos : luego HB serd igual f 4 FE. A mas, siendo las dos
AK, KH iguales 4 las dos DG, GF, y conteniendo dngulos rec-
tos, serd la base AH igual 4 la DF : pero AB es igual 4 DE:
luego las dos HA, AB serdn iguales 4 las dos FD, DE; es asf
que HB es igual 4 FE: luego el 4dngulo BAH serd igual g al
EDF: por la misma razon el dngulo HAL serd igual al FDC;
por lo tanto si se toman iguales AL, DC, y se tiran KL, HL,
GC, FC, siendo el dngulo total
BAL igual al total EDC, de

los quales el BAK se ha tomado

igual al EDG, serd el otro KAL

igual al otro GDC: y por ser g E
las dos KA, AL iguales 4 las N L

dos GD , DC, y contener 4ngu- G

los iguales , la base KL sgeré H E
igual f 4 la GC: pero HK es igual 4 GF: luego las dos LK,
KH serdn iguales 4 las dos CG, GF , y contendrdn 4ngulos rec-
tos: luego la base HL serd igual 4 l1a FC: ademas de esto, sien-
do las dos retas HA, AL iguales 4 las dos FD ,DC, y la base
HL 4 1a FC, serd el 4ngulo HAL igual al FDC f : siendo, pues,
los 4ngulos planos BAL , BAH, HAL, que contienen el 4n-
gulo sdlido A , respe@ivamente iguales 4 los tres 4ngulos planos
EDC, EDF, FDC, que contienen el 4ngulo sélido D, y estando
colocados semejantemente , resultard el dngulo sélido A igual h
al D. Por consiguiente en un punto, &c. L. Q.D. H.

PROP. XXVII. PROBL.

SOBRE una recta dada describir semejantemente un
paralelepipedo semejante 4 otro dado.

Sea la reta AB, y el paralelepipedo dado CD ; y hdyase de
describir semejantemente sobre AB un paralelepipedo semejante
al CD.

Constriiyase sobre la re€ta AB en el punto dado A unéngulo 2
sélido igual al 4ngulo sélido C,y que esté contenido por tres 4ngu-
los planos BAK, KAH , HAB, tales que el dngulo BAK sea igual

al
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al ECG, el KAH al GCF, y el HAB al FCE; y témese EC 4
CG, como BA 4 AK; y GC 4CF, como b KA 4 AH: serd
por 1gualdad EC 4 CF como < BA é AH: complétense el pa-
ralelogramo BH, y el sélndo AL. Siendo, pues, EC 4 CG, co-
mo BA 4 AK, los lados ,que comprehenden 4 los 4ngulos 1guales
ECG , BAK, son propor-
cionales : luego el paralelo- L

amo BK serd semejante al H
paralelogramo EG : por la = M D
misma razon el paralelogra- '
mo KH serd semejante al GF,
y el HB al FE: luego lostres K G
paralelogramos del sélido AL A B C E
serdn semejantes 4 los tres
del sélido CD: pero los tres son semejantes, ¢ iguales ¢ 4 los
tres opuestos : y siendo los dngulos planos, que contienen los 4n-
gulos sélidos de las figuras solidas iguales entre si, y estando
semejantemente colocados , serdn tambien los dngulos sélidos

br2.VI,
€23. V,

—_

d 24, XI.

iguales ¢ entre si: luego el sélido AL serd -semejante f al CD. e B. XI.

Por consiguiente sobre la re&ta dada AB se ha descrito el parale-
lepipedo AL semejante,, y semejantemente puesto al CD. L.Q.D.H.

PROP. XXVIII. TEOR.

SI un paralelepipedo se corta por un plano , que pase
por las diagonales de dos planos opuestos ; quedard

dividido en dos partes iguales.

Sea el paralelepipedo AB, y DE, CF las dlagonales de dos
planos opuestos AH, GB, las quales estdn ti~ C B
radas de los éngulos lguales de los paralelo- , .
gramos AH, GB. Siendo las dos CD, FE G
paralelas 4 GA, y estando en dnferentes pla-
~ nos, serdn CD, FE paralelas 2 entre si: con-
sxguxentemente Tas diagonales CF, DE esta- |D H
rdn en el plano, en que se hallan las parale-~
las , y lo serdn b enwe si. Digo, que el A E

pla- |

F

fu Def.,

aq.XI.

b16.XI,
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plano CDEF cortard en dos partes iguales al sélido AB.

Porque siendo el tridngulo CGF igual al CBF , y el DAE al
DHE c, y el paralelogramo CA igual d al BE, por ser opuesto,
y el paralelogramo GE al CH, resultard el
prisma contenido por los tridngulos CGF, C_ B
DAE,y por los tres paralelogramos CA , GE,
EC, igual al prisma contenido por los dos F
tridngulos CBF , DHE, y por los tres para--
lelogramos BE , CH, EC ¢: pues estdn con- |
tenidos por igual nimero de planos semejan-
tes, é iguales, y semejantemente colocados, A E
y por hallarse cada uno de sus dngulos s6- |
Yidos contenidos por solos tres dngulos planos: luego el sélido
AB total quedard dividido en dos partes iguales por el plano
CDEF. L.Q.D.H. ,

H

PROP. XXIX. TEOR.

I OS paralelepipedos, que tienen una misma base, y
altura , y cuyas reftas insistentes estdn en unas
mismas re@as , son iguales entre si.

Tengan Ia misma base AB los paralelepipedos AH, AK, y
una misma altura ; y las reQas insistentes AF , AG, LG, LN,
CD, CH, BH, BK estén en las mis-

mas re@as FN, DK. Digo, que el s6- D H K
lido AH ser igual al sélido AK. F G ~ \N
Primeramente tengan los paralelo- <« y

amos DG, HN opuestos 4 1a base C

.gArB el lado comun HG. Cortando, pues, Zd AN
el plano AGHC al sélido AH por A L :
las diagonales AG, CH de los planos opuestos ALGF, CBHD,
quedard dividido 2 en dos partes iguales : luego el sblido
AH serd duplo del prisma contenido por los tridngulos ALG,
CBH: por la misma razon cortando el plano LGHB al sélido
AK por las diagonales LG, BH de los planos opuestos ALNG,

CEBKH,
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CBKH , serd el sélido AK duplo del prisma contenido por
los tridngulos ALG , CBH : luego el solido AH serd igual al
solido AK. ,

Pero supongamos , que los paralelogramos opuestos 4 la base,
‘es 4 saber DM, EN , no tengan lado comun : siendo, pues,
CH, CK dos paralelogramos, CB serd igual b 4 las dos reftas b 34.1.
DH, EK: luego DH serd igual 4 EK: aiddase , 6 quitese HE
comun, y resultar4 DE igual 4 HK ; consiguientemente el tridn-
gulo CDE serd igual < al BHK ; y el paralelogramo DG igual ¢ 38.1.

D E HX
/NG NMNAN
LY /
C B
A L

al HN d: por la misma razon el tridngulo AFG serd igual al d36. L
LMN; el paralelogramo CF igual al BM, y el CG al BN ¢, e24.XI.
por ser opuestos : luego tambien el prisma contenido por los dos
tridngulos AFG, CDE, y por los tres paralelogramos AD,
DG, GC serd igual f al prisma contenido por los dos tridn- ¢ C, XI.
gulos LMN , BHK, y por los tres paralelogramos BM, MK,
KL : por consiguiente quitando el prisma LMNBHK del sélido,
cuya base es el paralelogramo AB, y la opuesta el paralelo-
gramo FDKN, y quitando del mismo sdlido el prisma AFGCDE,
serd el paralelepipedo residuo AH igual al paralelepipedo res-

tante AK. Por consiguiente los paralelepipedos, que tienen una
" misma base , y altura, y cuyas reftas insistentes estdn en unas
mismas retas , son iguales entre si, L.Q.D.D. -

P ' PROP.
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| PROP. XXX. TEOR.

OS paralelepipedos, que tienen una misma base, y
altura , y cuyas re€tas insistentes no estin en unas
mismas reftas , son iguales entre si.

Tengan los paralelepipedos CM, CN la misma base AB,y
la misma altura; y no estén sus re@as insistentes AF , AG, LM,
LN, CD, CE, BH, BK en unas mismas re&as. Digo, que el soli-
do CM serd igual al s6lido CN.

Prolénguense FD, MH,y NG, KE, y encuéntrense en los
puntos O, P, Q, R, y tirense las lineas AO, LP,BQ, CR. Sien-
do , pues, el plano LBHM paralelo al plano opuesto ACDF,y
estando en el plano LBHM las re@as paralelas LB, MHPQ,
y tambien la figura BLPQ;y en el plano ACDF las paralelas

AC, FDOR, y la figura CAOR, estarén las figuras BLPQ, -
CAOR en planos paralelos entre si. Semejantemente siendo el
plano ALNG paralelo al opuesto CBKE, y estando en el pla-
no ALNG las paralelas AL, OPGN; y en ¢l tambien la figura
ALPO ; como asimismo en el plano CBKE las paralelas CB,
RQEK, y la figura CBQR, estardn las figuras ALPO , CBQR
en planos entre si paralelos: luego el solido CP serd parale-
lepipedo : es asi que el sélido CM, cuya base es ACBL, y el

pa-
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paralelogramo opuesto 4 ella FDHM, es igual 2 al sélido CP,

cuya base es el paralelogramo ACBL, y el opuesto 4 é1 ORQP,
por estdr en una misma base, y estdr sus reftas insistentes AF,
AO,CD, CR ; LM, LP, BH, BQ en las mismas reftas
FR , MQ: es asi que el sélido CP es igual al CN ; por estdr en
la misma base ACBL, y estir las retas insistentes AO, AG,
LP,LN; CR,CE, BQ, BK en las mismas retas ON , RK: Iue-
go el sdlido CM serd igual al CN. Por consiguiente los para-
lelepipedos, &c. L. Q. D. D.

PROP. XXXI. TEOR.

OS paralelepipedos , que tienen iguales bases, y una
misma altura, son iguales entre si.

~ Tengan los paralelepipedos AE, CF, las bases iguales AB,
CD, y la misma altura. Digo, que el sélido AE serd igual al
solido CF. ,

Sean primeramente las re@as insistentes perpendiculares 4 las
bases AB, CD. Colbquense los s6lidos, de manera que las ba-
ses se hallen en un mismo plano, y los lados CL, LB estén di-
reCtamente : luego la re@a
LM, que insiste en el punto P F R
L, serd comun 4 los sélidos N E
AE, CF a5 y sean las otras G \4 X
reQas insistentes AG , HK, g D Q
BE ; DF, OP, CN. Prime- B
ramente sea el dngulo ALB C L
igual al CLD : luego AL, AS HT
LD estardn diretamente. Pro-
16nguense OD , HB, y encuéntrense en Q 5 y complétese el para-
lelepipedo LR, cuya base es el paralelogramo LQ , y LM una de
sus retas insistentes. Siendo , pues, el paralelogramo AB igual al
CD, serd la base AB 4 la LQ, como b la base CD 4 la mis-

ma LQ ; y cortando el plano LMEB paralelo 4 los planas opues- .

tos AK, DR al paralelepipedo AR, serd la base AB 4 la LQ,
como el segmento AE al LR ©: por la misma razon cortando
Pa el

a 29. XI.

/

a3 XI,

b7 V.

c 25.XI,
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el plano LF paralelo 4 los planos opuestos CP, BR al para-
lelepipedo CR, serd la base CD 4 la LQ, como el segmento
CF al LR: pero ya se demostré que es AB 4 LQ, como la base
CD 4 la misma LQ: luego el sélido AE serd al LR, como el
~d9.V. CF al LR: por consiguiente serd el sélido AE igual d al CF.
Supongamos ahora, que los paralelepipedos SE , CF tengan las
bases iguales SB, CD, y la misma altura, y sean las re(tas in<
sistentes perpendiculares 4 las bases ; pero puestas las bases SB,
CD en un mismo plano, de forma que CL , LB estén diretamente,
no sea el dngulo SLB igual al CLD ; ser4 tambien el sdlido SE
igual al CF. Prolénguense DL, TS, y encuéntrense en A, por
B tirese BH paralela 4 DA ; HB, y OD prolongadas se en~
contrardn en Q : complétense
los sélidos AE , LR : luego P F R
el sélido AE, cuya base es N M E
G

el paralelogramo LE, y su v | X
opuesto el AK , serd igual D Q
al sélido SE , cuya base es B
e29.XI. el LE, y su opuesto SX ¢: C S »
pues tienen la misma base AS HT

‘LE, la misma altura, y sus
reltas insistentes , es 4 saber LA, LS, BH, BT ; MG, MV,
EK, EX estin en las mismas reGtas AT , GX. Siendo, pues,
f 35. I el paralelogramo AB igual al SB f, pues tienen la misma base
LB, y estdn en unas mismas paralelas LB, AT ; la base SB serd
igual 4 la CD ; consiguientemente la base AB serd igual 4 1a CD:
pero el dngulo ALB es igual al CLD: luego, segun-lo ya de-
mostrado, el sélido AE serd igual al CF, pero se demostrdé qie
AE es ignal 4 SE : luego el sélido SE serd igual al CF. '
Ultimamente las re@as insistentes AG , HK, BE, LM ; CN, RS,
DF , OP no sean perpendiculares 4 las bases AB, CD. Digo, que
g 11. XL tambien el s6lido AE serd igual al CF. Tirense ¢ de los pun-
tos G,K, E, M; N, S, F, P perpendiculares al plano inferior
las GQ, KT, EV, MX; NY, SZ, FI, PU, y encuentren al
plano en los puntos Q ,T,V,X;Y,Z,I,U;y tirense las li-
necas QT , TV, VX, XQ'; YZ, ZI, IU, UY. Siendo , pues,
h 6. X1. GQ, KT perpendiculares 4 un mismo plano, serdn paralelas b en~
. - tre
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tre si: pero tambien lo son MG , EK : luego los planos
MQ, ET, uno de los quales pasa por MG, GQ, y otro por
EK, KT , que son paralelas 4 aquellas, y estdn en diferente
plano, serdn entre si paralelos i: por la misma razon los pla- i1s. XL
nos MV, GT serdn entre si paralelos: luego el sélido QE se-
14 paralelepipedo : semejantemente se demuestra ser el sélido

M E P F

' : '_ v S
L pegemZgL o D U%N/ |

\G
I

C R Y /AR

A HQ T

YF paralelepipedo ; pero segun lo precedente el sélido EQ

es igual al FY, pues tienen las bases iguales MK, PS, la mis-

ma altura , y son sus retas insistentes perpendiculares 4 las
'bases : pero el sélido EQ es igual k al AE, y el sélido FY al k 29. 6
'CF k, pues estdn en una misma base, y tienen Ia misma altu- 3% XI-
‘'ra: luego tambien el sélido AE serd igual al CF. Por consi-
guiente los paralelepipedos , &c. L. Q. D. D.

h PROP. XXXIIL TEOR.

l OS paralelepipedos , que tienen una misma altura,
son entre si como sus bases.

Tengan los paralelepipedos AB, CD una misma altura. Di-
g0, que el sélido AB se-
rd al CD, como la base B D K
AE 4 1a CF.
~ Apliquese sobre la rec. |3y OoOp Q
ta FG el paralelogramo FH E L F
igual al AE, de suerte que
el 4dngulo FGH sea igual 2 . ~aCor.4§.
al LCG;y complét%ge a A M C G Hyp
paralelepipedo GK, cuya base sea FH ; y sea una de las rec-

, ' ‘ - P3 tas
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b3r. XL tas insistentes FD: luego el s6lido AB serd ignal al GK b, por

c25. XL

d 28. XL

. al paralelepipedo CK ; se-

tener las bases iguales AE, FH,y la misma altura. Cortando,
pues, el plano DG, parale- _
Io é los planos opuestos, B D K

v4 la base HF 4 la FC, |§ 0 pe—R

como- ¢ el sélido HD al E L F
DC : pero la base FH es »
igual 4 la AE, yel s6- A~ M C G H

lido GK al AB: luego el -
sélido AB serd al CD, como la base AE 4 la CF. Por consie
guiente los paralelepxpedos &c. L.Q.D.D.

Cor. De aqui se mﬁere, que los prismas triangulares , y de

una misma altura son entre si como sus bases.

Tengan una misma altura los prismas, cuyas bases son los
tridngulos AEM, CFG, y sus opuestos NBO, PDQ, y com-
plétense los paralelogramos AE, CF, y tambien los parale-
lepidedos AB, CD, en el primero de los quales sea MO una
de las reltas msnstentes y en el otro GQ. Teniendo, pues, una
misma altura los paraleleplpedos AB, CD, serdn entre si como
la base AE 4 la CF: por cons1gunente los prlsmas, que son sus
mitades 4, serdn entre si, como la base AE 4 la CF, esto es co-
mo el tnéngulo AEM al CFG.

PR OP. XXXIII. TEOR.

LOS paralelepipedos semejantes estin entre si en Ia
razon triplicada de sus lados homologos.

Sean semejantes los paralelepipedos AB, CD,y el lado AE
sea homélogo al CF. Digo, que el sélido AB estard al CD en la
razon triplicada del lado AE al CF.

Prolénguense las reftas EK, EL , EM direGamente 4 las AE,
GE, HE ; y témese EK 1gual 4 CF, y EL 4 FN, como tam-
bien EM 1gual 4 FR ; y complétense el paralelogramo KL,y
el solido KO. Siendo, pues, las dos KE, EL iguales.4 las dos
CF, FN, y asimismo el éngulo KEL 1gual al CFN, pues el 4n-

» gu-
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gulo AEG es igual al CFN, por la semejanza de los sélidos
AB, CD, serd el paralelogramo KL semejante, é igual al CN:
por la misma razon el paralelogramo MK serd igual, y seme-
jante al CR, y tambien el paralelogramo OE al FD : luego los
tres paralelogramos del sélido KO serdn iguales, y semejantes
- 4 los tres paralelogramos del s6lido CD : pero los tres son igua-

les , y semejantes 2 4 los tres opuestos: luego el sélido KO serd a24. XI.

igual , y semejante al CD b. Complétese el paralelogramo GK,
y con las bases GK, KL paralelogramas ; y con la misma altura
que AB, complétense EX, LP, de manera que la re¢ta EH sea
una de las insistentes. Siendo por la semejanza de los sélidos
AB, CD, y permutando , AE 4 CF, como EG 4 FN, y EH 4
FR; y siendo FC igual 4 , :
EK,FN 4 EL, yFR 4 EM, B X -
resultard AE 4 EK,como EG D :

4 EL, y como HE 4EM: [ R H|\P
pero AE es 4 EK, como c el ' G
paralelogramo AG al parale- N X
logramo GK;y GE 4 EL, co~ C F A E
mo GK 4 KL ; y HP 4 EM, ‘ .

como PE 4 KM : luego tam- M
bien el paralelogramo AG

serd al GK , como GK 4 KL, o
y PE 4 KM: pero AG es 4

L

b C. XI.

c1.VIL

GK , como 4 el sélido AB al EX ; GK 4 KL, como el sélido d2s. XI.

EX al PL; tltimamente PE 4 KM, como el sélido PL al KO;
serd , pues, el sélido AB al EX,como EX 4 PL, y PL 4 KO:
es asi que dadas quatro cantidades continuo proporcionales , la
. primera tiene 4 la quarta razon triplicada de la que tiene 4 la
segunda : luego el sélido -AB tendrd al KO razon triplicada de
la que AB tiene 4 EX: pero AB es 4 EX, como el paralelo-
gramo AG al GK,y como la re&ta AE 4 la EK: luego el s6-
lido AB tendrd al KO razon triplicada de la que AE tiene 4
EK : es asi que el sélido KO es igual al sélido CD, y la reta
EK 4 la re&ta CF. Por consiguiente el solido AB tendrd al CD

razon triplicada de la que el lado homdlogo AE tiene al lado

homélogo CF. L. Q.D.D.

P4  Con
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Cor. De donde se infiere manifiestamente , que si quatro reGas
'son continuo proporcionales , la primera ser4 4 la quarta , como el
‘paralelepipedo descrito sobre la primera al paralelepipedo seme-~
jante,y semejantemente descrito sobre la segunda ; por tener la
primera 4 la quarta razon triplicada de la que tiecne 4 la se-

. 'gunda ¢. :

PROP. D. TEOR.

‘I OS paralelepipedos contenidos por paralelogramos
; respectivamente equidngulos , esto es cuyos dngus
los solidos son entre si iguales, estan uno 4 otro en la
razon compuesta de las razones de los lados.

Sean los paralelepipedos AB, CD; el primero de los quales
esté contenido por los paralelogramos AE , AF, AG*respeftiva-

. mente equidngulos 4 los paralelogramos CH, CK, CL, que con-

aC. XL

tienen el sélido CD. La razon del sélido AB al CD estar4 com-
puesta de las razones de los lados AM 4 DL, AN 4 DK, y
AO 4 DH. Proldnguense MA, NA, OA hasta los puntos P, Q,

p L XYoo
KT Y
H N
E
C , P
a___* M A
| J— Q S
G- R—/—T
Vv X

R, de forma, que AP sea igual 4§ DL, AQ 4 DK, y AR 4
DH: y complétese el paralelepipedo AX contenido por los pa-
ralelogramos AS, AT, AV respe@ivamente semejantes , € igua=
les 4 los paralelogramos CH, CK, CL: luego el sélido AX se-
14 igual 2 al CD. Complétese el sélido AY , cuya base es AS,
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y una de las re@as insistentes AO : tirese qualquiera reGa a,y
hédgase MA 4 AP,comoa 4 la retab,y NA 4 AQ, como b

4 c ; dltimamente OA 4 AR, como ¢ 4 d. Siendo, pues, el pa~
‘ralelogramo AE equidngulo al paralelogramo AS, serd AE 4

AS, como la re@ta a 4 la c, segun se demostr6 en la Propo-

sicion XXIII. del Libro VI: es asi que los sélidos AB, AY cons~
truidos entre los planos paralelos BOY, EAS tienen una mlsma
altura: luego el sélido AB serd al AY , como la base AE 4 la

AS b; esto es como la re%ta a 4 la refia c: y el sélido AY se~ b32. XL
14 al AX, como la base OQ 4 la QR c; esto es como la re@a c25. XL
OA dla AR esto es como la re&ta c 4 la d. Siendo, pues, el

s6lido AB al AY, como la re®a a 4 la c; y el sélido AY al

AX, como la re@a c 4 la d, serd por 1gualdad el sélido AB

al- AX 6 CD, como la re&a a 4 la d: es asi que la razon de

add esté compuesta d de las razones de a 4 b, deb 4 ¢, y dA.Def,
dec 4 d, Jue son respe@ivamente iguales 4 las razones de los V-
lados MA 4 AP,NA 4 AQ,y OA 4 AR: pero los lados AP,

AQ, AR son respe&nvamente iguales 4 los lados DL , DK DH.

Por consiguiente el sélido AB estard al CD en la razon com..

puesta de las razones de los lados AM 4 DL, AN 4 DK, y

AO 4 DH. L.Q. D. D.

PROP. XXXIV. TEOR.

LAS bases de los paraleleplpedos iguales son recipro-

camente proporcionales 4 las alturas: y los para
leleplpedos cuyas bases son recxprocamente proporcio-
nales 4 las alturas , son iguales entre si.

' Sean iguales los paralelepipedos AB, CD. Digo, que sus ba'
ses serdn reciprocamente proporcio-
nales 4 las alturas ; esto es la base K B R D

EH 4 la base NP, como la altura G K PM x

del sélido CD 4 la altura del sé-
lido AB. L 0
Lo Sean las insistentes AG, EF, )
LB, HK;CM, NX, 0D, PR per- A E C N
- pen- :




2a7.V.

b32.XI.

c2s. XL
di1. VL
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pendiculares 4 sus bases. Digo ,que la base EH serd 4 1a NP, co-
mo CM 4 AG. Si la base EH es igual 4 la base NP, siendo
tambien el sélido AB igual al CD, resultard CM igual 4 AG:
porque si siendo iguales las bases ,
EH,NP, no lo fueran las alturas K B R D
AG,CM, tampoco el sélido AB ¥
seria igual al CD: pero se supone ).
igual : luego la altura CM.no serd v | B
desigual 4 la altura AG: luego serdg H<™ P 9
igual : y por tanto la base EH serd . |
£l ND omo CM & AG. A E C N
Pero sino es la base EH igual 4.1a NP, sino mayor ; sien-
do el sélido AB igual al CD ; serd CM mayor que AG;
pues si no. lo fuese, tampoco serian iguales los s6lidgs AB, CD
contra lo sppuesto.. Tomese CT

igual 4 AG, y complétese el pa- R | D
ralelepipedo CV con la base NP,
y con la altura CT : siendo,pues, X B v ).¢

el solido AB igual al CD, serd Q T
AB4CV, como a CD 4CV: es 5T
asi que el sélido AB es al CV, co- '
mo% la base EH 4 la NP, por H L P 0
ser AB, CV dos' s6lidos de igual -
altura: ademas de esto el séglido A E c N
CD es al CV, como la base MP 4 1a PT <, y como la reta
MC 4 1a CT d : luego MC serd 4 CT, como la base EH 4 la
NP: pero CT ¢s igual 4 AG: luego la base EH serd 4 la NP,
como MC 4 AG: por consiguiente las bases de los paralelepipe-
dos AB, CD serdn reciprocamente proporcionales 4 sus alturas.
, ILo Sean las bases de los paralelepipedos AB , CD reciproca-
mente proporcionales 4 sus alturas, K B R D
y la base EH 4 la NP, como la al- A
tura del sélido CD 4 la del AB. G NF NM_N\yx
Digo, que el sélido AB seré igual ' -
al CD. Sean primero las insisten- L ol
tes perpendiculares 4 las bases: y T .\[__ TN
yespe@to de ser labase EHiguald A E  C. N
la
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ta NP, y como la altura del sélido CD 4 la del AB, resultard :
Ia altura del sélido CD igual ¢ 4 la altura del s6lido AB: es asi ¢ Ax. 5.
que los paralelepipedos , que tienen iguales bases, y una mis-
ma altura son iguales f entresi: luego el sélido AB serd igual f 31. XL
al CD.

No sea 1a base EH igual 4 la base NP, sino mayor que ella,
Siendo , pues, la base EH 4 la base NP, como la altura CM
del sélido CD 4 la altura AG del sélido AB, serd CM mayor
que AG: témese CT igual 4 AG, y complétese semejantemente
el sélido CV. Siendo, pues, la
base EH 4 1a NP, como CM 4 , R D
AG, y AG igual 4 CT, serd la : '
base EH 4 1aNP, como MC 4 X B MY Vx
CT: es asi que la base EH es 4
l1a NP, como g el sélido AB al |G F T g 32. XL
CV; por ser de igual altura los H L p o
dos sélidos AB, CV; y MC 4 U el
CT , como h la base MP 4 la A E c N hes-XL
PT,y el sélido CD al CV: luego ‘
AB serd 4 CV, como el sélido CD al CV': luego el sélido AB
serd igual al CD. L. Q. D. D.-
. Mas demos, que las insistentes FE , BL, GA,KH; XN, DO,
MC, RP no sean perpendiculares 4 las bases de los sélidos, y

K B R D
3 / oy _ M/ X
ulv _(LY o | U/ /i |
' T - S P oy —Q

A E C N

de los puntos F,B,K,G; X,D,R, M tirense 4 los planos de.
las bascs EH, NP perpéndiculares, que encuentren 4 los planos
en los puntos 5,Y,V, T; Q,1,U,Z, y compiétense los s6lidos

N FV,
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FV,XU, que serin paralelepipedos , como se demostr$ en el df-

- timo caso de la Proposicion XXXL de este Libro. Digo, que

iz 6
30. XIL.

tambien asi, siendo iguales los sdlidos AB, CD, las bases serdn
reciprocamente proporcionales 4 las alturas ; 5 €s % saber la base
EH 4 la NP, como la altura del s6lido CD 4 la del AB: por-
que siendo el s6lido AB igual al CD, y el BT i al'AB, por
tener la misma base FK, y la misma altura; como asimismo el
s6lido DC igual i al DZ, por tener tambien la misma base XR,
y la misma altura, resultar4 el sélido BT igual al DZ: es asi
que las bases de paraleleplpedos iguales , cuyas insistentes son
perpendiculares 4 las bases de los mismos, son reciprocamente
proporcionales 4 las alturas,, como se demostr6 : luego la base FK
serd 4 la base XR, como -la altura del sélido DZ 4 la altura del

K B - R D
| | I\ ¢ ’ / /A X
aMN L o //1‘
[T S PFoy—Q
A E ‘ C N

s6lido BT : pero Ia base FK es igual 4 la EH, y la base XR 4

1a NP : por consiguiente la base EH ser4 4 la NP, como la al-
tura del sélido DZ 4 la del BT : es asi que las alturas de los
sélidos DZ , DC, como tambien las de los BT , BA son las mis-
mas: luego la base EH serd 4 la NP, como la altura del sélido
DC 4 la del BA : las bases, pues, de los paralelepipedos AB,

CD ser4n reciprocamente proporcmnales 4 sus alturas, .
Ademas de esto sean las bases de los paralelepipedos AB, CD
reciprocamente proporcionales 4 sus alturas, y la base EH é Ia
NP, como la altura del sélido CD 4 la del AB. ngo, que el
sohdo AB ser4 igual al CD: porque supuesta la misma cons-
truccion, siendo la base EH 4 la NP, como la altura del s6-
lido CD’ 4 la del AB, y la base EH 1gual 4 la FK, como t;\m-
ien
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bien 1a NP 4 1a XR, ser4 la base FK 4 la XR, como 1a altura

del sélido CD 4 la del AB: es asi que las alturas de los sélidos

AB, BT, y de los CD, DZ son las mismas: luego la base FK

serd 4 1a XR, como la altura del s6lido DZ 4 la del BT : con-
siguientemente las bases de los paralelepipedos BT , DZ serdn re-
ciprocamente proporcionales 4 sus alturas : pero sus insistentes

son perpendiculares 4 las bases: luego el sélido BT serd , como

ya se demostrd , igual al DZ: es asi que BT es igual k 4§ BA, 'y & 23&16
‘DZ k 4 DC, por tener las mismas bases , y altura : luego el o
s6lido AB serd igual al CD. L.Q. D. D.

PROP. XXXV. TEOR.

I en los vértices de dos angulos planos iguales se
elevan dos rectas sobre los planos de los dngu-
los, de manera que con los lados de ellos contengan
angulos respectivamente iguales, y si de los extremos
de estas reftas se baxan perpendiculares 4 los planos,
y de los puntos, donde los encuentran, se tiran rectas
a los vértices ; estas lineas con las elevadas contendrdn
dngulos iguales.

Sean los dos 4ngulos planos iguales BAC, EDF, y en los vér- -
tices A, D elévense las re&as AG, DM sobre los planos, que con

los lados de los éﬁgulos contengan 4ngulos respe&tivamente igua-
les, es 4 saber GAB igual 4 MDE, y GAC 4 MDF ; t6mense
en



a 80 xI.

b18. XI.

c 4. Def.

d .. Def.
XI. :

e 26. 1.
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en AG, DM qualesquiera puntos G , M, de los quales bixense
4 los planos , que pasan por BAC , EDF, las perpendiculares GL,
MN, que encuentren 4 los planos en los puntos L, M ; y tirense
Ias lineas LA , ND. Digo, que el dngulo GAL ser4 igual al MDN.
- Toémese AH igual 4 DM ; y por H tirese HK paralela 4 GL:
es asi que GL es perpendicular al plano BAC: luego tambien
HK serd perpendicular 2 al plano BAC. Tirense de los puntos
K, N 4 las re@tas AB, AC, DE, DF las perpendiculares KB,
KC, NE, NF; y tirense HB, BC, ME , EF. Siendo, pues, HK
perpendicular al plano BAC, tambien el plano HBK, que pasa

A ) »)
C
B L x
G

por HK, serd perpendicular al plano BAC b: es asi que se halla
en el plano BAC la re®a AB perpendicular 4 la BK , comun sec-
cion de los planos: por consiguiente AB serd perpendicular al pla-
no HBK ¢, y 4 todas las reas, que la tocan en el mismo plano d:
es asi que la toca la re®a BH , que estd en el mismo plano : luego
el 4ngulo ABH serd reto: por la misma razon serd tambien
re&to el dngulo DEM: luego el dngulo ABH serd igual al DEM;
pero HAB es igual 4 MDE: luego HAB, MDE son dos tridn-
gulos , que tienen dos 4ngulos respeCtivamente iguales 4 dos
dngulos, y un lado opuesto 4 dngulos iguales igual 4 otro, es 4
saber HA 4 DM : luego tendrdn los demds lados respeQtiva-
mente iguales entre si ©: consiguientemente AB serd igual 4 DE.
Del mismo modo tiradas HC , MF se demuestra ser AC
igual 4 DF. Siendo, pues, AB igual 4 DE, y AC 4 DF, serdn
las dos BA, AC iguales 4 las dos ED, DF : pero el dngulo BAC
es igual al EDF : luego la base BC serd igual 4 1a EF , y los de-

. mas dngulos respeGivamente iguales f entre si: luego el dngulo

ABC serd igual al DEF; es.asi que el reGto ABK es tambien
igual
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igual al re@o DEN ; por consiguiente los otros dngulos CBK,
FEN serdn iguales entre si: por la misma razon el dngulo BCK
serd igual al EFN : luego BCK, EFN son dos tridngulos, que
~ tienen dos 4ngulos respe&ivamente iguales 4 dos dngulos, y un
lado igual 4 otro, adyacentes los dos 4 4ngulos iguales ; es & sa-
ber Béu 4 EF : por consiguiente tendrdn iguales g los demds lados:
asi BK serd igual 4 EN ; pero AB es igual 4 DE : luego sien-
do las dos AB, BK iguales 4 las dos DE, EN, y conteniendo
dngulos reQos; serd la base AK igual 4 la DN; y por ser
AH igual 4 DM, serd el quadrado de AH igual al quadrado de
DM: es asi que los quadrados de AK, KH son iguales/h al qua-
drado de AH ; por ser re&o el dngulo AKH : y los quadrados de
DN, NM son iguales al quadrado de DM ; por ser reo el 4n-
gulo DNM : luego los quadrados de AK, KH son iguales 4 los
de DN, NM, de los quales el quadrado de AK es igual al de
DN: luego el quadrado de KH serd igual al de NM ; y por
tanto la reta HK igual 4 la MN: y siendo las dos HA, AK
respe@tivamente iguales 4 las dos- MD, DN, y la base HK
igual 4 ]a MN, como ya se ha demostrado, seri el 4ngulo HAK
igual i al MDN. L.Q.D. D.

Cor. Es evidente , que si en los vértices de dos dngulos planos
iguales se elevan reftas iguales ,que contengan dngulos respeQiva-
mente iguales con los lados de los dngulos, las perpendiculares
baxadas de ellas 4 los planos de los dngulos serdn iguales entre si.

Otra demostracion del Corolario.
Sean los dos dngulos planos BAC, EDF entre si iguales ; y con-

A D
C F
B x E
H L M
G .
tengan las reQas elevadas, é iguales AH, DM con las BA,AC,y
ED.

b

g26. 1.

h 47. L.

i8. L.
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ED, DF 4ngulos respeftivamente iguales, es 4 saber el dngulo
HAB igual al MDE,y el HAC al MDF: y béxense 4 los pla-
no;ﬂl\BIAC EDF las perpendiculares HK, MN : ser4 HK igual
a4

Porque estando el dngulo sélido A contenido por los tres dn-
gulos planos BAC, BAH, HAC respeitivamente iguales 4 los

C F
B x E N
H L X
G

tres dngulos planos EDF, EDM, MDF, que contienen el 4n-
gulo sélido D, serdn los éngulos solndos A,y D entre si igua~
les, y se ajustardn mutuamente ; esto es si se aplica el dngulo
BAC al EDF, la refta AH ajustard con la DM, como se de-
mostrd en la Proposicion B de este Libro: y siendo AH igual 4
DM, el punto H se ajustard al M: por consiguiente HK perpen-
dicular al plano BAC se ajustard ¥ 4 MN perpendicular al plano
EDF ; respe&to de que estos planos se ajustan mituamente entre
si: luego la reGta HK serd igual 4 la re¢ta MN. L.Q.D.D.

PROP. XXXVI. TEOR.

I tres reCas son proporcionales ; el paralelepipedo

de las tres serd igual al paralelepipedo equildtero de

la media , siepdo los dos equidngulos , esto es que qual-

quiera de los dngulos solidos del un paralelepipedo esté

contenido por tres dngulos planos respectivamente igua-
les 4 los que contienen un dngulo sélido del otro.

Sean proporcxonales las tres re€tas A, B,C, esto es A 4 B,

Co-
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como B 4 C. Digo, que el paralelepipedo de, A, B, C serd igual
al paralelepipedo equildtero , y equidngulo de B. :
Constridyase un 4ngulo sélido en D contenido por los tres dngulos
planos EDF,FDG, GDE, y témese cada una de las lineas ED,
" DF, DG igual 4 B, complétese el paralelepipedo DH , témese
la rea LK igual 4 A, y en su punto K constriyase 2 un dngulo
sélido contenido por tres 4ngulos planos LKM , MKN , NKL res-
peQivamente iguales 4 los EDF , FDG, GDE ; témese la reQa
KN igual 4 B, y KM H
igual 4 C, y complétese o
el paralelepipedo KO. - . | NG <
Siendo, pues, A 4 B, co- N - G
moB 4 C,y Aigual 4§ ‘M F
LK, yBdcadaunade - f
las dos DE, DF, y C L K ¥ D
igual 4 KM , resultard
LK 4ED , como DF 4 A B C

KM : siendo’, pues , los lados, que contienen dngulos igua-.

les reciprocamente proporcionales; el paralelogramo LM serd
igual b al EF: y siendo iguales los dos dngulos ‘planos EDF,
LKM ; y halldndose en ellos las reas elevadas DG, KN igua-
les entre si, y que con las primeras re€as contienen dngulos res-
pe@ivamente iguales , serédn iguales entre si ¢ las perpendicula-
- res baxadas de los puntos G, N 4 los planos EDF , LKM: luego
los s6lidos KO, DH tendrdn una misma altura: es asi que los
paralelepipedos, que tienen iguales bases, y una misma altura,
son iguales entre si d: luego el sélido KO serd igual al DH : pe-
_ro KO estd formado por las tres lineas A, B, C, y el solido DH
por la B. Por consiguiente si tres, &c. L. Q. D. D.

PROP. XXXVII. TEOR. 4

I quatro reétas son proporcionales ; lo serdn tambien

7 los. paralelepipedos semejantes , y semejantemente
descritos sobre ellas : 'y si los paralélepipedos semejan-
tes, y semejantemente descritos sobre quatro reétas son
proporcionales ; tambien lo serdn las quatro reftas.
‘ ' Q ' Sean

a 26, XI.

b14.VI,

cCor. 3¢.
XI. 3

d 31, XI,
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Sean proporcionales las quatro re&as AB, CD,EF, GH, de
manera, que AB sea 4 CD, como EF 4 GH ; y describanse se-
mejantemente sobre ellas los paralelepipedos semejantes AK, CL,
EM, GN. Digo, que AK serd 4 CL, como EM 4 GN.

axr. VI.  Hdganse continuo proporcionales 2 AB,CD, O, P, y asi-
mismo EF, GH,Q, R. Siendo, pues, AB 4 CD, como EF
4 GH, ser4 tambien CD 4 O, como GH4 Q; yO 4 P, como
brr. 3 Q 4R b: luego por igualdad AB serd 4 P, como EF 4 R <: es
35_;;.33: asi que AB es 4 P, como d el sélido AK al CL,y EF 4 R,
XI. como d el sélido EM al GN: luego AK b serd 4 CL, como el

s6lido EM al sélido GN.

L -

N

S T
E F G H Q R

Pero sea el sélido AK al CL, como el sélido EM al GN. Di-

go, que la reGa AB serd 4 1a CD, como la re¢ta EF 4 la GH.
c27.XI. Higase AB 4 CD, como EF 4 ST,y sobre ST describase ¢
semejantemente el paralelepipedo SV semejante 4 uno de los EM,
GN. Siendo ; pues, AB 4 CD, como EF 4 ST, y habiéndose
descrito semejantemente sobre AB, CD los paralelepipedos seme-
jantes AK, CL,y sobre EF, ST los paralelepipedos semejan-
tes EM, SV;serd AK4 CL, como EM 4 SV : pero se supuso
fo.V. AK 4 CL, como EM 4 GN: luego el sélido GN serd igual f
al SV: es asi que es semejante, y semejantemente colocado 4 él:
luego los planos, que contienen estos sélidos, seran semejantes,
y sus lados homédlogos GH, ST iguales entre si : siendo, pues,

AB 4 CD, como EF 4 ST, y ST igual 4 GH, serd AB 4 CD,

co-
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como EF 4 GH. Por consiguiente si quatro, &c. L. Q. D. D.

PROP. XXXVIIL TEOR.

* & un plano es perpendicular 4 otro, y de algun punto
» tomado en uno de ellos se baxa una perpendicular
»al otro ; caerd en la comun seccion de entrambos.

»Sea el plano CD perpendicular al AB, y AD su comun sec-
ncion :y tomese qualquier punto E en el plano CD. Digo, que la
»perpendicular baxada del punto E al plano AB caerd so-
»bre AD.

»Porque 4 no ser asi, caiga fuera, como EF, y encuentre al
»plano AB en el punto F, del qual 4 '
»DA tirese en el plano AB la perpen- C R
»dicular FG 2, que serd perpendicular b
»al plano CD: y tirese EG. Siendo , pues, : [\
»FG perpendicular 4 CD, y encontrdn- A G
»dola la re@a EG, que estd en el mis- \
»mo plano ‘CD, resultard el dngulo FGE
»re@o c: es asi que tambien EF es per-

B

»pendicular al plano AB: luego el 4ngulo EFG serd refto: por X

»consiguiente dos 4ngulos del tridngulo EFG serian iguales 4
»dos reCos, lo qual es absurdo: luego la perpendicular baxada
»del punto E al plano AB no caerd fuera de la reGta AD: luego
ncaerd en ella. Por consiguiente si un plano, &c. L. Q. D. D.”

PROP. XXXIX. - TEOR.

I cada dos lados de los planos 6puestos de un parale-
lepipedo se dividen en dos partes iguales , y por las

secciones se tiran planos; la comun seccion de los pla-

nos, y la diagonal del paralelepipedo mutuamente se di-
vidirdn en dos partes iguales.

Dividanse en dos partes iguales los 1ados de los planos opués-
‘ Qs tos
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tos-CF, AH del paraleleplpedo AF en los puntos K,L, M, N;
X, 0, P R; y tirense las lineas KL, MN, XO, PR. Siendo
DK CL 1guales 3/ paralelas , KL, DC serén paralelas 2: por
la misma razon serdn paralelas MN BA : pero BA es para.lela a
DC: luego siendo , pues, las dos KL BA paralelas 4 DC,y no
estando en el mismo plano que ella; serd tambien KL paralela b 4
BA: y siendo las dos KL, MN paralelas 4 BA, y no estando
en el mismo plano que ella, serd KL paralela b 4 MN : consi-
guientemente' KL , MN estardn en un plano : semejantemente se
demostrard , que XO PR estdn en un mismo plano. Sea YS la
comun seccion de los planos KN, XR, y DG la diagonal del

D K " F
X Y (e
\C L1 E

Nt

r SN—R
A N G :
paralelepipedo AF. Digo, que YS,y DG se encontratdn mi-
tuamente, y se cortarin en dos partes iguales.

Tirense DY , YE, BS, SG. Slendo, pues, DX paralela 4 OE,
los dngulos alternos DXY YOE serdn iguales < entre si: y sien-
do DX igual 4 OE,y XY 4 YO , y conteniendo 4ngulos i igua-
les, la base DY serd igual 4 la YE,y los demds dngulos igua~-
les entre si d: luego el dngulo XYD serd igual al OYE, y por
tanto la linea DYE es re@a ¢: por la misma razon la BSG serd
reGta:y BS es igual 4 SG: y siendo CA igual , y paralela §
DB,y 4 EG, tambien DB serd igual,y paralela b4 EG: pe-
ro las juntan las reftas DE, BG : luego DE serd paralela 2, ¢
igual 4 BG: es asi que se han tomado en las das ciertos pumos

)
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D,Y,G,S,y se han tirado DG, YS: luego DG, YS estarédn-

en un mismo plano : por tanto es manifiesto , que se encontrardn
mituamente : encuéntrense en T. Siendo DE paralela 4 BG,

. el dngulo EDT serd igual f al BGT, por ser alternos: pero f 2.1
‘el dngulo DTY es igual & al GTS: luego DTY, GTS son dos g 13. I.
tridngulos , que tienen dos 4ngulos iguales 4 dos dngulos, y un

lado igual 4 otro opuesto 4 uno de los 4ngulos iguales, es 4 sa-

ber DY igual 4 GS ; por ser mitades de DE, BG : Juego tendrén
tambien iguales entre si h los demds lados : luego DT serd igual p 4, 1.
é TG,y YT 4 TS. Por consiguiente si los lados , &c. L. Q. D, D.

PROP. XL. TEOR.

OS prismas triangulares de igual altura, uno de los’

quales tenga por base un paralelogramo, y el otro

un triangulo , siendo el paralelogramo duplo del tridn-
gulo , seran iguales entre si.

Sean de igual altura los prismas ABCDEF, GHKLMN ; el
primero.contenido por los dos tridngulos ABE , CDF, y por los
tres paralelogramos AD, DE, EC; y el segundo contenido por
los dos tridngulos GHK, LMN, y los tres paralelogramos LH,
HN, NG,y tenga el uno por base al paralelogramo AF,y el

B D M O
A G H

'E F G K

otro al tridngulo GHK, siendo el paralelogramo AF duplo del
tridngulo GHK. Digo , que el prisma ABCDEF ser4 igual al pris-
ma GHKLMN. ' '
Complétense los sélidos AX, GO. Siendo el paralelogramo
AF duplo del tridngulo GHK , y el paralelogramo HK duplo 2 2 34.L
! 4 Q3 del
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del tridngulo GHK,, seré el paralelogramo AF igual al HK: es
asi que los paralelepxpedos, que tienen iguales bases, y la mis-
b31. XL ma altura, son iguales entre si b: luego el s6lido AX serd igual

B D M o

X L N
A G H /

> E F G K

al sélido GO: pero el prisma ABCDEF es la mitad del sélido

c28.X1. AX;y el prisma GHKLMN la mitad < del sélido GO : luego
el prisma ABCDEF serd igual al GHKLMN. Por consiguiente
dos prismas , &c. L. Q. D, D.
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LEMA L

(Necesario para algunas Proposiciones de este Libro; y es la

Proposicion I. del Libro X.)

I de la mayor de dos cantidades desiguales dadas se

quita una parte mayor que su mitad,y del residuo

se quita tambien otra parte mayor que su mitad ; con-

tinuando siempre la misma operacion, llegard 4 resultar
una parte menor que la cantidad menor propuesta.

Sean las dos cantidades desiguales dadas AB, C, siendo AB

1a mayor. Digo, que si de ellas se quita una parte
mayor que la mitad, de su residuo otra parte ma-
yor que la mitad , y se prosigue la misma opera-

cion, llegard al fin 4 resultar una parte menor que

la cantidad C.

Porque C multiplicada llegard 4 ser mayor que
AB : multipliquese , y sea DE multiplice de C, y
mayor que AB: dividase DE en partes DF, FG,
GE iguales 4 C, y de AB quitese una parte BH
mayor que la mitad,y de AH una parte HK ma-
yor que la mitad, y contindese la misma operacion,
hasta que el nimero de divisiones de AB llegue 4

A D
K+t Fi
Hi

BCE

-igualar al ndmero de divisiones de DE. Sea, pues, el nﬁmeg;

Q4
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de divisiones AK , KH , HB igual al nimero de divisiones DF,
FG,GE. Siendo DE mayor que AB, y habién-
dose quitado de DE la parte EG menor que la mi- A D
tad DG,y de AB Ia parte BH mayor que la mi- .
tad AB, serd GD restante mayor que la restante K
" HA. Ademds, siendo GD mayor que HA,y ha- T F
biéndose quitado de GD 'la mitad GF , y de HA ot
mas de la mitad HK: la FD restante serd mayor |
que la AK restante : es asi que FD es igual 4 C:
luego C serd mayor que AK: luego AK menor
. que C. Por consiguiente de la cantidad AB que- -
da la parte AK menor que la cantidad menor BCE
propuesta C. L. Q. D, D. '

"PROP.1I. TEOR.

OS poligonos semejantes inscritos en circulos son
entre si como los quadrados de sus diametros.

Sean los circulos ABCDE, FGHKL, y en ellos inscritos los
poligonos semejantes ABCDE, FGHKL ; y sean BM, GN los
didmetros de los circulos. Digo , que el poligono ABCDE ser§

~ al poligono FGHKL , como el quadrado de BM al de GN.

A ¥
A\ . .
M N
AC D H K

Tirense BE, AM,GL, FN. Siendo el poligono ABCDE seme-

a 1. Def, ;;mte al poligono FGHKL, ser4 el dngulo BAE igual 2 al GFL,y
Vi, A 4 AE , como GF 4 FL: luego BAE , GFL son dos tridngulos,
que tienen un dngulo del uno igual 4 un dngulo del otro, esto es el

: BAE
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BAE al GFL, y proporcionales los lados, que contienen es~ '

tos 4ngulos: por consiguiente el tridngulo ABE serd equidngu-

lo b al tridéngulo GFL, y por tanto el dngulo AEB serd igual < b 6. VI,
al 4ngulo FLG : pero el 4ngulo AEB es igual al AMB, por ¢21-1IL
insistir ambos en un mismo arco ; y el dngulo FLG es

igual al FNG c: luego el dngulo AMB serd tambien igual al

dngulo FNG : pero el reGo BAM es igual al re@o GFN d: con- 43rIIL
siguientemente los demds dngulos serdn iguales entre st : luego

el tridgngulo ABM serd equidngulo al tridngulo FGN: luego BM

serd 4 GN, como ¢ BA 4 GF: y la razon duplicada de BM ¢ 4. V1.
4 GN ser4 igual f 4 la razon duplicada de la razon de BA f1o.Def.
4 GF : es asi que la razon duplicada de BM 4 GN es la ra- 3 y 22.
zon del quadrado de BM al de GN s; y la razon duplicada de 4 ,,, v1,
BA 4 GF es la razon del poligono ABCDE al poligono FGHKL g:

luego el poligono ABCDE serd al FGHKL , como el quadrado

de BM al de GN. Por consiguiente los poligonos, &c. L. Q. D.D.

PROP. I. TEOR.

OS circulos estdin entre si en la razon de los qua~
drados de sus diimetros. '

Sean los circulos ABCD, EFGH ; y BD, FH sus didmetros.
Digo, que el circulo ABCD serd al circulo EFGH , como el
quadrado de BD al de FEHL :

A
b R g 5N
B ¥ H
\ N s
0 P
. ¢

Pues 4 no ser asi, el quadrado de BD seria al de FH, como
el circulo ABCD 4 up espacio menor, 6 mayor que el circulo
: ’ EFGH.
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EFGH. * Sea primeramente 4 uno menor S ; ¢ inscribase en
el circulo EFGH el quadrado EFGH , el qual asi descrito ser4
mayor que la mitad del mismo circulo, pues si se tiran por los pun-
tos E, F, G, H tangentes al circulo , resultard , que el quadrado
EFGH 2 es la mitad del quadrado circunscrito al circulo: pera
el circulo es menor que el quadrado circunscrito 4 €I : luego el
quadrado EFGH serd mayor que la mitad del circulo EFGH:
cdrtense en dos partes iguales los arcos EF, FG , GH, HE en los
puntos K, L, M, N, y tirense las lineas reas EK , KF, FL, LG,
GM, MH, HN, NE: qualquiera de los tridngulos EKF, FLG,

GMH , HNE ser4 mayor que la mitad del segmento del circulo,
en que se halla ; pues tiradas tangentes al circulo por los puntos
K,L,M, N, y completados los paralelogramos formados sobre
las re@as EF , FG, GH, HE, resultar4 cada uno de los tridn-
gulos EKF, FLG, GMH, HNE la mitad de su paralelogramo 3:
es asi que el segmento es menor que el paralelogramo: consi-
guientemente qualquiera de los tridngulos EKF, FLG, GMH,
HNE serd mayor que la mitad del segmento del circulo, en que
se halla: luego cortando en dos partes iguales estos arcos , tiran-
do re@as, y prosiguiendo siempre la misma operacion , resulta-
rén al fin ciertos segmentos de circulo menores que el exceso del
circulo EFGH sobre el espacio S ; pues queda demostrado en el
Lema anterior , que si de la mayor de dos cantidades desiguales

da-
* Hay algun cierto quadrado igual al circulo ABCD : sea su lado P : luego po-
drd haber una quarta proporcional 4 las tres BD, FH, y P, que sea Q_: lue,

los quadrados de estas serin proporcionales; esto es 4 los quadrades de BD , FH,
y al circulo ABCD puede haber una quarta proporcional, que sea S : semejan-
temente se demostrardn ciertas cosas en las siguientes Proposiciones.
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dadas sé quita una parte mayor que su mitad, y del residuo se

quita tambien otra parte mayor que su mitad , continuando siem-

pre la misma operacion, llega 4 resultar una parte menor que la
cantidad menor propuesta. Queden , pues, los segmentos EK, KF,
FL,LG,GM, MH, HN, NE menores que el exceso del circula

EFGH sobre el espacio S:luego el poligono restante EKFLGMHN

serd mayor que el espacio S. Describase tambien en el circu-

lo ABCD el poligono AXBOCPDR semejante al poligono )
EKFLGMHN : luego aquel poligono serd b 4 este , como el br.XIL
quadrado de BD al de FH : pero el circulo ABCD es al espacio

S, como el quadrado de BD al de FH: luego el circulo ABCD

serd al espacio S, como © el poligono AXBOCPDR al poligo- ¢ 11. V.
no EKFLGMHN : es asi que el circulo ABCD es mayor que el
poligono inscrito en €l : consiguientemente el espacio S seria ma-

yor que el poligono EKFLGMHN d ; lo qual es imposible , pues d 14. V.
se ha demostrado ser menor : luego el quadrado de BD no serd

al de FH, como el circulo ABCD 4 un espacio menor que el

circulo EFGH ; de la misma manera se demostrard , que tampoco

el quadrado de FH es al de BD, como el circulo EFGH 4 un
espacio menor que el circulo ABCD. Afiado, que el quadrado

de BD no serd al de FH, como el circulo ABCD 4 algun espa-

cio mayor que el circulo EFGH : porque si fuera posible , séalo

al espacio mayor T, € invirtiendo serd el quadrado de FH al de
: BD,
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BD, como el espacio T al circulo ABCD : pero el espacio t T
es al circulo ABCD, como el circulo EFGH 4 un espacio me--
nor que el circulo ABCD d, por ser el espacio T mayor que el
circulo EFGH : luego el quadrado de FH serd al de BD, como
el circulo EFGH 4 algun espacio menor que el circulo ABCD;

la imposibilidad de lo qual se demostré antes: luego el quadrado
de AB no serd al de FH, como el circulo ABCD 4 algun espa-
cio mayor que el circulo EFGH : pero se ha demostrado, que
tampoco lo serd 4 algun espacio menor : luego el circulo ABCD
serd al ¥ circulo EFGH , como el ‘quadrado de BD al de FH.
Por consiguiente los circulos, &c. L. Q. D. D.

t En la Nota anterior * se demostré , que puede haber una quarta proporcional
4 los quadrados de BD, FH, y al circulo ABCD, la qual sea §; y que del
mismo modo puede haber una quarta proporcional al espacio T, y i, los circulos
ABCD , EFGH. En el mismo sentido se debe entender lo que ocurriere seme-
jante en algunas de las siguientes Proposiciones. e

# Porque puede haber una quarta proporcional 4 los quadrados de BD, FH,
y al circulo ABCD ; la qual no puede ser mayor , ni menor que el circulo EFGH,
como se demostré : Juego serd necesariamente igual 4 dicho circulo,

PROP.
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PROP. III. TEOR. |

7' I \Opa pirdmide de base triangular se divide en dos
pirdmides semejantes 4 la total , € iguales, y se-

mejantes entre si, las quales tienen bases triangulares;

y en dos prismas mayores que la mitad de toda la
piramide. :
Sea una pirdmide, qﬁe tenga por base el tridngulo ABC, y

por vértice el punto D. Digo, que la pirdmide ABCD se dividi-
14 en dos pirdmides iguales, semejantes entre si, y 4 la total,, que

tendr4n las bases triangulares ; y en dos prismas mayores que Ia

mitad de toda la pirdmide.
Cértense en dos partes iguales en los puntos E, F, G, H, K,
L los lados AB, BC, CA, AD, DB, DC, y :
tirense las lineas EH, EG, GH,HK, KL, LH, D
EK, KF, FG. Siendo, pues, AE igual 4 EB,
y AH 4 HD, serd HE paralela 2 4 DB: por la
misma razon HK serd paralela 4 AB: luego la’
figura HEBK serd un paralelogramo ; consi-
guientemente HK serd igual ® 4 EB: es asi que

! K L
EB es igual 4 AE : luego AE serd igual 4 HK: A

tambien AH es igual 4 HD : luego las dos EA, ’
AH serdn respetivamente iguales 4 los dos KH,

HD, y el 4ngulo EAH igual  al KHD: luego i'

la base EH serd igual 4 la KD, y el tridngulo B F

AEH igual d, y semejante al tridngulo HKD.

Por la misma razon el tridngulo AGH serd igual , y semejante al
tridngulo HLD ; y siendo las dos re¢tas EH, HG, que se tocan,

C

paralelas 4 las dos re¢tas KD, DL, que se tocan, y no estando -

en el mismo plano, contendrdn dngulos iguales ¢: luego el dn-
gulo EHF serd igual al KDL. Ademas, siendo las dos reftas
EH, HG respeGivamente iguales 4 las dos KD, DL, y el 4n-
gulo EHG igual al KDL, serd la base EG igual 4 laKL, y el
_ tridngulo EHG igual ¢, y semejante al tridngulo KDL. Por la

misma razon el tridngulo AEG serd igual, y semejante al tridn=-

gu-
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b 341

c29. L

d4. L

e ro. XI.



f C. XL

g 4 VL

h2r1. V1.

i B.XLy
11. Def.
xI'

k 41. L

1 40. XL

m15.XL

254 ELEMENTOS DE EUCLIDES.

gulo HKL : consiguientemente la pirdmide, cuya base es el tridn-
gulo AEG, y vértice el punto H , serd igual, y semejante 4 la
pirdmide, cuya base es el tridngulo KHL , y vértice el punto D f:
y respe@o de haberse tirado HK paralela al lado AB del tridn-
gulo ADB, este serd equidngulo al tridngulo HDK ; consiguien~
temente tendrdn los lados proporcionales & : luego el tridngulo
ADB serd semejante al HDK, y por la misma razon el tridngulo
DBC semejante al DKL ; el ADC al HDL j y asimismo el ABC
al AEG: es asi que se demostré ser el tridngulo AEG semejante
al tridngulo HKL :" luego tambien ‘serd semejante » 4 HKL el
tridngulo ABC. Ultimamente, la pirdmide, cuya

base es el tridngulo ABC , y vértice el punto D, b

serd semejante 4 la pirdmide , cuya base es el
triangulo HKL , y vértice el punto D i: pero ya
se demostr6 ser semejante la pirdmide, que tiene
por base el tridngulo HKL , y vértice el punto
D 4 la pirdmide , que tiene por base el tridngulo
AEG, y vértice al punto H: consiguientemente
la pirdmide, cuya base es el tridngulo ABC, y
vértice el punto D, serd semejante 4 la que tie-
ne por base el tridngulo AEG, y por vértice el
punto H: luego ambas pirdmides AEGH,HKLD B F C
serdn semejantes 4 la pirdmide total ABCD: y

siendo BF igual 4 FC, el paralelogramo EBFG serd duplo k del
tridngulo GFC; y respe&o, que si de dos prismas de igual al-
tura uno tiene por base un paralelogramo, y otro un tridngulo,
siendo aquel duplo de este, los prismas son iguales entre si ! :
resultard el prisma, cuya base es el paralelogramo EBFG, y la
re&ta HK opuesta 4 €, igual al prisma , cuya base es el tridngulo
FGC, y el tridngulo HKL opuesto 4 él; pues son de igual al-
tura, por estdr entre los planos paralelos m ABC, HKL. Es ma-
nifiesto, que ambos prismas, asi el que tiene por base el para-

. lelogramo EBFG , y la-refta HK opuesta 4 él , como el que

tiene por base el tridngulo GFC, y el tridngulo HKL opuesto 4
¢l , son mayores que las dos pirdmides, cuyas bases son los tridn-
gulos AEG, HKL, y vértices los puntos H, D 5 porque tirada la
refta EF, el prisma, cuya base es el paralelogramo EBFG ,ly

) a
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Ia re@a HK opuesta 4 él, serd mayor que la pirdmide, cuya base
es el tridngulo EBF, y vértice el punto K : pero esta es igual n
4 la pirdmide , que tiene por base el tridngulo AEG, y por vértice
el punto H ; por estdr contenidas de planos iguales, y semejantes:
consiguientemente el prisma, que tiene por base el paralelogra-
mo EBFG, y la re&ta HK opuesta 4 él, serd mayor que la piréd-
mide , que tiene por base el tridngulo AEG, y vértice el punto H:
es asi que el prisma, cuya base es el paralelogramo EBFG, y la
recta HK opuesta 4 él, es igual al prisma, cuya base es el tridn-
gulo.GFC, y el tridngulo HKL opuesto 4 él; y la pirdmide, cu-
ya base es el tridngulo AEG , y vértice el punto H, es igual 4 la
que tiene por base el tridngulo HKL, y por vértice D: luego
los dos prismas mencionados serdn mayores que las dos pirdmi-
des propuestas , cuyas bases son los tridngulos AEG, HKL, y
vértices los puntos H, D: luego la pirdimide total , cuya base es
el tridngulo ABC, se ha dividido en dos pirdmides entre si igua-
les, y semejantes 5 y semejantes 4 la total ; y en dos prismas igua~
les mayores que la mitad de toda la pirdmide. L. Q. D, D.

PROP. IV. TEOR.

I dos pirdmides de iguales alturas, y de bases trian-
gulares se dividen cada una en dos pirdmides igua-
les entre si , y semejantes 4 la total, y en dos prismas
iguales; y las pirdmides, que resultaren , se subdividen
del mismo modo ; prosiguiendo la subdivision en todas
las pirdmides resultantes hasta donde se quiera; serd
la base de una pirdmide 2 la base de la otra, como la
suma de todos los prismas de la una piramide a la su-
ma de todos los prismas de la. otra.

Sean dos pirdmides de igual altura , que tengan las bases tridn-
gulares ABC, DEF, y por vértices los puntos G, H; dividan-
se ambas en dos pirdmides iguales entre si , y semejantes 4 la
total ; como asimismo en dos prismas iguales: supdnganse divi-

di-

nC. XI.
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didas de la misma suerte las dos pirdmides resultantes en cada
una, y continuada siempre la misma operacion hasta donde se
quiera. Digo , que la base ABC serd 4 la base DEF, como la
suma de todos los prismas de la pirdmide ABCG 4 la de los
prismas de la pirimide DEFH. ,

Supéngase la misma construccion precedente. Siendo BX igual
4 XC,y AL 4 LC, serd XL paralela » 4 AB, y el tridngulo
ABC semejante al tridngulo LXC: por la misma razon el tridn-
gulo DEF serd semejante al tridngulo RVF :y por ser BC du-

" pla de CX, y EF dupla de FV, serd BC 4 CX, como EF 4

b22. VL

c15. XL

d17. XL

tura 3y por tanto la base LXC 4 la base RVF, esto es el tridn-

FV ; es asi que sobre BC, CX se han descrito semejantemente

H

N
gy
\/

NN
C E V F

B

las figuras reQilineas semejantes ABC,LXC;y sobre EF,FV
se han descrito semejantemente las figuras retilineas semejantes
DEF, RVF : luego el tridngulo ABC serd al LXC, como b el
DEF al RVF ; y alternando el tridngulo ABC serd al DEF , co-
mo el LXC al RVF. Siendo, pues, paralelos los planos ABC,
OMN ¢, como tambien los DEF,STY c, las perpendiculares
tiradas de los puntos G, H 4 las bases ABC, DEF, que son igua-
les entre si, quedardn divididas d en dos partes iguales por los
planos OMN, STY ; pues las re@as GC, HF estdn cortadas en
dos partes iguales por los mismos planos en los puntos N, Y:
luego los prismas LXCOMN , RVFSTY serin de igual al-

gu—
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gulo ABC al tridngulo DEF, como el prisma, cuya base es el
tridngulo LXC, y su opuesto OMN , al prisma, cuya base es

el tridngulo RVF, y su opuesto STY ¢: y siendo los dos pris- e Cor.32.
mas, que estdn en la pirdimide ABCG , iguales entre si ; como tam- XI.
bien los dos, que estdn en la pirdmide DEFH, serd el prisma f, ¢, v,
cuya base es el paralelogramo KBXL , y su opuesta la re&ta MO,

al prisma, cuya base es el tridngulo LXC, y su opuesta OMN, co-

mo el prisma, cuya base es el paralelogramo PEVR , y su opues-

ta la re®a TS, al prisma, cuya base es el tridngulo RVF, y su
opuesto el tridngulo STY : por consiguiente componiendo, los
prismas KBXLMO, LXCOMN serdn al prisma LXCOMN, co-
mo los prismas PEVRTS , RVFSTY al prisma RVFSTY ; y
permutando , serdn los prismas KBXLMO , LXCOMN 4 los pris-
mas PEVRTS, RVFSTY , como el.prisma LXCOMN al pris-
ma RVFSTY :es asi que se ha demostrado ser el prisma LXCOMN

al RVFSTY, como la base ABC 4 la DEF : luego la base ABC
serd 4 la DEF , como los dos prismas , que estdn en la pirdmi-

de ABCG, 4 los dos prismas, que estdn en la pirdmide DEFH.
Semejantemente si se dividen del mismo modo las pirdmides re-
sultantes , serd OMNG 4 STYH, como la base OMN 4 1a STY,
como los dos prismas., que estdn en la pirdimide OMNG, 4 los
dos, que estdn en la pirdmide STYH: pero la base OMN es 4

la STY, como la base ABC 4 1a DEF: luego la base ABC se-

r4 4 la DEF,como los dos prismas, que estdn en la pirdmide
ABCG, 4 los dos, que estdn en la pirdimide DEFH, y los dos,
que estén en la pirdimide OMNG , 4 los dos, que estin en la
STYH ; y los quatro 4 los quatro. Lo mismo se demostrard en
los prismas formados de la division de los pirdmides AKLO,
DPRS, y de todos los iguales en nimero. L. Q. D.D.

R PRCP.
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PROP. V. TEOR.

I AS pirdmides de una misma altura, y de bases trian-
gulares son entre si, como sus bases.

Sean de la misma altura las pirdmides, cuyas bases son los
tridngulos ABC, DEF, y vértices los puntos G , H. Digo, que
la pirdimide ABCG serd 4 la pirdmide DEFH, como la base
ABC 3 la base DEF. :

Porque 4 no ser asi, seria la base ABC 4 1a DEF, como l2
pirdmide ABCG 4 un solido mayor *, 6 menor que la pirdmide
DEFH. Séalo primeramente 4 un sélido menor Q ; y dividase la
pirdmide DEFH en dos pirdmides entre si iguales, y semejan-

G H
0 3 Q
M N Ny
& Z
P .

B X C E V. F

tes 4 la total, y en dos prismas iguales: luego los dos prismas
serdn mayores 2 que la mitad de toda la pirdmide : ademas, di-
vidanse semejantemente las pirdmides resultantes de 1a division,
y prosigase haciendo lo mismo, hasta que queden ciertas pirdmides
en la DEFH menores que su exceso sobre el sélido Q. Sean por
exemplo las pirdmides DPRS, STYH ; serdn los prismas restantes

en la pirdmide DEFH mayores que el sélido Q. Dividase tambien
' Ia

¢ Esto se puede demostrar como en la Proposicion II. 4 1a nota *.
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la pirdmide ABCH semejantemente , y en tantas partes, como la
pirdmide DEFH : luego la base ABC serd 4 la DEF, como b los.b 4. XII.
prismas de la pirdmide ABCG 4 los de la DEFH: es asi que
1a base ABC es 4 la DEF, como la pirdmide ABCG al sélido
Q: luego la pirdmide ABCG serd al sélido Q, como los pris-
mas de la pirdmide ABCG 4 los de la DEFH : pero la pird-
mide ABCG es mayor que sus prismas: luego tambiea el séli-
do Q serd mayor ¢ que los prismas de la pirdimide DEFH ; o ¢ 54. V.
que es imposible , pues se ha supuesto menor : luego la base
ABC no serd 4 la DEF, como la pirdimide ABCG 4 algun s6-
lido menor que la pirdmide DEFH. Del mismo modo se demues-
tra, que tampoco es la base DEF 4 la ABC, como la pirdmi-
de DEFH 4 algun sélido menor que la pirdmide ABCG. Afia-
do, que tampoco la base ABC serd 4 la DEF, como la pir4-
mide ABCG 4 algun sélido mayor que la pirdmide DEFH : por-
que si fuese posible, séalo 4 alguno mayor Z : luego invir-
tiendo, serd la base DEF 4 la ABC, como el sélido Z 4 la
pirdimide ABCG, y el sélido Z 4 la pirdmide ABCG, como c.
la pirdmide DEFH 4 algun sdlido t menor que la pirdmide
ABCG, por ser el sélido Z mayor que la pirdmide DEFH : lue-
go la base DEF serd 4 la ABC, como la pirdimide DEFH 4
algun sélido menor que la pirdmide ABCG ; lo qual es absur-
do: luego la base ABC no serd 4 la DEF, como la pirdmide
ABCG 4 algun sélido menor que la pirimide DEFH: es asi
que ya se demostré, que tampoco lo es 4 alguno menor: luego
la pirdmide ABCG ser4 4 la DEFH, como la base ABC4 la
DEF. Por consiguiente las pirdmides , &c. L. Q. D. D. -

PROP. VI. TEOR.

l AS pirdimides de una misma altura, y de bases
poligonas tienen entre si la razon de sus bases.

Sean de la misma altura las pirdmides , que tengan las bases
R2 po-

t Esto se demostrard, como en la Proposicion II. en la Nota .
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poligonas ABCDE , FGHKL ,y por vértices los puntos M, N,
Digo, que la pnrémxde ABCDEM serd 4 la pirdmide FGHKLN
como la base ABCDE 4 la base FGHKL.

. Dividase la base ABCDE en los tridngulos ABC, ACD , ADE;

: y la base FGHKL en los tridngulos FGH , FHK , FKL: y con~

cibanse sobre cada tridngulo ABC, ACD, 'ADE pxrémxdes cu-
yo vértice comun sea el punto My sobre los tridngulos FGH
FHK, FKL pirdmides , cuyo vérnce comun sea el punato N. Sxen-
do, pues, el tridngulo ABC al FGH, como 2 la pirdmide ABCM
4 la FGHN, el tridngulo ACD al FGH, como la pirdmide

M

- A DF K
C &G H

ACDM 4 1a FGHN, y el tridngulo ADE al FGH, cemo la pi-
rdmide ADEM 4 la FGHN; ser4 la suma de todos los primeros
antecedentes al conseqiiente comun , como b la suma de todos los
demas antecedentes al consegiiente comun: esto es la base ABCDE
4 la FGH, como la pirdimide ABCDEM 4 la FGHN ; y por la mis-
ma razon la base FGHKL 4 la FGH, como la pirdimide FGHKLN
4 la FGHN, ¢ invirtiendo. Siendo, pues,la base ABCDE 4 Ia .
FGH, como la pirdmide ABCDEM 4 la FGHN, y la base
FGH 4 la FGHKL, como la pirdmide FGHN 4 la FGHKLN,
serd por igualdad ¢ la base ABCDE 4 la FGHKL, como la
pirdmide ABCDEM 4 la FGHKLN. Por con$1gu1ente las pird~
mides , &c. L. Q. D. D, S

PROP. VII. TEOR. .

l OS prismas de base triangular se dividen en tres
pirdmides iguales entre si, que tienen bases trian-

gulares. .
Sea
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. Sea un prisma , que tenga por base el tridngulo ABC, y DEF su
opuesto. Digo, que el prisma ABCDEF se dividir4 en tres pird-
mides entre si iguales, que tengan bases triangulares.

Tirense las lineas BD, EC, CD. Siendo la figura ABED
un paralelogramo , cuya diagonal es BD, el tridngulo ABD se- -
rd igual 2 al tridngulo EBD : luego la pirdmide, cuya base es a34.1.
el tridngulo ABD , y vértice el punto C, serd igual b 4 la pi- b 5. XIL
rdmide , que tiene por base el tridngulo EBD, y por vértice
C: pero esta dltima pirdmide es la misma que la que tiene por
base el tridngulo EBC, y por vértice D ; pues se halla con-
tenida por los mismos planos : luego tambien la pirdmide , que
tiene por base el triangulo ABD , y por vértice C, serd igual
4 la que tiene por base el tridngulo EBC, y por vértice D.
Ademis de esto, siendo la figura FCBE un paralelogramo, cu-
ya diagonal es CE ; el tridngulo ECF serd
igual 2 al ECB: luego tambien la pirdmide, F
que tiene por base al tridngulo ECB, y por p _—T\E
vértice D, serd igual 4 la que tiene por ba- ~ |\ e
se el tridngulo ECF, y por vértice D: es: asi
que ya se demostr6 la igualdad de la pirdmi- ‘
de, que tiene por base al tridngulo ECB, y C '
por vértice D, 4 la que tiene por base al A B
tridngulo ABD, y por vértice C : consiguien-
temente la pirdmide, cuya base es el tridngulo ECF, y vértice
el punto D, serd igual 4 la que tiene por base el tridngulo ABD,
y vértice el punto C: luego el prisma ABCDEF se divide en
tres pirdmides entre si iguales, y .que tienen bases triangulares;
es 4 saber en las ABDC, EBDC, ECFD. Siendo la pirdmide,
que tiene por base el tridngulo ABD, y por vértice C, la
misma que la que tiene por base el tridngulo ABC, y por vértice
D, pues estdn contenidas por los mismos planos ; y haberse ya
demostrado , que la pirdmide, cuya base es el tridngulo ABD,
y vértice C, es la tercera parte del prisma, cuya base es el tridn-
gulo ABC, y su opuesto DEF ; tambien la pirdmide, cuya base
es el tridngulo ABC, y vértice D, serd la tercera parte del pris-
ma, que tiene la misma base jes 4 saber el tridngulo ABC,y

sy opuesta DEF. L.Q. D. D.
R3 Cor.
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Cor. 1. De aqui se infiere , que toda pirdmide es la tercera
parte del prisma, que tiene la misma base, ¢ igual altura; por-
que si la base del prisma tuviera qualquiera otra figura re&ili-
nea, podria dividirse en otros prismas de bases triangulares.

Cor. 2. Los prismas de igual altura son entre si como sus
bases : pues las pirdmides, que tienen las mismas bases, y altu-
ras, son entre si como sus bases.

PROP. VIII. TEOR.

I AS pirdmides semejantes de bases triangulares es-
tan en la razon triplicada de sus lados homologos. -

Sean semejantes, y semejantemente colocadas las pirdmides,
que tienen por bases los tridngulos ABC, DEF, y por vér-
tices los puntos G, H. Digo , que la pirdmide ABCG estard
4 1a DEFH en la razon triplicada de la del lado BC al lado ho-
mélogo EF.

Complétense los paralelogramos ABCM, GBCN, ABGK, y
el paralelepipedo BGML contenido por estos planos, y sus opues-

K L
‘G N -XHO

A M D&—P
B C E F

tos: complétese igualmente el paralelepipedo EHPO contenido
por los tres paralelogramos DEFP , HEFR, DEHX, y por sus
opuestos 3 y siendo la pirdmide ABCG semejante 4 la DEFH,
ar1.Def. €l dngulo ABC serd igual 2 al DEF, el GBC al HEF, y el
XI. ABG al DEH : pero AB es 4 BC, como b DE 4 EF ; pues
%II.' Def. Jos lados , que contienen dngulos iguales , son proporciona-
les: luego el paralelogramo BM serd semejante al EP: por la

mis-
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misma razon el paralelogramo BN es semejante al ER, y el BK
al EX : luego los tres paralelogramos BM, BN, BK son se-
mejantes 4 los tres EP ,ER, EX: es asi que los tres BM, BN,
BK son iguales, y semejantes ¢ 4 sus tres opuestos ; y los tres ¢ 24. XL
EP, ER, EX, iguales, y semejantes & sus opuestos: luego los
sélidos BGML, EHPO estin contenidos por igual nimero de
planos semejantes; y tienen iguales 4 los dngulos sélidos; por d B. XI.
consiguiente el s6lido BGML serd semejante al EHPO ¢: es asi e 11.Def,
que los paralelepipedos semejantes estdn entre si en la razon tri- XL
plicada de los lados homélogos f : luego la razon del sélido f 33 XI
BGML al EHPO ser4 triplicada de la que el lado homélogo
~ BC tiene al lado homédlogo EF: pero el sélido BGML es al
EHPO, como g la pirdmide ABCG 4 la DEFH: pues la pird- g 15. V.
mide es la sexta parte del sélido; por ser el prisma , que es la
mitad del paralelepipedo b, triplo de la pirdmide i. Por consi- h.8. XI.
guiente la pirdmide ABCG tendrd 4 la DEFH razon triplicada i 7. XII
de la que BCtiene 4 EF. L. Q.D. D. :

Cor. De aqui se deduce claramente, que las pirdmides se-
mejantes , que tienen bases poligonas, estin tambien entre si en
la razon triplicada de los lados homélogos: porque divididas
en pirdmides de bases triangulares, quedan divididos los poligonos
semejantes , que estdn en las bases, en igual nimero de tridngu-.
los semejantes , y homélogos 4 los todos ; serd una de las pir4-
mides de ‘base triangular en la primera pirdmide 4 una pirdmi-
de de base triangular , y semejante en la segunda, como la su-
ma de todas las pirdmides de bases triangulares en la primera 4
la suma de todas las pirdmides de bases triangulares en la se-
gunda ; esto es como la primera pirdmide de base poligona 4 la
segunda de base poligona : es asi que las pirdmides semejantes
de bases triangulares estdn en la razon triplicada de sus lados
homdlogos : luego las pirdmides semejantes de bases poligonas
tendrdn entre si la razon triplicada de sus lados homélogos.

R4 PROP.
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PROP. IX. TEOR.

AS pirdmides iguales de bases triangulares, tienen
sus bases reciprocamente proporcionales 4 sus al-
turas : y las pirdmides de bases triangulares , que tie-
nen las bases reciprocamente proporcionales 4 sus altu-
ras, son iguales entre si.

Sean dos pirdmides iguales, que tengan las bases tridngulares
ABC, DEF, y cuyos vértices sean los puntos G, H. Digo, que
las bases, y alturas de las pirdmides ABCG , DEFH ser4n reci-
procamente proporcionales ; esto es la base ABC 4 la DEF , co-

" mo la altura de la pirdmide DEFH 4 1la altura de la pirdmide

ABCG. ‘
Complétense los paralelogramos AC, AG,GC, y tambien los

DF , DH, HF ; como asimismo los paralelepipedos BGML,
EHPO contenidos por aquellos planos , y sus opuestos: y siendo
Ja pirdmiie ABCG igual 4 -

la DEFH, y el sdlido (0] R
BGML séxtupla de la pi-

rdmide ABCG ; como asi- X '
mismo el sélido EHPO LN /

séxtuplo de la pirdmide G
DEFH ; serd el sélido K
- BGML igual 2 al EHPO: C P | Vg
“es asi que las bases, y al- 7
turas de paralelepipedos A B D E

iguales son reciprocamente
proporcionales b : luego la base BM serd 4 la EP, como la al-
tura del sélido EHPO 4 la del BGML: pero la base BM es 4 la
EP, como el tridngulo ABC al DEF : luego el tridngulo ABC
serd al DEF , como la altura del sélido EHPO 4 la del BGML:
es asi que la altura del sélido EHPO es la misma que la de la pi-
rémide DEFH ; y la altura del sélido BGML la misma que la de
la pirdmide ABCG : luego la base ABC ser4 4 la DEF, como la
altura de la pirdmide DEFH 4 la de la piramide ABCG : por

con~
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consiguiente las bases , y alturas de las pirdmides ABCG , DEFH
serdn reciprocamente proporcionales.

- Pero supuesto , que las bases, y alturas de las pirdmides ABCG,
DEFH sean reciprocamente proporcionales , esto es la base ABC
4 1a DEF, como la altura de la pirdmide DEFH 4 la de la pi-
rdmide ABCG ; digo, que la pirdmide ABCG serd igual 4 la
DEFH.

Porque supuesta la misma construccion , siendo la base ABC

4 la DEF, como la altura de la pirdimide DEFH 4 la de la
ABCG ; y la base ABC 4 la DEF, como el paralelogramo BM
al EP ; serd el paralelogramo BM al EP, como la altura de la
- pirdmide DEFH 4 la de la ABCG: es asi que la altura de la
pirdimide DEFH es la misma que la del paralelepipedo EHPO ; y
la altura de la pirdmide ABCG la misma que la del paralelepi~
pedo BGML : y los paralelepipedos , cuyas bases, y alturas son
reciprocamente proporcionales, son iguales entre si <: luego el
paralelepipedo BGML serd igual al EHPO: pero la pirdmide
ABCG es la sexta parte del s6lido BGML ; y la pirdmide DEFH
la sexta parte del sé6lido EHPO: luego la pirdmide ABCG ser4
igual 4 la DEFH. Por consiguiente las pirdmides, &c. L. Q.D,D,

PROP. X. TEOR.

Opo cono es la tercera parte del cilindro , que tie-
ne la misma base, ¢ igual altura.

Tenga el cono la misma base que el cilindro ; es 4 saber el
circulo ABCD, ¢ igual altura. Digo, que
el cono serd la tercera parte del cilindro; A

esto es, que el cilindro serd triplo del m
cono.

Porque 4 no ser asi, el cilindro serfa B D
mayor, 6 menor que el triplo del cono.
Sea primeramente mayor , ¢ inscribase en F G
el circulo ABCD el quadrado ABCD: lue- ¢
go el quadrado ABCD serd mayor que la

mitad del circulo ABCD: elévese sobre el quadrado ABCD un
pris-

¢ 34. XI,
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prisma de igual altura que el cilindro, el qual ser4 mayor que la
mitad del cilindro ; porque circunscrito al circulo ABCD un

"quadrado , y elevando sobre este un prisma de igual altura 4 Ia

del cilindro, el quadrado inscrito serd la mitad del circunscrito:
pero sobre estas bases quadradas se han elevado paralelepipe-
dos de igual altura ; es 4 saber los prismas: luego el prisma ele-
vado sobre el quadrado ABCD ser4d la mitad del prisma eleva-
do sobre el quadrado circunscrito al circulo ABCD ; por estir
entre si como sus bases 2: pero el cilindro es menor que el pris-
ma elevado sobre- el quadrado circunscrito al circulo ABCD:
luego el prisma elevado sobre el quadrado ABCD de igual al-
tura 4 la del cilindro serd mayor que la mitad de él. Cortense
en dos partes iguales los arcos AB, BC,

CD, DA en los puntos E, F, G,H, y A

tirense las lineas AE, EB, BF, FC, CG, E H
GD, DH, HA : luego cada uno de los

tridngulos AEB, BFC, CGD, DHA serd BF D
mayor que la mitad del segmento del cir- f
culo ABCD, en que se halla ; como se G
demostré en la Proposicion II. de este Li- ¥ G

bro. Elévense sobre cada uno de los

tridngulos AEB, BFC, CGD, DHA prismas de iguales alturas
4 la del cilindro ; cada uno serd mayor, que la mitad de la por-
cion de cilindro, que le contiene; pues tiradas por los puntosE, F,
G, H paralelas 4§ AB, BC, CD, DA, y completando sobre AB,
BC, CD, DA los paralelogramos, y elevando sobre ellos para-

- lelepipedos de iguales alturas 4 la del cilindro, ser4 cada uno

b 2. Cor.
7. XII,

de los prismas b, que estdn sobre los tridngulos AEB , BFC,
CGD, DHA, la mitad de cada uno de dichos sélidos elevados;
pero las porciones de cilindro son menores que los paralelepipedos
elevados: luego los prismas , que estdn sobre los tridngulos AEB,
BFC, CGD, DHA, serdn mayores que la mitad de las porcio-
nes de cilindro, que los contienen. Asi cortando en dos partes
iguales los demas arcos, juntando las secciones, y elevando so-
bre cada uno de los tridngulos, prismas de iguales alturas 4 la del
cilindro ; prosiguiendo siempre la operacion , vendrdn al fin 4
quedar ciertas porciones de cilindro menores que el exceso del

ci-



LIBRO DUODECIMO. 267

cilindro sobre el triplo del cono . Sean las que estidn sobre los ¢ Lema.
segmentos AE, EB, BF, FC,CG, GD, DH, HA del circulo:
luego el otro prisma, cuya base es el poligono AEBFCGDH , y |
que tiene la misma altura que el cilindro , serd mayor que el
triplo del cono: pero este prisma es triplo de la pirdmide , cuya
base es el poligono AEBFCGDH, y vértice el mismo que el
del cono 4 : luego la pirdmide, que tiene por base el poligono d 1. Cor.
AEBFCGDH, y el mismo vértice que el cono, serd mayor que 7- XIL
el cono, cuya base es el circulo ABCD: lo qual es imposible,
por ser menor , pues est4 contenida en él. Afiado , que tampoco el
cilindro ser4 menor que el triplo del cono; porque si lo fuese,
seria inversamente el cono mayor que la tercera parte del cilin-
dro. Inscribase en el circulo ABCD el qua-
drado ABCD, y serd mayor que la mitad H
del circulo: sobre el quadrado ABCD elé- 3= D
vese una pirdmide , que tenga el mismo \
vértice que el cono, y serd mayor que la _ )
mitad de él; porque , como demostramos
antes , si se circunscribe un quadrado al \
circulo, el quadrado ABCD serd la mitad |B
de él; y elevando sobre los quadrados pa- F
ralelepipedos de iguales alturas 4 l1a del
cono, los quales al mismo tiempo son prismas, el paralelepipedo
elevado sobre el quadrado ABCD serd la mitad del elevado so-
bre el quadrado circunscrito al circulo, por estdr entre si como
sus bases ¢ , en cuya razon estdn las-terceras partes de -ellas: e32. X1,
luego la pirdmide , cuya base es el quadrado ABCD, serd la mi-
tad de la pirdmide elevada sobre el quadrado circunscrito al
circulo : pero esta es mayor que el cono, pues lo contiene : Iuego
la pirdmide , cuya base es el quadrado ABCD, y vértice el mis-
mo que el del cono, serd mayor que la mitad del cono. Cértense
- en dos partes iguales los arcos AB,BC,CD, DA en los puntos
E,F,G, H, tirense las lineas AE, EB, BF ,FC, CG, GD, DH,
HA , y resultar4 cada uno de los tridngulos AEB, BFC, CGD,
DHA mayor que la mitad del segmento del circulo, en que se
halla. Elévense sobre cada uno de los tridngulos AEB, BFC,

CGD, DHA pirdmides , que tengan el mismo vértice que el conos
: y

-

(@)
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y cada una de las pirdmides elevadas de este modo serd mayor
que la mitad de la porcionde cono, que la contiene; lo qual se de-
mostrard del mismo modo, que se executo tratando de los pris-
mas, y segmentos del cilindro. Cortando, pues, en dos partes
iguales los demas arcos , juntando las secciones, levantando sobre
cada uno de los tridngulos pirdmides , que tengan el mismo vértice
que el cono, y prosiguiendo la misma operacion , se tendrén al fin
ciertas porciones del cono menores que su ex-

ceso sobre la tercera parte del cilindro f. H

Sean las que estdn sobre los segmentos AE, A= D
EB, BF,FC,CG,GD, DH, HA del circu-
lo: luego la otra pirdmide, cuya base es ! '
AEBFCGDH, y vértice el mismo que el E - G
del cono, serd mayor que la tercera parte
del cilindro: es asi que la pirdmide, cuya [B<_ C
base es el poligono AEBFCGDH, y vér- F

tice el mismo que el del cono, es la terce-

ra parte del prisma, que tiene por base el poligono AEBFCGDH,
y la misma altura que el cilindro: luego el prisma, cuya base
es el poligono AEBFCGDH, y que tiene la misma altura que el ci-
lindro, seria mayor que el cilindro, cuya base esel circulo ABCD:
lo qual es imposible, por ser menor, pues est4 contenido en éL:
luego el cilindro no serd memor que el triplo del cono : y ya
antes se demostrd no ser tampoco mayor : luego el. cilindro ser4
triplo del cono : por tanto el-cono la tercera parte del cilindra.
Por consiguiente todo cono, &c. L.Q.D. D.

4 PROP. XI. TEOR.

l OS conos , y los cilindros de una misma altura son
entre si como sus bases.

~ Sean de la misma altura los conos, y cilindros, cuyas bases
son los circulos ABCD,; EFGH, sus exes KL, MN, y los di4-
metros de sus bases AC, EG. Digo, que el cono AL serd al cono
EN, como el circulo ABCD al circulo EFGH.
Porque 4 no ser asi, el circulo ABCD seria al EFGH, comt;
e
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el cono AL 4 algun sélido mayor., 6 menor que el cono EN. Sea

imeramente 4 uno menor X ; y sea el sélido Z la diferencia del
sélido X al cono EN: luego el cono EN serd igual 4 los sélidos
X , Z. Inscribase en el circulo EFGH el quadrado EFGH , y este
resultard4 mayor que la mitad del circulo. Elévese sobre el mis~
mo quadrado una pirdmide de igual altura 4 la del cono *, y serd
mayor que la mitad de este ; porque circunscribiendo un qua-
drado al circulo, y elevanda sobre él una pirdmide de igual al~

Z

tura 4 Ia del cono, la pirdmide inscrita serd 1a mitad de la cir-
cunscrita , por tener entre si la razon de sus bases 2: pero el cono
es menor que la pirdmide circunscrita: luego la pirdmide, cuya
base es el quadrado EFGH , y vértice el mismo que el del cono,
serd mayor que la mitad del cono. Dividanse en dos partes igua~
Ies los arcos EF , FG,GH, HE en los puntos O, P, R, S: ti-
rense las lineas EO, OF , FP, PG, GR,RH,HS, SE: y resul-
tard cada uno de los tridngulos EOF , FFG, GRH, HSE ma~

yor que la mitad del segmento del circulo, en que se halla.
El-

* O por mejor decir, teniendo €l mismo vértice que el cono ; y lo mismo sc en~
tenderd en adelante.

a 6. X1I.
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Elévese sobre cada uno de los tridngulos EOF, FPG, GR H,HSE
una pirdmide de igual altura 4 la del cono: luego cada una de
las pirdmides elevadas serd mayor que la mitad de la porcion de
cono que la contiene, Asi cortando los demas arcos en dos par-
tes iguales , tirando re&as, elevando pirdmides de iguales alturas
4 la del cono en cada tridngulo, y continuando la misma ope-
racion, quedardn algunas porciones de cono menores b que el
s6lido Z. Sean las que se hallan sobre los segmentos EO, OF,

Z

FP, PG, GR,RH, HS, SE del circulo: luego la otra pirdmide,
cuya base el poligono EOFPGRHS, y que tiene la misma al-
tura que el cono, serd mayor que el sélido X. Describase en el
circulo ABCD el poligono ATBYCVDQ semejante al poligono
EOFPGRHS, y sobre él elévese una pirdmide de igual altura
4 la del cono AL. Siendo, pues, el poligono ATBYCVDQ al
EOFPGRHS ¢, y el circulo ABCD al EFGH d, como el qua-
drado de AC al de EG, ser4 el circulo ABCD al EFGH, co-
mo ¢ el poligono ATBYCVDQ al EOFPGRHS ; es asi que el
circulo ABCD es al EFGH, como el cono AL al sélido X, y el
poligono ATBYCVDQ al EOFPGRHS , como f la pirdmide,

que tiene por base el poligono ATBYCVDQ, y por vértice el
pun-
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punto L , 4 la que tiene por base el poligono EOFPGRHS, y por
vértice el punto N : luego la pirdmide, cuya base es ATBYCVDQ,
y vértice L, es 4 la pirdmide, cuya base es EOFPGRHS, y vértice
N, como el cono AL al sélido X: es asi que el cono AL es ma-
yor que la pirdmide , que estd en él : luego el sélido X seria ma-

yor que la pirdmide, que estd en el cono EN g: lo qual es ab- g 14. V.

surdo, por ser menor ; luego el cono AL no serd 4 algun sélido

menor que el cono EN, como el circulo ABCD al EFGH. Se-

mejantemente se demostrard , que tampoco el circulo EFGH es
al ABCD, como el cono EN 4 algun sélido menor que el cono
AL. Afiado, que tampoco el circulo ABCD serd al EFGH, co-
mo el cono AL 4 algun sélido mayor que el cono EN ; porque si
lo fuera , sea I el s6lido mayor : luego invirtiendo, serd el circu-
- 1o EFGH al ABCD, como el sdlido I al cono AL, vy el sélido
I al cono AL, como el cono EN 4 algun sélido menor que el
cono AL g pues el sélido I es mayor que el cono EN : luego
el circulo EFGH serd al ABCD, como el cono EN 4 algun sé-
lido menor que el cono AL lo qual es imposible , como ya se
demostr6: no serd, pues, el circulo ABCD al EFGH, como el
cono AL 4 algun sélido mayor que el cono EN: es asi que se ha

demostrado no serlo tampoco 4 alguno menor : luego el circulo

ABCD serd al EFGH, como el cono AL al EN: pero el cono
es al cono, como h el cilindro al cilindro ; por ser los cilindros
triplos i de los conos : luego los cilindros de igual altura, que
estdn sobre los circulos ABCD, EFGH , serdn entre si , como los
mismos circulos. Por consiguiente los conos, &c, L. Q. D.D.

PROP. XIL TEOR.

OS conos, y cilindros semejantes estdn entre si en
la razon triplicada de los didmetros de sus bases.

Sean semejantes los conos, y cilindrog, cuyas bases son los
circulos ABCD , EFGH ; AC, EG los didmetros de sus bases;
y KL, MN los exes de los conos, 6 cilindros. Digo, que el co-
no, cuya base es el circulo ABCD, y vértice el punto L, es-

h1s. V.
i 10.XII.

ta-
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tard al cono, cuya base es el circulo EFGH , y vértice el punto
N, en la razon triplicada de la de AC 4 EG.

Porque si el cono ABCDL no tuviese al cono EFGHN razon
triplicada de la que AC tiene 4 EG, la tendria 4 algun solido ma-
yor, 6 menor que el cono EFGHN. Téngala primeramente 4 uno
menor X, y supuesta la misma construccion de la Proposicion
antecedente , se demostrard, como en ella, que la pirdmide, cu-~

L

Q v
AF—§—IcC
T Y

ya base es el poligono EOFPGRHS , y vértice el punto N, se-
r4 mayor que el sélido X.

Inscribase en el circulo ABCD el poligono ATBYCVDQ se-
mejante 4 el EOFPGRHS, sobre el qual elévese una pirdmi=-
de, que tenga el mismo vértice que el cono: y sea LAQ uno
de los tridngulos,, que contienen la pirdmide , cuya base es
ATBYCVDQ, y vértice L, € igualmente NES uno de los tridn~
gulos , que contienen la pirdmide, cuya base es EOFPGRHS , y
vértice N5 y tirense las lineas KQ , MS. Siendo , pues, el cono

ABCDL
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ABCDL semejante al cono EFGHN ; serd AC 4 EG, como el

exe KL al MN 3, pero es AC 4 EG b,como AK 4 EM: con- a24.Def.

siguientemente AK serd 4§ EM, como KL 4 MN ; y permutan~ g“; v

do AK 4 KL, como EM 4 MN : pero los 4ngulos AKL, EMN ° ' ™

son iguales, por ser ambos reos, y los lados , que comprehen-

den los dngules iguales, son proporcionales : luego el tridn-

gulo AKL serd semejante < al tridngulo EMN. Ademis, siendo c6. VL.

AK 4 KQ, como EM 4 MS, y comprehendiendo los 4ngulos

iguales AKQ, EMS ; por ser el 4ngulo AKQ la misma parte

de los quatro re@os, que concurren en el centro K, que es el

dngulo EMS de los quatro reGos , que concurren en el centro

M ; el tridngulo AKQ serd semejante ¢ al EMS : y habiéndose

demostrado , que AK es 4 KL, como EM 4 MN, AK igual 4

QK,y EM 4 MS, resultard ser QK 4 KL, como SM 4 MN:

lJuego serdn proporcionales los lados, que comprehenden 4 los

4ngulos iguales QKL , SMN ; pero estos son re&os: luego el tridn-

gulo LKQ serd semejante al tridngulo NMS : y siendo LA 4

AK, como NE 4 EM, por la semejanza de los tridngulos AKL,

EMN;y KA 4 AQ,como ME 4 ES, por la semejanza de los

tridngulos AKQ, EMS ; serd por igualdad ¢ LA 4 AQ, como ¢ 33, V.

NE 4 ES. Ademis de esto, siendo LQ 4 QK , como NS 4 SM,

por la sémejanza de los tridngulos LQK , NSM; y KQ 4

QA , como MS 4 SE, por la semejanza de los tridngulos

KAQ, MES, serd por igualdad ¢ LQ 4 QA , como NS 4

SE: pero se ha demostrado ser QA 4 AL, como SE 4 EN:

luego por ignaldad QL serd 4 LA, como SN 4 NE : luego se-

rén proporcionales los lados de los tridngulos LQA , NSE ; y

por tanto los tridngulos equidngulos ¢, y semejantes entre si. Por

consiguiente la pirdmide, cuya base es el tridngulo AKQ, yes. VL

vértice el punto L, serd semejante 4 la que tiene por base el

triangulo EMS , y por vértice el punto N ; por ser iguales en~

tre si sus dngulos f sdlidos, y estir ellas contenidas por igual

ndmero de planos semejantes : es asi que las pirdmides semejan- £ B. XI.

tes, y de bases triangulares estdn .en la razon triplicada de los

lados homblogos &: luego la pirdmide AKQL tendrd 4 la EMSN

razon triplicada de la que AK tiene 4 EM: semejantemente ti- ¢ g, XII.

rando reQas de los puntos D, V,C,SY,B,T 4 K,y de los
K pun-
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puntos H, R,G,P,F, O 4§ M, y elevando sobre los tridn
gulos pirdmides , que tengan los mismos vértices que los conos,
demostrarémos , que cada una de las primeras pirdmides tendrd 4
su correspondiente de las segundas razon triplicada de la que el la-
do AK tiene 4 su lado homélogo EM ; esto es de la de AC 4 EG:
pero la suma de todos los antecedentes es 4 la suma de todes
los conseqiientes , como b uno de los antecedentes 4 su conse-

qiiente ; serd , pues , la pirdmide AKQL 4 1a EMSN , .como la

D
Q \"4
AF—¥—c
M
=

X zZ

pirdmide total, cuya base es el poligono ATBYCVDQ, y vér-
tice el punto L, 4 la pirdmide total, cuya base es el poligono
EOFPGRHS, y vértice el punto N : por consiguiente la pird-
mide , cuya base es ATBYCVDQ, y vértice L , tendra 4 la pi-
rdmide , cuya base es EOFPGRHS , y vértice N , razon triplica-
da de la de AC &4 EG: pero se ha supuesto, que el cono, cu-
ya base es el circulo ABCD, y vértice el punto L , tiene al sé-
lido X razon triplicada de la de AC 4 EG: luego el cono, cu-
ya base es el circulo ABCD, y vértice L, serd al sélido X, co-

. mo




LIBRO DUODECIMO. 27¢

mo la pirdmide, cuya base es ATBYCVDQ,y vértice L, 4
la pirdmide , cuya base es EOFPGRHS, y vértice N: pero
el cono, cuya base es el circulo ABCD,y vértice L , es ma-
yor que la pirdmide, que estd en €él, pues la contiene: luego el
s6lido X serd mayor que la pirdmide , cuya base es EOFPGRHS,
y vértice N i 5 lo qual es nnposxble, por ser menor : luego dn-
cho cono no tendré 4 algun sélido menor que el cono, cuya ba-
se es el circulo EFGH, y vértice N, razon triplicada de la que
AC tiene 4 EG. De la misma manera demostrarémos , que tampoco
el cono EFGHN tendrd 4 algun s6lido menor que el cono ABCDL
razon triplicada de Ia de EG 4 AC. Aifiado, que tampoco el co-
no ABCDL tendrd 4 algun sélido mayor que el cono EFGHN
razon triplicada de la que AC tiene 4 EG : porque si la tuviese,
sea al sdlido mayor 'Z ; y resultard , que invirtiendo el sélido Z
téndrd al cono ABCDL razon triplicada de la que EG tiene 4
AC: es asi que el sélido Z es al cono ABCDL, como el co-
no EFGHN 4 algun sélido menor i que el cono ’ABCDL ; por
ser el sélido Z mayor que el cono EFGHN : luego tambien el
cono EFGHN tendrd 4 algun sélido menor que el cono ABCDL
razon triplicada de la de EG4 AC3 lo qual se ha demostra-
do imposible : luego el cono ABCDL no tendrd 4 algun sélido
mayor que el cono EFGHN razon triplicada de la que AC tie-
ne 4 EG: pero se demostrd, que tampoco 4 alguno menor : con-

~siguientemente el cono ABCDL tendré al EFGHN razon tri-

plicada de la de AC 4 EG: es asi que el cono es al cono, co-
mo k el cilindro al cilindro ; pues se ha demostrado, que todo
cono es la tercéra parte del cnlmdro de la misma base , é igual
alra : luego un cilindro tendrd 4 otro razon tnpl:cada de la
que AC tiene 4 EG. Por consiguiente los conos, &c. L.Q.D. D.

PROP. XIII. TEOR.

SI un cilindro se corta por un plano paralelo 4 los
planos opuestos , estardn sus segmentos en la razon
de los segmentos del exe.

Cortese el cilindro AD por el plano GH paralelo 4 los pla~
Sa . nos

iV,

k 15. V.,



2 16. XI.,

b 15.Def.
1 5

~ los paralelogramos AK, GF, si girasen al

c11.XIIL

-puntos L, N, X, M tirense planos paralelos V
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nos opuestos AB, CD ; encuentre al exe EF en K;y sea GH Ia
comun seccion del plano GH, y de la superficie del cilindro AD.
Sea en qualquiera posicion AEFC el paralelogramo re&ingulog
por cuya revolucion al rededor de la re&a EF se describe el
cilindro AD: y sea la re&a GK comun seccion de los planos
GH, AEFC: estando, pues, los planos paralelos AB, GH cor-
tados por el plano AEKG, sus comunes secciones AE, GK se-
rdn paralelas a: luego AK seré un paralelogramo ; por tanto KG
igual 4 EA, que es radio del circulo AD. De la misma manera
se demostrard , que todas las re@as tiradas del punto K 4 la li-
nea GH son 1guales 4 los radios del circulo

AB, y por lo mismo iguales entre si: luego @
GH seré igual 4 la circunferencia del circu-

lo b, cuyo centro es K: luego el plano GH

di-vidiré al cilindro AD en los cilindros AH, R
GD : pues son los mismos, que describirian

P

S

>
=)

rededor de las re&tas EK, KF. Digo, pues,
que el cilindro AH serd al cilindro HC, co-
mo el exe EK al exe KF.

Proldnguese el exe EF por ambas partes
hasta los puntos L, M: tdmense qualesquiera
lineas EN, NL 1guales al exe EK ; ¢ igual-
mente FX, XM iguales al exe FK; y por los

*";’
fodelviomvas s

H
D
Y

Q

4 AB, CD luego los circulos, cuyos centros :
son L N, X, M, serdn comunes secciones de los planos, y de
la superﬁcne contmuada del cnlmdro, como se demostré del pla-
no GH:y los planos cortardn 4 los cilindros PR, RB, DT, TQ:
asi siendo iguales entre si los exes LN, NE, EK 5 los cilindros
PR, RB, BG, serdn entre si, como sus bases c: : pero las bases
son 1gua]es luego tambien serdn iguales entre si los cilindras
PR, RB, BG. Siendo 5 pues, iguales entre si los exes LN , NE,

- EK; & 1guales entre si los cilindros PR, RB, BG, y el nimero

de exes igual al de cilindros, quan mulnphce sea el exe KL del
KE, tan muliiplice serd el c1lmdro PG del GB: asimismo quan
muluplxce sea ¢l exe MK del KF, tan multiplice serd el cilin-

dro
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dro QG del GD, y segun sea el exe KL igual, mayor, 6 menor
que el exe KM, seri el cilindro PG igual , mayor, 6 menor
que el cilindro GQ : luego dadas quatro cantidades, esto es los
exes EK , KF, y los cilindros BG, GD , se han tomado el exe
KL, y el cilindro PG qualesquiera equimultiplices del exe KF,

y del cilindro BG ; como tambien el exe KM, y el cilindro GQ
qualesquiera equimultiplices del exe KF, y del cilindro GD: pe-
ro se ha demostrado, que segun sea el exe KL mayor, igual, 6
menor que el éxe KM, serd el cilindro PG mayor , igual , 6
menor que el cilindro GQ: luego el exe ¢ EK serd al KF, co- d 5. Def.
mo el cilindro BG al GD. Por consiguiente si un, &c. L. Q.D.D: V.

PROP. XIV. TEOR.

T OS conos , y cilindros de bases iguales estin entre
si en la razon de sus alturas.

. Tengan los cilindros EB, FD las bases AB, CD iguales. Di=
go, que el cilindro EB serd al FD, como el exe GH al KL.
Prolénguese el exe KL hasta el punto N ; témese LN igual
al exe GH, y concibase el cilindro CM descrito al rededor del
exe LN. Siendo, pues, de una misma altura los cilindros EB,
CM, estardn entre si en la razon de , :
sus bases 2: pero estas son iguales: ¥ X a1r.XIm,
luego tambien lo ser4n entre si los ci-
lindros EB, CM: asi estando corta- -
do el cilindro FM por el plano CD
paralelo 4 los planos opuestos, el ci-
lindro CM serd al FD, como b el exe
LN al KL:es asi que el cilindro CM
és igual al EB, y el exe LN al GH:
luego el cilindro EB serd al FD, co- ~
-mo el exe GH al KL: pero el cilindro EB es al FD, como ¢ el ¢ 3. V.
.cono ABG al CDK; por ser los cilindros triplos de los conos d: dzo.XII
Juego el cono ABG serd al CDK ; y el cilindro EB al FD, co-
-mo ¢l exe GH al KL, Por consiguiente los conos, &c. L.Q.D. D:

S3 PROP.
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PROP. XV. TEOR.

AS bases, y alturas de conos, y cilindros iguales
son reciprocamente proporcionales : y los conos, y
cilindros, cuyas bases, y alturas son reciprocamente pro-
porcionales , son iguales entre si. . :

Sean iguales los conos ALC, ENG, y los cilindros AX , EO,
cuyas bases son los circulos ABCD , EFGH ; didmetros AG,
- EGj;y exes KL, MN, los quales son las alturas de los conos,
y cilindros. Digo , que las bases, y alturas de los cilindros AX,
EO ser4n reciprocamente proparcionales; esto es la base ABCD
4 la base EFGH, como la al- ]
- tura MN 4 Ia altura KL. R (9]
La altura KL 6 es igual 4 , :
1a MN, 6 no. Sea primeramen- <
te_igual: tambien el cilindro (N Y/ £\Js
AX seri igual al EO: es asi 1
que los conos, y cilindros de k : H
una misma altura tienen entre 1\< C E G
arr.XII. si la razon de sus bases 2 : lue- N ‘
e A. V. g0 la base ABCD serd igual * B . F '
d la base EFG: luego la base ABCD serd 4 1a EFGH, como
la altura MN 4 la KL. Pero suponiendo , que Ia altura KL no
sea igual 4 la MN , sino mayor , témese de MN la MP igual
d la altura KL, y por el punto P cértese el cilindro EO por el
plano TYS paralelo 4 los planos opuestos de los circulos EFGH,
RO, y resultard un circulo la comun seccion del plano TYS, y
del cilindro EO; y un cilindro ES, cuya base es el circulo
, EFGH, y su altura MP. Siendo, pues, el cilindro AX igual
b4 V. al EO, ser4 AX al ES, como b EO 4 ES: es asi que el ci-
lindro AX es 4 ES, como 2 la base ABCD 4 la EFGH; por
tener una misma altura los cilindros AX, ES ; y el cilindro EO
c13.XI1 al ES, como ¢ la altura MN 4 la MP; pues est4 el cilindro EQ
cortado por el plano TYS paralelo 4 los planos opuestos : lue-
go la base ABCD serd 4 la EFGH , como la altura MN 4 la MP:
- . - €S
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es asf que la altura MP es igual 4 la KL : luego la base ABCD
serd 4 1a EFGH , como la altura MN 4 la KL : por consiguien-
te las bases,y alturas de los cilindros AX, EO serdn recipro-
camente proporcionales.

Supuesto que las bases , y alturas de los cilindros AX, EO
son reciprocamente proporcnonales esto es la base ABCD 4dla
EFGH , como la altura MN 4 la KL. Digo, que el cilindro AX
serd: 1gual al cilindro EO.

Primeramente sea la base ABCD igual 4 1a EFGH ; y respe@o
de ser la base ABCD 4 la base EFGH, como la altura MN 4 la
KL, serd MN igual * 4 KL consxguxentemente el cilindro AX *A. V.
seré igual 2 al cilindro EO Pero demos, que la base ABCD a1r.XIL
no sea igual 4 la EFGH, sino mayor ; y resultard, que siendo
la base ABCD 4 la EFGH, como la altura MN 4 la KL, serd
MN mayor * que KL ; y supuesta la misma construccion, por ser
la base ABCD 4 l1a EFGH, como la altura MN 4 laKL; y la
altura KL igual 4 la MP, la base ABCD serd 4 la EF GH, co-
mo el cilindro AX al ES, pues tienen la misma altura 25y la al-
tura MN 4 la MP, 6 KL, como el cilindro EO al ES: luego el
cilindro AX ser al ES, como ¢l cilindro EO al ES: luego el
cilindro AX serd igual 2l EO. Asimismo se demostrard en los
«<onos. L. Q.D. D.

PROP. XVI. PROBL.
Anvos dos circulos concéntricos, inscribir en el ma«~
yor un poligono de un numero par de lados , que
no toquen al circulo menor.

Sean los dos circulos dados ABCD, EFGH » que tengan un
.mismo centro K 5 y hdyase de inscribir '

en el mayor un poligono equilitero de
‘un nimero par de lados, que no toquen
al circulo menor.

Tirese por el centro K la re@a BD, y
del punto G la GA perpendicular 4 BD,
prolongédndola hasta C: luego AC tocard
al circulo EFGH a. Dividiendo des-

S4  pues

a 16. I11,



b Lema.

a 28. 1L

* LD igual ¢ 4 DN : y siendo LN para-
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pues en dos partes iguales el arco BAD, repitiendo la misma
operacion con su mitad, y asi sucesivamente , quedar4 al fin un
arco menor que el AD b, Sea LD, y
del punto L 4 la linea BD tirese la per-
pendicular LM, y aldrguese hasta N:
tirense las lineas LD, DN : resultard

lela 4 AC, y tocando AC al circulo
EFGH, no lo tocard el LM ; luego tam-
poco lo tocardn las reGtas LD, DN ; y
si despues se aplican al circulo ABCD lineas iguales 4 LD, que-
dard inscrito en él un poligono equildtero de un ndmero par de
lados,, que no tocan al circulo menor. L.Q.D.H. :

LEMA IL

SI dos trapecios ABCD,EFGH estin inscritos en circu-
los , que tengan por centros los puntos K,L, y
tienen los lados AB, DC paralelos entre si , y lo mis-
mo los EF ,HG , y los otros quatro AD, BC, EH, FG
iguales entre si , y el lado AB mayor que el EF , como
asimismo el DC mayor que el HG ; serd el radio KA
del circulo circunscrito al trapecio de lados mayores m4-
yor que el radio LE del circulo circunscrito al otro
trapecio.

No sea, si es posible,- KA mayor que LEj; serd, pues, KA
igual , 6 menor que LE ; sea primeramente igual. Siendo, pues,
en circulos iguales las re&as AD , BC iguales 4 las EH, FG, se-
rdn los arcos AD, BC iguales 4 los EH, FG 2: siendo, pues,
las retas AD, DC respe@ivamente mayores que las EF , HG,
serdn los arcos AB, DC mayores que los EF, HG: luego toda
Ia circunferencia ABCD sera mayor , que toda la circunferencia
EFGH ; lo qual es imposible : luego KA no serd igual 4 LE.

Pero suponiendo KA menor que LE ;témese LM igual 4 KA 5y

. S con
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con centro L, & intervalo LM describase el circulo MNOP, el
qual tiradas las lineas LF, LG, LH, las encontrard en los pun-
tosN ,0, P, M: tirense MN, NO, OP, PM, que serdn res-
pe&ivamente paralelas b 4§ EF , FG, GH, HE, y respe&ivamen-
te menores que ellas. Asi siendo EH mayor que MP, tambien
AD serd mayor que MP: es asi que los circulos ABCD , MNOP
son iguales : luego el arco AD serd mayor que el MP: € igual-
mente el arco BC serd mayor que el NO: y respefto de ser AB

D C

mayor que EF, la qual es mayor que MN, serd AB mucho ma- .

yor que MN : luego AB serd mayor que MN: y por la misma
razon BC mayor que PO: luego toda la circunferencia ABCD
seria mayor que la MNOP : lo que es imposible , por ser igual;
luego KA no serd menor que LE : es asi que tampoco es igual:
Iuego KA serd necesariamente mayor que LE. L. Q. D. D.

oR. De aqui es, que si fuese un tridngulo isésceles, cuyos
lados sean iguales 4 AD, BC, y la base menor que AB, linea
mayor de las AB, DC; se demostrard de la misma manera, que
el radio KA serd mayor que el radio del circulo circunscrito al
tal tridngulo, |

PROP.

ba. VI,

-
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~ PROP.XVIL PROBL. j

Apas dos esferas ¢oncéntricas , inscribir en Ia ma-’
yor un poliedro 4 cuya superficie no toque 4 la
menor. -

_« Supénganse dos esferas, que tengan ¢l mismo centro A: y hd-
yase de inscribir en la mayor un poliedro, cuya superficie no
toque 4 la menor.

Cortense las esferas por algun plano, que pase por el centro:

\

consiguientemente las secciones serdn circulos ; porque estando
fixo el didmetro, y girando al rededor del semicirculo, se ge-
nerard la esfera: luego en qualquiera posicion , que concibamos
el semicirculo, el plano, que pase por él, formard en la super-
ficie de la esfera un circulo, y este serd el méximo , por se:i" ;l
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didmetro de 1a esfera, el qual lo es tambien del circulo, la ma«
yor de todas las reQas, que se pueden tirar en el circulo, 6 en
la esfera 2. Sea, pues, BCDE el circulo de la esfera mayor, y
FGH el circulo de la esfera menor ; y tirense los dos didmetros
BD, CE perpendiculares entre si : y siendo ‘concéntricos los dos
circulos BCDE , FGH , inscribase b en el mayor BCDE un po-
ligono equildtero de un nimero par de lados, que no toquen al
circulo menor FGH ; cuyos lados BK, KL, LM, ME estén en
el quadrante BE del circulo ; y tirada KA , prolénguese hasta N,
y del punto A tirese AX perpendicular al plano del circulo
BCDE , que encuentre 4 la superficie de la esfera en el punto X:
tirense asimismo por la linea AX, y por las dos BD, KN pla-
nos, los quales, segun lo ya dicho , formardn en la superficie de
la esfera circulos méximos ; y sean BXD , KXN los semicirculos;
y BD, KN sus didmetros. Siendo, pues, XA perpendicular al
plano del circulo BCDE , todos los planos, que pasan por XA,
serdn perpendiculares ¢ al plano del circulo BCDE : consiguien-
temente tambien los semicirculos BXD , KXN serdn perpendicu-
lares al mismo plano: y respeto de que son iguales los semi-
circulos BED , BXD, KXN, por estdr sobre los didmetros igua~
les BD, KN, sus quadrantes BX , KX serdn tambien iguales en-
tre si: luego quantos lados del poligono haya en el quadrante
BE, tantos lados habrd en los quadrantes BX , KX iguales 4 los
lados BK, KL, LM, ME. Describanse, y sean BO, OP, PR,
RX ; KS, ST, TY, YX, y tirense OS, PT , RY, como tambien
de los puntos O, S 4 las reGas AB, AK las perpendiculares OV,
SQ. Siendo, pues, el plano BOXD perpendicular al plano BCDE,
y habiéndose tirado en BOXD la OV perpendicular 4 AB co~
mun seccion de los planos, serd OV perpendicular al pland
BCDE d. Asi tambien SQ serd perpendicular al mismo plano
por ser el plano KSXN perpendicular al BCDE. Tirese VQ, y
por quanto en los semicirculos iguales BXD, KXN se han toma~
do los arcos iguales BO, KS, y se han tirado las perpendicula-
res OV, SQ 4 los didmetros de los circulos , resultard OV igual
4 5Q, y BV 4 KQ: esasi que la total BA es igual 4 la total KA:
luego la parte VA serd igual QA: luego BV serd 4 VA, como
KQ 4 QA : y por tanto VQ serd paralela ¢ 4 BK. Por ser
kS las

a1s. I

b16.XII,

c18.XI.

g(f Def.

e 2. VL
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las dos OV, SQ perpendiculares al plano del circulo BCDE,
serd OV paralela f 4 SQ: pero ya se demostrd serle igual: luego
QV, SO serdn iguales, y paralelas g: y siendo QV paralela: 4
SO, como tambien 4 KB, serd OS paralela h 4 BK: luego BO,
KS, que ‘las juntan, estardn en el mismo plano de las paralelas

~OS, BK ; y el quadrildtero KBOS estard en un plano : pero si sé

juntan PB, TK, y de los puntos P, T se tiran perpeadiculares 4

c P

-
LN

\ B Y
=1L
E-MU

fas re@as AB, AK, se demostraré , que Ia re@a TP sers para-

“lela 4 1a KB, del mismo modo que se demostré6 SO paralela 4

KB: por consiguiente TP serd paralela 4 SO: y por tanto el
quadrildtero SOPT estard en un plano : asimismo el quadrilétero
TPRY estard en un plano: es asi que la figura YRX estd i em |
un plano: luego si concebimos re@tas tiradas de los puntos O, S,
P,T,R,Y 4 A, resultard una figura poliedra entre las circun-
ferencias BX, KX, compuesta de las pirdmides , cuyas bases son
los quadrildteros KBOS , SOPT, TPRY, y el tridngulo YRX;
. , 'y
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y vértice el punto A;y si en cada uno de los lados KL, LM,
ME se construyen pirdmides, como en BK; y lo mismo en los
otros tres quadrantes, y en el otro hemisferio ; resultard una figura
poliedra inscrita en la esfera, y compuesta de pirdmides, que
tienen por bases quadrildteros iguales 4 KBOS, SOPT, TPRY,
y el tridngulo YRX , en el mismo orden, y por vértice al punto
A : y la superficie de dicha figura poliedra no tocard 4 la esfera
menor generada por el circulo FGH. Tirese del punto A al pla-
no del quadrildtero KBOS la perpendicular AZ k , que lo en-
contrar4 en el punto Z ; y tirense las lineas BZ , ZK. Siendo, pues,
AZ perpendicular al plano del quadrildtero KBOS, lo serd tam-~
bien 4 todas las reQas, que toca , y estin en el mismo plano:
luego AZ ser4 perpendicular 4 las dos BZ,ZK ; y por ser AB
igual 4 AK, y tambien los quadrados de AZ, ZB iguales al
quadrado de AB, como asimismo- los quadrados * de AZ,ZK
iguales al de AK, serdn los quadrados de AZ,ZB iguales 4 los de
AZ,ZK. Quitese el quadrado comun de AZ, y los otros dos de
BZ, y KZ serdn iguales entre si: y por tanto la recta BZ igual
4 la reta ZK. Semejantemente demostrarémos, que las lineas
tiradas del punto Z 4 los O, S son iguales 4 las dos BZ, ZK:
luego el circulo descrito con centro Z, é intervalo ZB pasard
por los puntos K,0, y estard inscrito en el circulo el quadril4-
tero KBOS : y siendo KB mayor que QV, y QV igual 4 SO,
resultari KB mayor que SO: pero KB es igual 4 las dos BO,
KS: luego cada uno de los arcos iguales, 4 que subtenden las
re@as KB, BO, KS en el circulo KBOS, serd mayor que el
arco, 4 que subtende la refta OS: por consiguiente aquellos tres
arcos juntos con el quarto igual 4 uno de ellos serin mayores
que los tres juntos con el arco, 4 que subtende Ia reGa OS, esto
es. mayores que toda la circunferencia : luego el arco KB en el

circulo KBOS serd mayor que la quarta parte de toda la circun-

ferencia del mismo circulo ; y por tanto el 4ngulo BZK en el

centro serd mayor que un reto. Siendo, pues, el mismo dngulo

ki11. X1,

*4. L

obtuso , el quadrado de BK serdé mayor que los de BZ, ZK 1, ! 12. IL

esto es mayor que el duplo del quadrado de BZ. Tirese KV, y
por ser en los tridngulos KBV, OBV, KB, BV iguales 4 OB,

BV, y. contener dngulos iguales ; serd el dngulo KVB igual m al m4. 1.

OVB:
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OVB: pero OVB es reto: luego tambien KVB lo serd : y sien
do BD menor que el duplo de DV, ser4 el reGdngulo contenido
por DB, BV menor que el duplo del re@dngulo de DV, VB, esto
es el quadrado » de KB serd menor que el duplo del quadrado de
KV : pero el quadrado de KB es mayor que el duplo del qua-
drado de BZ: luego el quadrado de KV serd mayor que el de
BZ: y por ser BA igual 4 AK, y los quadrados de BZ, ZA

iguales al de BA, como asimismo los de KV, VA iguales al
de AK, resultardn los quadrados de BZ , ZA iguales 4-los de
KV, VA de los quales el quadrado de KV es mayor que el de
BZ : luego el quadrado restante de VA serd menor que el de
ZA ,y portanto la re¢ta AZ mayor que la recta AV : serd, pues,

AZ mucho mayor que AG ; pues se demostré en la Proposicion

antecedente , que 1a re&ta KV cae fuera del circulo FGH : es asi
que AZ es perpendicular al plano KBOS, y por tanto la mini--
ma de quantas se pueden tirar del centro de la esfera 4 aquel
- pla-
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plano : luego el plano KBOS cacrd fuera de la esfera menor.

. Del modo siguiente se demuestra,que caen fuera de la esfera
menor los demds planos, que estdn entre los quadrantes BX, KX,
Tirese del punto A al plano del quadrildtero SOPT la perpen-
dicular AI, y trese la linea IO ; y en la misma forma que se
demostré del plano KBOS , y del punto Z, se demostrard del
punto I, que es centro del circulo cu'cunscrlto al quadrildtero

SOPT ; y que la reGa OS es mayor que la re&a PT, la qual -

se demostré paralela 4 OS. Teniendo , pues, los trapecios KBOS,
SOPT inscritos en circulos los lados BK, OS, y tambien los
OS , PT paralelos ; y los demds BO , KS, OP, ST iguales en-
tre si; el lado BK mayor que el OS, y 0s que PT; la reéta
ZB ser4 mayor que la re&a IO o: tirese AO que serd igual 4
AB:y siendo reQos los dngulos AIO, AZB, los quadrados de
Al, IO serdn iguales al de AO, 6 AB esto es 4 los de AZ,
78" pero el de ZB es mayor que el de'10: luego el otro de
AZ serd menor- que el de Al : serd , pues, la reCta AZ menor que
la Al:es asi que ya se demostr6 ser mayor que AG : luego Al
serd mucho mayor que la re®ta AG: luego el plano SEPT cae-
r4 fuera de la esfera menor. De la misma suerte se demostrard,
que el plano TPRY caerd fuera de la misma esfera, como tam-
bien el plano del tridngulo YRX , es 4 saber por el Corolario
del Lema II: y semejantemente se demostraré » que caerdn fuera
de la esfera menor todos los demds planos , que contienen el po-
liedro. Por consiguiente dadas dos esferas concéntricas se ha ins~
crito en la mayor un pohedro cuya superﬁcxe no toca 4 la me-
for. L.Q.D. H. :

De otro modo, y mas breve se demostraré sin valerse de Ia
Proposicion XVI, que la re®a AZ es mayor que la AG. Tirese
del punto G la GU perpendicular 4 AG, y tirese la linea AU:
cortando en dos partes iguales la circunferencia BE, haciendo
1o mismo con su mitad , y continuando la propia operacion, que=
dard al fin un arco menor que el arco del circulo BCDE sub-
tendido por una reGa igual 4 GU: sea KB el tal arco; serd la
reta KB menor que GU ; y respe@o de ser obtuso el 4ngulo
BZK , como se demostro , ser4 BK mayor que BZ: pero GU es
mayor que_BK: luego GU serd mucho mayor que BZ ; y el

qua~

o Lema
II.
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quadrado de GU mayor que el de BZ: es asi que AU es i
4 AB: luego el quadrado de AU , esto es los quadrados de AG,
GU, serd igual al quadrado de AB; esto es 4 los quadrados

X N -, :
C Y P
T' O."
NS
F Q
L
E M

de AZ,ZB: pero el quadrado de BZ es menor que el de GU:
luego el de AZ serd mayor que el de AG:y coasngmentemente
la reta AZ mayor que la AG.

Cor. Si en la esfera menor se inscribe un poliedro , juntan-
do por re&as los puntos,en que los radios tirados del centro
de las esferas 4 todos los dngulos del poliedro inscrito en la es-
fera mayor encuentran 4 la superficie de la menor, en el mismo
orden en que se juntan por medio de re&as los puntos en que
los radios encuentran 4 la superficie de la esfera mayor ; tendrd
el poliedro , que estd en la esfera BCDE, al que estd en la otra
esfera razon triplicada de la del didmetro de la esfera BCDE
al didmetro de la otra esfera : porque divididos los solidos en
igual nimero de pirdmides, y de un mismo ordep ; serdn estas
semejantes , por tener comunes los dngulos sélidos , que concur-

ren
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zen en el vértice , centro de la esfera, € iguales 2 entre silos demds a B. XI.
dngulos sélidos en las bases; pues se hallan contenidos por tres dn-'

gulos planos respeQivamente iguales entre si,y las mismas pirdmi-

des estdn contenidas por igual nmimero de planos semejantes;y por
consiguiente son semejantes b entre si:es asi que las pirdmides se- brr.Def.”
mejantes tienen entre si razon triplicada de sus lados homdlogos < : z%or 3
luego la pirdmide, cuya base es el quadrildtero KBOS, y vértice el xjy1, ~
punto A , tendrd 4 la pirdmide del mismo orden,que estd en la otra

esfera , razon triplicada de la que un lado homdlogo tiene 4 otro;

esto es de la que AB tirada del centro de la esfera mayor tie-

ne 4 la tirada del centro de la otra. Semejantemente cada una’

de las pirdmides, que estdn en la esfera mayor, tendrd 4 cada

una de las pirdmides del mismo orden, que estdn en la otra es-

fera, razon triplicada de la que tiene AB 4 la linea tirada del

centro de la otra esfera: es asi que la suma de los anteceden-

tes es 4 la de los conseqiientes, como un antecedente § su con-
seqtiente : luego todo el poliedro, que estid en la esfera mayor,

tendrd 4 todo el poliedro, que estd en la esfera menor , razon
triplicada de la que el radio AB tiene al radio de la otra esfe-

ra; esto es de la que el didmetro BD tiene al didmetro de la

otra esfera.

PROP. XVIIL. TEOR.

I AS esferas estan entre si en la razon triplicada de
sus diametros. '

Concibanse las esferas ABC , DEF , cuyos didmetros sean BC,

D L
BU

) E©F N
EF. Digo, que la esfera ABC tendrd 4 13 esfera DEF razon

triplicada de la que BC tiene 4 EF,
‘ T Por-
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Porque 4 no ser asi, la esfera ABC tendria 4 alguna mayor,
6 menor que la DEF razon triplicada de la que BC tiene 4
EF. * Téngala primeramente 4 alguna menor, esto es 4 GHK;
concibase la esfera DEF concéntrica con la GHK , é inscriba-.
se 2 en la esfera mayor DEF un poliedro, cuya superficie no
toque 4 la esfera menor GHK ; y en la esfera ABC un polie-
dro semejante al inscrito en la DEF : luego el poliedro inscrito
en la esfera ABC tendrd al poliedro inscrito en la DEF razon
triplicada de la que BC tiene 4 EF b: es asi que la esfera ABC
tiene 4 la GHK razon triplicada de la que BC tiene 4 EF : lue-
go la esfera ABCserd 4 la DEF, como el poliedro de la esfe-

B CE(/E\‘KFM'/L\N
N

ra ABC al de la esfera GHK : es asi que la esfera ABC es
mayor que su poliedro inscrito: luego la esfera GHK ¢ serd ma-
yor que el poliedro inscrito en la esfera DEF;lo qual es im-
posible , pues es menor , por hallarse contenida por él : lue-
go la esfera ABC no tendrd 4 alguna menor que DEF razon
triplicada de la que BC tiene 4 EF. Semejantemente demostra-
rémos , que tampoco la esfera DEF tiene 4 alguna menor que
ABC razon triplicada de la que EF tiene 4 BC. Afiado, que tam-
poco la esfera ABC tendrd 4 alguna mayor que DEF razon tri-
plicada de la que BC tiene 4 EF : porque si fuera posible , tén-

ala 4 la LMN mayor: y resultar4, que invirtiendo, la esfera
LMN tendrd 4 la ABC razon triplicada de la que el didmetro
EF tiene al didmetro BC : es asi que la esfera LMN es 4 la
ABC, como la esfera DEF 4 otra qualquiera menor , que la

¥ Véase la Nota * de la Proposicion II.
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ABC d; por ser la esfera LMN 'mayor que la DEF : luego la d 14. V.
esfera DEF tendr4 4 alguna menor que la ABC razon triplicada

de la que EF tiene 4 BC; lo qual es imposible, segun se ha
demostrado : la esfera, pues, ABC no tendrd 4 alguna mayor

que DEF razon triplicada de la que BC tiene 4 EF: es asi que

se demostré , que ni tampoco 4 alguna menor. Por consiguien—

te la esfera ABC tendrd 4 la DEF razon triplicada de la que

BC tiene 4 EF. L.Q.D. D.

F I N
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NOTAS
CRITICAS © GEOMETRICAS.

Sobre la DEFINICION VIL del LIBRO L f

EN lugar de la Definicion, que traen los Cédices Griegos,
substituimos otra mas clara, y que contiene una propiedad de la
superficie plana mencionada expresamente en los Elementos , es
4 saber que de un punto qualquiera de la superficie plana 3 otro
qualquiera de la mjsma se puede tirar una reta, que esté toda
en la misma superficie,

Sobre la DEF. VIIL del LIB. L

Parece que el Autor de esta intentS definir el dngulo plano
en general esto es, no solo el contenido por dos reftas, sino
tambxen el que algunos conciben comprehendido por una lmea rec-

ta, y una curva, 6 por dos curvas , que estdn en un plano,y se en-
cuentran mt’ltuamente : pues aunque el sentido de aquellas palabras
del original ex’ efeias direliamente es claro aplicadas 4 dos rec-
tas, que estin direGtamente ; no se alcanza qué inteligencia de-
ban tener, quando se afirma, que una re®a, y otra curva, 6
dos curvas estdn direGtamente ; y esto no se aclara en este pa-
. sage: asi es muy verosimil,, que tanto la mencionada Definicion,
‘como la del 4ngulo del segmento, y las del dngulo del semi-
circulo, y de los dngulos de los segmentos , que se hallan en
las Proposw:ones XVI, y XXXI del Libro III sean adiciones
de algun editor poco®inteligente: por cuya razon,y especial-
mente por ser del todo indtiles, las notamos con comillas, 4 fin
de dxstmguxrlas de las demés.

T4 + - So-
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"~ Pero si fuese el dngulo BAD igual al BCD,y el ABC igual al

Ia Proposicion XXVIII del Libro I. Del mismo modo siendo los
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Sobre 1a DEF. XVIL del LIB. L

A esta afiaden todos los exemplares las siguientes palabras;
“que divide el circulo en dos partes iguales” : nosotros las omiti-
mos, por no ser parte de la Definicion , sino Corolario suyo. Proclo
lo demuestra concibiendo uno de los segmentos, en que el did-
metro divide al circulo, aplicado al otro ; pues en tal caso es
manifiesto , que necesariamente se ajustarin ; porque 4 no ser asi,
las re@as tiradas del centro 4 la circunferencia no fueran entre
si iguales. Lo mismo se demuestra facilmente por las Proposi-
.ciones XXXI, y XXIV del LibrolIll: de la primera de ellas se.
4infiere , que los semicirculos son segmentos semejantes del circas
lo; y de la otra, que dichos segmentos son iguales.

Sobre Ia DEF. XXXIIL del LIB. L

Contiene una propiedad del definido superflua ; pues toda fi-
gura quadrildtera , que tiene los lados opuestos iguales entre
si, tiene tambien los dngulos opuestos iguales entre si; y por

el contrario. ’
Supdngase en el quadrildtero ABCD el lado AB igual al CD,

T

-y el AD al BC: resultarén AD, DB igua- ‘

les 4 CB, BD, y la base ABiguald la A
base CD: luego por la Proposicion VIII MD
-del Libro I el 4dngulo ADB serd igual al L

DBC ; de donde se infiere por la Proposi- B C
cion IV del Libro I, que el dngulo BAD :

serd igual al BCD, y el ABD al BDC;y por consiguiente el
dngulo ADC igual al ABC. v |

ADC , tambien los lados opuestos serdn iguales entre si; porque
constando de la Proposicion XXXH del Libro I, que todos los

- 4ngulos del quadrildtero ABCD juntos Componen quatro rectos,

de los quales siendo los BAD, ADC juntos iguales 4 los BCD,
ABC, se infiere , que tambien las dngulos BAD, ADC juntos
serdn iguales 4 dos reGos: luego AB, CD serdn paralelas, por

dn~
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dngulos DAB ABC iguales 4 dos re&os, serin AD, BC pa=-
ralelas :"asi resulta ABCD un paraleIOgramo, y por. consxgulen-
te sus lados opuestos serdn iguales emre si, segun la Proposi-
" cion XXXIV del Libro L

- Por la expresada razon se omitié una de dxchas propxedades

e la Definicion,

Sobre Ia PROP VIL det LIB L

Su demostracion tiene dos casos, y de ellos el ommdo no es
‘menos necesario, que el dnico que se halla en. el Texto Griegos
siendo claro, que primitivamente estuvo.en él; puesla segunda
.parte de la Proposicion V, del Libro I, necesaria para la demos-
‘tracion del caso omitido , no tiene ningun otro uso, y manifies-
tamente se infiere de'la primera parte, y de la Proposicion XII
.del mismo Libro: asi es de creer , que se afiadiria: 4 causa de ‘al-

na de las Proposiciones intermedias entre la V , y. XIII ; y-nin-
‘guna de ellas 1a necesita, sinola VII: 4 mas, la Version de.la

engua Ardbiga trahe expresamente demostrado este caso;y Pro-
clo reconoce,, que la;segunda parte de la, Proposicion V se afia~
di6 4 causa de la VII, aunqye alega la ridicula razon de que
fue para ddr salida 4 los reparos contra las Proposiciones VII,
y XVI del LibroI: como si el caso omitido fuera, segun €l juz-
g3, reparo contra la misma Proposicion. Consulte quien quiera
-al mismo Proclo sobre las Proposiciones V, y Vil porque nos
fastidiamos de referir sus delirios. s

Ademas de esto variamos la ehunciacion: de 1a Pro,posncxon VIL,
, 'conservando enteramente su sentido; porque traducida literal-
mente , seria su mtehgencxa dxﬁcnl para los prmelplantes. "

Sobre la PROP XI del LIB. L

) Le afiadimos un Corolarxo necesarw para la Pl’OpOSlCIO!l 1
~del Libro XI, y otras.

So~
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~ Sobre las PROP. XX, y XXI. del LIB. I

Proclo. en sus Comentarios sobre la pnmera nos refiere , que
los Epicureos la impugnaron como notoria aun al mas nega-
do, y por consiguiente como .aciosa toda damostracion, y él
mismo les responde diciendo , que aunque salta 4 los sentidos,
que los dos lados de un tridngulo son mayores que el otro ; sin
embargo pertenecé 4 la Geometria hacer ver, cémo sucede esto:
pero la verdadera respuesta 4 dicha objecion , que milita asi con-
tra esta, como contra la ‘siguiente, y algunas otras ProposiC1o-
nes, es que nunca se-ha de multiplicar sin necesidad el nimero
de Axiomas. El «élebre Mr. Clairaut en el Prdlogo , que precede
4 sus Elementos de Geometria publicados en Paris en 1741,
dice ; que Euclides se empeiid en demostrar, que Juntos los dos
lados de wm tridngulo incluso en otro son menores que.los lados
del includente ;:pero se olvida de "afiadir la cendicion precisa,
de que los méngulos estén sobre una misma base, sin cuya cir-
cunstancia pueden los lados de un tridngulo incluso en otro ser
mayores que ¢l en qualquiera razon dada menor que. la dupla,
como demuestra Papo Alexandrino en la Proposicion IIL del
Libro III de sus Colecciortes Matemﬁtlcas.

Sobre la PROP XXII. del LIB L

Algunos culpan 4 Euolides de n6 demostrar , ‘que los circules
descritos en la construccion de este Problema se encuentran mi-
tuamente ; pero esto sé evidencia con claridad de haber deter-
minado , que dos qualesquiera de las re&as DF FG GH ]un-
tas deben ser mayores que 1a otra. ; Pues
qué principiante habr4 tan torpe,que con
1o dicho no comprehenda ,.que el circula
descrito con centro F, é intervalo FD
encuentra & la re€ta FH entie los puntos { ¢f - . v )
F,y H? pues la linea FD es menorque DM . F G H
laFH;y que semejantemente el circulo
descrito con centro G, ¢ intervalo GH, 6 GM encuentra 4 la
reta DG entre los puntos G, D. ;Y que los mismos circulos se
- en-
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encuéntran mituamente , respe@o de que las lineas FD, GH
juntas son mayores que fa otra FG? Esta resolucion es mas sen-
cilla, que la que en sulugar, y deducida -de ella pone Tomds
Sxmpson en los Elementos de Geomema pég. 49 , para suplir.la
omision , que imputa 4 Euclides, y es esta que qualquiera de las
tres retas debe ser menor que la suma., y mayor.que la dife~
rencia de las otras ; de donde demiuestra ,- que los circulos se en~
cuentran mutuamente en un caso ; afiadiendo, que en qualquier
otro se puede demostrar de la mnsma forma ; pero la re&ta GM,

que previene se quite de la reta GF , puede ser mayor que ella,
¢n cuyo case habrd que mudar su demostracion.

PROP. XXIV. del LIB.I.

‘Muy al principio afiadimos: “ Supéngase , que de las rec-
ntas DE, DF no es DE la mayor” : esto es, tomese de di-
ehas re&as DE, DF. Ia que no sea mayor que la otra, para for-
mar con ella of 4ngulo EDG igual-al BAC: sin esta precaucion
serian tres diversos los casos de esta. demostracxon -como sucede

en Campano, y otros,

PROP. XXIX: del LIB L

La Proposicion Hamada vulgarmente Postulado Vi 6 Axioma
XI, y por algunos XII, de la qual pende principalmente esta
XXIX, ha dado no poco que hacer 4 los Gedmetras , asi- anti<
guos , como modernos, y 4 la verdad no parece que debia colo+
¢tarse entre las sentencias comunes , 6 Axiomas, no siendo por sk
manifiesta ; pero tampoco hablando en rigor-admite demostra-
tion, lo que necesita es alguna explxcacnon, que la- aclare masy
y esta procurarémos darla 4 los prmcxpmntes con el método mas
facnl que nos sea posible. -

Primeramem qualquiera puede concebir con facxlxdad sy que
dos reGtas. AB , CD -en un mismo plano , y perpendiculares 4 una
misma refta AC ' séan tambien eqmd:s:antes; esto-es ; que -en nin-~
guna parte se acerquen , ni_aparten mijtuamente por‘mas que s¢
prolonguen é por mejor ‘deeiry ¢s- imposible formar otta idea

de
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de dichas re&as ; porque no se puede concebxr, que: AB una de
ellas se incline, per poco que sea, .
dcia la otra CD, sin concebir al mismo ,
tiempo , que AB se inclina mas 4cia A
las partes de'la re&ta AC; en queesd C .
la reGa CD, que 4cia las contrarias;. { - D,
lIo qual es imposible , por ser la re@a

AB perpendicular 4 AC. Lo mismo. deber4 decirse de dos re&as,
qualesquiera AB, CD, que contengan: con alguna reGta EAC
dngulos iguales EAB ECD 4cia las mismas partes , por ser per-
pendiculares 4 alguna Tea. Pues cértese

B

AC en dos partes igualesen F, y tirese E
FG perpendicular 4 AB, la qual encon- =~ " - G}/B
trard 4 la reta CD en H. Siendo , pues,

en los tridngulos AFG, CGH los 4n- . F

gulos GAF , AFG . respe&wamente R L :
iguales 4 los HCF CFH , conforme 4- ¢ 'H: , D
Ia hipdtesis; y 4 la ProposxcnonXV del i "7
Libro I'; y el lado- AF igual al FC, tambien el éngulo AGF
serd igual al CHF , segun la Proposicion XXVI del Libro I
pero el dngulo AGF es reo: luego tambien ser4 reGo el 4ngulo
CHF : consiguientemente las rectas BG ; DH sepdn perpendicu-
lares 4 una misma reéta GH.
- En segundo lugar-seinfiere ciaramehte , que dos reQas, que
salen de un mismo. punto ; son divergentes, esto es se vdn apar-
tando mutuamcnte ‘una de otra mas y mas, de manera, que l2
distancia minima de ellas entre el fin de una, y la otra llega 4
ser mayor que qualqmera reta dada. Pongo por exemplo, si en
la longittd de diez pies, tomada sobre una de las reCtas desde
el punto de donde salen; la distancia de una 4 otra fuese de un
pie , prolongada la re@(a otros diez pies, la distancia de dichas
lineas se aumentara otro pie en la misma razon, que en la pri-
mera longitud ;. y asi progresivamente mas y mas., Esto pende
de la naturaleza, 6 definicion de la refta, que, sxqmpre -guarda
una. misma, direcgion ; 3y no sc puede demostrar. ngurosamente por
lo precedente. N ‘o

-~ Esto supuesto., s:an AB FD las dos re&as, ¥ cortelas otra

rec~
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re®a EFH, formando los dngulos internos, y 4cia una mis-
ma parte , es 4 saber BEF , EFD juntos menores que dos reftos:
se encontrardn AB,FD 4cia B, D, 4 cuya parte los dngulos son
menores que dos re&os

Constriyase 2 enel punto F de la re@a FH el dngulo externo
GFH igual al interno BEF 4cia la misma parte de la re@a FH
luego segun los supuestos las reCtas para-
lelas EB, FG serdn b equidistantes : y
respeto de ser los 4ngulos HFG , GFE C F / G

juntos iguales 4 dos re@os ©, lo serin &

tambien los 4ngulos BEF, EFG ] juntos : es : D
asi que BEF , EFD juntos son menores ,

que dos re&os por consiguiente el dngulo =
EFG ser4 mayor que el EFD ; y la linea A/E B

FD caer4 entre las equidistantes, 6 reGtas

paralelas EB, FG: pero projongadas FG, FD, que salen del
mismo punto F distardn al fin entre si mas que las reQas equi-
distantes FG, EB y por lo tanto la re@a FD estard dcia las
partes de EB contrarias 4 aquellas , en que estd el punto F ; esto
es encontrard 4 la EB.

PROP. XXXV. del LIB.L

Mudamos su  demostracion ; pues para usar del argumento,
que trahe el Autor, habria que demostrar separadamente tres
€asos , que se encuentran en la traduccion hecha del Arabe ; por-
que en unos Elementos no se puede omitir ningun caso de los
.que requieren diversas demostraciones. Asi hemos seguido otro
‘rumbo, que Mr. Clairaut fue el primero que mostré, 4 lo menos,
que sepanios , en sus Elementos de Geometria , pdg.a1 : y despues
-s¢ ha valide de €l en los suyos Tomds Simpson , pdg.332, bien que
este. cita la Propoesicion XXVI del Libro I de Euclides, de la
qual sola no se deduce 1a igualdad de los tridngulos, sino que
es preciso recurrir tambien 4 la Proposicion IV del Libro I, co-
.mo lo vemos pra&icado en:un easo del todo semejante ert la Pro-

posicion XXXIV del Libra V de los Elementos : por lo qual es

| chor usar de sola 13 IV,
PROP.

az3l

b a8.1,

ci13. L
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PROP. XLV. del LIB.T.

Cerca del fin de 1a demostracion se demuestra ser Ia reGa KM
paralela 4 la re@a FL, con el auxilio de 1a Proposicion XXXIII;
: -es‘, pues, la KH por construccion paralela 4 la FG:y se demos-

:tré ser lineas re@as KHM , FGL Aiadimos un Corolario de
Comandino de mucho uso.

PROP. XIIL del LIB. IL

I IABLA dnicamente de los tridngulos acuténgulos aunque es
verdadera en todo.tridngulo: por eso se afiade la demos-

tracion para los demas casos. Comandmo y Clavio dieron igual-
mente las suyas.

PROP. XIV. del LIB. IL

 Alguno por ignorancia interpol6 en la demostracion estas vo-
«es: “pero si no, una de las BE , ED serd mayor; séalo BE, y
»proldnguese hasta el punto F ”* ; como si hiciese al caso,que fuese
1a mayor, 6 la menor la prolongada: asi en vez de dichas cldu-
sulas, solo se ha de leer: “ proldénguese la re&ta BE hasta F.”

"PROP. I. del LIB.IIL

Lcunos Autores., en particular de los modernos, claman
con excesivo rigor, y aun tal vez por efeGto de ignorancia
contra las demostraciones Apagégicas, 6 indire€tas<; sin advertir,
que hay .cosas , que no se pueden demostrar por otro rumbo., de
lo qual tenemos un exemplo evidente en esta Proposicion , que
no tiene ninguna. demostracion direta ; pues- fuera de la defini-
cion del circulo ningun. otro prmcnpxo hay acerca de ‘€1, en que
poder fundar demostracion dire@a, ni indire&a 2 asi esmecesauo
walerse ‘de ila expresada deﬁmc:ons ¥ derlas.Proposiciones. de-
mostradas antes, para ‘demostrar y'que el ‘pubto hatlade por la
construccion es el centro del circulo.  Habi¢ndo, pues, que usar
en la demostracion de esta Proposicion: *las re@as tiradas del
“ »Cen-
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»centro 4 la circunferencia son iguales entre si”,y no pudiendo
suponerse , que el punto hallado por la construccion sea el centro,
por ser esto justamente lo que se v4 ‘4 demostrar-, ‘es forzoso re-
currir 4 suponer por centro algun otro punto ; y .si de semejante
suposicion se siguiese algun absurdo, como manifiesta Euclides
que se sigue, no serd cierto, que el punto supuesto sea el centro;
y como se ha tomado un punto qualquiera, se inferird, que nin-

o es el centro, sino el hallado por la construccion: de donde
se evidencia la necesidad de la demostracion indireGa , 6 por
absurdo. : .

PROP. XIIIL del LIB. HL

Siendo mucho mas facil de imaginar , que dos circulos pueden
tocarse entre si interiormente en muchos puntos que en uno, y 4cia
unas mismas partes, que dcia partes contrarias;j parecié conve-
niente no omitir la figura de este caso ;.y no adaptindose 4 ella
la construccion del Texto Griego, segun la qual habria que po«
ner los centros de los circulos cerca de sus circunferencias, nos
valemos de otra: construccion, y demostracion, que es la parte
‘posterior de la que trahe Campano, conforme 4 los Cédices Ara-
bes , aunque la divide sin fundamento en dos partes. '

PROP. XV. del LIB.IIL

Falta la inversa de la parte segunda, con todo de que en 12
anterior en semejante caso se enuncia, y demuestra la inversa;-
asi la afiadimos. Fuera de esto, en la demostracion de la pri-
mera parte se demuestra (en la figura de Comandino) ser el did-
metro AD mayor que la re&a BC, con el auxilio de la reGa

MN ; quando sin ella podia demostrarse muy bien: por eso po~

nemos otra demostracion semejante 4 la que Euclides usa en Ia
XIV precedente , y la misma que trahe Teodosio en la Propo-
sicion VI del Libro I de los Esféricos en un caso enteramente
semejante, :

PROP.
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PROP. XVI. del LIB. IIL

~ Démosle su verdadero sentido , sin hacer mencion del 4ngulo
del semicirculo, ni-del que algunos conciben conteaido por lz
circunferencia , y por la tangente ; sobre los quales han disputa~
do mucho Clavio, Pelletier, y otros modernos, deduciendo pa-
radoxas muy cstraﬁas, 4 que no se d4 asa alguna en la enun-
ciacion que proponemos. Asimismo en la Proposicion XXXI de
este Libro nada decimos.del dngulo del segmento mayor , 6 me-
nor ; contentdndonos con explicar su sentido sin ninguna de es~
tas cosas , que sin temeridad se pueden sospechar adulteradas,
dice Vieta en la pig. 386. de sus Obras Matemdticas,

PROP. XVII. del LIB. IIIL

. Afiadimos el caso, en'qﬁe el punto dado ,de donde se ha de
tirar la reCta tangente al circulo, esté en Ia circunfereacia del
mismo. '

PROP. XX. del LIB. IIL

Brnggs y Gregory traducen mal las palabras que se hallan
al prmcxplo de la segunda parte de esta demostracion “xexrnacde
»dn wdAn” por estas : “inclinese BDC,” que debian vertir
con Comandino asi: Ddblese , 6 znﬂeﬁase 5 pues se dice , que
una re&ta se dobla, 6 mﬂe&'e dcia otra linea re&a, 6 curva,
quando desde un punto 4 aquella linea s¢ ha tirado una rec-
ta, y desde el punto de concurso 4 otro se ha tirado otra reita,
que con la antecedente forma un 4ngulo, como es manifiesto por
1a Proposicion XC de los Datos: pues de esta manera toda la
linea entre el punto primero, y @ltimo est4 doblada, inflexd,
6 quebrada en el punto de concurso, encuentro, ¢ mﬂexmn,
en semejante sentido se dice, que dos re&as se .z’nﬂeé'ien de dos
puntos 4 otro tercero, quando forman un 4ngulo en este puntoj
como puede verse en la descripcion de los Lugares planos de Apo-
lonio en el Prefacio de Papo Alexandrino 4 su Libro VII. Esta
locucxon la aclaramos con la Proposicion XC de los Datos.

PROP.
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PROP. XXI. del LIB. IIL

Tiene dos casos ; el segundo , que es quando los dngulos es-
tin en un segmento menor que el semicirculo, no se halla en el
Texto Griego,y para ¢l hemos afiadido una ’demostracion mas
sencilla , que la que di6 Comandino ; como derivada tnicamente
del primer caso, sin recurrir 4 los tridngulos. :

PROP. XXIIIL y XXIV. del LIB. IIL

En la XXIV se demuestra, que el segmento AEB (véase Ia
figura de Comandino ) no puede dexar de ajustarse al segmen~
to CFD, y tener una situacion diversa de la de este , como el
CGD, encontrdndose mutuamente uno 4 otro los arcos en el
punto G: pues 4 no ser asi, un circulo cortaria 4 otro en mas
de dos puntos; la. imposibilidad de lo qual , y de que uno de
los segmentos caiga dentro del otro, debié demostrarse en la Pro-
posicion XXIII: asi esto se ha quitado de la XXIV ; y r&tmudo
4 la XXIII, que es su propio lugar. :

PROP. XXV. del LIB. IIL

Se divide en tres casos ; dos de ellos tienen la misma cons-
truccion , y demostracion , por lo qual solo la dividimos en
dos partes.

PROP. XXXIIL del LIB. IIL

. Tambien se halla dividida en el Texto Griego en tres casos:.
de los quales dos; es 4 saber quando el dngulo dado es agu~
do, y quando es obtuso, tienen construccior, y demostracion
enteramente las mismas: por lo qual hemos quitado de los Ele-
mentos la demostracion dltima como superflua , y afiadida por
algun ignorante : ademds de esto, la demostracion del caso, en
que el dngulo dado es re@o, estd mal, y por rodeos: asi le he=
mos substituido otra mas simple , siguiendo 4 Clavio.

\'s " PROP.
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PROP. XXXV. del LIB. IIL

Asi como las Proposiciones XXV, y XXXIII se hallan di-
vididas en mas casos de los precisos, la presente lo estd en
menos : ni se debe juzgar, que Euclides los omitiese, por su sen-
cillez, quando di6 el mas facil de todos, 4 saber aquel , en
que ambas refas pasan por el centro ; y en la Proposicion XXXVI
siguiente demuestra separadamente el caso, en que la reta pa-
sa por el centro: asi es de creer , que Theon lo suprimi6 por
1a brevedad , lo que de ningun modo debié hacer en una insti-
tucion Elemental , como dexamos advertido : por tanto afiadimos
los casos omitidos, que tambien se encuentran en las versiones
del Ardbigo.

PROP. XXXVIIL del LIB. IIL

Aquellas palabras, que estdn al fin : “semejantemente se de-
»mostrard , si el centro estuviere en AC” las borramos, como afia-
didas ignorantemente por algun editor.

. Sobre algunas DEFINICIONES del LIBRO 1IV.

UaNDO en una re&a, 6 en otra qualquiera linea existe al-

gun punto, dicen los Gedmetras Griegos, que aquel pun-

to anlecdwy , tangit, toca 4 la linea : y quando una re&a, 6 un
circulo encuentra 4 otro de qualquiera manera, se dice tambien
que lo toca: pero quando una re&a, é circulo encuentra 4 otro
de tal suerte que no lo corta, entonces dicen , {panlecdey , con-
tingit , que se tocan miituamemte; y nunca equivocan estas vo-
ces , usdndolas promiscuamente: asi en la Definicion V del Li-
bro IV se debe leer ipéxlrrey en lugar de &xlmrey 5 en las De-
finiciones I, II, IIl, y VI de la version de Comandino debe
leerse toca , en vez de toca mituamente. La misma mutuacion
hay que hacer enla II,,y III del Libro III : y por el contra-
rio en el Texto Griego se debe poner el verbo compuesto en
lu-
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lugar del simple en las Proposiciones XVIII , y XIX del Li-
bro III *.

PROP. IV. del LIB. IV.

Asi aqui, como en las Proposiciones VIII , y XIII de este
Libro, se demuestra por absurdo, que el circulo toca 4 las rec~
tas : siendo asi que lo mismo se halla demostrado dire€tamente
en las Proposiciones XVII , XXXIII , y XXXVII del Libro III:
cuyo método por mas breve , y expedito seguimos en estas Pro-
posiciones del presente Libro.

PROP. V. del LIB. IV.

Alguno debi6 viciar esta demostracion , pues no demuestra,
que concurren en un punto las reftas que cortan por medio,y
perpendicularmente los lados del tridngulo : y ademds divide ne-
ciamente la Proposicion en tres casos, quando para todos sirven
una misma construccion , y demostracion, como noté Campano:
por eso suprimimos estas repeticiones. Tambien est4 manifiesta-
mente viciado el Texto Griego en el Corolario, en que se hace
mencion del 4ngulo dado, siéndo asi que en la Proposicion
nada hay, ni puede haber del dngulo dado. '

PROP. XV. y XVIL del LIB. IV.

En el Corolario de la primera faltan en el Texto Griego las
voces “equildtero, y equidngulo:” y en la segunda estd la pa-
labra circulo en lugar de circunferencia, quando se dice: “Si la
»circunferencia ABCDF se concibe dividida.”

* N. T. En todo el contexto de la Obra, quando una re&a encuentra 5 otra,
6 4 una circunferencia de circulo, terminindose en ellas , de qualquiera manera
que sea, hemos dicho, que- las encuentra , en vez de decir, como en el Texto,
que las tora ; pero quando una re&a , .6 un circulo encuentra & otro circulo, sin
cortarse y entonces diximos que lo foca , en lugar de decir , que lo zoca mésuamente.

Va 7 DE-
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DEFINICION IIL del LIBRO V.

Ucnos modernos la reprueban, como nada exi&a. El sabio
Isaic Barrow la explicé latamente al fin de la Leccion III

del afio de 1666 ; deshaciendo, en quanto lo permite el asunto,
tas dificultades, que hay contra ella; y remata dicha Leccion,
exponiendo en el epilogo su sentencia en los términos siguientes.
«Afiadiré , que quizds el Autor de los Elementos no se pro-
»pondria otra cosa al formar esta Definicion Metafisica , sino d4r
»con ella 4 los principiantes una idea general , 6 razon univer-
»sal , que sirviese para complemento , y adorno de su método, y
»como preludio de las exa&as Definiciones , que despues trae
»de la razon mayor , y menor : llimola Metafisica , porque pro-
»piamente no es Matemdtica, pues en esta Facultad nada pende,
»ni se deduce de ella, ni en mi juicio se puede deducir. De la
»misma naturaleza se debe reputar la Definicion de la Analo-
»gia , que sigue despues , diciendo, que es la semejanza de las
»razones ; la qual no tiene uso alguno matemdtico , ni otro ob-
»jeto en mi diCtamen , que el de dir 4 los principiantes alguna
»nocion , aunque imperfefta, y confusa de la Analogia. De muy
»distinta naturaleza son las exquisitas Definiciones Matemdticas,
nque entran despues: pues en ellas estriba toda la dofrina de
»las razones, y todo.-el edificio de las Matemdticas: y asi se
»deben llevar nuestra principal atencion,como que aclaran per-
nfeGamente todo el punto de las razones: al mismo paso que
»las otras se podrian omitir sin notable perjuicio de la Facul-
»tad, como lo vemos prafticado en el Libro VII de los Ele-
»mentos , donde se define , y trata de la Analogia de los mime<
»10s , sin d4r definicion alguna de la razon, que convenga al né-
»mero , aunque alli era no menos necesaria , y util semejante de~
»finicion: lo cierto es, que ni en una, ni en otra parte harian
»gran falta : pero no obstante creo, que una cosa tan general ,y
»abstralta , y por consiguiente de tan ardua explicacicn,con di-
»ficultad admitiria otra mas oportuna , que la que el Autor dé
»aqui : por cuya razon me ha parecido conveniente explicarla
»Mmas extensamente, y no dexarla indefensa contra los sofismas de
»sus impugnadores.” Nada se me ofrece afiadir, sino que con-
' - ven-
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vencido por las razones expuestas de la inutilidad de dicha De~
finicion , como tambien de la VIII siguiente , me persuado fir-
memente no ser de Euclides, sino de algun editor menos in-
teligente.

DEF. XI. del LIB. V.

Fue indispensable afiadir la voz “deinceps” , continuo antes de

® proporcionales” ; y asi se cita en la Proposicion XXXIII del
Libro XI.
- Despues de esta Definicion tuvimos por conveniente colocar,
como en su propio lugar, la de la razon compuesta , de la qual
son especies la razon duplicada, triplicada, &c. que se definen
_enesta,y en la antecedente: pero Theon la puso V del Libro
VI, donde d4 una Definicion de la razon compuesta totalmente
inutil , y absurda. Asi substituimos entre las Definiciones XI,
y XII de este Libro otra conforme sin duda 4 la que di6 Eu-
clides, pues la cita expresamente en la Proposicion XXIII del
Libro VI, y 4 la que traen Clavio, Herigonio, y Barrow;
bien que estos conservan la de Theon,que debieron excluir de
~sus Elementos.

DEF. XIIL del LIB. V.

Esta, y la siguiente se dirigen 4 explicar algunos términos,
que ocurren en este Libro, y en los siguientes ; cuyo sentido , 4
excepcion del de poquisimos, es muy inteligible por las mismas
Proposiciones de este Libro, que es donde primeramente se usan;
asi dichas Definiciones parecen afiadidas por Theon , 6 algun otro;
sin embargo he tenido por conveniente conservarlas con sepa-
tacion para comodidad de los principiantes.

PROP. IV. del LIB. V.

-- En la construccion, que precede 4 14 demostracion, omiten dos
veces el Texto Griego , y la version latina la voz “qualesquiera ”;
nosotros la afiadimos , como absolutamente necesaria.

: V3 En
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- En la misma demostracion, en el Testo Griego , en la version
latina de Comandino, y en la de Henrique Briggs publicada en
Londres en 1620, juntamente con el Texto Griego de los seis
primeros Libros, y seguida en este pasage por David .Gregory
en su edicion de las Obras de Euclides, se hallan las siguientes
palabras: “Se han tomado K, L equimultiplicesde A,C;y M,N
»otras qualesquiera equimultiplices (& évys) de B, D”: que de
ningun modo son verdaderas: por lo qual hubo que borrar la voz
*qualesquiera” : siendo de admirar , que ni Briggs, que con razon
omitié la misma voz en un pasage de la Proposicion XIII j ni
Gregory , que 1a mudd en la palabra “algunas” en quatro lu-
gares de la misma Proposicion XIII,la omitiesen en el presente
lugar de la Proposicion IV, ni en el segundo, en que se halla
de la Proposicion XVII: quando en ambos no puede subsistir,
salva la verdad: y en ninguno de dichos lugares borraron los
editores del Texto Griego la voz & ¥wye, como debian haber
executado.

Las mismas palabras se hallan en quatro lugares de la Pro-
posicion XI de este Libro ; en el primero, y ultime son nece-
sarias ; pero -en los otros dos superfluas, aunque verdaderas; co-
mo tambien lo son en el segundo lugar, en que se hallan de la
XII de este Libro. '

COR. de 1a PROP. IV. del LIB. V.

Es adicion de algun ignorante en lugar de la demostracion
legitima , que Thean, 4 otro editor quitd sin duda, no de este lu-
gar , sino del suyo propio en este Libro: el Autor de este Co~
rolario intentaba demostrar , que las cantidades proporcionales
E,G,F, H, tambien lo son inversamente ; esto es que G es 4
E, como H 4 F: lo qual, aunque. cierto,. de ningun modo se
deduce de esta Proposicion, ni de su demostracion. Donde se
dice : “ Estando, pues , demostrado., que si.K excéde 4 M, exce-
»nderd L 4 N, &c.” : esto demostré en la demostracion de
Ia "Proposicion , pero no deduciéndolo, de que son proporcioha-
s E,G,F,H; pues esto es la conclusion de la Proposicions
por consiguiente dichas palabras son fuera de propdsito : pues

de-
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debié demostrar, que si K excede 4 M; L excederd 4 N, por
1a hipétesis de que E, G, F, H son proporciones , y por la Defi-
nicion V de este Libro ; lo qual no hace: nosotros lo executamos
en la Proposicion B, que pusimos en su propio Iugar en vez de
este Corolario : y substituimos otro 4 la Proposicion IV necesario
para la demostracion de la XVIII, y utilisimo para otras muchas
ocasiones, cuya demostracion se incluye en la de la Proposicion,

PROP. V. del LIB. V.

En la construccion precedente 4 la demostracion, que se halla
en el Texto Griego,y en sus versiones latinas, se re-
quiere , que EB se haga tantupla de CG, qudntupla es
AE de CF;esto.es que EB se divida en tantas partes E-
iguales, quantas hay en AE iguales 4 CF: de donde

se evidencia no ser esta construccion de Euclides, el E
qual hasta la Proposicion IX del Libro VI no ensefia el
modo de dividir las re&as, ni otras magnitudes en par- D

tes iguales ; y segun su método nunca previene hacer en la cons-
truccion cosa alguna, que antes no haya ensefiado 4 pra&icar:
por eso mudamos la construccion ; substituyendo la que sin du-
da di6 Euclides, en la qual nada se pide, sino que se afiada
algunas veces una cantidad 4 si misma: y es la que traen las
traducciones hechas sobre el Arabe, sin embargo de estdr en
ellas torpemente viciadas la enunciacion,y demostracion de la
Proposicion. El primero, que tengo noticia observase este error,
fue Jacobo Pelletier , quien en su Euclides d4 la legitima cons-
truccion , despues de puesta la erronea, diciendo que no queria
omitirla por sutil, y capaz de aguzar el ingenio para hallar otras
semejantes ; siendo asi, que entre las dos demostraciones no hay
diferencia , sino en la construccion, la qual es muy verosimil
fuese parto de algun Copista ignorante. Tambien Clavio pone
ambas construcciones , Ia vulgar, y la genuina ; pero ni él, ni
Pelletier indican la razon, que hay para preferir una 4 otra.

_ | Va4 PROP.
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PROP. VI. del LIB. V.

Tiene dos casos: Los exemplares Griegos solo mencionan e}
primero , que es mas obvio: siendo verosimil, que Theon juzga-
ria bastaba uno, pues ni uno, ni otro sirve para demostracioa
alguna en su mutilada edicion del Libro V : bien que por la
misma razon podia omitir el caso que pone, y la Proposicion V:
nosotros hemos afiadido la demostracion del segundo caso; pues
asi aquel, como este, y la Proposicion V son necesarias para
Ja demostracion de la Proposicion XVIII de este Libro, y las
traducciones de la Lengua Ardbiga expresan ambos brevemente.

PROP. A. del LIB. V.

Los Gedmetras usan freqiientisimamente de esta Proposicion,
de que tambien se usa en la XXV del presente Libro , en la XXXI
del VI, en la XXXIV del XI, y en la XV del XII, y parece
que Theon la quitaria de los Elementos, por parecerle harto evi-
dente 4 él, y 4 otros, que substituyen la confusa, y vaga idea
de las proporcionales, recibida en el vulgo, en lugar de la
exa®a, que resulta de la Definicion V del Libro V: no siendo
posible , que Eudox6, 6 Euclides , que corroboraron con demos-
tracion las Proposiciones VII, y IX de este Libro, nada mas di«
ficiles que la presente, omitiesen esta en sus Elementos.

De aqui tomé ocasion Alfonso Borelli para censurar grave,
pero iniquamente la Definicion V de este Libro por estas pala-
bras, que se hallan 4 la pdg. 126 de su Euclides restablecido,
Edicion de Pisa de 1658 : “De dicha propiedad (la especificada
»en la Definicion V del Libro V') no se puede deducir ni el
»mas leve conocimiento, de que si quatro cantidades son propor-
»cionales, y la primera excede 4 la segunda, la tercera deba ne-
»cesariamente exceder 4 la quarta, como. confiesa Clavio en la
»Proposicion XVI del Libro ¥ de 1os Elementos,” No estd ex~
presa tal confesion en Clavio; pero si di6 fundamento 4 Borelli
para afirmarlo asi, quando reprehende 4 Comandino, y con ra-
zon por haber demostrado esta Proposicion por la XVI del Li-
- c bro
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bro V, bien que sin asignar ninguna demostracion , juzgéndola
clarisima por la naturaleza de las proporciones, como se explica
al fin de las Proposiciones XIV , y XVI del Libro V de su Edi-
cion: y le sigue Pedro Herigonio en el Escolio I de la Propo-~
sicion XIV del Libro V ; como si las proporcionales tuviesen
alguna naturaleza anterior 4 la que se concibe por su misma de-
finicion : y aunque la demostracion de la Propasicion es suma-
mente facil, no sé que ninguno la haya dado hasta ahora, sino
el Do&tisimo Barrow , que en su respuesta 4 las objeciones de
Borrelli la demuestra, pig. 323 de sus Lecciones Matemdticas
breve, y clara, aunque indire€tamente por la Definicion V del
presente Libro: pero con facilidad se demuestra direGtamente por
la misma Definicion ; por lo qual la colocamos despues de las
Proposiciones de las cantidades equimultiplices,

PROP. B. del LIB. V.

Tambien se deduce facilmente de la Definicion V, y asi con
razon se coloca despues de la antecedente, y muy fuera de pro-
Pposito se halla, como Corolario de 1a Proposicion IV de este Li-
bro. Véase la Nota al Corolario de dicha Proposicion.

PROP. C. del LIB. V.

Es de freqiiente uso entre los Ge6metras , y necesaria para las
Proposiciones V ,y VI del Libro X. Clavio en las Notas siguien-
tes 4 la Definicion VIII del Libro V la demuestra solo por ni-
meros con auxilio de algunas Proposiciones del Libro VII, y de
1a Definicion V de este ; en quanto cenviene 4 los mimeros, para
demostrar con ella lo que de los mimeros proporcionales, se ha-
lla en la Definicion XX del Libro VII. Muchos Comentadores
creen dificil de demostrar , que quatro cantidades, que son
proporcionales, segun la Definicion XX del Libro VII, lo sean
tambien conforme 4 la Definicion V del Libro V 5 pero es facil
Como se sigue. ‘

Lo Sean A, B, C, D quatro cantidades, de las quales la pri-
mera A sea equimultiplice , 6 la misma parte de la segunda B, que

la
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1a tercera C de la quarta D. Serdn A, B,C,D proporcionales: es-
to se demuestra en la Proposicion C,
ILo Si la primera AB fuese la misma parte de la segunda CD,
que la tercera EF de la quarta GH : tambien en
este caso serd AB 4 CD, como EF 4 GH. F
Sea CK parte de CD, GL la misma parte B H,
de GH, y AB equimultiplice de CK, como D
es EF de GL : luego por la Proposicion C de J[
este Libro AB serd 4 CK, como EF 4 GL: ) €
es asi que CD, GH son equimultiplices de
CK, GL: luego por el Corolario de la Pro- A C E G
posicion IV del Libro V. AB serd 4 CD, como EF 4 GH.

PROP. D. del LIB. V.

Se usa varias veces para demostrar otras, y es necesaria para
la Proposicion IX del Libro VI : siendo de creer , que Theon la
omitiria por la razon mencionada en las Notas 4 la Proposicion A.

PROP. VIII del LIB. V.

En su demostracion, qual se halla hoy en el Texto Griego
hay dos casos. ( Véase la demostracion en la Edicion de Herva
gio, 6 enla de Gregory. ) El primero :
es, quando AE es menor que EB, y o Z)
entonces se infiere necesariamente, I 2
que H®, multiplice de EB, es mayor, ’
que ZH, equimultiplice de AE , la Hf
qual multiplice de AE es por cons- E
truccion mayor que A : por consi- Ht E
guiente tambien HO serd mayor que
A. Peroen el segundo caso,en quu @ B A ©® B A
EB es menor que AE, aunque ZH sea mayor que A, puede no
obstante H® ser mayor que A ; por consiguiente no se puede tomar
multiplice de A, que sea el primero mayor que K, 6 H®; porque
Ia misma A es mayor: por tanto le fue preciso al Autor de esta de-
mostracion mudar una parte de lIa construccion, bien que no tenia

ne-
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necesidad de mudar en este segundo caso, afiadida otra parte de
la construccion al primero , pues quando previene que se tome N
multiplice de A el primero mayor que ZH ; podia tomar el multi-
plice de A, que es el primero mayor que H®,6 K, como se hizo
en el primer caso. Tambien K es impertinente en la demostra-
cion de uno, y otre caso; pues de nada sirve, sino de hacerlg
-mas prolixa. Otro tercer caso hay omitido en esta demostracion;
es 4 saber quando AE en el primer caso, 6 EB en el segundo
€s mayor que A, en el qual se tomardn qualesquiera equimulti-
plices de AE, y EB, v. g. sus duplos , como se prattica en esta
edicion , demostrando de una vez todos los casos. De aqui se
evidencia , que Teon, 4 otro poco versado en la Geometria vi=
ci6 esta demostracion.

PROP. IX. del LIB. V.

Damos una demostracion de ella mas clara de Ia que hasts
ahora ha habido en los Elementos,

PROP. X. del LIB. V.

Fue indispensable dir otra demostracion, pues la de las edi-
ciones Griegas , Latinas, y otras, no es legitima ; porque Ilas
'voces mayor, la misma, igual,y menor, hablando de can-
tidades , tienen un sentido totalmente diverso, que hablando
de razones ; como consta de las Definiciones V, y VII de este
Libro: con cuyo auxilio exidminarémos la demostracion de la
Proposicion X, que dice asi: “Tenga A 4 C mayor razon, que
»B 4 C. Digo, que A serd mayor que B ; pues 4 no serlo, fuera
»igual , 6 menor ; igual no lo es, porque entonces ambas A, y B
»tendrian una misma razon 4 C; pero no la tienen: luego A
»no serd igual 4 B.” La fuerza de este raciocinio se reduce 4 lo
siguiente. Si A es 4 C, como B 4 C, tomadas qualesquiera equi-
multiplices de A, B, y qualquiera multiplice de C, si la multi-
.Pplice de A fuese mayor que la de C, resultard en fuerza de la
Definicion V de este Libro la multiplice de B mayor que la
.de C: pero por la hipétesis A tiene mayor razon & C, ,qu;
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B 4 C, resultardn en fuerza de la Definicion VII de este Libro,
algunas equimultiplices de A , B, y alguna multiplice de C
tales, que la multiplice de A serd mayor que lade C,ylade B
no serd mayor. Es asi que esta Proposicion repugna dire¢tamen-
te 4 la anterior: luego A no es igual 4 B. ContinGa la demos-
tracion: “Tampoco A es menor que B, pues entonces A tendria
»4 C menor razon que B; lo qual es falso: luego A no serd me-
wnor que B, &c.” Aqui se dice, que A tendria 4 C menor razon
que B, 6 lo que es lo mismo, B tendria 4 C mayor razon que
A ; esto es en virtud de la Definicion VII de este Libro, que
habrd algunas equimultiplices de B, A , y alguna multiplice de C
tales, que la multiplice de B sea mayor que la deC, ylade A
no sea mayor: pero se debia demostrar , que esto nunca podia
suceder , si la razon de A 4 C fuera mayor que la razon de B 4 C;
y asi era forzosa demostrar , que en este caso la multiplice de A
siempre excede 4 la de C, si la de B la excede ; demostrado lo
qual, seria manifiesto, que B no podia tener 4 C mayor razon
que A ; esto es, que A no podia tener 4 C menor razonque B: y
esto de ninguna manera estd demostrado en la demostracion dela
Proposicion de que hablamos ; siendo asi, que si lo estuviera, se
podria inferir inmediatamente de ella : sin su auxilio no es facil
lograrlo, como lo reconocerd qualquiera, que pruebe 4 demos-
trarla : luego la demostracion de la X no es legitima , y parece
que lo que equivocé al que la substituyé en lugar de la de
Eudoxod , 6 Euclides , fue trasladar 4 las razones lo que es mani-
fiesto de las cantidades ; es 4 saber, que una no puede ser al
mismo tiempo mayor, y menor que otra. Aquel Axioma: *las can-
wtidades iguales 4 una misma son iguales entre si” , tan evidente
aplicado 4 cantidades, no es el que usa Euclides para demos-
trar que las razones, que son iguales 4 una misma, son igua-
les entre si: sino que esto lo demuestra expresamente en la
Proposicion XI del Libro V. No es dudable, que la demostra-
cion , que ponemos en el texto de esta X, es 1a misma de Eudoxd,
6 Euclides 3 respe@o que la conclusion de ella se demuestra bre<
ve, y dire&amente por la Definicion de la razon mayor, que es

1a VII del Libro V.
Dicha Proposicion se demuestra con el guxzilio de Ia X asi
Tea~
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Tenga A 4 C mayor razon que B 4C; si se toman algunas can-
tidades equimultiplices de A, B, y otra multi-
plice de C, siendo la multiplice de B mayor
que la de C; tambien serd mayor que la mis-

ma multiplice de C la multiplice de A.

Sean, pues, D, E equimultiplicesde A, B;y A ¢ B C
F multiplice de C, de manera que E multiplice p ¥ E F
de B sea mayor que F : serd tambien D multi-
plice de A mayor que F.

Porque teniendo A 4 C mayor razon que B, serd
A por la X del Libro V mayor que B: luego
D multiplice de A serd mayor que E equimul-
tiplice de B: es asi que E es mayor que F: lue~
go D serd mucho mayor que F. .

PROP. XIII del LIB. V.

En las Versiones de Comandino, Briggs, y Gregory se dice
al principio de la demostracion: *y la multiplice de C excede 4 la
»multiplice de D; pero la multiplice de E no excede 4 Ia multiplice
»de F.” Estas palabras son traducidas 4 1a letra del Texto Griego;
pero el contexto del pasage pide manifiestamente , que se lean de
este otro modo : “de manera, que la multiplice de C exceda 4 la
»multiplice de D,y la multiplice de E no exceda 4 la multiplice
nde F;” y asi se halla restablecido este pasage en las primeras
ediciones de la Version de los Elementos por Comandino, im~
presas en Oxford ; pero en las posteriores, 4 lo menos en la de
1747 , se ha conservado el error del Texto Griego. \

A 1la Proposicion B. se afiade un Corolario necesario para las
XX, y XXI de este Libro, y tan util como ella misma,

PROP. XIV. del LIB. V.

Aqui me parecié afiadir dos casos, cuya demostracion no se
halla en el Griego ; pues no es en todo semejante 4 la del pri-
mero.

PROP.
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PROP. XVII del LIB. V.

Alteramos el orden de su demostracion , dindole otro mas na-
tural en pocas palabras;y lo mismo hacemos en la Proposicion XI.

PROP. XVIIL del LIB. V.

- La demostracion no es de Euclides , ni legitima ; pues supone,
gue dadas tres.cantidades, dos 4 lo menos de un mismo género,
existe una quarta proporcional 4 ellas, antes de haberse demostra-
do nada vale la demostracion, que ahora se lee ; pero aquello se
admite sin demostracion ; ni alcanzo, quél pueda darse sin mas
socorfo que el de las Proposiciones antecedentes : tan lexos estd
de reputarse por Axioma, como quiere Clavio despues de las
Definiciones del Libro V', siguiendo 4 otros Intérpretes. Euclides
ciertamente no demuestra, ni aun como se puede hallar la quarta
proporcional , hasta la XII del Libro VI; y segun su método ja-
m4s supone en la demostracion de las Proposiciones cosa algu-
na, que antes no haya demostrado, 6 4 lo menos, cuya posibi-
lidad no sea por si misma evidente ; pues de una Proposicion in-
cierta no se puede deducir ilacion cierta. Asi, pues,en lugar de
la demostracion que corre, y ciertamente fue substituida por
Theon , 6 alguno otro, en lugar de la de Euclides, como mas pro-
lixa, colocamos la legitima : y como quiera que la Proposicion
XVII, de quien es inversa la XVIII, se demuestre por las Pro-
posiciones I, y II de este Libro, por eso en la demostracion que
dimos de la XVIII, fue necesario traher la Proposicion V,y am-
bos casos de la VI del Libro V', que son inversas de la I, y II.
De las Proposiciones V, y VI no se usa-en ninguna otra de este
Libro, qual lo tenemos en el dia, ni puede servir en los Ele-
mentos para otra, que para la XVIII ; siendo este indicio cierto de
que Euclides se valdria de ellas en su demostracion de 1a XVIII,
y que la nuestra, que es como debe , inversa de la demostracion
de la XVII, no se diferencia de 1a de Eudoxé, 6 Euclides; pues
para nada servirian 1a V, y VI, sino se usasen en las demostra-
ciones del Libro V', como sucede con todas las demas , que tra-
tan de las cantidades equimultiplices. Ge
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Gerdnimo Saccherio en su Obra intitulada , Euclides ab omni
nevo vindicatus , impresa en Milan en 1733, reconoce esta im-
perfeccion en la demostracxon de la XVIIl ; y para re&xﬁcarla,
se esfuerza en la pig.115 4 demostrar la Proposncxon siguiente.

“Sean quatro cantidades A , B, C, D, las dos primeras de un
»mismo género, y serneJantemente Tas segundas tambien de un
»mismo género , bien sea el de las primeras, 4 otro. Digo , que
»la razon de la tercera C 4 la quarta D serd igual , mayor , ¢
»menor que la razon de la primera A 4 la segunda B.” Y des~
pues de anteponer dos Proposiciones , como Lemas , prosi-

e asi.

“Entre 1as cantidades posibles equimultiplices de la primera A,
»y de la tercera C, y juntamente entre las posibles equimultipli-
nces de la segunda B, y .
nde la quarta D, 6 se ha- A— E——F

»llan una qualquiera EF -~ -
»multiplice de la primera B I K
»A,yotra IK multiplicede C G H
»la segunda B iguales entre 4y L M

»si; y juntamente (en el
»mismo caso ) alguna GH multiplice de la tercera C igual 4 LM
»multiplice de la quarta D: 6 en ninguna parte se halla tal igual-
»dad. En el primer caso consta por lo ya demostrado, que A
nserd 4 B, como C 4 D: y en el segundo caso de no hallarse
»nunca semejante igualdad de una, y otra parte 4 un mis=
»mo tiempo , 6 se hallard 4 lo menos 4 alguna parte , como
»por exemplo 4 la de la primera A (y de la segunda B), 6 en
»ninguna parte; si es lo primero : luego segun la definicion ante-
»rior , que d4 Euclides de las proporciones mayor, y menor, A
ntendrd 4 B mayor , 6 menor proporcion que C 4 D ; segun GH
»multiplice de la tercera C fuere menor, 6 mayor que LM mul-
»uphce de la quarta D. Si es lo segundo : luego por una parte,
v.g. de la A primera, y de la B segunda, podrd suceder, que
»aquella multiplice de EF sea menor , que la otra multiplice de
»]K, quando por la parte contraria aquella multiplice GH es
”mayor que la otra multiplice LM: y entonces conforme 4 la

»misma Definicion de Euclides la razon de la primera A 4 la se-
» glln—
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‘wgunda B serd menor que la razon de la tercera C 4 la quarta D,
»6 al contrario.”

“Luego queda demostrado el Axioma substituido ” (Esto es
1a Proposicion dicha ), &c.

De ninguna manera queda demostrado, pues lo que se dice que
podria suceder en inumerables casos, nunca sucederd ; y con-
siguientemente la demostracion es nula: porque si, v. gr. A fue-
se lado , y B diagonal de un quadrado; y C lado,y D diago-
nal de otro ; nunca la multiplice de A podr4 ser igual 4 la de B,
ni alguna multiplice de C igual 4 alguna de D, como es paten~
te ; y 4 mas nunca podrd acontecer , que dada una multi-
plice de A mayor , 6 menor que una de B, la multiplice de C
sea inversamente menor, ¢ mayor que la multiplice de D: es
4 saber , tomando unas equimultiplices de A, C,y otras equi~-
multiplices de B, D; porque A, B, C, D son proporcio~
nales. ' '

El mismo juicio, que de esta demostracion, se deberd for-
mar de la que algunos ddn de la Proposicion I del Libro VI;
pues ambas estriban en un mismo fundamento no demostrado.

PROP. XIX. del LIB. V.

Afiddesele un Corolario tan util muchas veces , como ella mis~
ma ; el qual no se halla en el Texto Griego: y esto muestra
claramente , que el Libro V ha sido adulterado por ignorantes;
pues la conversion de razon de ningun modo pende de la XIX;
y la demostracion de ella, que dén varios Intérpretes de Eucli-
des , valiéndose de la XIX', no es legitima como observé justa~
mente Clavio , quien d4 la demostracion legitima , que ponemos
en la Proposicion E: bien que la coloca, como Corolario de
la XIX, que empieza asi: “ De aqui se infiere facilmente ” ; sien-
do asi que de ningun modo se infiere.

PROP. XX, XXI, XXII, XXIII , y XXIV del LIB. V.

Las demostraciones de la XX, y XXI son mas breves que las
que usa Euclides en otras mas ficiles, asi del presente Libro, .
co-
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como de los siguiéntes : por lo qual ha parecido exponerlas mas
expresamente. La XXII, y XXIII se extienden , como debian, 4
qualquiera cantidades ; y asimismo se puede extender la XXIV,
como se nota en el Corolario, afiadiendo otro segundo tan util
como la Propasicion : tambien se afiade la voz “qualesquiera”
al fin de la Proposicion XXIII 5 la qual faltaba en el Texto Grie-
go , y en las versiones. ' ‘

 En una obra del Sr. Felipe Naudeé publicada despues de su
muerte. en la Historia de la Real Academia de Berlin del afio
de 1745 , pdg. 50 se censura la Proposicion XXIII del Libro V
de Euclides , como obscuramente. enunciada , y demostrada por
un rumbo extraviado: pero la enunciacion alli puesta no es de
Euclides , sino de Tacquet ; la qual , aunque no tan oportuna,
es la misma que ahora se halla en los Elementos: pero nada
tiene de obscura, aunque el Autor de dicho escrito dispone las
proporcionales con perverso orden: lo qual obscurece mas Ia
enunciacion : no siendo dudable , que Euclides la generaliz6 4
qualesquiera cantidades', que tomadas de dos en dos fuesen pro-
porcionales, sin limitarla 4 solo seis : como executa Naudeé, cu-
ya enunciacion no es adaptable al caso general.

La demostracion de la Proposicion XXIII del Libro V, que se
halla en la citada Obra , es totalmente inepta : porque si las can-
tidades proporcionales fuesen figuras planas , 6 sélidas , no se po~ .
dria concebir, que de ellas se formase reftdngulo alguno (que
el Autor llama ignorantemente produto ); y si se dice , que en
tal caso se han de tomar reftas proporcionales 4 las figuras, la
demostracion saldria mas larga que la de Euclides: 4 mas, que
aun quando la demostracion de Naudeé fuese justa, es visible,
que :no puede colocarse en el- Libro V. '

PROP. F, G, H, y K del LIB. V.

A el fin de este Libro afiadimos dichas Proposiciones, por
usarlas amenudo los Geduretras, asi antiguos , como modernos:
y sin ellas, 4 la verdad , no se podria en muchos casos usar de
las razones compuestas para las demds.

El que desedre vér sélidamente defendida la do&rina de las

S X pro-
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proporcionales contenida en este Libro, y plenisimamente satis-
fechas las dificultades, que contra ella acumulan Andres Tac-
quet, Alfonso Borrelli, y otros, puede consultar las Lecciones
Matemdticas VII, y VIII del gran Barrow del afio de 1666.

~ Concluida y4 la enmienda del Libro V por fin de €l asiento gus-
tosisimo 4 la opinion del CI. Barrow : es 4 saber “ que nada hay
»en toda la Obra de los Elementos inventado con mayor suti-
rleza , establecido con mas solidez , ni tratado con mas exa&ntud,
»que la do&rina de las proporcxonales »: por cuyo juicio es de
temer , que muchos Ge6metras de hoy no quieran pasar, COmo

ha sucedido 4 los demds desde el tiempo de Theon ac4.

' DEFINICIONES IL y V. del LIBRO VL

LA segunda no parece de Euclides , sino de algun ignorante,
pues en Euclides no se hace mencion alguna de las figu-
1as rec;procas ni en ningun otro Gedmetra , que yo sepa: ade-
mds estd enuncnada en términos obscuros ; por lo qual la acla-
ramos mas ; y nos parece , que en su lugar debiera colocarse

la siguiente.
DEF. IL

“Dos cantidades proporcionales se dicen reciprocamente pro-
»porcionales 4 otras dos, quando una de las primeras es 4 una
»de las segundas , como la restante de las segundas 4 la restante
»de las primeras”.

La Definicion V introducida desde el tiempo de Theon en los
Elementos , con grave perjuicio de los discipulos., la hemos su-
primido con justo motivo por las. razones, que se alegardn en
las Notas 4 la Proposicion XXIII del Libro VL

PROP. I y IL del LIB. vi.

El Corolario aﬁadxdo 4 la primera tiene ﬁ'eqtiems:mo nso, y
1a enunciacion de la segunda la generalizamos mas. -

PROP.
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“PROP.“IIL del LIB. VI |
Se ha afiadido el caso segundo, que se halla en la Proposicion A,
tan util como €l pritedo ;s 4 saber quando’ el dngulo externo
del tridngulo se divide en dos partes iguales por una re&a : su
demostracion es seinejantisima 4 14 del primer caso, y esta se-
ria tal vez la-causa, que moveria 4 algun editor ignorante pa<
ra omitir, asi-la demostracion, como- el caso;y 4 la verdad Pa-
po usa de ella sin: demostracion, como una Proposicion Elemen-
tal en la Propasicion. XXXIX del Libro VII de las Colecciones
Matemdticas ~~ - . :
-~ PROP. VIL del LIB. VI

. Afadimos el caso omitido, el qual ocurre no pocas veces
en las demastraciones. L .

"PROP. VIIL del LIB. VL

Estd patente, que alguno mudé la demostracion, que dié Eu-
clides de esta Proposicion ; pues sy Autor despues de demostrar,
que los tridngulos son equidngulos entre si , demuestra separa-
damente , que sus lados ,.que comprehenden dngulos iguales, son
entre si proporcionales, como si esto no quedase demostrado en
la Proposicion IV de este Libro : redundancia que no se hilla
en la traduccion del Arabe, y ahora se ha omitido,

e PROP. IX...del . LIB.: VI..
-~ La demostracion de esta es para un caso particular, es 4 sa-
ber quando de la re®a dada se ha, de cortar la tercera parte;
por lo qual no parece de Euclides :..ademds que de quatro can=
tidades proporcionales concluye ¢l Autgr ,-que: la tercera es equi-
multiplice de la..quarta 5 come 13 primera de la segunda : y. es~
to. no se demuestra en- parte alguna. del Libro V,qual lo tene
pios al presente : pero asi estas , como otras cosas las tomé el
editor; de. la confiisa_pocjon .de las proporcionales admitida er;
. X2~ : e
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el vulgo : asi nos fue necesario dar la demostracion general, y
legitima.

PROP. XVIIL del-LIB. V'I.

Su demostracion parece vxcxada pues solo se demnestra Ia
Proposicion en los quadrilateros , sin decn' de qué manera se pue-
de extender 4 las figuras reilineas de cinco, 6 mas lados. Ade~
mds , en dos tridngulos equidngulos entre si se infiere, que el la-
do del uno es al lado homdlogo del otro, como el otro lado
del primero 4 su lado homélogo del otro tridngulo ; sin permu-~
tar las proporcionales contra la costumbre de Euchdes como se
vé en la Propesicion siguiente XIX. Del mismo *vncm participa
la conclusion; pues no se demuestra,que los lados que compre-
henden los 4ngulos de la una figura reQilinea, sean proporcionales
4 los lados que comprehenden los 4ngulos iguales de la otra : tam-
bien se omitia permutar las proporcionales: por todo lo qual juz-
gué conveniente arreglar esta demostracion al método de Eucli-
des ; es 4 saber, del que se usa en la Proposicion XX de este
Libro, y en las figuras qumquelateras, para que se véa claramen-
te como se puede extender 4 las- figuras de muchos lados.

PROP. XXIII del LIB VI

Nada es mas dificultoso en los Elementos de- Geometria para
Ia comprehension de los principiantes que la do&rina de la com-
posxcxon de las razones, por haberla vuelto absurda, y nada
métrica Theon, substituyerido 1a:Definician V. del Libro VI en lu-
gar de la buena definicion de la razon compuesta, que dié Euv-
doxé , 6 Euclides, . .despues de '1a Definicion de la razon tripli-
cada en el Libro V, qué es su propio ltigar. La definicion de
Theon es esta: una razon'se dice-componerse de ‘razones, dray
& T ASY@r TAADLITHTES & “ewrds FEAALTARCIAT EivY) Tomst TIR,
o qual tradice- asi Comandiro : *'quando'ilas cantidades de
wlas razones multiplicadas entre si' forman “algunz razon.”
Wallis traduce la palabra , m».:mne;, por esta * exponentes de
»las razones” ; y Gregory mterpreta las Wltimas vaces de la Iée-
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finicion de esta manera: “forma la cantidad de aquella”; pe-
ro en qualquier sentido que se tomen las palabras “cantidades,
»0 exponentes de las razones”,y su “multiplicacion” , la defini-
cion serd inutil , y nada geométrica. Pues no podrd haber mul-
tiplicacion, sino por nimeros ; pero la cantidad , 6 exponente de
Ia razon, segun interpretan Eutocio en sus Comentarxos 4 la Pro-~
posicion IV del Libro II de Arqmmedes de la Esfera, y del Ci-
lindro, y los modernos, es el nimero que multiplicando el con-
seqiieme produce el antecedente 6 lo que significa lo mismo, el
nimero resultante de la dmsxon del antecedente por el conse-
qiiente : pero hay muchas razones de tal naturaleza , que de la di-
vision del antecedente por el conseqiiente no puede resultar ni-
mero alguno ; v. gr. la razon, que la dxagonal del quadrado tie-
ne 4 su lado; la que la circunferencia del circulo tiene 4 su did-
metro , y otras semejantes : ademds que no se halla ni el menor
vestigio de esta definicion en Euclides , Arquimedes, Apolonio,
ni en los otros antiguos , que usan frequentlsxmamentc de la razon
compuesta. En la Prop. XXIII del Lib. VI de los Elementos, don-~
de primeramente se habla de la razon compuesta,y hubxera Si~
do del caso mas que en nmguna otra parte dicha definicion, no
hay ni rastro de ella, pero si de la legitima, citada en estos
propios términos: “es asi que la razon de K 4 M est4 compuesta
»de la razonde K 4 L, yde la de L 4 M.” Todo lo qual con-
vence de inutil , y absurda la definicion de Theon; no quedando
duda , de que fue él quien la introduxo en los Elementos , pues
se halla en sus Comentarios sobre la Descripcion magna de Pto-
lomeo, pag. 62: donde le dd una explicacion pueril, como que
solo conviene 4 las razones, que se pueden representar por nii-
meros 3 y de alli estd tomada 4 la letra j juntamente con dicha ex-
plicacion, y antepuesta 4 las Definiciones del Libro VI, como
consta de la edicion de Hervagio. Zamberto, y Comandino Ia
ponen en sus versiones latinas al pie de dichas Definiciones ; pe-
ro Campanp no la reconoce , ni tampoco al parecer los Cédices
Arabes , de que él se valid. Clavio sobre la Definicion V del
Libro VI opina , y con fundamento, “que podia definirse la ra-
»zon compuesta , siguiendo el mismo método, que se .observa pa-
»ra definir la razon doplicada,y triplicada; es 4 saber que al

3 »mo-
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»modo que Euclides dice en la Definicion X del Libro V, que
ndadas muchas cantidades proporcionales 5 la primera tiene 4 la
ntercera duplicada proporcion de la que tiene 4 la segunda, y
»la primera 4 la quarta triplicada proporcion de la que tiene 4 la
nsegunda ; esto es compuesta: de dos, 6 tres proporciones iguales
»intermedias, y lo mismo en adelante :"asi tambien si se ponen en
»orden muchas cantidades de un mismo género no proporciona-
»les se dird, que la primera tiene 4 la dltima proporcion com-
»puesta de todas las proporciones intermedias ;—solo por estdr
waquellas proporciones intermedias colocadas entre dos cantida-
»des extremas, 4 la manera que en la Definicion X del Libro V se
»dice la proporcion de la primera 4 la tercera duplicada ; solo
»por haber interpuestas entre dos cantidades extremas dos pro-
»porciones iguales , de suerte que no hay otra diferencia entre
»esta composicion de proporciones, y la duplicacion , triplica-
‘»cion, &c. explicada en el Libro V,sino que en la duplicacion,
»y triplicacion, &c. de proporciones todas las proporciones in-
»termedias son iguales, no siendo necesario en la composicion
»de proporciones , que las interpuestas sean iguales.” Edmundo
Scarburgh en su Euclides Ingles, pigg. 238, y 266 afirma cla-
ramente ser supuesta la Definicion V del Libro VI, y que la ver-
dadera se halla contenida en la Definicion X del Libro V de la
Tazon duplicada, 6 expresamerte, 6 subentendida, del modo que
lo acaba de explicar Clavio en el pasage citado: pero estos, y
otros modernos conservan al mismo tiempo dicha Definicion V
del Libro VI, y la ilustran con prolixos Comentarios, quando
debian mas bien excluirla de los Elementos.

A la verdad, cotejando la Definicion V del Libro VI con la
Proposicion V del VIII aparece claramente ser supuesta dicha
Definicion : pues en aquella Proposicion se demuestra , que el ni-
mero plano , cuyos lados son C, D tiene al nimero plano, cuyos
lados son E,Z (Véase la edicion de Hervagio, 6 la de Gregory.)
rtazon compuesta de las razones de los lados, esto es de las ra-
zones de C4 E, y de D4 Z; la qual conforme 4 la Definicion V
‘del Libro VI, y 4 la explicacion de todos los Comentadores es
1a razon del produ@o de los antecedentes C, D al producto de la
multiplicacion de los consegiientes E,Z: luego la Proposicion,

que
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que es la Definicion V' del Libro VI, es absolutamente la mis-
ma que la Proposicion V-del Libro VIII; por consiguiente en
uno, dotro de dichos pasages debe borrarse ; pues es absurdo
poner en los Elementos una Proposicion como Definicion , y
despues demostrarla : es asi que no admite duda, que la Propo-
sicion V' del Libro VIII debe tener lugar en los Elementos ; pues
en ella se demuestra de los numeros planos lo que en la Pro-
posicion XXIII del Libro VI de los paralelogramos equidngu-
los : luego la Definicion V del Libro VI no puede tener lu-
gar en los Elementos; de donde se infiere con evidencia, que
no la puso Euclides; sino. Theon, 6 algun otro poco inteligente
en la Geometria.

No sé que ninguno haya demostrado hasta ahora el uso de
Ia razon compuesta, 6 el motivo por que se introduxo en la Geo-
metria : siendo asi , que todas las cosas, para que se usa, se pue-
den enunciar, y demostrar sin su auxilio. El verdadero uso de la
razon compuesta se cifra inicamente 4 evitar las perifrases, y po-
der enunciar, 6 demostrar las Proposiciones mas brevemente, y
tal vez uno, y otro: pongo por exemplo, si se hubiera de enun-
ciar la Proposicion XXIII del Libro VI, sin mencionar la razon
compuesta , se haria asi: Si dos paralelogramos son equidngu-
los, y se toma una refta qualquiera 4 otra reta, como el la-
do del primero al lado del segundo; y la segunda 4 la terce-
ra, como el otro lado del primero al otro del segundo, el pa-
ralclogramo primero serd al segundo, como la primera refta 4 la
tercera. La demostracion seria la misma que ahora: pero advir~
tiendo los antiguos, que la enunciacion se podxa abreviar, impo-
niendo un nombre 4 la razon, que tiene la primera re@a 4 la tl-
tima, el qual al mismo tiempo significase las razones intermedias,
esto es de la primera dla segunda de la segunda 4 la tercera,
&c. y asi succesivamente si hubiese muchas re&as, llamaron esta
razon de la primera 4 la dltima razon compuesta de las razones
de la primera 4 la segunda , y de-la segunda 4 la tercera ; esto es
en el presente caso de las razones, que son las mismas con las
razones de los lados; y asi enunciaron la Proposicion mas bre-
vemente en estos términos: Si dos paralelogramos son equidn-
gulos ; tendrdn entre §i la misma razon que la compuesia de las

X4 ra-
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razones , que son las mismas que las razones de los lados:
enunciacion , que reducida 4 menos voces, conserva el propio
sentido; y aun se podrd cefiir mas asi: Los paralelogramos
equidngulos tienen entre si la misma razon, que la compuesta
de las:razones de los lados. Estas dos tltimas enunciaciones , es-
pecialmente la primera , se acomodan 4 la demosttacion, que atn
existe en el Texto Griego. Dicha Proposicion puede demostrarse
mas brevemente ; como lo pra&icé Francisco Candalla en esta
forma : Sean equidngulos los paralelogramos ABCD, CEFG,y
complétese el paralelogramo CDHG : siendo, pues, tres los para-
lelogramos AC ,CH, CF, el primero AC

tendrd, segun la Definicion de la razon A. D H
compuesta, al tercero CF razon compuesta
de la razon de AC 4 CH, y de la de CH B G
4 CF: es asi que el paralelogramo AC es C

al CH, como la re&a BC 4 la CG, y el
paralelogramo CH al CF, como la' re&a E F
DC 4 la CE: luego el paralelogramo AC tendrd al CF una razon
compuesta de razones, que son las mismas que las razones de
los lades. A esta demostracion conviene la enunciacion , que hoy
tenemos, es 4-saber: Los paralelogramos equidngulos estin en-
tre si en razon compuesta de las razones de sus lados; pues la
leccion vulgar, “compuesta-de los lados,” es absurda. No obs-
tante , conservamos en nuestra edicion la demostracion del ori-
ginal Griego, aunque mas prolixa que la de Candalla, porque
en aquella, y no en esta se demaestra el modo de hallar por las
razones dadas de los lados fa razon compuesta de estas: esto es
la razon de los paralelogramos ; para que puedan los estudian=-
tes en semejantes casos hallar la razon compuesta de dos, 6 mas
razones. . :

- De lo dicho se colige una observacion, y es, que en quales-
quiera cantidades de un mismo género A, B, C, D, &c. la razon
compuesta de las razories de la ‘primera 4 la segunda , de la segun~
da 4 la tercera, y asi hasta la-iltima, es solo un nombre, 6 modo
de hablar significativo ‘de la-tazon, que la primera A tiene 4 la
dltima D5 y que al mismo tiempo explica la razon de todas las
cantidades A4 B, B4C, C 4 D, desde la primera hasta ‘1z dl-

B .- u..
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tima mituamente entre si , sean, ¢ no entre si las mimas: al mo-
do que en las cantidades continuo-proporcionales A, B, C, D,
1a razon duplicada de la primera 4 la segunda , no es mas que
-un nombre , 6 modo de hablar significativo de la razon, que la
.primera A tiene 4 la tercera C, y que al mismo tiempo explica
ser dos las razones de las cantidades desde la primera 4 la dl-
tima ; es 4 saber de la primera A 4 la segunda B,y de esta ¢
la tercera, 6 ltima C, las quales razones son entre si las mismas:
-asimismo la razon triplicada de la primera 4 la segunda es mera-
‘mente un nombre, 6 modo de hablar significativo de la razon dela
primera A 4 la quarta D ; y al mismo tiempo de todas las razo-
nes de las cantidades , desde la primera hasta la dltima, es 4 sa-
ber de la primera A 4 la segunda B, de esta 4 la tercera C, y
.de esta 4 la quarta, 6 dltima D, las quales razones son las mis~
mas entre si : y lo mismo se dird semejantemente de otras razones
multiplicadas. Evidénciase ser la verdadera explicacion de estas
razones la dada por las definiciones de la razon duplicada, y
triplicada , en que Euclides usa de la voz, Aéyery, se dice, lla-
ma, 6 nombra : de la qual tambien sin duda usaria en la defini-
cion de la razon compuesta, que Theon, 4 otro quité de los Ele~
mentos, pues la misma se conserva en la impropia definicion de
la razon compuesta, que atn se halla en la Definicion V del Li-
bro VI, y algunas veces en las citas de estas Definiciones ; como
en la demostracion de la Proposicion XIX del Libro VI : “la pri-
»mera 4 la tercera ¢y Aéyeroy razon duplicada ;” palabras, que
‘Comandino , y otros traducen mal, “tiene” en lugar de “se dice
»que tiene:” otras veces se omite, como en la demostracion de
la Proposicion XXIII del Libro XI: “la primera 4 la quarta tiene
-»razon triplicada, ” en donde la voz #yu significa lo mismo , que
las éyay Aéyerey, “se dice que tiene” : tambien en la Proposicion
XXIII del Libro VI, donde se lee: “es asi que la razon K 4§ M
naiyxaty es compuesta de la razonde K 4 L,y de ladeL 4 M,?
para. mayor brevedad ; siendo asi, que debia decir osvyx&aduy
-Atyerey “se dice compuesta,” como en la Definicion VI ,
Con lo expuesto, y las Proposiciones afiadidas al fin del Li-
bro V se podr4 entender, y explicar todo quanto se halla acerca de

Ia razon compuesta en los Gedmetras, asi antiguos, como modernos.
: PROP.
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PROP. XXIV. del LIB. VI

Parece que algun ignorante formé de dos demostraciones di-
-versas de esta Proposicion , la que aGtualmente tenemos ; es 4 sa-
ber de una que puede fundarse en la Proposicion II de este Libro,
y de otra , que puede fundarse en la IV del mismo ; pues despues
de haber demostrado por la Proposicion II del presente , compo-
niendo, y permutando, que son proporcionales los lados, que
contienen un dngulo comun de los paralelogramos, pudo inme-
diatamente inferir , que son proporcionales los lados, que com-
-prehenden 4ngulos iguales por medio de la Proposicion XXXIV
del Libro I, y de la VII del V': pero descuidando esto, pasa &
demostrar , que los tridngulos, y paralelogramos son equidngulos
entre si, y por un largo rodeo infiere lo mismo , valiéndose de la
Proposicion IV de este Libro, y de la XXII del V : es, pues,
manifiesto no ser de Euclides esta demostracion tan mal hecha:
por lo qual rechazado lo que tiene de superfluo , damos una mas
sencilla con el auxilio de la Proposicion IV, la misma que dan
los Cédices Arabes, por medio de la II de este Libro, y com-
poniendo ; bien que en ellas se olvida el permutar,y no se demues-
tra, que los paralelogramos sean equidngulos entre si , como debia
hacerse en favor de los principiantes.

PROP. XXV. del LIB.VL

Es patente, que la demostracion, que de ella dié Euclides, ha
sido viciada por algun editor mal Gedmetra ; pues despues de
haber demostrado, “que la figura re&ilinea ABC es 4 la KGH,
»como el paralelograme BE al EF ,” bastaba afiadir : “es asi que
»la figura re@ilinea ABC es igual al paralelogramo BE : luego
»la figura reilinea KGH seré igual al paralelogramo EF, con-
»viene 4 saber por la Proposicion XIV del Libro V:” sin inter-
poner entre estas dos sentencias, como hace, lo siguiente: “por
»consiguiente permutando, la figura re&ilinea ABC ser4 al para-
-»nlelogramo BE , como la figura re&ilinea KGH al paralelogramo
»EF:” juzgando, que no era tan facil de inferir en quatro pro-
.porcionales la igualdad de la segunda 4 la quarta por la igualdad
, de
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de la primera,y tercera; lo qual se demostré en la Proposicion XIV
del Libro V ; como inferir la igualdad de la tercera 4 la quarta de
la igvaldad de la primera 4 la segunda ; cosa que no se demuestra
-en parte alguna de los Elementos, que hoy tenemos. Pero aun
quando Euclides hubiera insertado en sus Elementos esta Propo.
sicion : de quatro proporcionales la tercera serd igual 4 la quarta,
-sila primera lo es 4 la segunda , como es verosimil lo hizo,no usa-
ria de ella en el presente caso j pues,como ya diximos, se puede in-
ferir dire@amente la misma conseqiiencia, sin la redundante permu-
tacion de proporcionales. Nos detenemos algo mas 4 demostrar
esto, asi porque subministra cierto indicio de haber sido viciado
-el texto de Euclides, pues el mismo error se halla en el original
‘Griego , Proposicion XXII, Libro XI, dos veces, otras dos en la
II del XII ; y en las Proposiciones V, XI, XII , y XVIII del mis-
mo: ‘en cuyos pasages del Libro XII, excepto el dltimo, se omi-
‘te con fundamento el permutar las proporcionales en la Version
de Comandino de la edicion de Oxford ; como para que los GeS-
metras eviten en semejante caso el uso de la permutacion ; error
en que caen repetidamente los modernos, y entre otros Coman-
dino mismo en el Comentario 4 la Proposicion V. del Libro III,
pég.6. b. de Papo Alexandrino ; por estdr algunos tan preocupa-
dos con la vulgar idea de las proporcionales, que apenas pue-~
den llegar 4 formarse una exata.

Ademas de esto, aunque la figura re&ilinea ABC, semejante
4 la qual se ha de construir otra, pueda ser de qualquier género,
sin embargo los Cédices Griegos hablan en la demostracion de
tridngulo en lugar de figura rectilinea en general ; yerro, que
se halla corregido en la edicion de la Version de Comandino,
impresa en Oxford.

PROP. XXVIL del LIB. VL

Al segundo caso precede la-palabra dmas, “otro,” como si
fuera otra la demostracion, puesta al parecer por algun Copista
ignorante , y con razon omitida por Gregory. La figura de este
caso debia expresarse con las mismas letras del alfabeto, que la

‘del primero. '
PROP.
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PROP. XXVIII, y XXIX. del LIB. VL

Estos Problemas, para el primero de los quales es necesaria I2
Proposicion XXVII, son entre todos los de los Elementos genera~
lisimos , y utilisimos ; y los antiguos se valian de ellos con mucha
freqiiencia en la solucion de otros Problemas ; asi hicieron muy mal
Andrés Tacquet, y Claudio Dechales en omitirlos en sus edicio-
nes de los Elementos : asegurando inconsideradamente, que no
tenian uso alguno. Los casos de estos, quando sobre una refta
dada se ha de aplicar un retdngulo igual 4 un quadrado dado,
deficiente , 6 excedente en un quadrado ; y quando sobre una reta
dada se ha de aplicar un reftdngulo igual 4 otro'dado, deficien-
te , 6 excedente en un quadrado, los usan 4 cada paso los Geo-
metras ; y asi nos ha parecido ensefiar en favor de los estudian-
tes sus construcciones , que son como se siguen.

Lo Sobre una refta dada aplicar un reftdngulo igual 4 un qua-
drado dado, deficiente en un quadrado ; con tal que el quadrado
dado no sea mayor que el descrito sobre la mitad de la re@a.

Sea la re@a dada AB, y el quadrado, 4 que ha de ser ignal el
reftdngulo que se ha de aplicar sobre AB, sea el descrito sobre
la re&ta C, no mayor que el descrito sobre la mitad de AB.

Dividase AB en dos partes iguales en D ; y si el quadrado de
AD fuese igual al de la re&ta C, se tendrd lo que se pedia ; y

.si no , AD serd mayor que C, de una cantidad determinada : tirese

4 DBj y con centro E, ¢ intervalo EF

ag II

DE perpendicular 4 AB, témese DE
igual 4 C, proldnguese ED hasta F, T, H K

de manera que EF sea igual 4 AD, 6 F

4 la reta AB en G: asimismo sobre
GB describase el quadrado GBKH,
complétese el reGdngulo AGHL, y ti-
rese EG. Halldndose, pues, AD dividida por medio en D, €l rec-
tdngulo de AG, GB junto con el quadrado de DG, ser4 igual 2
(al quadrado de DB, esto es al de EF ,6 de EG, esto es) 4 los

describase un circulo, que encuentre A D /G B
C :
E

-quadrados de ED , DG. Quitese el quadrado comun de DG, y

resultard el re&tdngulo de AG, GB igual al quadrado de ED,
es-
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esto es de C: es ast que el re@dngulo de AG, y GB es el mismo
re&tdngulo AH, por ser GH igual 4 GB : luego el re&tdngulo
AH serd igual al quadrado dado de la re@a C. Por consiguiente
sobre la recta dada AB se ha aplicado el re€dngulo AH igual
al quadrado dado de la re&ta C, deﬁmente en el quadrado GK.
LQDH

ILo Sobre una re®a dada aplicar un re&dngulo igual 4 un
quadrado dado , excedente en un quadrado.

&Sm AB la re&a dada, y el quadrado dado el descrito sobre Ia
refta C,

Dividase AB en dos partes iguales en D: tirese BE perpenc
dicular 4 AB: témese BE igual 4 la re&a C, y tirada DE, con
centro D, ¢ intervalo DE describase un circulo que encuentre
4 AB prolongada en G: igualmente sobre BG describase el quas
drado BGHK, y complétese el re@dngulo AGHL. Halldndose,
pues, AB dividida por medio en D, aiadiéndole BG, resul-
tard 2 el re@dngulo del AG, GB junto
con el quadrado de DB igual ( al quadra-
do de DG, 6 de DE, esto es) & los qua- L %]E{
drados de EB BD: qmtese el quadra- .
do comun de DB , ¥y serd el re&tdngulo
de AG, GB igual al quadrado de BE, F A D B G
esto es al quadrado de lare&a C: es asi C
que el re@dngulo de AG, GB es el
mismo re&dngulo AH, por ser GH igual 4 GB: luego el reQdn~
gulo AH serd igual al quadrado de la reéta C. Por consiguien-
te sobre la reta dada AB se ha aplicado el reGtingulo AH
igual al quadrado dado de C excedente en un quadrado GK.

L. Q D. H.

TIL° Sobre una re&ta dada aplicar un re@4ngulo igual 4 otro
dado, deficiente en un quadrado ; con tal que el re@dngulo dado
no sea mayor que el quadrado descrito sobre la mitad de la reQ@a.

Sea AB_la re@a dada; y el re@dngule dado el contenide
por las re@as C; D no mayor que el quadrado descrita sobre l2
mitad de laire®a AB: y hdyase de aplicar: sobre la reGa AB
un re&dngulo igual al xe&éngulo dado de C, D, deficiente en un

quadrado.

Ti- |

a 6. 1f,
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Tirense AE, BF perpendiculares 4 AB, y 4cia una misma
parte ; de las quales AE sea igual 4 C, y BF 4 la re&ta D. Di-
vidase en dos partes iguales en G la reta EF, que juata los dos
puntos E, F; y con centro G, é intervalo GE describase -un
circulo, que encontrard 4 la reGa AE tambien en H ; jintcnse
H, F, tirese GK paralela 4 HF , y 4 AB tirese GL paralela. 4
la re&ta AE. '
Siendo, pues , el 4ngulo EHF en el semicirculo igual al 4n-
gulo reto EAB , serdn paralelas AB, HF : y tambien lo son
AH, BF: consiguientemente AH serd igual 4 BF, y el retdn-
gulo de EA, AH serd igual al re@dngulo de EA, BF, esto es
al de C, D: y siendo EG, GF iguales,, y AE, LG, BF paralelas
a3 I entre si 3 AL, LB serdn iguales 2: tambien lo son EK, KH:
pero el re@dngulo de C, D no es mayor en una cantidad deter-
minada que el quadrado de AL, mitad de AB:.luego el rec-
tdngulo de EA ,  AH no -serd mayor que el quadrado de AL,
esto es de KG: afiddaseles el quadrado de KE, y no serd ma-
b 6. II. yor el quadrado b de AK que los de EK, KG, esto es que el
de EG : consiguientemente la reta AK, 6 GL no serd mayor
que GE; y si GE fuere igual 4 GL,
el circulo EHF tocard en L 4 la re&a
*36.11I. AB, y el quadrado de AL ser4 igual * e
al re@éngulo de EA, AH, 6 al rec- E D—
tingulo dado de C, D : y se tendrd |
Io gt‘:e se pedia. Pero si E¥}, GL fue- - E G
sen desiguales , EG ser4 mayor; y por '
tanto el gcirculo EHF coi'_taraiy 4 ,lay' ricQ HX™ ~|F
ta AB: cértela en los puntos M, Ny 'A_‘M - B
sobre NB describase el quadrado NBOP,
y complétese el reGtdngulo ANPQ. Sien- -+ Q PO
do, pues, iguales 2 ML, LN,y ha- -
biéndose demostrado lo mismo de AL, LB, sersn AM , NB
iguales : luego el re@dngulo de AN, NB ‘serd igual al.de
c¢Cor.36. NA , AM, esto es al rectdngulo ¢ de EA, AH 5.6 al de G,
I D : es asi que el retingulo de AN, NB es el mismo AP,
por ser PN igual 4 NB:luego el re&ingulo AP serd igual al
de C, D. Por consiguiente sobre la re@ta dada AB se ha apli-
: ca=
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:cado el reftdngulo AP igual al dado de C, D, deficiente en un
-quadrado BP. L. Q.D. H.

IV.e Sobre una re¢ta dada aplicar un re&dngulo igual 4 otro
<dado, excedente en un quadrado.

Sea AB la re@a dada yyel re&éngulo dado el contenido por
las retas C,D;y hayase de aplicar sobre dicha re®a un rec-
glrngulo xgual al re&angulo dado de C, D, excedente en un qua-

ado.

Tirense AE , BF perpendiculares 4 AB, y 4cia _partes _con-
trarias ; de las quales AE seaignal 4 C, y BF igual 4 la reéta D
tirese EF dividase por medio en G; y con centro G, ¢ inter-
valo GE descnbase un circulo, que encontrard tambien d larece
ta AE en H; jintense H, y F; sobre la reGta AB tirese GL
paralela 4 AE, y encuentre el circulo en M, N 4 la reta AB
prolongada : asimismo sobre BN describase el quadrado NBOP,
y complétese el reétingulo ANPQ. Siendo, pues, el dngulo EHF
en el semicirculo igual al 4ngulo rec-
to EAB , serin AB, FH paralelas: E
luego AH, BF serdn iguales 5 y el C —
re&tingulo de EH, AH igual al de D—
EA , BF , esto es al reftdngulo de
C, D: y por ser iguales ML, LN, Q G O P
como tambien AL, LB, lo serdin MA, Mo L N N
BN : y por tanto el reCtdngulo de \
AN, NB, igual al de MA , AN, H F
esto es al 2 de EA, AH, 6 al de
C, D: luego el re&angulo de AN, NB, esto es el re&ingulo de
AP serd igual al de C, D. Por consiguiente sobre la re@a dada
AB se ha aplicado el re&éngulo AP igual al dado de C, D, ex~
cedente en un quadrado BP. L. Q. D. H. -

El primero , que ha llegado 4 mi noticia haber dalo estas
construcciones de los Problemas III, y IV fue Villebrordo Sne-
{lio en su Obra intitulada Apollonius Batavus, y despues el
ilustre Halley en el Escolio 4 la Proposicion XVIII del Libro
VIII de las Cénicas de Apolonio restituidas por éL.

El Problema III se enuncia de este otro modo: cortar la rec-
ta AB en un punto N, de manera que el re&dngulo de los seg-

men-

2 35. III.
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mentos AN, NB sea igual 4 un espacio dado: 6 lo que eslo
mismo : dada la suma AB de los lados del re€tdngulo, y la mag-
nitud de este, encontrar los. lados.

El Problema IV viene 4 ser lo mismo que este: hallar en
la re®a dada AB, prolongada un punto N, tal que el retdn-
gulo de AN, NB sea igual 4 un espacio dado: 6 lo que es lo
propio: dada la diferencia AB de los lados del re&tdngulo,y la
magpnitud de este, encontrar los lados.

PROP.XXXdeJHB{VL

~ En su demostracion estd omitida dos veces la inversion de las
proporcionales : ahora se suple, para que salga bien la conclu-
sion , con el auxilio de la Proposicion XXIV del Libro V, lo
qual hizo antes Clavio.

PROP. XXXII. del LIB. VL

La enunciacion de la Proposicion XXVI del Libro VI no es
bastante general ; porque no solamente dos paralelogramos seme-
jantes , y semejantemente colocades, que tienen un dngulo co--
mun, estdn baxo la misma diagonal ; sino que tambien dos pa-'
ralelogramos semejantes , y semejantemente colocados, de los
quales uno tenga un dngulo verticalmente opuesto 4 un dngulo del -
otro , tendrdn las diagonales en linea re@a: parece , que fue
otra,y direta la demostracion, 4 la qual servia la Proposicion
XXXI1I, que tambien se puede demostrar de otra manera mas bre~-
vemente asi.

PROP. XXXII. del LIB. VL

- Si dos tridnguloes , &c. |
.Sean dos tridngulos GAF , HFC, que tengan los dos lados
AG, GF proporcionales 4 los dos FH, HC, esto es AG 4 GF,
como FH 4 HCj;sea GA paralelad HF,y GF 4 HC: estard
AF dlre&amente 4 FC, '
Tirese CK paralela a 4 FH, y eacuentre en K 4 Ia re&a GF

pra=-
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prolongada. Siendo, pues, las dos AG, KC paralelas 4 FH, se-

rdin AG, KC paralelas b entre si: consiguientemente los dngu- b 30. 1.
los AGF , FKC serdn iguales entre si; por

ser alternos: es asi que AG es 4 GF co- p G

o (FH 4 HC, esto es <) CK 4 KF;y Dot
comprehenden 4ngulos iguales: luego los o F H
tridngulos AGF , CKF serdn equidngu- '
los d entre si;y por tanto el dngulo AFG d 6. VL

~ serd igual al dngulo CFK:es asi que GFK B
es una linea re®a: luego AF e estard direc~ K C ent
tamente 4 FC.

Las Proposiciones XXVI , y XXXII se demuestran asi.

Si dos paralelogramos semejantes, y semejantemente coloca«
dos tuviesen un 4ngulo comun, 6 4dagulos verticalmente opues=
tos ; sus diagonales estarén en linea re@a. |

L° Tengan los paralelogramos ABCD , AEFG el dngulo co-
mun BAD, y sean semejantes , y semejantemente colocados: es-
tardn baxo la misma diagonal.

Proléaguense EF , GF hasta H, K y tirense FA , FC, Sien-
do, pues, semejantes los paralelogramos ABCD, AEFG , serd
DA 4 AB, como GA 4 AE : consiguientemente la restante DG
serd 4 la restante EB, como GA g AE a: es asi que DG es aCor.19g.
igual 4 FH,EB 4 HC,y AE 4 GF: luego FH ser4 4 HC, co- Y
mo AG 4 GF: pero FH, HC son paralelas 4 AG, GF ; y los
tridngulos AGF , FHC estin compuestos segun un 4ngulo , esto
es tienen los vértices en un mismo punto F : luego AF, FC es-
tardn direGamente b, . b32.VL

IL° Sean los paralelogramos KFHC , GFEA semejantes, y
semejantemente colocados 5 y tengan los 4dngulos KFH, EFG
verticalmente opuestos : las diagonales AF, FC estardn dire&a-
mente,

- Porque siendo AG, GF paralelas 4 FH,HC, y AG 4 GF,
como FH 4 HC, estaran AF, FC dire&amente b,

Y PROP.
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PROP. XXXIIIL del LIB. VL.

Se omiten estas palabras, “que -estdn en el centro” , bablando.
de los Sellores , como adicion de algun ignorante.

En los Cédices Griegos, y en la version latina falta en la
demostracion de una,y otra parte la voz & émvye “qualesquiera”;
ahora se afiade como indispensable : y en la demostracion de
la segunda parte , donde se demuestra la igualdad del tridn-
gulo BGC al tnangulo CGK, se debe omitir en el Texto Grie-.
go la voz des.

PROPP. B, y C del LIB. VL

Las afiadimos 4 este Libro, por usarlas freqiientemente los
Gedmetras. - :

1

DEFF. IX, y XI del LIB. XI.

L semejanza de las figuras planas se define por la igualdad
de los 4dngulos , y proporcionalidad de los lados, que con-
tnenen dngulos iguales; pues de cada una de estas cosas de por
si no se infiere , que las figuras sean semejantes, sino en caso
de ser tridngulos, en los quales pende una cosa de otra, esto es
la proporcionalidad de los lados, que contienen éngulos igua-~
les, de la igualdad de los mismos dngulos; y la igualdad de los
dngulos, de la proporcionalidad de los lados, que los contie-
nen. Por la misma razon son semejantes aquellas figuras sdlidas,
que tienen los 4ngulos sdlidos respetivamente iguales , y se ha—-
llan contenidas por igual ndmero de figuras planas semejantes:
pues hay algunas figuras sélidas contenidas por figuras planas
semejantes iguales, no solo en nimero, sino tambien en magni.
tud, que no son seme]antes, ni xguales ; como se evidencia enf
la demostracion, que sigue 4 las Notas de la Definicion X : asi
fue necesario enmendar la definicion de las figuras semejantes,
y anteponerle-la del dngulo solide. En lo qual, y-en la Defini-
cion X se reconoce claramente , quin depravados han sido es-
tos Libros,

' DEF.



NOT A S. 339

DEF. X. dl LIB. XL

Constando antes de ella el sentido de la palabra *igual »,
* resulta ser la Proposicion, que es Definicion X de este Libro, un
Teorema, cuya verdad , 6 falsedad se ha de demostrar,y no su-
poner ; por consiguiente Theon, U otro editor hizo fuera de pro.
pésito de una Proposicion, que debia demostrarse , esta Defi-
nicion de las figoras s6lidas semejantes , € iguales. La semejanza
de las figuras se ha de demostrar por la definicion de las figuras
solidas semejantes; y su igualdad por aquel Axioma: “las canti-
»dades, que miituamente se ajustan , son iguales entre si:” 6 por
Ia Proposicion A, 6 por la IX,6 por la XIV del Libro V-
con cuyo Axioma, 6 algunas de dichas Proposiciones llega 4
demostrarse tltimamente la igualdad de todas las figuras. En los
anteriores Libros no di6 Euclides definicion alguna de las figu-
ras iguales ; y ciertamente no es suya la que examinamos aquf:
pues lo que se llama Definicion I del Libro III es en realidad un
Teorema, en que se afirma , que son iguales aquellos circulos,
cuyos radios lo son: lo qual aparece claramente por la defini-
cion del circulo, y ‘por tanto alguno la coloc6 impropiamente
entre las Definiciones 5 sin advertir, que la igualdad de las fi-
guras no se ha de definir , sino demostrar. Asi aun quando se
verificdra , que las figaras sélidas contenidas por planos semejan-
tes, é iguales en nimero, y magnitud , fuesen entre si iguales ,no
por eso seria menos reprehensible el que de dicha Proposicion,
que debia demostrarse , hizo una Definicion : ; pues qué dirémos,
si es falsa ? ; Habrémos acaso de confesar , que los Gedmetras
han vivido por espacip de 1300 afios equivocados en una cosa
elemental ? sin duda que si;y de aqui debemos aprender 4 hu-
millarnos 5 y reconocer , quin sujetos estamos 4 equivocaciones
por la limitacion de nuestra ¢apacidad. Este serd el modo de
no caer en errores, aun en los .principios de aquellas ciencias,
gue justamente se repitan.por mas ciertas. Ahora, volviendo al
asunto , es demostrablé con.varios exemplos la falsedad de di-
cha Proposicion en algunps casos: baste el siguiente. ‘
_ Bea el quadrado ABCD), tirense las diagonales AC, BD, que
se encuentren mituamente en E jy sobre una de ellas BD cons-
' Ya , tri- -
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triyase en el plano del quadrado el tridngulo isdsceles BFD ; del
punto E tirese la re€ta EG perpendicular al plano ABCD, y
tomado en ella qualquier punto G, tirense GA, GB, GC, GD,
GF; siendo , pues, en los tridngulos AEG , CEG respe&ivamen< *°
te iguales AE, EG 4 CE,EG, y conteniendo 4ngulos re&os,
la base AG serd igual 2 4 la base GC: consiguientemente en
los tridngulos AGB, CGB, serdén AG, GB iguales 4 CG, GB,
y la base AB 4 la base BC: luego el dngulo AGB b serd igual
al 4ngulo CGB , y el tridngulo AGB igual 2 al tridngulo
CGB. Semejantemente se demostrard la igualdad del tridngulo
AGD al tridngulo CGD. Prolénguese
GE 4cia las partes opuestas del plano
ABCD , témese qualquier punto de ella
H, y tirense HA , HB, HC, HD, HF:
se demostrard del mismo modo la igual-
dad del tridngulo AHB al tridngulo
CHB, y del tridngulo AHD al tridn-
gulo CHD : luego son dos sélidos, con-
tenidos ambos por ocho tridngulos , es
4 saber uno por quatro tridngulos, cu~
yo vértice comun es G, y bases las rec-
tas BA, AD, BF, FD, y por otros F
quatro tridngulos , cuyo vértice comun es H, y bases las mismas
retas ; y el otro sdlido contenido por quatro tridngulos, cuyo
vértice comun es G,y bases las re@as BC, CD, BF, FD.
y otros quatro , cuyo vértice comun es H y bases las misma;
reflas: es asi que se ha demostrado la igualdad respe@iva de los
quatro triangulos AGB, AGD, AHB, AHD 4 los quatro tridn=
gulos CGB, CGD, CHB, CHD: y los o6tros quatro tridngulos
BFG, DGF, BHF, DHF son comunes -4 ambos sélidos : luego
estos dos sélidos estardn contenidos por planos semejantes , é
iguales en niimero, y magnitud: pero son manifiestamente des-
iguales ; por estdr el primero de ellos contenido en el otro luego
10 siempre se verifica ser iguales los s6lidos contenidos por pla-~
nos semejantes, é iguales en nimero 5 y tagnitud.

Cor. De aqui es, que dos ‘4ngulos sélidos desiguales pueden
-estdr contenidos por un mismo nimero de dngulos planos iguales.
. Por-~
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* Potque el 4ngulo sélido G, contenido por los quatro dngulos
planos AGB, AGD, FGB, FGD es totalmente desigual al 4ngulo -
solido: cbneurtente en el mismo:punto,y contenido por los quatro
dngulos planos CGB,CGD, FGB, FGD ; porque el dlimo 4n-
gulo sélido contiene al otro, y ambos se hallan contenidos por
quatro dngulos plarios ‘réspettivamente iguales entre si, 6 los
mismos , como se demostr4 : y puede haber innumerables dngulos
solidos desnguales conténidos por éngulos planos respc&:vamente
iguales. ‘Tambien es-claro’y que de ningun modo son semejantes
las figuras s6lidas antes menc:onadas, por no ser todos sus dn-
gulos s6lidds iguales entre si.

-Con el auxilio de las tres siguientes PrOposxcrones se eviden-
ciard, que puede haber infinidad de 4ngulos sélidos desiguales
entre si contenidos por los mlsmos dngulos planos puestos en .
un :msmo orden. :

PROP I PROBLEMA

Dadas tres cantidades A, B, C hallar la quarta ; de suerte, )
que la suma de dos qualesqulera gea'mayor que la otra,
~ Sea D la quarta cantidad : luego serd menor que la suma de
A ,B,C. No sea A menor que'una, y otra de las B,C; y pri--
meramente sea la suma de B, C no menor que A ; y resultard la
suma de B, C, y D mayor que A : y no siendo A menor que
B, lasuma de A, C, D serd mayor que B. Semejantemente se
demostraré ser la sunia de A, B,:D mayor que C: luego en caso
que la suma de B, y C no sea -menor que A , qualquiera cantidad -
D menor que la suma de'A ;B ; C serd la que se pedia. :

- Pero si lasuma de:B,y C fuese menor que A ; requiriéndose,
que la suma de B, C,.D sea mayor que A, y quitindo de ellas
14 suma de B, C, seré4 D mayor que el exceso de A sobre la su-
mi de By C. Témese qualquiera cantidad D menor que la suma:
de A,B C, ¥y mayor que el exceso de A.sobre la suma de B, C:
luego la sumade B, C, D serd'mayor que A : y siendo esta mayor
qiie-una;y otrade Fas B .C, mucho mayor serd la suma de A;
y D: .pero una, -y otra de lasB C es mayor que la otra; y por
constsuccion la qumade A, B, s es:mayor.que D. L. Q.D. H.

-t i Y3 Cox.
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- Cor. Si ademas de esto se requiriese, que la suma de A, yBno
sea menor que lade C, y D, deber4 el exceso de la suma de A,
y B sobre C no ser menor-que D ; esto.es deberd D no ser ma-
yor que este exceso. : ,

PROP. II. PROBL.

- Dadas quatro cantidades A, B, C, D, de las quales la suma
de A,y B no sea menor que lJade C,y D,y lasuma de tres
qualesquiera sea mayor gue la quarta ; ballar la quinta E, de
suerte, que la suma de dos qualesquiera de lastres A, B, E sea
mayor que la tercera , y tambien ld suma de-dos qualesquiera de
las tresC, D, E sea mayor que la otra; no siendo A menor que
B, ni C menor que D. .

Primeramente no sea el exceso de C, D menor que.el excesa
de A, B: se podrd tomar E menor que la suma de C,D, y mayor
que el exceso de las mismas ; témese , pues, y resultard E mayor
que el exceso de A, B; consiguientemente la suma de B, y E
serd mayor que A: es asi que A no es menor que-B: luego Ia
suma de A, y E serd mayor que B: y por la hipétesis la suma
de A; y B no es menor que lade C,y D;y ladeC, y D es
mayor que E : luego tambien la suma de A, y B ser4 mayor

"\ que E. . L
- Pero demos, que sea el exceso de A, B mayor que el exceso
de C,D; y siendo por la hipétesis la suma de las tres B, C, D
mayor que la quarta A, serd la suma de C, y D mayor que el
exceso de A, B: luego se podré tomar E menor que la- suma de
C,y D, y mayor que el exceso. d¢'A, B : témese, pues, y sich-
do E mayor que el exceso de A , B, serd {a suma de B, y E ma-
yor que A : pero se demostrard, como en el caso anterior, que
la suma de A, y E es mayor que B;y la de A, y B mayor que
E : luego en ambos casos se ha demostradp , -que.la sumaide dos
qualesquiera de las A, B, E-, serd mayor que da otra.0 . .. -,

Y por ser E en ambos casos mayor que £l ex¢esio dela suma dé
C,y D, serd la suma de E, y D mayor. que C: eaasi-qpe por la
hipétesis C no es menor que D: luego la suma de E ,-y-C sérd
mayor que.D :. pero.la suma d¢ C, y-D:es par. eonsttuccion
. ! . ma-
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mayor que E: luego la suma de dos:qualesquiera de las C,D E
serd mayor que Ia otra. L. Q. D. H.

PROP III. TEOREMA.

Con unos mismos quatro 4ngulos planos se pueden construir llh
numerables 4ngulos sélidos desiguales entre si.

TOmense tres dngulos planos A, B, C, de los quales A no sea
menor que uno, y otro de los B, C, y sea la suma de A, y B menor
que dos retos: por medio del Problema I, y de su Corolario
héllese el quarto dngulo D ; de suerte, ghe- ia syma de tres qua-
lesquiera de los A, B, C, D sea may of que el otro'; y la sumi
de A, y B no menor que- la de C,y D valiéndose del Proble-
ma II héllese el quinto 4ngulo E, de suerte, que la suma de dos
qualesquiera de los dngulos A, B » E sea mayor que el otro : co-

mo asimismo la suma de dos qualesquiera de los C, D, E mayor
que el otro. Siendo, pues, la suma de A , y B menor que dos rec-
tos, el duplo de dncha suma serd menor que quatro re&os ; pero
la suma de A, y B es mayor que el 4ngulo E: consngmente—
mente el duplo de la suma de A, 'y B serd mayor que la suma
de los 4ngulos A, B, E; por tanto la suma de estos menor que
quatro retos : es asi que la suma de dos qualesquiera de ellos es
mayor que el otro : luego con el socorro de la Proposicion XXIII
del Libro XI se podr4 construir un dngulo:sélido con tres dngulos
planos igualesd A, B, E. Constriyase, y sea el dngulo sélido F
contenido por los éngulos planos, GFH HFK, GFK respe&i-
vamente iguales 4 los 4ngulos A , B, E. No siendo » pues, la su-
ma de los dngulos C, D mayor que la de los A, B ; tampoco la
L Y4 su-
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suma de C, D, E serd mayor que lade A, B, E : pero se ha de-
mostrado, que la suma de Ay B, E es menor que quatro reQos:
consiguientemente la suma de C, D, E serd menor que quatro
reGos: es asi que la suma de dos qualesquiera de ellos es mayor
que el otro : luego de tres dngulos planos iguales 4C, D, E ,se
podrd construir un dngulo sélide (XXIII del XI): pero en el punto

F de Ia re@a FG se puede construir un 4ngulo sélido igual 4
dicho 4ngulo sélido, mediante la Proposicion XXVI del-Libro
XI; sea, pues, el 4ngulo GFK igual al E, uno de los tres 4ngu-
los planos, que contienen este 4ngulo sélido ; y sean los otros dos
KFL, GFL respe@ivamente iguales 4 los C, D: luego en el
punto F se ha construido un 4ngulo sélido contenido por los qua~
tro dngulos planos GFH, HFK, KFL , GFL respe@ivamente
iguales 4 los A,B,C, D. ’ ‘

A mas , héllese otro 4ngulo M tal , que la suma de dos quales-
quiera de los tres dngulos A , B, M sea mayor que el otro , como
asimismo la suma de dos qualesquiera de los tres C,D, M ma-
yor que el otro: y se demostrard ( co-
mo en los precedentes) que la suma
de los 4ngulos A, B, M serd menor
que quatro reQos , ¢ igualmente la su- .
ma de los C, D, M menor que quatro
reftos. Constriiyase, pues, ( XXIII del - )
XI) un 4ngulo sélido N, contenido P
por los dngulos planos ONP, PNQ, ONQ respe&ivamente igua-
les 4 los A, B, M: y valiéndose de 1a Proposicion XX VI del-Li-
bro X1, constriiyase en el mismo punto N de Ia re@a ON un 4n.
lo sélido contenido por tres dngulos -planos, uno de los quales sea
' el
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el ONQ igual al M: y los otros dos QNR, ONR rape&xvan

mente 1guales 4 los C, D: luego en el punto N habrd un 4o
lo sélido contenido por los quatro angulos planos ONP, PNQ,
QNR, ONR respetivamente iguales 4 los A, B, C,D: pero es
evidente,, que los 4dngulos sélidos en F sN, contemdos por dichos
quatro éngulos planos , no son entre si lguales 4 no pueden ajus-
tarse mituamente respe&o de ser desiguales por construccion los
dngulos GFK, ONQ 6 los 4ngulos E, M: por tanto las reGas
GF,FK no podran _ajustarse 4 Tas recas ON, NQ: luego tam-
poco se ajustardn mituamente los dngulos séhdos por consiguiens
te serdn desiguales. '

Y por quanto dados los tres dngulos A,B, C se pueden ha-
llar otros innumerables de las mismas cxrcunstancnas que el 4n-
gulo D; y 4 mas, dados los dangulos A,B, C, y D, 6-uno de
los innumerables 4ngulos dichos, se pueden hallar otros de las
mismas circunstancias que los dngulos E, M ; se podré construir
infinidad de otros dngulos sdlidos contenidos por los mismos qua=~
tro éngulos planos , todos desiguales entre si. L. Q. D. H.

Se engaiiaron, pues , Clavio , y otros Autores en aﬁrmar, que
son iguales entre si los dngulos sélidos contenidos por un mismp
nimero de dngulos planos entre si iguales. Tambien es patente,
que la Proposiciomr XX VI del Libro XI no estd legitimamente de-
mostrada ; pues en ella se supone, y no se demuestra la igual-
dad de los dngulos sélidos contenidos por tres dngulos planos
respectivamente 1guales.

PROP. I. del LIB. XL

Se omiten al fin, como adicion importuna, estas palabras:
*Una linea re&a no concurre con otra en mas de un punto , pues
»nde otra manera las dos re@as coincidirian una con otra:” lo
qual debia demostrarse , y no suponerse,

PROP. Il del LIB. XL

Parece mudada, y viciada ; porque la segunda parte de 1a

enunciacion, es 4 saber, “todo tridngulo estd en un plano,” no
ne-
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necesita de demostracion, pues todas las figuras definidas en el
Libro I de los Elementos , y entre ellas el tridngulo , son figuras
planas por hipdtesis, esto es descritas en un plano; y puede
muy bien una superficie convexd terminarse por tres reftas : ni
vale la demostracion para evidenciar, que pueden estir en un
plano dos re&tas, que mituamente se cortan : se debe, pues, de-
mostrar , que dos, 6 mas re@as, que se encuentran miituamente,
estdn en un plano ; y para esto mudamos la enunciacion, y de-
mostracion, poniendo las que se hallan en el Texto.

" PROP. IIL del LIB. XL

Cerca del fin se dice : “Luego DEB, DFB no son reftas: se-
»mejantemente demostrarémos, que ninguna otra linea tirada del
wpunto D al B es re®a;” lo qual omitimos ; pues de que dos
Tlineas encierren espacio , solo se infiere, que una de ellas no es
refta: y la fuerza del argumento pende de esto: si no se supone
ser una reta la comun seccion de los planos, dos re@®as com-
prehenderian espacio ; lo qual es absurdo: luego la comun sec-
cion serd una re@a. |

PROP. IV. del LIB. XL

Omitimos las palabras: “y el tridngulo AED igual al BEC;”
por hallarse toda esta conclusion repetida freqiientemente en los
Libros anteriores , y asi no ser del caso repetirla aqui.

PROP. V. del LIB. XL

Al fin se debe borrar en el Texto Griego, como adicion de
algun ignorante , la voz éimmile 5 y con razon se omite la pala-
bra “plano” en la edicion de la Version de Comandino, hecha

en Ozxford.
PROP. VII del LIB. XI.

Ha sido manifiestamente afiadida por algun editor poco inteli-
gente ; pues en los Libros anteriores se supone, que las reGas
ti-
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tiradas de un punto 4 otro en qualquier plano estdn en él;y si
.no, serian nulas las demostraciones, en que se supone, que una
re&ta encuentra 4 otra, lo que no sucederia ; pongo por exemplo
en la Proposicion XXX del'Libro I la re&ta GK no encontraria
4 la EF, si no estuviera GK en el mismo plano que las paralelas
AB, CD, en el qual estid tambien por hipétesis la re&ta EF.
A mas, se demuestra esta VII con el auxilio de la III precedente,
«en la qual se supone dos veces lo que en la VII se propone para
.demostrar ; es 4 saber, que la re@a tirada de un punto 4 otro en
«qualquier plano, estd en él. Lo mismo se supone en la Proposi-
.cion VI precedente , pues la re&ta BD , que junta los puntos B, D
en el plano inferior, se supone estdr en él: no obstante damos 1u~
gar 4 la VII, mudando su demostracion por conservar el niimero
de las Proposiciones ; pues aunque no estuviera en los Elementos,
es manifiesta por las Definiciones VII, y XXXV del Libro L

PROP. VIIL del LIB. XI.

Cerca del fin se halla en los exemplares Griegos, y en las
versiones de Comandino , y Gregory esta cldusula: “ pero en el
»plano, que pasa por BA, AD, estd DC”; en cuyo lugar trahe
muy bien la edicion de la version de Comandino en Oxford esta
otra: “ pero en el plano, que pasa por BD, DA, estd DC”; y
‘las palabras siguientes, que se leen en todas las ediciones: “por-
»que en el plano , que pasa por BD, DA estdin AB, BD; pero en
»el plano de AB, BD estd DC”, estdn corrompidas, 6 insertas
en ¢l Texto: no habiendo necesidad de demostrar por estos ro-
deos , que la re@ta DC estd en el mismo plano de las BD, DA;
pues se infiere inmediatamente de la Proposicion VII preceden-
te , que las retas BD, DA estdn en el mismo plano de las pa-
ralelas AB, CD ; de manera que omitiéndolas , Ynicamente se de-
be leer: *por hallarse todas tres en el plano en que estdn las
nre@as paralelas AB, CD.” S S

. PROP. XV. del' LIB. XI.

. -Despues .de- las. palabras ; “y siendo BA paralela 4 GH”, se
oo ana-
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afiaden , como manifiestamente omitidas , las siguiéntes : ¢ por
»ser las dos paralelas 4 DE, y no estdr en el mismo plano que
wella.,” N o

' PROP. XVL del LIB. XL . .

- Al fin en lugar de estas palabras, *las que ni por una , ni por
wotra parte concurren”, se ha de leer , *las lineas reftas que es-
»tando en un mismo plano &c.” pero citando esta Definicion en la
Proposicion XXVII del Libro I, no fue necesario ailadir las voces
“en un mismo plano ¥ , porque todas las re@as de que: se trata eh
los Libros anteriores estdn en el mismo planoe ; pero aqui es ab-
solutamente necesario. 0

.- PROP. XX. del LIB. XI. )

Al principio se halla; “sino,sea mayor BAC” : siendo asi
que puede el dngulo BAC “ser igual al otro de los restantes : se
debe, pues, leer : “sino, sea el 4ngulo BAC no menor que uno,
by otro de los restantes , y mayor que el DAB.” B

Al fin se lee: * semejantemente demostrarémos” ; quando no
hay necesidad de tal cosa ; porque no siendo el 4ngulo BAC me-
for que uno, y otro de los restantes, es claro, que la suma del
BAC, y del otro serd mayor que el restante, -

PROP. XXIIL del LIB. XL

Est4 manifiestamente viciado lo que al principio se lee : *si no,
nsean desiguales los dngulos B, E, H, y B mayor que qualquiera
»de los otros dos E, H” ; pues puede el 4ngulo B ser igual 4
uno de los otros ; por lo qual debe leerse: “sino, sean desigua-
w»les los 4ngulos B, E, H,y no sea el 4ngulo B menor que uno,’
»y otro- de los E, H: luego la re®a AC no serd menor que una,’
»y otra de las DF, GK.” J S I

PROP. ' XXIIL del LIB. XL

=~ Abreviamos algo /1a’ demostragion , omitiepdo ‘en’el tercefica-
- s0

.
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so todo lo demostrado antes en el primero,y usanda la cons-
truccion de Campano, quien sin embargo no demuestra el caso
segundo , y tercero: pero la construccion, y demostracion de este
dltimo la simplificamos mas que en el Texto Griego,

PROP. XXIV. del LIB. XL

La voz *semejantes” es aiiadida 4 la enunciacion; pues los
planos , que contienen los sélidos , cuya igualdad se ha de mos-~
trar en la Proposicion XXV , deben ser semejantes, é iguales;
para que se infiera de la Proposicion C del Libro XI la igual-~
dad de los sélidos. En la edicion de Oxford se afiade un Co~
rolario 4 esta Proposicion , demastrando , que los paralelogra-
mos de que en ella se trata, son semejantes ; para que quede de-
mostrada la igualdad de los sélidos en la Proposicion XXV, por

la Definicion X del Libro XL
PROP. XXV. y XXVL del LIB. XI.

En la primera se suponen iguales entre si las figuras sélidas
‘contenidas por planos semejantes, € iguales en nimero, y mag-
nitud : parece que Theon, 6 algun otro, por evitar el fastidio
de demostrar la igualdad de las figuras de que aqui se trata,
puso la Definicion X de este Libro en vez de la demostracion:
en lo qual obré con mucha ignorancia. Del mismo modo en la
segunda se suponen iguales dos 4ngulos sélidos, si ambos estdn
contenidos por tres dngulos planos respe&ivamente iguales entre
si: siendo muy de admirar , que ninguno de los intérpretes de
Euclides , 4 1o menos de los que yo conozco, advirtiese , que
faltaba algo en estas dos Proposiciones. Clavio en la Defini-
cion XI del presente Libro afirma, * que es claro ser mituamente
»iguales los 4ngulos sdlidos contenidos por dngulos planos igua-~
»les en nimero, y magnitud ; porque si se conciben penetrarse
»uno 4 otro, se ajustarian ” ; pero su asercion es infundada ; y no
siempre se verifica , fuera del caso en que los dngulos sélidos es-
tin contenidos por solos tres 4ngulos planos respe@ivamente igua-

les entre si; y en este caso es lo mismo que afirmar, que dos
: tridne
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tridngulos esféricos equildteros entre si, son tambien equidngulos,
y se ajustan reciprocamente : lo qual de ninguna manera debe
concederse sin demostracion. A la verdad Euclides no lo supuso
de los tridngulos re&ilineos , pues en la Proposicion VIII del Li-
bro I demostrd, que los tridngulos equil4teros entre si son tambien
equidngulos entre si; de donde es manifiesta su igualdad por la
“Proposicion IV del mismo Libro: y Menelao en la Proposicion IV
del Libro I de los Esféricos demuestra expresamente, que los tridn-
gulos esféricos equildteros entre si, son tambien equildteros entre
si ; y de ahi con facilidad se puede demostrar, que mituamente
se ajustan, con tal que sus lados estén dispuestos en el mismo or-
den, y posicion. : '
- Para suplir estos defeGos fue necesario insertar en este Libro
fas tres Proposiciones A, B, C, porque las XXV, XXVI, y
XXVIIIL, y por consiguiente las otras ocho de este Libro, que
penden de ellas, es 4 saber las XXVII , XXXI , XXXII , XXXIII,
XXXIV , XXXVI , XXXVII, y XL estrivaban hasta entonces en
un fundamento debil ; como asimismo la Proposicion VIII,el
Corolario de la XVII, y la Proposicion XVIII del Libro XII,
que penden de la Definicion IX ; pues se ha demostrado en las
Notas 4 la Definicion X del presente Libro , que no siempre son
entre si iguales las figuras sélidas contenidas por planos seme-
jantes , ¢ iguales en mimero , y magnitud ; ni tampoco los 4ngulos
sélidos contenidos por el mismo niimero de dngulos planos iguales.
Obsérvese , que Andres Tacquet en su Euclides define los 4n-
gulos sélidos asi: “son aquellos que puestos uno dentro de otro
»muituamente se ajustan.” Esta Proposicion no es Definicion, si-
no Axioma ; pues se verifica de qualesquiera cantidades: pero
el Autor puso esta definicion inutil para demostrar con ella la
Proposicion XXXVI de este Libro , sin recurrir 4 la XXXV

del mismo: sobre la qual demostracion véase la Nota 4 la Pro-
posicion XXXV,

. PROP. XXVIIL del LIB. XL

Debié demostrarse , y no suponerse , que las diagonales estdn
en un plano. Clavio supli6 este defeGo.

PROP.
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PROP. XXIX. del LIB. XIL

Tiene tres casos: el primero, quando los dos paralelogramas
opuestos 4 la base AB tienen un lado comun: el segundo, quan-
do estdn mituamente separados uno de otro : el tercero, quando
tienen una parte comun ;y solo para este sirve la demostracion,
que hasta aqui tenemos. El primero se demuestra inmediatamente
por la Proposicion XXVIII precedente , antepuesta sin duda 4 es~
ta con este fin, pues 4 ninguna es util , sino 4 ella,y 4 la XL
de este Libro, 4 que seguramente antecederia, 4 no haber usas
do de ella Euclides en la XXIX: pero algun ignorante borré de
los Elementos este caso, y mutilé la demostracion de los de«
mis , que trahe Euclides : nosotros la. restituimos , y servird pa=-
ra demostrarlos todos de una vez. :

PROP. XXX. del LIB. XI.

No se demuestra , que los planos opuestos al sélido CP en
nuestra figura, esto es al CO en la de Comandino, sean ens
tre si paralelos ; lo que parecié afiadir en favor de los princis

piantes.
PROP. XXXI. del' LIB. XL

Tiene dos casos : el uno quando las re@as insistentes son pere
pendiculares 4 las bases ; y el otro quando no. El primero se
subdivide en dos mas, es 4 saber quando las bases son parale~
logramos equidngulos entre si; y quando no son equidngulos. El
editor del Texto Griego no menciona aquel , y mezcla su de=~ .
mostracion con la del otro caso ; de manera que hubiera sido
forzoso afiadir un Corolario, que lo demostrase : por lo qual
me parecié mas oportuno exponer separadamente dichos casos.
Tambien abreviamos la demostracion , siguiendo el rumbo de Ew-
clides en la Proposicion XIV del Libro VI : adem4s de esto en
la demostracion del caso, en que las re&as insistentes no son
perpendiculares 4 las bases, no demuestra el editor , que los sé=
‘lidos descritos en la construccion son paralelepipedos , no sien-

do de creer lo- omitiese Euclides. Aquellas palabras , que estdn
al
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al fin de la Proposicion: “cuyas insistentes no estén en las mis-
»mas re&as ”, son afiadidas por algun ignorante, pues pueden

‘estarlo. .
PROP. XXXIIL del LIB. XL

Onmitié el editor la prevencion necesaria de que se aplicase ef
paralelogramo FH por el 4ngulo FGH igual al LCG ; y asi con
razon la suplié Clavio.

A mas de esto, en la construccion se requiere, que se complete
el paralelepipedo GK con la base FH, y la misma altura que el
CD: pero como puede haber inumerables sélidos, que tengan una
misma base , y altura, debe leerse: * complétese el paralelepipe-
ndo GK, cuya base sea FH; y FD una de las reftas insistentes”
La misma correccion se deberd hacer en la Proposicion XXXIII,

PROP. D. del LIB. XL

Es muy verosimil , que Euclides diese lugar 4 esta Proposicion
en sus Elementos, quando trahe otra semejante de los paralelo-
gramos equidngulos en la XXIII del VL

PROP. XXXIV. del LIB. XI

Se han de omitir enteramente, como hace Clavio , estas pala-
bras , que se hallan tres veces en esta Proposicion: ar ai tpegooay -
Gex iy éxi 1ay avray eYmav, © cuyas insistentes no estdn en las
nmismas retas” ; 6 bien sec ha de leer en su lugar: “estén, 6
»no estén las re@as insistentes en las mismas re@as” ; pues no
hay razon para excluir ninguno de los dos casos.

Dos veces se hallan por error manifiesto estos vocablos , v &
W, “cuyas alturas” en vez de av & épesaoay, ©cuyas insistens
vtes ” : pues la altura es siempre perpendicular 4 la base.

PROP. XXXV. del LIB. XL

Se demuestra por un camino mas breve que el del Texto Grie-
89, que son rectos los dngulos ABH, DEM : y del mismo mo-
do
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do se demostrard serlo los ACH, DFM : pero omitimos la repe-
ticion de la demostracion , que se halla en el original , siendo ve-
rosimil la ainadiese algun editor, como se puede conjeturar de
las palabras , “ semejantemente demostrarémos” ; de que nunca se
suele usar, sino quando no se d4 la demostracion, 6 si se ha dado,
se diferencia en algo de la precedente , como sucede en la XXVI
de este Libro. Campano tampoco trahe esta repeticion.

Damos otra demostracion del Corolario , mediante la qual se
demuestra la Proposicion XXXVI siguiente , sin nccesidad de re-
currir 4 la XXXV,

PROP. XXXVI. del LIB. XI.

Andres Tacquet demuestra en sus Elementos esta Proposicion,
sin valerse de la XXXV : y es patente, que los sélidos , llama-
dos equidngulos en la enunciacion de la Proposicion XXXVI,
que hoy se halla en el Texto Griego, son aquellos, cuyos dngu-
los sdlidos estdn contenidos por tres dngulos planos respetiva-
mente iguales entre si, y semejantemente colocados, como es ma-
nifiesto por la construccion ; pero Tacquet supone , y no demues~
tra, que estos dngulos sélidos se ajusten mituamente entre si;
pues supone dichos sélidos y4 construidos, sin ensefiar el modo
de construirlos, como se praica en el Texto Griego: pero con
el auxilio de la segunda demostracion del Corolario precedente
se legitima la demostracion, aun en la hipétesis, que trahe el
Texto. -

PROP. XXXVII del LIB. XI.

Se supone , que las razones triplicadas de las razones que son.
unas mismas entre si, son entre si las mismas ; como tambien que
son las mismas las razones, cuyas razones triplicadas son entre si
las mismas ; lo qual de ningun modo se ha de conceder sin de-
mostracion ; pues Euclides no supuso , sino que demostré la pri-
mera , y mas facil de estas Proposiciones en el caso de la razon.
duplicada en la Proposicion XXII del Libto VI. Asi damos otra
demostracion semejante 4 la que se halla en aquella Proposicion,
como executd antes Clavio.

7z PROP.
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PROP. XXXVIIL del LIB. XL

Si de un punto de algun plano perpendicular 4 otro se hubiere
de tirar una re@a perpendicular 4 este plano, se hard tirando 4
la comun seccion de los planos una perpendicular desde el mis-
mo punto, la qual serd perpendicular al plano, en virtud de I3
Definicion IV de este Libro: pero en este caso seria fuera de
propésito usar de la Proposicion XI de este Libro : pues Eucli-
des *, Apolonio, y otros Geémetras previenen se tire la perpens~
dicular del punto al plano, é infieren, que caerd sobre la sec-
cion comun de los planos: siendo esto lo mismo que si usasen
de dicha construccion ; € infiriesen , que la re@a tirada era per-
pendicular al plano, pero alguno sin notar esto juzgd necesario
aitadir al presente Libro dicha Propesicion, que no tiene uso al-

guno. : L .
PROP. XXXIX. del LIB. XI.

- Las reQas , que dividen en dos partes iguales los planos opues-
tos del paralelepipedo, se suponen en un plano: lo qual debié
demostrarse , como ahora se pratica.

LIBRO XIL

POR la Epistola de Arquimedes 4 Dositeo pfecedente 4 l;s

Libros de la Esfera, y del Cilindro, que publicé restituida 4
su integridad conforme 4 la fé de los Manuscritos mi do&isimo
Coélega Jacobo Moor Profesor de Lengua Griega, parece , segun
di&tamen que el mismo me ha comunicado , ser Eudoxé el Au-
tor de las principales Proposiciones contenidas en este Libro.

PROP. IL del LIB. XIL

- Al principio se encuentran estas cldusulas: * si no fuese asf,
»el quadrado de BD serd al de FH, como el circulo ABCD 4
nalgun espacio menor , 6 mayor que el circulo EFGH” ; y lo
mismo se repite al fin , y en las Proposiciones. V, XI , XII , XVIII
de este Libro,de las quales se ha de observar, que para la de-
: mos=
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mostracion del Teorema basta en estos, y semejantes casos , que
una cosa sea posible , como sea clara, aun quando no se pueda
hallar , 6 manifestar geométncamente asi aqui se supone, que
puede haber una quarta proporcional 4 tres cantidades, esto es.
4 los dos quadrados de BD,FH,y al circulo ABCD: por ser
claro, que hay algun quadrado igual al circulo ABCD , aunque
no se pueda hallar geométricamente ; pues existe un quadrado
quarto proporcional 4 las tres figuras re&nhneas, esto es 4 los
quadrados de BD,FH, y al quadrado igual al circulo ABCDj;
porque existe una re&a a quarta proporcional 4 las tres re&as, a12. VL
que son sus lados : y el espacio igual 4 este quadrado quarto pro-
porcional es ¢l que se expresa en esta Proposicion con la letra S.
Lo mismo se entender4 en las demds Proposiciones citadas; siendo-:
verosimil , que Euclides lo demostrase , y que algun editor lo haya
borrado : pues el Lema afiadido 4 esta Proposicion por algun
- ignorante nada conduce 4 explicar esto.

PROP. IIL del LIB. XIL

En el Texto Griego, y en las Versiones hay las siguientes vo-
ces: “y dos lineas re&as que se tocan mituamente BA, AC; &c.”
aqui se demuestra la igualdad de los dngulos BAC, KHL, por Ia
Proposicion X del Libro XI: lo qual se hizo antes, demostrando
ser el tridngulo EAG semejante al tridngulo KHL: asi omitimos
1a repeticion , y demostramos , por la XXI del VI, ser semejan~
tes los tridngulos ABC, HKL.

PROP. IV. del LIB. XIL

Ensefiamos algunas pocas cosas con mayor claridad, que en
el Texto Griego.

PROP V del LIB. XII

Cerca del ﬁn est4 la expresion siguiente: as Sumpocdrer el S,
*como antes se demostr6” ; y despues al fin de la Proposicion
XVIII de este Libro se vuelve 4 hallar : siendo asi que en nin-

Z2 : gu-
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guna parte de estos Elementos se ha demostrado tal cosa, 4 no
ser que para ella citen el Lema inutil anexo 4 la Proposicion II;
y tal vez algun editor ignorante las omiti6 en un pasage , olviddn-
dose de borrarlas en otro.

PROP. VI del LIB. XIIL

 Damos una demostracion mas corta,y aun se puede reducir
mas la que actualmente se halla en el Texto Griego, pues su Au-
tor usa dos veces neciamente al fin de ella de la Proposicion
XXII del Libro V, como si no se hubiera de entender de qua-
lesquiera cantidades, sino solamente de tres, que tomadas dos
4 dos sean proporcionales 4 otras tantas.

COR. de 1a PROP. VIIL del LIB. XIL

Su demostracion est4 imperfe&a ; pues no se demuestran seme-
jantes entre si las pirdmides, en que se dividen las que tienen ba-
ses poligonas : lo qual era indispensable, y se halla praticado
en semcjante caso en la Proposicion XII de este Libro. La de-
mostracion entera es como se sigue.

Sean semejantes , y semejantemente colocadas las pirdmides,
cuyas bases son los poligonos ABCDE, FGHKL, y vértices
los puntos M, N : tendra la pirdmide ABCDEM 4 la FGHKLN
razon triplicada de la que el lado AB tiene al lado homdlogo FG.

Dividanse los poligonos en los tridngulos ABE , EBC, ECD,
FGL, LGH, LHK  que serdn respe@ivamente semejantes 2 entre
si. Siendo, pues, semejantes las pirdmides, el tridngulo EAM se-
rd cemejante b al LFN, y el ABM al FGN : luego ME ¢ ser4
4EA, comoNL 4LF, y AE 4 EB, como FL 4 LG, por ser
semejantes los tridngulos EAB, LFG : luego por igualdad ME
serd 4 EB, como NL 4 LG : semejantemente se demostrard, que
EB es 4 BM, como LG 4 GN: luego tambien por igualdad EM
serd 4 MB, como LN 4 NG : luego son proporcionales los la-
dos de los triangulos EMB , LNG, y consiguientemente dichos
tridngulos son equidngulos d, y semejantes entre si : luego las
pirdmides, cuyas bases son los tridngulos EAB ,LFG,y vértices

3
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M, N, serdn semejantes entre si, por ser sus 4ngulos sélidos igua-
les ¢, y estdr contenidos por igual nimero de planos semejantes: e B. XI.
por la misma razon la pirdmide EBCM se demostrard semejante
4 la LGHN,y la ECDM 4 la LHKN; y siendo la pirdmide
EABM semejante 4 la LFGN, y teniendo las bases triangula-
res, la pirdimide EABM, tendrd 4 la LFGN razon triplicada
de la que EB tiene al lado homélogo LG : por la misma razon

M

| \ A

\ \k 8

A B F G
fa pirdmide EBCM tendrd 4 la LGHN razon triplicada de la
que EB tiene 4 LG : luego la pirdmide EABM ser4 4 la LFGN,
como la EBCM 4 la LGHN: por la misma razon la pirdmide
EBCM seré 4 1a LGHN , como la pirdmide ECDM 4 1a LHKN;
pero la suma de todos los antecedentes es 4 la de todos los conse~
giientes, como uno de los antecedentes 4 su conseqiiente : luego
la pirdimide EABM serd 4 la LFGN, como toda la pirdmide
ABCDEM 4 toda la pirdmide FGHKLN : es asi que ]a EABM
tiene 4 la LFGN razon triplicada de la que AB tiene 4 FG : luego

1a pirdmide total tendrd 4 la pirdmide total razon triplicada de
la que AB tiene al lado homélogo FG. L. Q. D. D.

PROPP. XI. y XIIL del LIB. XIIL

En las figuras no se guarda el orden alfabético de las letras,
segun el método de Euclides, que restablecemos ; de donde es,
que la primera parte de la Proposicion XII puede demostrarse
con las mismas palabras que la primera parte de la XI. Omiti-

mos,
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mos , pues , la demostracion de aquella parte, y la tomamos de la
Proposicion XI. ' ' :
Las demostraciones de las Proposiciones X, y XI parecen de
diferentes Autores: pues en la primera se demuestra , que la pir4-
mide construida sobre un quadrado inscrito en un circulo es la
mitad de la construida sobre el quadrado circunscrito , valiéndose
de los prismas sobre una misma base ; y en la otra se demuestra
1o mismo mas brevemente, recurriendo 4 la Proposicion VI de

este Libro.
PROP. XIII del LIB. XII

~ En esta se supone ser circulo la comun seccion del .cilindro,

y de un plano, que lo corta paralelamente 4 sus bases: y asi nos
pareci6 demostrarlo brevemente : de ahi se deduce con eviden-
cia, que el plano divide al cilindro en otros dos. Lo mismo se
subentender4 suplido en la Proposicion XIV. Afiddese tambien Ia
voz “qualesquiera,” omitida al fin de la Proposicion XIIL

PROP. XV. del LIB. XIL

*Y complétense los cilindros AX, EO:” asi la enunciacion,
como la exposicion de esta suponen ya construidos los cilindros
igualmente que los conos: asi serd mejor leer: “y sean los conos
ALC, ENG; vy los cilindros AX , EO.

Falta el primer caso en la segunda parte de la demostracion;
y tambien algo en el segundo de la misma, antes de las pala-
bras “supuesta la misma construccion,” que ahora se ha afiadido.

PROP. XVIL del LIB. XIL

Aquellas palabras del Texto Griego en la enunciacion de esta,
& T peilova oPdjpay gepesy worledesy Eyreday, mn Navey THS EAdo-
oovs oQafpas xatd Twy émpdysiar , las vierten asi Comandino,y otros
Intérpretes: “describir en la mayor un poliedro, que no toque la
»superficie de la esfera menor,” refiriendo las voces xara
émpavuay , 4 las inmediatas Tws eAdosons oalpas, 5 pero no de-
bian traducir de este modo ; pues el poliedro, no solamente toca

4



NOTAS 359

-4 la superficie de 1a esfera menor, sino que toca , 'y penetra toda
la esfera menor ; por tanto.se han de referir 4 aquellas palabras,
70 qepedy worledpov , y traducir asi : “describir en la esfera mayor
un poliedro , cuya superficie no toque 4 la esfera menor;” con-
-forme lo pide necesariamente el sentido de la Proposicion. .

La demostracion estd viciada, y mutilada ; pues explica las
cosas ficiles demasiado latamente, y dexa las menos obvias fal
tas de explicacion, como quando en la primera demostracion se
afirma , que el quadrado de KB es mayor que el duplo del qua-
drado de BZ, y en la segunda, que el 4ngulo BZK es obtuso:
.cosas , que debian demostrarse : fuera de esto en aquella se dice,
“tirese del punto K 4 la BD la perpendicular KQ,” debiéndose
decir “tirese KV,” la qual se debia demostrar perpendicular 4
BD: siendo manifiesto por las figuras de las ediciones de Herva-~
gio, y Gregory, y por el mismo original , que el editor del Tex-
to Griego hoy existente no advirtié,, que la perpendicular tira-
da del punto K 4 la BD necesariamente caerd en el punto V,
pues cae en el Q, diverso de V en sus figuras ; y dichos puntos
se ponen en la demostracion como diferentes, pues se expresa con
diversas letras V, Q. Comandino parece que notd algo de esto,
pues en su figura expresa un mismo, y solo punto con las letras
V, Q. Pero antes el sdbio Juan Dee en los Comentarios, que puso
baxo de esta Proposicion en la version Inglesa de los Elementos,
hecha por Henrique Eillingsley , € impresa en Londres en 1750,
nota expresamente este error, y d4 una demostracion proporcio-~
nada 4 la construccion , que se halla en el Texto Griego, con la
qual evidencia, que la perpendicular tirada del punto K 4 la BD
necesariamente cae en V.,

Ademas de esto, de ninguna manera se demuestra , que los qua~
drildteros SOPT , TPRY, y el tridngulo YRX no tocan 4 Ia
esfera menor, lo qual era necesario ; solo Clavio, que yo sepa,
observd esto, y lo demostré en un Lema, que hemos antepues-
to 4 dicha Proposicion algo mudado , y demostrado mas sucin-~
tamente, o

En el Corolario se supuso descrito en otra esfera un poliedro
semejame al descrito en la BCDE : pero no habiéndose dado
la construccion para describir en otra esfera un poliedro,

juz=
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juzgamos mas conveniente representar , y demostrar la semejan<
za de las pirdmides de este poliedro 4 otras del mismo orden
en el poliedro, que estd dentro de la esfera BCDE.

- De todo lo dicho hasta aqui se evidencia claramente, quin
viciados , y mutilados han sido por editores ignorantes los Ele-
mentos del diligentisimo Gedmetra Euclides. La opinion que al-
gunos sabios tuvieron, de que la atual edicion Griega variaba
poco de la verdadera Obra de Euclides, sin duda los preocu-
pd, é hizo menos cuidadosos en su eximen; de donde provino,
que desde el tiempo de Theon acd no se hayan advertido cier-
tos errores , aun de los mas crasos. Asi podemos esperar , que
serd acepto 4 los justos apreciadores de las cosas, y que saben
discernir las legitimas demostraciones de las que no lo son, el
trabajo, que hemos empleado en corregir, y limpiar estos Libros
de todo error.

FIN

ERRATAS.

Pig. 23. lin. 30. ¢s D la mayor ; 1éase: mo es DE la mayor.
Pig. 66. Adviértase, que para la exd&itud de la figura debe la linea BM ter-
minarse en ¢l centro M del circulo , dende concurren las KM, LM, &c.



