
AUTOVALORES Y
AUTOVECTORES

Vectores que mantienen la dirección



Si 𝐴 𝑒𝑠 𝑢𝑛𝑎 𝑚𝑎𝑡𝑟𝑖𝑧 𝑑𝑒 𝑛 𝑥 𝑛, 𝑦 𝑋 𝑒𝑠 𝑢𝑛 𝑣𝑒𝑐𝑡𝑜𝑟 𝑑𝑒 𝑅𝑛, 𝑑𝑖𝑠𝑡𝑖𝑛𝑡𝑜 𝑑𝑒𝑙 𝑣𝑒𝑐𝑡𝑜𝑟 𝑛𝑢𝑙𝑜 .

Entonces se denomina autovector de A, si AX es múltiplo escalar de X, es decir:

𝐴 ∙ 𝑋 = 𝜆 𝑋

autovalorautovector

Ejemplo: 

𝐴 =
3 0
8 −1

𝑋 =
1
2

𝐴 ∙ 𝑋 =
3
6

= 3
1
2

Autovalor
𝜆 = 3

X= autovector



Para hallar los autovalores partimos de la definición:𝐴 ∈ 𝑅𝑛𝑥𝑛, 𝑋 ∈ 𝑅𝑛

𝐴 ∙ 𝑋 = 𝜆 𝑋 ⇒ 𝐴 ∙ 𝑋 − 𝜆 𝑋 = 𝑂

𝐴 − 𝜆 𝐼 𝑋 = 𝑂 por propiedad distributiva

Esta expresión representa a un sistema lineal homogéneo con n ecuaciones y n incógnitas, como no 
nos interesa la solución trivial, buscamos 𝑋 ≠ ഥ𝑂, por lo tanto el det 𝐴 − 𝜆𝐼 = 0

det 𝐴 − 𝜆𝐼 = 0

Ejemplo : Dada la siguiente matriz  correspondiente a una transformación lineal de 𝑅3 → 𝑅3, hallar sus autovalores.

A=
0 0 −2
1 2 1
1 0 3

0 0 −2
1 2 1
1 0 3

− 𝜆
1 0 0
0 1 0
0 0 1

= 0

−𝜆 0 −2
1 2 − 𝜆 1
1 0 3 − 𝜆

= 0

Si resolvemos por la segunda columna:
(2 − 𝜆) −𝜆 3 − 𝜆 + 2 = 0

𝜆 = 2 𝜆2 − 3𝜆 + 2 = 0

𝜆 = 1 𝑦 𝜆 = 2

𝑎𝑢𝑡𝑜𝑣𝑎𝑙𝑜𝑟𝑒𝑠
𝜆 = 1 𝑦 𝜆 = 2

La suma de los 
autovalores coincide 

con la traza de la 
matriz.

Y  la multiplicación de los 
autovalores con el 

determinante.



PARA HALLAR LOS AUTOVECTORES, RESOLVEMOS EL SISTEMA

HOMOGÉNEO 𝐴 − 𝜆 𝐼 𝑋 = 𝑂

▪ 𝑠𝑖 𝜆 = 1

▪ A − λ𝐼 =
−𝜆 0 −2
1 2 − 𝜆 1
1 0 3 − 𝜆

▪

−1 0 −2
1 1 1
1 0 2

0
0
0

▪ Por ser la solución de un sistema homogéneo forman 
un subespacio.

▪ ҧ𝑥𝜆=1 = (−2z, z, z)

▪ 𝑏𝑎𝑠𝑒𝜆=1 = −2, 1, 1

▪ 𝑠𝑖 𝜆 = 2

▪

−2 0 −2
1 0 1
1 0 1

0
0
0

▪ ҧ𝑥𝜆=2 = (−z, y, z)

▪ 𝑏𝑎𝑠𝑒𝜆=2 = −1, 0, 1 ; (0, 1, 0)

𝑦 = 𝑧
𝑥 = −2𝑧

0 0 0
0 1 −1
1 0 2

0
0
0

dim 𝜆 = 1 = 1

0 0 0
0 0 0
1 0 1

0
0
0

𝑥 = −𝑧

dim 𝜆 = 2 = 2

~

~



A=
1 2 −1
0 2 3
0 0 3

det 𝐴 − 𝜆𝐼 = 0

1 − 𝜆 2 −1
0 2 − 𝜆 3
0 0 3 − 𝜆

= 0

det 𝐴 − 𝜆𝐼 = 1 − 𝜆 2 − 𝜆 3 − 𝜆 = 0 Ecuación 
característica 

P 𝜆 = −𝜆3 + 6𝜆2 − 11𝜆 + 6
Polinomio 

característico

Autovalores:  𝜆 = 1 , 𝜆 = 2 𝑦 𝜆 = 3



Resolvemos el sistema homogéneo para los valores de  𝜆 hallados

𝑠𝑖 𝜆 = 1
𝐴 − 𝜆𝐼 =

1 − 𝜆 2 −1
0 2 − 𝜆 3
0 0 3 − 𝜆

0 2 −1
0 1 3
0 0 2

0
0
0

0 0 −7
0 1 3
0 0 2

0
0
0

0 0 −7
0 1 3
0 0 1

0
0
0

0 0 0
0 1 0
0 0 1

0
0
0

𝑦 = 0 , 𝑧 = 0
ҧ𝑥𝜆=1 = (x, 0, 0)

𝑏𝑎𝑠𝑒𝜆=1 = 1, 0, 0

𝑠𝑖 𝜆 = 2

−1 2 −1
0 0 3
0 0 1

0
0
0

−1 2 0
0 0 0
0 0 1

0
0
0

𝑥 = 2𝑦 , 𝑧 = 0

ҧ𝑥𝜆=2 = (2y, y, 0)
𝑏𝑎𝑠𝑒𝜆=2 = 2, 1, 0

𝑠𝑖 𝜆 = 3

−2 2 −1
0 −1 3
0 0 0

0
0
0

2 −2 1
0 −1 3
0 0 0

0
0
0

2 −2 1
−6 5 0
0 0 0

0
0
0

2 −2 1
−6/5 1 0
0 0 0

0
0
0

−2/5 0 1
−6/5 1 0
0 0 0

0
0
0

𝑦 = 6/5𝑥 , 𝑧 = 2/5𝑥

ҧ𝑥𝜆=3 = (x, 6/5x, 2/5x)

𝑏𝑎𝑠𝑒𝜆=3 = 1, 6/5, 2/5

~ ~ ~

~

~ ~

~

dim 𝜆 = 1 = 1

dim 𝜆 = 2 = 1
dim 𝜆 = 3 = 1

1

2
𝐹3

−𝐹1
1

5
𝐹2



El conjunto de todos los autovalores correspondientes a un autovalor 𝜆, se denomina 
subespacio propio correspondiente al autovalor 𝜆.

𝑉𝜆 = ҧ𝑥 ∈ Τ𝑅𝑛 𝑓 ҧ𝑥 = 𝜆 ҧ𝑥 = ҧ𝑥 ∈ Τ𝑅𝑛 𝐴 ҧ𝑥 = 𝜆 ҧ𝑥

𝑉𝜆 = ҧ𝑥 ∈ Τ𝑅𝑛 (𝐴 − 𝜆𝐼) ҧ𝑥 = ത0

𝑉𝜆 = 𝑁ú(𝐴 − 𝜆𝐼)

Dim 𝑉𝜆 = 𝑛 − 𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜(𝐴 − 𝜆𝐼)

𝐿𝑎 𝒎𝒖𝒍𝒕𝒊𝒑𝒍𝒊𝒄𝒊𝒅𝒂𝒅 𝒂𝒍𝒈𝒆𝒃𝒓𝒂𝒊𝒄𝒂 𝑑𝑒𝑙 𝑎𝑢𝑡𝑜𝑣𝑎𝑙𝑜𝑟𝜆
coincide con el orden de 𝜆 como raíz del polinomio característico.

1 ≤ dim𝑉𝜆 ≤ 𝑚𝑎 ≤ 𝑛

dim𝑉𝜆 = 𝑚𝑢𝑙𝑡𝑖𝑝𝑙𝑖𝑐𝑖𝑑𝑎𝑑 𝑔𝑒𝑜𝑚é𝑡𝑟𝑖𝑐𝑎



𝐴 ∈ 𝑅𝑛𝑥𝑛

𝐴2 = 𝐴
𝜆 𝑒𝑠 𝑎𝑢𝑡𝑜𝑣𝑎𝑙𝑜𝑟 𝑑𝑒 𝐴 ⇒ 𝐴 ҧ𝑥 = 𝜆 ҧ𝑥

𝜆 = 0 𝑜 𝜆 = 1

𝑃𝑜𝑟 𝑠𝑒𝑟 𝐴2 = 𝐴

𝐴 ҧ𝑥 = 𝜆 ҧ𝑥 Por ser 𝜆 autovalor

𝐴2 ҧ𝑥 = 𝜆 ҧ𝑥

𝐴2 ҧ𝑥 = 𝐴 (𝐴 ҧ𝑥)

𝐴2 ҧ𝑥 = 𝐴 𝜆 ҧ𝑥

𝐴2 ҧ𝑥 = 𝜆 (𝐴 ҧ𝑥)

𝐴2 ҧ𝑥 = 𝜆2 ҧ𝑥

𝜆2 ҧ𝑥 = 𝜆 ҧ𝑥

𝜆2 ҧ𝑥 − 𝜆 ҧ𝑥 = ത0

𝜆2 ҧ𝑥 − 𝜆 ҧ𝑥 = ത0

(𝜆2− 𝜆) ҧ𝑥 = ത0

Por H

igualando

No puede ser ത0 por 
ser autovector

(𝜆2− 𝜆) = 0

𝜆 (𝜆 − 1) = 0 𝜆 = 0 𝜆 = 1o

H

T

D



Calcula los autovalores, los subespacios propios y sus dimensiones

Resolvemos el para la matriz C 

det 𝐶 − 𝜆𝐼 = 0

5 − 𝜆 −8 1
0 −𝜆 7
0 0 −2 − 𝜆

= 0

det 𝐶 − 𝜆𝐼 = 5 − 𝜆 (−𝜆)(−2 − 𝜆)

5 − 𝜆 −𝜆 −2 − 𝜆 = 0

𝜆 = 0 𝜆 = 5 𝜆 = −2

Son todos autovalores distintos entonces la 
multiplicidad algebraica de cada 𝜆 es 1, son todas 
raíces simples.



Hallamos los  autovectores resolviendo el sistema 
homogéneo 𝐶 − 𝜆 𝐼 𝑋 = 𝑂

𝑠𝑖 𝜆 = 0

5 −8 1
0 0 7
0 0 −2

0
0
0

5 −8 1
0 0 7
0 0 1

0
0
0

~

−
1

2
𝐹3

5 −8 0
0 0 0
0 0 1

0
0
0

ҧ𝑥𝜆=0 = (
8

5
𝑦, y, 0)

5𝑥 − 8𝑦 = 0 𝑥 =
8

5
𝑦

ҧ𝑥𝜆=0 = (8𝑦, 5y, 0)

𝑏𝑎𝑠𝑒𝜆=0 = 8, 5, 0

1 ≤ dim𝑉𝜆 ≤ 𝑚𝑎 ≤ 𝑛

¿Con los datos obtenidos , podríamos dar una base del 
núcleo de la transformación, sin realizar cálculos?

~

Al reemplazar 𝜆 = 0 resolvemos el 
sistema 𝐶 𝑋 = 0

NULIDAD DE LA MATRIZ 



dim𝑁ú𝑐𝑙𝑒𝑜 = 1

• Entonces si 𝜆 = 0 es un autovalor , la transformación NO ES INYECTIVA.

• El determinante de la matriz de la transformación es igual a 0.

𝑏𝑎𝑠𝑒𝑁ú𝑐𝑙𝑒𝑜 = 8, 5, 0

• Siempre que la dimensión del núcleo de la transformación sea mayor que 0,
𝜆 = 0 será un autovalor y la dimensión de su subespacio propio coincidirá con el rango de 
la matriz.





MATRIZ ASOCIADA A UNA COMPOSICIÓN DE TRANSFORMACIONES LINEALES 

Sean las transformaciones lineales
𝑓: 𝐴 → 𝐵 𝑦 𝑔: 𝐵 → 𝐶, donde A, B, C son 
espacios vectoriales. 

La composición lineal 𝑔 ∘ 𝑓: 𝐴 → 𝐶

Entonces la matriz de la composición:
𝑀 𝑔 ∘ 𝑓 = 𝑀𝑔 ⋅ 𝑀𝑓



Ejemplo: dadas las transformaciones 𝑓: 𝑅2 → 𝑅3 ∕ 𝑓(𝑥, 𝑦) = (𝑥 − 𝑦, 𝑦, 2𝑥)
𝑔: 𝑅3 → Τ𝑅2 𝑓 𝑥, 𝑦, 𝑧 = (𝑥 − 𝑦, 𝑦 + 𝑧)

Hallar 𝑓 ∘ 𝑔 ҧ𝑥 ∶ 𝑅3 → 𝑅3

𝑀𝑓 =
1 −1
0 1
2 0

𝑀𝑔 =
1 −1 0
0 1 1

𝑓 ∘ 𝑔 ҧ𝑥 = (𝑀𝑓 ⋅ 𝑀𝑔)(𝑥)

1 −1
0 1
2 0

⋅
1 −1 0
0 1 1

=
1 −2 −1
0 1 1
2 −2 0

⋅
𝑥
𝑦
𝑧

=

𝑓 ∘ 𝑔 ҧ𝑥 = (𝑥 − 2𝑦 − 𝑧, 𝑦 + 𝑧, 2𝑥 − 2𝑦)

Hallar 𝑔 ∘ 𝑓 ҧ𝑥 ∶ 𝑅2 → 𝑅2

𝑔 ∘ 𝑓 ҧ𝑥 = (𝑀𝑔 ⋅ 𝑀𝑓)(𝑥)

1 −1 0
0 1 1

⋅
1 −1
0 1
2 0

=
1 −2
2 1

⋅
𝑥
𝑦

𝑓 ∘ 𝑔 ҧ𝑥 = (𝑥 − 2𝑦, 2𝑥 + 𝑦)



INVERSA DE UNA TRANSFORMACIÓN LINEAL

Si una transformación lineal 𝑇: 𝑉 → 𝑊 es biyectiva, entonces existe 𝑇−1:𝑊 → 𝑉, que 
también es una transformación lineal.

Luego de verificar que es biyectiva , 
calculamos la matriz inversa de la 
transformación.

Sea 𝑇; 𝑅3 → Τ𝑅3 𝑓 𝑥, 𝑦, 𝑧 = (𝑥 − 2𝑦, 𝑦 + 𝑧, −3𝑦)

Calculamos el núcleo de T:

1 −2 0
0 1 1
0 −3 0

0
0
0

Vemos que en esta matriz podemos pivotear 
tres veces, entonces el 𝑁𝑢𝑇 = (0, 0, 0)

Si la dimensión del núcleo es 0, la 
dimensión de la imagen será 3, 
entonces:

𝐼𝑚 𝑇 = 𝑅3

ES INYECTIVA

ES SOBREYECTIVA



COMO VERIFICAMOS QUE ES BIYECTIVA, CALCULAMOS LA INVERSA

1 −2 0
0 1 1
0 −3 0

1 0 0
0 1 0
0 0 1

1 −2 0
0 1 1
0 1 0

1 0 0
0 1 0
0 0 Τ−1 3

1 0 0
0 0 1
0 1 0

1 0 Τ−2 3
0 1 Τ1 3
0 0 Τ−1 3

𝑇−1 =
1 0 Τ−2 3
0 0 Τ−1 3
0 1 Τ1 3

𝑇−1: 𝑅3 → Τ𝑅3 𝑓 𝑥, 𝑦, 𝑧 = (𝑥 − Τ2 3 𝑧, Τ−1
3 𝑧, 𝑦 + Τ1 3 𝑧)

Verificamos que (𝑇 ∘ 𝑇−1)(𝑥) = 𝑇−1 ∘ 𝑇 ҧ𝑥 = ( ҧ𝑥)

−1

3
𝐹3

~ ~



𝑔 ∘ 𝑓: 𝑅2 → 𝑅3 → 𝑅3

𝑓 ∘ 𝑔: no se puede realizar

𝑓 ∘ ℎ: 𝑅3 → 𝑅2 → 𝑅3

𝐹3𝑥2 ⋅ 𝐺3𝑥3 no es posible la multiplicación

ℎ ∘ 𝑓: 𝑅2 → 𝑅3 → 𝑅2

𝑔 ∘ ℎ:no se puede realizar

ℎ ∘ 𝑔: 𝑅3 → 𝑅3 → 𝑅2

𝐺3𝑥3 ⋅ 𝐹3𝑥2 = 𝑀3𝑥2

𝐹3𝑥2 ⋅ 𝐻2𝑥3 = 𝑀3𝑥3

𝐻2𝑥3 ⋅ 𝐹3𝑥2 = 𝑀2𝑥2

𝐺3𝑥3 ⋅ 𝐻2𝑥3 no es posible la multiplicación

𝐻2𝑥3 ⋅ 𝐺3𝑥3 = 𝑀2𝑥3

𝐹 =
1 −1
−2 3
−2 1

𝐺 =
0 −1 1
0 0 0
0 −3 1

𝐻 =
1 −1 0
0 −1 1



𝑔 ∘ 𝑓: 𝑅2 → 𝑅3 → 𝑅3 𝐺3𝑥3 ⋅ 𝐹3𝑥2 = 𝑀3𝑥2

0 −1 1
0 0 0
0 −3 1

⋅
1 −1
−2 3
−2 1

=
0 −2
0 0
4 −8

𝑔 ∘ 𝑓 x, y = (−2y, 0,4x − 8y)

ℎ ∘ 𝑓: 𝑅2 → 𝑅3 → 𝑅2 𝐻2𝑥3 ⋅ 𝐹3𝑥2 = 𝑀2𝑥2

1 −1 0
0 −1 1

⋅
1 −1
−2 3
−2 1

=
3 −4
0 −2

ℎ ∘ 𝑓 x, y = (3x − 4y,−2y)

𝑓 ∘ ℎ: 𝑅3 → 𝑅2 → 𝑅3 𝐹3𝑥2 ⋅ 𝐻2𝑥3 = 𝑀3𝑥3

1 −1
−2 3
−2 1

⋅
1 −1 0
0 −1 1

=
1 0 −1
−2 −1 3
−2 1 1

𝑓 ∘ ℎ x, y, z = (x − z, 2x − y + 3z, −2x + y + z)



a)   H
A y B son inversibles

𝐴−1 ∙ 𝐶 + 𝑋 ∙ 𝐵−1 = 𝐼

T 𝑋 = 𝐴 ∙ 𝐵 − 𝐶

D 𝐴−1 ∙ 𝐶 + 𝑋 ∙ 𝐵−1 = 𝐼

𝐴 ∙ 𝐴−1 ∙ 𝐶 + 𝑋 ∙ 𝐵−1 = 𝐴 ∙ 𝐼

𝐼 ∙ 𝐶 + 𝑋 ∙ 𝐵−1 = 𝐴

𝐶 + 𝑋 ∙ 𝐵−1 ∙ 𝐵 = 𝐴 ∙ B

𝐶 + 𝑋 ∙ 𝐼 = 𝐴 ∙ B

𝐶 + 𝑋 = 𝐴 ∙ B

𝑋 = 𝐴 ∙ B − C

Verdadera



H A y B son inversibles
𝐴 ∙ 𝐵−1 𝑋 = 𝜆 𝑋

T 𝐵 ∙ 𝐴−1 𝑋 = 𝜆−1 𝑋

D 𝐴 ∙ 𝐵−1 𝑋 = 𝜆 𝑋

(𝐵 ∙ 𝐴−1) 𝐴 ∙ 𝐵−1 𝑋 = (𝐵 ∙ 𝐴−1)𝜆 𝑋

𝐵 ∙ (𝐴−1∙ 𝐴) ∙ 𝐵−1 𝑋 = (𝐵 ∙ 𝐴−1)𝜆 𝑋

𝐵 ∙ 𝐼 ∙ 𝐵−1 𝑋 = (𝐵 ∙ 𝐴−1)𝜆 𝑋

(𝐵 ∙ 𝐵−1) 𝑋 = (𝐵 ∙ 𝐴−1)𝜆 𝑋

𝑋 = (𝐵 ∙ 𝐴−1)𝜆 𝑋

1

𝜆
𝑋 = (𝐵 ∙ 𝐴−1) 𝑋

𝜆−1𝑋 = (𝐵 ∙ 𝐴−1) 𝑋

Verdadera



Si A y B son inversibles su determinante es distinto de 0.

El rango de A y B es el mayor posible, igual a n.

Tanto a la matriz A como a la matriz B podemos 
transformarla en una matriz escalonada y su rango no 
varia.
En este caso el rango sería igual al de la identidad por ser 
matrices inversibles

𝑟 𝑀 = 𝑟(𝐼) ∙ 𝑟(𝐵)

𝑟 𝑀 = 𝑟(𝐵)

𝑟 𝑀 = 𝑛
Falsa 



𝑂𝑃` = (
𝑥1 − 2𝑥2 − 2𝑥3

3
,
−2𝑥1 + 𝑥2 − 2𝑥3

3
,
−2𝑥1 − 2𝑥2 + 𝑥3

3
)

𝐴𝑓 =

1

3

−2

3

−2

3
−2

3

1

3

−2

3
−2

3

−2

3

1

3

a)

𝐴𝑔 =

−1

2

− 3

2
0

3

2

−1

2
0

0 0 1

𝐴 =
cos 𝜃 − sin 𝜃 0
sin 𝜃 cos 𝜃 0
0 0 1



¿Será necesario hacer cálculos?

Los vectores paralelos al plano son 
autovalores asociados con 𝜆 = 1

Los vectores paralelos a la recta normal al plano 
son autovectores asociados con 𝜆 = −1

Una base para 𝜆 = 1

𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 0 𝑥 = −𝑦 − 𝑧 = 0

ҧ𝑥 = (−𝑦 − 𝑧, 𝑦, 𝑧)

𝐵𝑎𝑠𝑒𝜆=1 −1,1,0 ; −1,0,1

𝐵𝑎𝑠𝑒𝜆=−1 1,1,1



Sólo tenemos que ortonormalizar la base del plano

𝐵𝑎𝑠𝑒𝜆=1 −1,1,0 ; −1,0,1

ത𝑢1 ത𝑢2
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