Para curiosear en el Mathematica la resolucion de sistemas de ecuaciones lineales

Resolucion de algunos sistemas de ecuaciones lineales

Ejercicio 1. Hallar la interseccion de los siguientes pares de rectas y graficar

X—-3y=-8

1.a) Sistema a resolver
2X+Yy=5

Solve[{x - 3 vy,2 x + y}=={-8, 5},.{x, V}I
tfil= fix—=1, v—= 31}

Rta.: El sistema es compatible determinado y las rectas se cortan en el punto del plano
(1.3)
Plot[{y=(-8-x)7/(-3),y=5-2 x},{x,-2,2}];

&k
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Proponemaos a continuacion otro esquema de resolucion,utilizando so6lo las matrices. Esto es con la orden

LinearSolve[m,b] donde m es la matriz de los coeficientes del sistema y b la de los términos
independientes

LinearSolve[{{1,-3},{2,1}}.{-8,5}]

ol {1, 3}

(*Esto corresponde a una solucién particular¥®)
NullSpace[{{1,-3}.{2.1}}]

Outf= {3}

(*La respuesta al sistema homogéneo no tiene base, por lo tanto su
solucién es sélo la trivial™)

La respuesta al sistema inhomogéneo es la suma de la particular mas la solucion
correspondiente al sist. homogéneo. En este caso, estamos frente a un sistema
compatible determinado pues:

Rta. sist. inhom.=solucion particular+ rta. sist. hom.

Rta. sist. inhom: (x, y) = (1, 3)+(0, 0) ==>(x,y) =(1, 3)

Clear[x, vyl

2X—-8y =5

1.b) Sistema a resolver
—-3x+12y =8
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Solve[{2 x - 8 y,-3 x + 12 y}=={5, 8},{x, y}]
OutfEl= {1}

Rta.: El sistema no tiene solucion, las rectas son paralelas no coincidentes
Plot[{y=(5-2 x)/(-8),y=(8+3 x)/12},{x,-2,2}];

1F
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Otra forma de resolucién

LinearSolve[{{2,-8},{-3,12}}.{5,8}]

Lincardalwe: ino=sal

Linear squation encountered which has ne =olution.

ou[E]= LinearSolwe[{{Z, -8}, {-3, 1211, {5, 8}]

(*Como es de esperar el homogéneo tiene infinitas soluciones,es
equivalente a trasladar ambas rectas hasta que pasen por el origen¥)

Nul ISpace[{{2,-8},{-3,12}}]
ol {{4, 13}
Plot[{y=(0-2 x)/(-8),y=(0+3 x)/12},{x,-2,2}];

0.4

Clear[x,VY]

2X—-8y =5

1.c) Sistema a resolver
—3x+12y =-15/2

Solve[{2 x - 8 y,-3 x + 12 y}=={5, -15/2},{X, Y}]
Jolwe: :=svars : Equations may not

give selutions for all "solwe" wariables.

outizr {{x- 2 +av}]

Rta.:El sistema tiene infinitas soluciones, su respuesta indica que la variable "y" ha sido
tomada como independiente y da la relacion que vincula a la variable dependiente x con
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la variable independiente. Se trata de dos rectas paralelas coincidentes. Grado de
libertad del sistema: 1.

Plot[{y=(5-2 x)/(-8),y=((-15/2)+3 x)/12},{x,-2,2}1:

-Z -1 1 Z

Otra forma de resolucion

LinearSolve[{{2,-8},{-3,12}},{5,-15/2}]
5

Dut [14]= {E-,D}

(*Esto es la solucioén particular del sist. inhomogéneo*)
NullSpace[{{2,-8},{-3,12}}]

out[1s)= {{4, 1}}

(*Esto es la base de soluciones para el sist.inhomog.*)

Rta. El sistema es compatible indeterminado,su respuesta es:
Rta. sist. inhom.= (5/2, 0)+infinitas soluciones del hom.

(x,y)=(5/2,0) +t (4, 1), donde t es un namero real cualquiera.
Se puede comparar graficamente con la rta. anterior

ParametricPlot[{5/2+ 4 t, t},{t,-1,0}];

-1 F 1 2

X+ X, + X=X, =1

L . . ) X, =X, + X3 +2X, =2

Ejercicio 2 Resolver el sistema de ecuaciones lineales
2X, + X3 =X, =0

X, +X, +3%X, =4

Primera propuesta de resolucion

Solve[{x1+x2+x3-x4, X1-x2+x3+2 x4, 2 x1+x3-x4, x1+x2+3x3}=={1,2,0,4},
{x1,x2,x3,x4}]
Out[i7]s {{xl—=0, %=1, %x3=1,x4=1}1}
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Indica que es sistema es compatible determinado, solucion dnica

Segunda propuesta de resolucion
LinearSOIve[{{lslsls_1}1{11_11112}1{210111_1}1{1111310}}1{1121014}]
out[is}= {0, 1, 1, 1%

Corresponde a una solucion particular del sist. inhom.
NullSpace[{{1,1,1,-1},{1,-1,1,2},{2,0,1,-1},{1,1,3,0}}]1

out[1g)= {}

Esto indica que la solucion del homogéneo es sélo la trivial, sin base, y por tanto la
respuesta del inhomogéneo es directamente la solucion particular
(x1,x2,x3,x4)=(0,1,1,1)

Clear[x1,x2,x3,x4]

X, — X, + X3 —3X, =2

L. ) ) ) 2%, + X, =3X; + X, =-1
Ejercicio 3. Resolver el sistema de ecuaciones lineales
3X, +5X; = 7X, =3

X, +2X, —4X, +4X, =-3

Primera propuesta de resolucion

Solve[{x1-x2+x3-3 x4,2 x1 + x2 -3 x3 +x4,3 x2+5 x3-7 x4,
X1 +2 x2 -4 x3+4 x4}=={2,-1,3,-3},{x1,x2,x3,x4}]
Solwe::=svars : Equations may not

give solutions for all "=olwe" wariables.

Ot [21]= {{xl—p§+ 8;4,1{24—%,}:3_>§+ '7";4}}

El sist. de ecuaciones resulta compatible indeterminado, con grado de libertad 1,
habiéndose elegido la variable x4 como variable independiente y obteniendo la relacion
de dependencia de las restantes variables con ella

Segunda propuesta de resolucion
LinearSolve[{{1,-1,1,-3},{2,1,-3,1},{0,3,5,-7},{1,2,-4,4}}.,{2,-1.3,-
3}
13 1 4
ol {15 R D}
Solucién particular del sist. inhomogéneo
NullSpace[{{1,-1,1,-3},{2,1,-3,1},{0,3,5,-7},{1,2,-4,4}}]
owtpa {{8, 0, 7, 5}}
Base de las soluciones del sistema homogéneo
La respuesta es:
(x1, x2, x3, x4)=(13/15,-1/3, 4/5,0) +t (8,0, 7, 5)
donde t es cualquier nimero real. Observar que este conjunto de soluciones es
equivalente al obtenido en el primer procedimiento

Clear[x1, x2, x3, x4]
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2X—-3y+2z—-4v+w=10
X+2y+4z+8v—-5w=3
Ejercicio 5. Resolver el siguiente sistema de ecuaciones <5x +3y — 6z + 4v—3w = —4
X—Y+Z-2Vv+2W=6
3X+2y—-3z+2v—-w=-1

Clear [x,y,z,v,w]

Primera propuesta
Solve[{2 x -3y +22z-4v +w, Xx +2 y+4 z+8 v-5 w, 5 x+ 3y -6 z+4 v-
3w, X -y + 2z -2vVv +2 w, 3 xt2 y - 3z+2 v - w}=={10,3,-4,6,-
1}.{x.y,z,v,w}]

Out[26]= {{x—>2, ¥—=-1, 2= %, vaé, w—>l}}

El sistema resulta compatible determinado

Segunda propuesta
mS:{{Z!_3525_4!1}!{1!214181_5}!{5!31_614!_3}!{1!_1111_2!2}!{3!2,_3,2,_
1}};

MatrixForm[ms]

Ot [28]Mtrix Farm=

-3 2 -4 1
2 4 8§ -4
i -6 4 -3
-1 1 -2 2
2 -3 2 -1
mi={10,3,-4,6,-1}
ouwt[a= {10, 3, -4, 6, -11
LinearSolve[ms,mi]

3 1
oupo= 42, -1, —, —, 1
por | =3 1
Solucién particular del sist. inhomogeneo
Nul ISpace[ms]

ut[1]= 1}
Para el sist. hom. solo corresponde la solucién trivial, por tanto la solucion al sist. es solo la solucién
particular

Ly = on =

(*Este caso también puede resolverse con el método de la matriz
inversa*)
Det[ms]
outfas= -172
Distinto de cero, por lo tanto existe la matriz inversa de los coeficientes del sistema. La calculamos:
Inverse[ms]. mi
301
Ot [34]= {2, -1, E.r E.r l}

Se obtiene la misma respuesta (X, Yy, z, v, w) = (2, -1, 3/2, 1/4 1).
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Algunas consideraciones para trabajar con pardmetros en sistemas de
ecuaciones lineales

Comencemos por ver lo que sucede cuando el sistema es incompatible. Presentamos dos
ecuaciones con una incognita e indicamos el nombre de la variable:

Solve[{x==1,x==2},X]
Dut[il= {}

De esta forma aparece que no existe solucién. Al agregar un parametro:

Solve[{x==1,x==a},Xx]
2= {}

Esto nos indica que, en general, el sistema es incompatible. Pero sabemos que para a=1,
el sistema tiene respuesta. Existe una sentencia que permite obtener todas las soluciones
posibles del sistema:

Reduce[{x==1,x==a},Xx]
OutE a==laax ==1

Debemos aprender a leer los simbolos utilizados en esta respuesta: && indica
simultaneidad de condiciones. Para este caso significa:
cuando avale 1, x esigual a 1
Como no se presenta mas opciones:
no existe otra posibilidad de soluciédn. Si a es distinto de 1, no hay solucion.

Agreguemos un parametro mas.

Solve[{a x == b},x]

out {fx- 2]

No estd completo aqui el analisis paramétrico del sistema. Para ello usamos:

Reduce[{a x == b},x]

Outff] a==0&&bh==0||X== — &aazl
a

La interpretacion de esta respuesta requiere conocer el significado de dos nuevos
simbolos: | | y ! =. Los mismos son:

|| indica que a partir de alli se presenta otra alternativa

I = noigual, distinto de

Asi, las alternativas para el sistema propuesto son:
cuando a y b son simultdneamente iguales a cero, x puede tomar cualquier valor
(debido a que no aparecen condiciones sobre X)
cuando a es distinto de 0, x toma el valor b/a cualquiera sea b
No esta aqui escrita la tercer opcion para el sistema (incompatibilidad) puesto que el
resultado sélo da las soluciones. Debemos agregar entonces (implicitamente estd):
cuando a es 0 pero b es distinto de 0, el sistema es incompatible.

Veamos que sucede al proponer una ecuacion con dos incognitas
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Solve[x+y==2,{x,y}1
Jolwe: :=var=s : Equation=s may not

giwve =zolution=s for all "=olwe" wariables.

Ol {{x—=2-%F}}

Esté claro que no puede resolver completamente el sistema en ambas variables. Elige
entonces despejar unas en funcién de las otras, trabajando con el concepto de variables
dependientes e independientes. En este caso X es la variable dependiente de la otra, y,
que puede tomar cualquier valor. Aqui no agregara nada usar la orden:

Reduce[x+y==2,{x,y}]
|:||_|-tl?]: 2_'}1' ==

Agregando parametros:

Solve[a x + by == 0,{X, Y}
Solwe::=svars : Equations may not

giwe solutions=s for all "=olwe" wariables.

oce {fx -2 })

Reduce[a x + b y == 0, {x,y}]
Out[@]= a == 0&sh ==|:|||
by

A==0ss¥==0]|%==-——65az0
a

Interpretamos las opciones de la siguiente manera:

cuando a y b valen simultaneamente 0, tanto x como y pueden tomar cualquier valor
(grado de libertad del sistema:2)

cuando a es distinto de 0, x es igual a (- b y / @) cualquiera sea el valor de b, mientras
que la variable y puede tomar cualquier valor (grado de libertad: 1)

cuando a es 0, siempre que b sea distinto de 0, la variable y vale 0 mientras que la
variable x es la independiente (grado de liberad:1)
No existe valores de los parametros para los cuales el sistema sea incompatible.

Agreguemos un parametro al término independiente
Reduce[a x + b y == c,{x,y}]

c-h
Out[10]= X == 7

sea#l||a=s=0&sb==0&s0c==0]]|

c
a== D&&Y::E&&h$0

Si se leen atentamente las opciones presentadas en la respuesta, se encuentra que aqui si
falta una opcién que correspondera al caso incompatible:

cuando a y b valen simultaneamente 0, mientras que c es distinto de 0.
(Complete la lectura para los otros casos)

Proponemos a continuacion otro sistema
Solve[{a x+y+z==1,x+a y+z==1,x+y+a z==1},{X,y,z}]

1 1 1
Out[11]= ) .
] {{K_}2+a Ei!T_}2+a z_}2+a}}
Esta indicado aqui el caso compatible determinado, valdra cuando
2 — 3 a+a"3 seadistinto de cero

Para un detalle mayor:
Reduce[{a x+y+z==1,x+a y+z==1,x+y+a z==1},{X,y,z}]
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[zl a==leex ==1-v -2 || % == &

2+4a

g -l+aslaa2+azsl

Z2+a Z+a

Las posibilidades son:

si a es igual a 1, el sistema es compatible indeterminado con grado de libertad 2.
Tomando como variables independientes a z y a vy, la variable x debe ser igual a
(1-y-2).

si es distinto de 1 y también distinto de (—2), el sistema es compatible determinado
(grado de libertad 0) y su respuesta es x = 1/(2+a) , y = 1/(2+a) , z = 1/(2+a). Si se
factorean las expresiones obtenidas como respuesta con la sentencia Solve, se podra
constatar que son coincidentes, en este caso, con las aqui escritas.
El caso incompatible para este sistema se presenta cuando a es igual a (-2). Esto se
deduce por no ser un caso contemplado en las opciones para las respuestas.

Analice el siguiente sistema de 4 ecuaciones con 4 incognitas, en funcién del parametro
a. Detalle cada posibilidad.

Reduce[{x+2 y-z+a t==1-a,-2 y+3 z-a t==a+l,a z-t==1-a,
(a-1) (a-2) t==a (a-2) (at+4)}.{x.y.z,t}]

O[3 a==26&% ==3 - L &&

! (-8 -1] ! =1+t) [
¥==—I[-F - L&k & == — [-1+
4 2

a(4+a) Zl-7a+a’)
t= — L&M= —— L&
-l+a (-l+a)a
-3+19a-5a°-a
V== &G
2i(-1l+ala
-l+ga
== ————— & -l+aslacasl
[-1l+a)la

Idem para el siguiente sistema de dos parametros.

Reduce[{-a x+y+2 z==0,x+z==b,-a x+2y+b z==a},{X,y,z}]

Out[ld]= a== -F&ab==les¥==-2-X&sZ==1-X]|
a==D&eb=cdeeV=2Z2 (-4 +¥) &aZ==d-X||
a+4h-ht
e —0m ———— &5 Y ==
d+a-h
6 Sa al
alz+a- - - +b| &s
d+a-hb d+a-hb d+a-h
al-1+h)
E=z= ———————— & -d-a+hb 0
d+a-b
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