U.T.N. Facultad Regional Haedo Algebra y Geometria Analitica

INTRODUCCION A LA PROGRAMACION LINEAL

En toda empresa es comin plantearse la necesidad de maximizar las utilidades y de minimizar
los costos, debiendo analizar todos los procesos y representarlos por medio de modelos algebraicos
que se ajusten a los requerimientos y las restricciones del sistema.

Las restricciones que se presentan en las variables reales a evaluar, pueden ser del tipo de:
disponibilidades de recursos materiales y humanos, de limitacion de capacidades, de limites
financieros, etc.... Algunas de ellas son muy evidentes, como ser: no podemos pensar una produccion
negativa o infinita, ni tampoco que pueda satisfacerse una demanda infinita, 0 que pueda almacenarse
sin limite la produccion.

El andlisis de la programacion lineal se reduce a plantear una funcional que contemple las
variables reales relacionadas con sus indices de costos, a la cual debe buscarse su optimizacion
(maximizar o minimizar una funcion) y donde las variables estan sujetas a restricciones, que en el
modelo matematico, estan representadas por inecuaciones lineales.

Dentro de los procesos de programacion de sistemas lineales se encuentran el método grafico
(muy limitado), el cual se mejora con el poligono convexo y mas general por proceso algebraicos,
como el método simplex.

PLANTEO DEL PROBLEMA

El problema de programacion lineal se reduce a encontrar un vector
X =(X, X5, X5, X5+, X, )JER"
gue maximice una funcion objetivo:

n
f(y) =C1X1+C2X2t CaXat -+ + CnXn= Z CiXi
i1

y que satisfaga las siguientes m desigualdades lineales (desigualdades restrictivas)
A, X, +ay,X, 8 Xg o+ 3y X, by

1,n*n

8y, X +8,,X, + 8, X, +o+a,, X, <h,

2,n"*n

n =

By, X, +85,X, + 85Xy ++ A5, X, <by

A Xy + 85 ,X, 83X HeHay X, <by
donde X2 0;x> 0;xe> Qx> 0;--- —>x=> OVi=1,2,3,:--,n

El método grafico puede aplicarse Unicamente en el caso limitado a dos variables, donde se
obtienen los infinitos puntos que satisfacen al sistema, de los cuales se elige el que optimiza la
funcional. Como la region obtenida consiste en un poligono convexo, se puede demostrar que los
puntos Optimos se encuentran en los vértices de la figura.

En el método simplex, de aplicacion mas general y de resolucion analitica, se eliminan las
desigualdades lineales transformandolas en ecuaciones lineales mediante la introduccion de variables
SLACK o LAX (de holgura), no negativas, simbolizadas por

si,Vi=L2,3,---,m

En ese caso:
f(i) =ClX1+C2X2+C3X3+“.+Can‘|+O'Sl +0'Sz +O'83 +"'+O'Sm
de tal manera que no incidan en la funcion objetivo, sujeta al siguiente sistema lineal
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8, X +a,X, + A Xy Hh Ay X, + S =Dy

By, X +3y,X, + A, 5 Xy +ot A, X, S, = b,
85, X; +85,X, + A5 5% + o+ 35 X, + S5 = b,

QX + 8, ,X, +8y 3 Xg +o+ay X, +S, =b
donde >0 Vi=L23,---m A x;20 Vj=l23,---n
Las variables SLACK incorporadas al sistema integran la primera solucion basica factible del

mismo, la cual se mejora con un proceso iterativo por cambio de variable de la solucién. En forma
esguematica

m

X1 | Xo | Xs | ... | Xa ] s1 | S2 | S3 Sn b;
dig | d12 | A13 Ain 1 0 0 0 b1
dp1 | A2 | A23 A2 n 0 1 0 0 bz
ds1 | az2 | A3z a3 n 0 0 1 0 b3
ami | @m2 | @ms | ... |@mn| O 0 0 1 bm

ci | ¢ | c3 Cn 0 0 0 0 f

Antes de entrar en el método simplex, conviene interpretar varios problemas, para simplificar
luego el planteo de los mismos.

PROBLEMA Nro 1

En un lago hay dos tipos de especies de peces, identificadas con I y Il . El peso promedio de
cada especie es de 4 libras. y 2 Ibs., respectivamente. Se dispone de dos tipos de alimentos, Aly A2.
Las necesidades diarias de subsistencia de las especies son: la de I, 1 unidad de Al y 3 unidades de
A2; la de Il, 2 unidades de Al y 1 unidad de A2. Se cuenta con disponibilidades de 500 unidades de
Al y 900 unidades de A2 por dia. ¢(Cual debe ser la poblacion de cada clase para maximizar el peso
del pescado que pueda producirse en el criadero?

Si consideramos que
X1 es la cantidad de peces de la especie | y X, es la cantidad de peces de la especie I,
la funcién a maximizar debe representar el peso total, es decir
f =4x, +2x,
donde hemos eliminado las unidades de peso para simplificar la expresion.

La matriz de unidades alimentarias es:

Especie | Especie 11 Disponibilidad diaria
Alimento Al 1 2 500
Alimento A2 3 1 900

Las inecuaciones de restriccién son:
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(1 %+ 2 x, <500
3 X1+ X, <900
X1 =0

[ X2>0

La representacion gréfica del problema permite hallar el conjunto de soluciones del sistema, dado por

la region R sombreada en el siguiente grafico, que corresponde a los puntos que satisfacen todas las
inecuaciones simultdneamente.

200

3X; +X, = 900

7

C
100 200 300 400 500

El andlisis se reduce ahora a hallar el valor de la funcional en los vértices de la region. Dichos vértices
estan dados por la interseccion de dos rectas segun el siguiente detalle:

Veértice O:  x,=0 |

Vertice B: X, =0

VérticeC: x,=0 |
Veértice A x,+2X,=500 | 3x,+x,=900 = A=(260,120)

x=0 = 0=(0,0)
X, +2X, =500 = B=(0,250)
3x,+X, =900 = C=(300,0)

Observacion: eliminamos trivialmente el origen O pues corresponde a no tener ningun pez.

Vértice Factibilidad del Funcional
B (0, 250) Si f(B) = 4-0+2-250; f(B) = 500
C (300, 0) si f(C) = 3-300+2-0; f(C) = 1200
A (260, 120) si f(A) = 4-280+2-120; f(A) =1280

Observamos que el valor maximo corrspondiente a la funcional en la region R es f(A) = 1280.
Concluimos con ello que la :

Solucién éptima corresponde a: Maximo f (x;,x,) = f (260,120) =1280

Rta. al problema: para optimizar el peso, la poblacion debe estar constituida por 260 peces de la
especie | y 120 peces de la especie II.
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PROBLEMA Nro. 2

Una muebleria fabrica sillas y mesas de comedor. Cada silla insume 20 cuft (pies cubicos) de
madera y 4 horas/hombre de trabajo; los insumos de materiales y horas/nombre por cada mesa son 50
cuft y 3 hs/hombre. EIl fabricante dispone en stock de 3300 cuft de madera y 380 hs/hombre de
capacidad laboral. Las utilidades resultan de 3 $/silla y 6%/mesa vendidas. Se supone que se disponen
de todos los materiales secundarios necesarios para la fabricacion en cantidades suficientes a la
demanda. ¢Cuantas sillas y mesas se deben producir para maximizar las utilidades, suponiendo que se
venda todo lo producido?.

Disponibilidades $/Silla | $/Mesa Total
Madera cuft 20 50 3300
Hs/Hombre 4 3 380

Utilidades 3 6 Max(f)

Si x es el nimero de sillas producidas y y el de mesas, entonces se plantea el siguiente
sistema de inecuaciones y la funcion objetivo f (x,y) a maximizar:

(20 x + 50 y < 3300
4% +3y<380

x>0

s

[f(x,y)=3x+6Y|

C(0,126.7)

3x+6y = cte

D (165, 0)

Z5 50 = 100 125 150 X

Analizamos los puntos criticos del poligono OAXB, evaluando la funcional en ellos para obtener el
Optimo:

Vértice Coordenadas Verifica el sistema Funcional
X (65, 40) Si f(X) = 435 Maximo
A (0, 66) Si f(A) = 396
B (95, 0) Si f(B) = 195
@) (0, 0) Si f(O)=0
D (165, 0) nocumplecon: 4x+3y <380 | = -
C (0, 126.7) no cumple con: 20x +50y <3300 | = -------

Maximo f(x, y) = (65, 40) = 435

Rta. al problema: se deben fabricar 65 sillas y 40 mesas para optimizar las utilidades.
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PROBLEMA Nro. 3

El director de servicio de agua potable tiene que abastecer como minimo un consumo diario de
10 megal. (10 millones de litros). EI suministro proviene de un depoésito local que resulta insuficiente;
el restante es provisto por cafierias de una localidad vecina. El depdsito local tiene un rendimiento
diario de 5 megal. como maximo. La méxima cantidad de agua con la que se abastece por tuberias no
puede superar los 10 megal. por problemas de dimensiones. Ademas por contrato se garantiza un
consumo minimo de 6 megal. por bombeo. Los costos son de 300 $/megal. en el deposito local y de
500 $/megal. el provisto desde la localidad vecina. ;Cémo podria el director minimizar los costos de
suministro diario de agua?.

Si x es la cantidad de megalitros de agua abastecida desde el depdsito local y con y indicamos
la cantidad de megal. de agua suplementaria provista por cafieria. La ecuacion “funcional” de costo es:

[C(x,y)=300x+500Y]| funcional a minimizar

Para satisfacer la demanda se plantean las siguientes inecuaciones:

X+y>10 = satisfacer la demanda

X<5 = el deposito povee como Max.
y<10 = la tuberia provee como Max.
y>6 = garantia de contrato min.
x>0 = solucion no negativa

y>0 = solucion no negativa

y

10
A(0,10)
g

X=5 x +y=10
z 3 6 5 10 X
Vértice | Coordenadas | cumple c/inecuaciones Funcional

A (0, 10) Si C =500 -10 = 5000

B (5, 10) Si C =300-5+ 500 -10 = 6500
maximo

C (5, 6) Si C=300-5+500-6=4500

D (4, 6) Si C=300-4+500-6=4200
minimo

minimo C(x, y) = C(4, 6) = 4200

Rta. al problema: la cantidad de agua provista por el depdsito central debiera ser de 4 megal. por dia 'y
la cantidad de agua adquirida de ciudad vecina de 6 megal. por dia para minimizar los costos.
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PROBLEMA Nro. 4

Una empresa produce dos tipos de dulces, A y B, que estan fraccionados en barras de 4
unidades de peso (up.) cada una. La materia prima para su fabricacion es caramelo y chocolate. La
variedad de dulce A contiene 3 up. de caramelo y 1 up. de chocolate por barra. La variedad de dulce B
contiene 2 up. de caramelo y 2 up. de chocolate por barra. Las disponibilidades de stock son de 1440
up. de chocolate y 2304 up. de caramelo.
¢ Cuéntas barras deberan producirse de cada tipo para maximizar los ingresos si la variedad A se vende
a 30 $/barra'y la B a 54 $/barra?. Se supone que se vende el total de lo producido.

Sea x la cantidad de barras producidas de la variedad A y y la cantidad de la variedad B.

La funcion objetivo a maximizar es: |f (X,y) =30x+ 54y|
Variedad A | Variedad B Disponibilidad maxima
Caramelo 3 up./barra 2 up./barra 2304 up.
Chocolate 1 up./barra 2 up./barra 1440 up.
Precio de Venta | 30 $/barra 54 $/barra Max f

[3x+2y <2304
X+2y<1440
x>0
y>0

12088 3x +2y = 2304

ZZ//////// _(216,612)

““RB7587)
250 500 750 1000 1250 1500

L

X+ 2y = 1440

00 X

En el grafico hemos marcado con @, @ y ® tres rectas paralelas pertenecientes a la familia de
infinitas rectas definida por f = cte., es decir: 30 x + 54 y = cte.

Vértice Coordenadas | Verifica las inec. Funcional
A (0, 720) Si f = 30(0)+54(720) = 38880
B (768, 0) Si f = 30(768)+54(0) = 23040
C (216, 612) Si f = 30(216)+54(612) = 39528 Max

| Maximo f(x,y) = f(216, 612) = 39528

Rta. al problema: se maximizan los ingresos produciendo 216 barras del dulce Ay
612 del dulce B.
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PROBLEMA Nro. 5

Dos alimentos consisten basicamente en carbohidratos y proteinas. El alimento | cuesta 50
$/kgr. y contiene 90 % de carbohidratos, el 10 % restante de proteinas. EI alimento Il cuesta 100 $/kgr.
y contiene 60 % de carbohidratos, el 40% restante de proteinas.

¢Qué cantidad de cada uno de estos alimentos proporciona al menos 2 kgr. de carbohidratos y 1
kgr. de proteinas a un costo minimo?. ;Cudl es el costo por kgr. de la dieta ?

Sea x, la cantidad de kgr. de alimento I, y la cantidad de kgr. de alimento I1.
La funcion objetivo a minimizar es: [C(x, y) = 50x +100y]|

El problema se puede esquematizar de la siguiente forma:

Alimento | | Alimento Il Minimo
Carbohidratos 0,9 0,6 2
Proteinas 0,1 0,4 1
Costo 50 100 min (C)
El conjunto de restricciones esta dado por: [09x+06 yz2
01x+04y>1
{ x>0
L > .
Queda asi planteado el ejercicio para su y=0 resolucion.

PROBLEMA Nro. 6

Una planta de destilacion de petréleo trabaja utilizando dos tipos de crudos de petréleo
diferentes. Para la destilacidn se usan dos mezclas de los crudos (a y b) en las proporciones detalladas
en la siguiente tabla (1):

Petrdleo Mezcla | Mezcla 11 Disponibilidades
[m®/30 dias]

Crudo a 20 % 50 % 90000

Crudo b 80 % 50 % 120000

Las disponibildades del stock son las indicadas.
La demanda del mercado esta comprometida como minimo de:
Nafta 75000 m*/mes y Gasoil 60000 m*/mes.
Los beneficios que se obtienen por las ventas son de:
300000 $ /m° de la mezcla I y 20000 $ /m* de la mezcla 1.
Los rendimientos de la destilacion de las mezclas 1y Il son las detalladas en la sig. tabla (2):

Combustible Mezcla | Mezcla 11 Demanda minima
Nafta 0,6 0,5 75000
Gasoil 0,3 0,4 60000

Calcular el maximo beneficio que puede obtenerse al efectuarse el destilado de las mezclas 1 y II.

Sea x, la cantidad de m3 que se destila de la mezcla | y x, la cantidad de m2 que se destila de
la mezcla 1. Las inecuaciones de restriccién son:
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06X, +05x, > 75000

0.3x, +0.4x, > 60000
0.2x, +05x, < 90000
0.8x, +0.5x, <120000
X, =0
X, >0

} de latabla (1)

} de la tabla (2)

} variables no negativas

funcional a maximizar: | f (x,,x,) = 30000, + 20000, |

100000

s00oo

X
s00oo 1aaaon 150000 Tl zooooo

Las cuatro rectas numeradas son las ecuaciones correspondientes al sistema de restricciones,
por orden de secuencia.

Veértice Funcional
A (0, 180000) f(A) = 0+1800000-20000 = 3600000000
B (50000, 160000) f(B) = 50000-30000+160000-20000 = 4700000000 Max
C (106000, 70600) f(C) = 106000-30000 + 70600-20000 = 4592000000
D (0, 150000) f(D) = 0+150000-20000 = 3000000000

El maximo beneficio que se obtiene es de 4700 millones de $. Para obtener dicho beneficio
ser4 necesario destilar 50000 m*/mes de la mezcla | y 160000 m*/mes de la mezcla I1. Destilando las
cantidades antes citadas de crudo de petrdleo se habran comercializado, mensualmente, el siguiente
detalle de nafta y de gasoil:

Combustible Mezcla | Mezcla 1l Total Demanda
Nafta [m3] 30000 80000 110000 75000
Gasoil [m3] 15000 64000 79000 60000

U.T.N. F.R.H. - Algebra y Geometria Analitica — Introduccion a la Programacion Lineal - Pagina 8



PROBLEMAS DE PROGRAMACION LINEAL

Se pueden llamar problemas de programacion lineal a todos aquellos que permiten hacer una
distribucion mas eficiente de recursos limitados, fijandose un objetivo concreto por medio de una
funcién. Objetivos concretos pueden ser como ejemplos: maximizar un beneficio, 0 minimizar un
costo.

Vamos a considerar el planteo tedrico de algunos problemas de aplicacion.

A) PROBLEMAS DE TRANSPORTES O DE DISTRIBUCION

Un mayorista provee mercaderias desde dos centros de distribucion D1y D2, hacia 3 centros
de comercializacion C1, C2y C3.
Llamemos:

Xij mercaderia remitida del centro de distribucion i al centro de comercializacion j,

a; mercaderia despachada por el almacén i,

b; mercaderia recibida por el comercio j.
Supuesto que toda la mercaderia despachada es la Gnica mercaderia recibida, entonces

i=2 =3
D a= 2 by 7
i=1 j=1

podemos construir la siguiente tabla:

Xi,jZO

Almacenes centros de consumo y comercializacion Merc. despachada
(centro de distribuciéon) Cl C2 C3 Maximo
D1 X1,1 X1,2 X1,3 a1
D2 X2.1 X22 X23 A
b, b, bs
Obtenemos el siguiente sistema de desigualdades:
Xpp+ X, + X3 <8
Xo1 + X, + X558,
Xpp+ Xy, <hy
X, +X,, b,
X, 5+ X, 5 <D,
x,; 20 i=12;j=1,2,3

Suponemos que conocemos el costo del transporte desde el centro de distribucién i al centro de
comercializacién j. Tenemos asi una matriz de costo como la siguiente:

C1 C2 C3
C Cl,l Clyz Cl,3
D Dzyl Dzyz D2,3

La funcion objetivo es: |f (X) = Cp X +Cp Xy, +CiaXis+CouXpy +Cy 0%, +Co5X, 5 lacual hay

gue minimizar.
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B)_.PROBLEMA DE DISTRIBUCION DE RECURSOS
Un industrial dispone de materias primas, mano de obra y maquinarias para la produccion de
bienes y pretende, con su distribucién, maximizar el beneficio.

Denotamos con:
X; numero de articulos de la especie j producidos (j=1, 2, ..., n),

aij namero de unidades de consumo del recurso i para producir el articulo j,
bi disponibilidad méxima del recurso i (i =1, 2, 3).

Podemos construir la siguiente tabla:
Recursos X1 X2 X3 Xn Disponibilidades
Materiaprima| a1 | a2 | ais arn by
Mano de obra a1 dz 2 az 3 don b2
Méquinas ds; as. aszs asn b3

Si ¢ es el beneficio en la venta del articulo i, la funcional a maximizar es
[B(X,,%,,L ,X,) =CX; +C,X, +L +C X,

sujeta a las siguientes restricciones
famx1 +a,,X, +L +a, X, <Db

a,,X, +8,,X, +L +a, X, < b,
a5, X, +a;,X, +L +a; X, < b,
X;20 j=12L ,n

METODO SIMPLEX

Introduccion
Como lo visto en las aplicaciones anteriores, el problema de programacion lineal consiste en
hallar un vector X =(x;,X,,X3,X,,-+, X,)ER" que haga maxima (6 minima) una funcion lineal llamada

funcién objetivo
n
fmy =CixatCaxot Caxst -+ + CaXn= zCiXi
i=1
sujeta a las siguientes restricciones
A, X, +ay,X, +8; X5 3y X, by
8y, X +8,,X, +8,X, +-+a,, X, <h,

By, X; +85,X, + 85Xy ++ 85, X, by

A Xy A X, 5 X A X < b,

- x=20 Vi=12,3L ,n

51=1,2,3,---,m, las desigualdades se

donde X120:%>20;%x320;x,>20;L

Incorporando las variables Slack, no negativas,

transforman en igualdades de la forma
81X, +8; ,X, + 8 X5+ o+ X, +S; =bi=12--,m
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quedando un sistema de ecuaciones lineales cuya expresion matricial es
A-Z=B donde A=((a,)) eR™™™ B=((,)eR™, Z=((z,)eRE™" con

Xl
X2
a. a a a1 0 0y | b
1,1 1,2 1,3 1,n . 1
a21 a22 a23 aZ,n 1 0 X b2
n
Ay, a3, A, a;, 0 1 0 =| b,
: . St :
: S, :
Qny An, Qns a,, 0 0 O 1 b,
SS
S

donde la funcional es ahora
fo) =CcoxctcaXet Caxat - +CXnt 0-8, +0-5, +0-8; +---+0-5

puesto que las variables slack tienen costo nulo.

Si en el sistema de ecuaciones resultante todos los elementos de B son no negativos, exite una
solucion factible y basica dada por

Z=2"=(X,, Xy Xg,"**, X, 8;,5,,85,°+,8,) = (0,0,0,--,0,b,, b, , by, -+, b, )

pero con un valor de la funcional nulo. En este método, a partir de esta solucidn basica, se construye
mediante un proceso iterativo, una sucesion de soluciones que mejoren la funcional hasta su
optimizacion.

Veremos, primariamente, su implementacion por medio de problemas.

PROBLEMA Nro. 7

Una empresa manufacturera paralizé la produccion de ciertos productos por bajas utilidades.
Esto gener6 una capacidad ociosa de produccion. Se planted entonces la necesidad de asignar a esa
nueva capacidad disponible a la elaboracion de hasta 3 productos (1, 2, 3). La informacion elaborada
es la siguiente:

Tipo de maquina | Disponibilidad | demandade  horasde  por articulo
a utilizar [hs/semana] 1 magqg. 3
2
Fresadora 280 8 2 3
Torno 100 4 3 0
Rectificadora 60 2 1 1

Marqueting informa que el potencial de ventas para los 3 productos supera la méxima
produccion posible, o sea que la demanda del mercado es superior a la produccion factible, lo que
posibilita que todo lo producido pueda ser vendido. Los beneficios son $ 20, $ 6, $ 8 para los
productos 1, 2 y 3 respectivamente.

Fijar la produccion de cada producto para maximizar los beneficios.

Llamemos x;, X, ¥ X; a las cantidades producidas de los articulos 1, 2 y 3. La funcion objetivo a
maximizar es: [ (X;, X,,X;) = 20X, + 6X, +8X,| sujeta a las siguientes restricciones:
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J8xl +2X,+3%x,<280 — fresadora
4x, +3x, <100 — torno donde x; 20 j=1,2,3
2%, + X, + X; <60 —  rectificadora

Introduciendo las variables slack s, ,s,,S; no negativas, tenemos el sistema de ecuaciones A-Z = B:

Jsxl +2X, +3%, +8, = 280

4%, +3x, +5s, =100 con la nueva funcional |f (Z) = 20X, + 6X, +8x, + 0s, +0s, + 05|
2%, + X, + X3+, =60

Partimos de la solucion bésica factible Z =Z" = (x,, X,,X,,5,,S,,S,) = (0,0,0, 280,100, 60) .
1172 31¥11Y21 %3

Expresamos el sistema en funcion de los vectores columna:

(8\| () (3) (1) (o) [(0) (280)

e

X P1+ X, P+XP+s Pis+s,P+s, P, = B

La solucion basica verifica: OP, + 0P, + 0P, + 280P, +100P, + 60P, = B, es decir que
[280P, +100P, +60P, = B| )

Al subespacio generado por los vectores columna {Pl, PP, P, R, F, B}de la matriz ampliada, se le

asocia una primera base dada por {P4, P, PG}. Pero dicha base, esta asociada Unicamente con las
variables slack, y esto hace que la funcional correspondiente tenga valor nulo.

Queremos introducir P, en la base {P4,P5,P6}. Expresamos dicho vector columna como
combinacion de los vectores de la base inicial, resultando P, =8P, + 4P, + 2P,, de donde

8P, + 4P, + 2P, — P, = 0| ()
Hacemos una combinacion lineal de (1) y (I1) en base a un pardmetro 6 tal que (1) — 6 (I1) = B,
(280-80)P, +(100—-46)P, + (60— 20)P, + 6P, = B (1)

Para tener soluciones al sistema de variables no negativas, identificadas con los coeficientes de los
vectores en la combinacion lineal de B, tenemos que tomar el 6 minimo que haga nulo uno de los
coeficientes de P,, P50 Ps.
280-80=0=0=35 100-460=0=60=25; 60-20=0=6=30
6 = min{35,25,30} = 25
Reemplamos 6 = 25 en (1l1), resultando 80P, +10P, +25P, = B. Sale Ps de la base, siendo la misma
ahora {P,, P,, P,} . La nueva solucin factible es

Z=2"=(X,%,%35,5,,S;) = (25,0,0,80,0,10)

cuya funcional tiene un valor|f (2) = 20'25+6-O+8-O+O-80+O-0+O~60:500|.

La nueva solucién incrementa de 0 a 500 el valor de la funcional. Debemos seguir con el proceso
iterativo introduciendo en la base otros vectores para mejorar el funcional. Para ello, presentamos a
continuacion la resolucion del problema por medio de los cuadros del simplex.
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El cuadro del simplex del sistema original es el siguiente, donde se utilza la matriz ampliada
del sistema original:

X1 X, X3 S S, S b; solucion

8 2 3 1 0 0 280 s, =280

4 3 0 0 1 0 100 s,=100

2 1 1 0 0 1 60 S,= 60
[ 20 6 8 0 0 0 f

) T T

indicadores positivos (coeficientes de la funcional)
De los indicadores 20, 6 y 8, elegimos 20 por ser el de mayor valor y por tanto tener mayor incidencia
en el funcional. De la columna correpondiente al indicador elegido (vector columna P,) elegimos
aquel elemento positivo que satisfaga ser el

| b . ]280 100 60 ,
miny — =mim === m|n{35,25,30}:25
Y1) i2s

0 sea, elegimos a,; = 4. Se elige el minimo para evitar variables negativas. Transformamos en pivote
unitario al elemento elegido multiplicando la segunda fila por Y2 o sea 1/ a,; , llegando al siguiente
cuadro:

X4 Xo X3 S, S, S b; solucion
8 2 3 1 0 0 280 s,
F, (1/4) > 1 3/4 0 0 1/4 0 25 s,
2 1 1 0 0 1 60 S5
| C; 20 6 8 0 0 0 f
0 J

Reducimos los restantes elementos de la primer columna a 0 mediante transformaciones elementales a
partir del elemento pivote a,; = 1. Obtenemos asi el vector P, en forma canonica que reemplace en la

base de los vectores columna {P,, P, P, }a Ps.

X1 Xz X3 S S, S3 b; solucion
Fioee— 0 -4 3 1 -2 0 80 s, =80
1 3/4 0 0 1/4 0 25 X, = 25
Farin = 0 112 1 0 0 1 10 5= 10
| Fuoiog o 0 -9 8 0 -5 0 f- 500

T mayor indicador positivo
Nomenclatura: F;, ., = a la fila 3 se la cambia por —fila 3 + fila 2 previamente multiplicada por (-2)...
Observamos que en la solucion, entrd x; y salié s,. El proximo indicador corresponde al 8. Calculamos

| b . )80 10 .

mln{—'} = mln{—,—} = m|n{26.67, 10} =10
i i=1,2,3 3 1

Elegimos el elemento a;;. Como ya tiene un valor unitario, no es necesario modificar la fila 3.

Operando nuevamente:

X1 X, X3 S, S, S b; solucion
Fiac — 0 - 5/2 0 1 -2 -3 50 s;,=50
1 3/4 0 0 1/4 0 25 X, =25
0 -1/2 1 0 0 1 10 X;=10
| Fioy—> 0 -5 0 0 -5 -8 f - 580

el proceso se considera terminado porque no existe ningun indicador positivo
Funcional correspondiente a la solucién obtenida:
f =20x, + 6x, +8x; +0s, +0s, +0s, =20-25+6-0+8-10+0-50+0-0+0-0 =580 (Max)
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PROBLEMA Nro. 8

Resolver aplicando el método simplex el siguiente problema y verificar el resultado por el
método gréfico.
J 2X, — X, <6
Restricciones:y 2x, + x, < 20 Funcional a maximizar: f (X, X,,X;) = 3%, +4X,
X, +2X, <12

Convertimos las desigualdades en igualdades con la incorporacion de las variables positivas slack
2X, =X, +8, =6
2%, +X, +8, =20 quedando la funcional f, =3x, +4x, +0s; +0s, +0s;.
X, +2X, +8, =12

Construimos la tabla apropiada para la aplicacion del método simplex

X1 X2 S1 Sy S3 b; solucion Ck
-1 2 1 0 0 6 S1=6 0
2 1 0 1 0 20 5, =20 0
1 2 0 0 1 12 S3=12 0
3 4 0 0 0 f

T maximo indicador positivo

c.: coeficientes (o indices) de la solucion en la funcional; f =0s, +0s, +0s, =0
. ] b, . J6 20 12 :
0>0A 0=min{6,,0,,0,] = min)—— =nm1§;T;5::e=mmB2Q&=3
120,23

= elemento pivote a,,; entra x,, sale s,

X1 X2 S1 S S3 bi solucion Ck
F.(1/2) | -1/2 1 1/2 0 0 3 X2=3 4
Foin—> 512 0 -1/2 1 0 17 Sp=17 0
Fay— 2 0 -1 0 1 6 S3=6 0
[Fuwo [ 5 0 2 0 0 12
T méximo indicador positivo; f =4x, +0s, +0s, =4-3+0+0=12
. _|'b _{ 3 17 ﬂ .
0>0 A0=min{0,,0,,0, = mln{i—l}i - =mim— o o[ = 0= min{6.8,3} = 3
= elemento pivote az1; entra X; sale s3
X1 X2 S1 Sy S bi solucion Ck
Fi(1/2) > 0 1 1/4 0 1/4 9/2 X =9/2 4
Foin— 0 0 3/4 1 -5/4 19/2 | s,=19/2 0
Fain—> 1 0 -1/2 0 1/2 3 X1=3 3
Fiiy— 0 0 1/2 0 -5/2 f-27

T maximo indicador positivo;
f =3x,+4x,+0s,=3-3+4-(9/2)+0=27
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. ] b 972 1972 3 .
6>0/\6:m|n{61,62,93}:mln{g} =mm{1/4, 274 ,_1/2}:e=mm{18,38/3}=38/3

— elemento pivote a, 3; entra s; sale s;

X1 X2 S1 Sy S3 b; solucion Ck

F.(1/2) - 0 1 1/4 -1/3 2/3 4/3 Xo = 4/3 4

Foiny— 0 0 1 4/3 -5/3 38/3 |s,=238/3 0

Fai— 1 0 -1/2 2/3 -1/3 28/3 | x1=28/3 3
Faia—> 0 0 0 -2/3 -5/3 f-(100/3)

No existe ningun indicador = se concluye el proceso.
f =3x,+4%,+0s,=3-(28/3)+4-(4/3)+0-(38/3) =100/ 3 (Mé&ximo)

Sucesion de soluciones:
s, =6;5,=20;5,=12;x,=0;x,=0—> f =0

X,=3,5,=17;8,=6;%=0;8,=0— f =12
X,=9/12;s,=19/2;%x,=3;5,=0;3,=0—> f =27
X,=413;5,=38/3;x,=28/3,5,=0;3,=0—> f =100/ 3

El méximo de la funcional corresponde a |(X;,%,) = (28/3,4/3)|con f (x,,x,) = f (28/3,4/3)=100/3

2X2- X1= 6

4 6 g 1 Sy X1

PROBLEMA Nro. 9

[ x, +3x, <15000

2X; +X, 10000 aximizar la funcion beneficio
2%, +2x, <12000 "’ [F (X, %,) = 4%, +3X,|

X, + X, <10000

Dado el sistema de restricciones

Incorporamos las variables slack: s; >0, 1 =1, 2, 3, 4.
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[ X, +3x, +5, = 15000
2X, + X, +s, =10000
2%, +2X, +s; =12000
X, + X, +, =10000
Construimos la tabla apropiada para la aplicacion del método simplex

con f =4x; +3x, +0s, +0s, +0s; + Os, para maximizar

X1 X2 S; Sy S3 S4 bi solucion | cy
1 3 1 0 0 0 15000 | s;=15000 | O
F2(1/2)— 2 1 0 1 0 0 10000 | s,=10000 | O
2 2 0 0 1 0 12000 | s3=12000 | O
1 1 0 0 0 1 10000 | s,=10000 | O
[ 4 3 0 0 0 0 f
T méximo indicador positivo; valor de la funcional f = 0s, +0s, + 0s, +0s, = 0
. .| b . /15000 10000 12000 10000
0>0n 6:mln{el,62,63,e4}:mm{—} :mln{ , , , }
112,34 1 2 2 1
= 0= min{15000,5000,6000,10000} = 5000 = elemento pivote a,1; entra x; ,sale s,
X1 X2 S; Sy S3 S4 bi solucion | cy
Frow— 1 3 1 0 0 0 15000 | s;=15000 | O
1 1/2 0 1/2 0 0 5000 | s,=50000 | O
Faom— 2 2 0 0 1 0 12000 | s3=12000 | O
Fusiy— 1 1 0 0 0 1 10000 | s,=10000 | O
[Eowo | 4 3 0 0 0 0 f
Realizando las operaciones mencionadas, obtenemos:
X1 X2 Sy Sy S3 S4 bi solucion | c
Fuasn—| O 5/2 1 -1/2 0 0 10000 | s;=10000 | O
Foscin —> 1 1/2 0 1/2 0 0 5000 | x;=5000 | 4
0 1 0 -1 1 0 2000 s3=2000 | O
Fiscun = 0 1/2 0 -1/2 0 1 5000 s4=5000 | O
[Fowo| O 1 0 -2 0 0 f - 20000
Tméximo indicador positivo; funcional f = 0s, + 4x, + 0s, + 0s, = 20000
. D _ {10000 5000 2000 5000}
9>0/\6:m|n{91,92,63,64}:m|ng . =min 512 ' 1/2° 1 '1/2)°
= 6= min{4000,10000,2000,10000} = 2000 => elemento pivote a,,; entra x, ,sale s
X1 X2 S1 S S3 Sa bi solucion | cx
0 0 1 2 -5/2 0 5000 | s;=5000 | O
1 0 0 1 -1/2 0 4000 | x;=4000 | 4
0 1 0 -1 1 0 2000 Xo=2000 | 3
0 0 0 0 -1/2 1 4000 | s4=4000 | O
[ ¢ 0 0 0 -1 -1 0 f - 22000

No hay otro indicador positivo = concluye el proceso.
funcional (Méxima) f =0s, +4x, +3x, +0s, = 22000

Corresponde a: s, =5000; x, = 4000; x, = 2000; s, = 4000;s, =0;s, =0 — f =22000
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El maximo de la funcional corresponde a |(X;, X,) = (4000,2000)| con f (x,,x,) = 22000

La verificacion grafica queda por hacer.

PROBLEMA Nro.10

Problema de asignacion de recursos productivos

Un fabricante de juguetes tiene en fabricacion 4 tipos de juguetes que Illamaremos A, B, C y D.
La cantidad de horas demandada para la fabricacion esta dada de acuerdo al siguiente detalle, teniendo
en cuenta 3 especialidades globales (carpinteria, pintureria y armado), no puediendo superarse las
horas disponibles mensuales.

especialidad | juguete A | juguete B juguete C | juguete D disponibilidad horaria
carpinteria 0.20 0.25 0.35 0.15 4000
pintureria 0.10 0.10 0.20 0.12 2000
armado 0.15 0.18 0.30 0.25 2400

La unidad de los elementos del cuadro estdn dadas en horas/juguete con excepcion de los elementos de
la Gltima columna que estan especificados en horas.

La demanda del mercado, no supera las 10000 unidades del juguete A ni 15000 unidades para
el juguete D, tiene un minimo de 1600 unidades para el juguete B, y no conoce restricciones para la
comercializacion del juguete C.

Se pide maximizar la utilidad total, si el precio de los juguetes es de 8, 5, 7 y 15 unidades
monetarias para A, B, C, y D, respectivamente.

Planteo del problema
Llamando X3, X,, X3 ¥ X, @ la cantidad de juguetes A, B, C y D, tendremos las siguientes restricciones
0.20x, + 0.25x, + 0.35%, +0.15x, <4000

0.10x, +0.10x, + 0.20x, + 012x, < 2000

0.15x, +0.18x, +0.30x, +0.45x, < 2400

X, <10000

X, > 1600

X, <15000

X, 20,%,20,%;20,x,>0

La funcion objetivo que hay que maximizar es:  [f (X;,X,,X5,X,) = 8%, +5X, + 7X, +15X,]

Dificultades de la resolucién

Debido a la orientacién de la quinta desigualdad (=) no es posible con los elementos hasta aqui
vistos, resolver este problema.

Hagamos una sintesis de lo desarrollado para el método simplex.
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TABLA INICIAL DEL METODO SIMPLEX

Planteado el sistema que representa el problema de programacién lineal donde todas las
restricciones sean de menor o igual (<) y elegido para su resolucion el método simplex, la tabla
representativa inicial es:

[variables de las desigualdades lineales] [ variablesslack 7 [ tj/]

Xy X2 X3 X4 Xn S1 S Sm b; | solucion
[ aws | a2 | a1s | awa | ... ain 1 0 " 0 b1 S1 1
L] a1 | @2 | @23 | @za | ... azn 0 1 .. 0 b, S V.
|_ dm,1 dm,2 dm,3 dm4 ... dmn | e | eeeeenn ... 1 bm Sm J
| Ck C1 C C3 ) .. Cn 0 0 .. 0 f

L coeficientes de la funcién objetivo |
(indicadores)
con t.i.: términos independientes; i.r.: inecuaciones restrictivas; v.b.: variables basicas

A esta tabla inicial le corresponde una solucién basica factible dada por

s, =Db;;s, =b,;--;s,, =by;x, =0;x, =0;--+;x, =0
cuya funcional tiene valor nulo pues:

f=c,0+c,0+---+c,0+0b, +0b, +---+0b, =0

Para mejorar el valor de la funcional, debe buscarse una solucion mejor. Detallamos a
continuacion los pasos ha seguir.

1°) Elijase el vector columna j de la tabla con mayor indicador positivo (puede ser mas de una) y
considérese todas los componentes positivas a;; de esa columna j.

Definase como elemento pivote de esta columna a la componente a;; de tal modo que & = (b; / a;))
sea minimo para todos los i =1, 2, ..., m. Si existe mas de uno minimo, se elige uno cualquiera de
ellos.

2°)  Hagase el elemento pivote a;; igual a 1, multiplicando la fila i por (1/ a&;;).

3°)  Usando el elemento pivote a;; = 1, mediante transformaciones elementales de fila,
transférmese en valor nulo los elementos restantes de la columna j, incluyendo también el
correspondiente a la fila de los coeficientes de la funcion objetivo cy.

4°)  Entra en la solucion la variable x; y sale la variable s;. Quedan en la solucion las restantes
variables slack s; con t = i y las varibles x, siguen valiendo cero para r = j. Con ello el valor de la
funcional aumenta pues c;x; > 0.

Repitase este proceso mientras existan indicadores positivos en la fila c, llegando a la tabla
terminal cuando ya no hay ningun indicador positivo.
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PROBLEMA Nro. 11

Sea el siguiente ejemplo, donde ya estan incorporadas las variables slack:
fxl + X, +3X; +4X, +4x. +s, =40
2X, + X3 +2X, + X+, =20
X; +5X, + X, +2X; +5; =10
X, +4X, + X5 +3X, +2X; +5, =30
con funcion objetivo a maximizar dada por: f .. =X, + X, + X5 + X, +2X; +0s; +0s, + 0s, +0s,

2

X1 X2 X3 Xg X5 S1 So S3 Sy bi solucion
1 1 3 4 4 1 0 0 0 40 s;=20
0 2 1 2 1 0 1 0 0 20 s;=20
1 5 0 1 2 0 0 1 0 10 s3=10
1 4 1 3 2 0 0 0 1 30 s4=30
[ ¢ 1 1 1 1 2 0 0 0 0 f
T maximo indicador positivo

valor de la funcional f;, =1-0+1-0+1-0+1-0+2-0+0s, +0s, +0s,+0s, =0

1) Elegimos el mayor de los indicadores positivo, cs = 2. Este coeficiente es el de mayor incidencia en
la funcional.
2) Definimos el elemento pivote de esta columna Ps a partir de

. | b, 40 20 10 30] .
0>0A 0=min{6,,0,,0,,0, | = miny—- = miny—-,—, =, ( = min{10,205,15} =5
i=1,2,3,4

ai,5
El elemento que corresponde a este valor de & es ass = 2, tomado como elemento pivote. Asi entrara
en la solucién xs y saldré ss.
3) Multiplicamos la tercer fila por (1/2) para transformar en 1 al elemento pivote: F5(1/2).

X1 Xo X3 Xa X5 St Sy S3 S4 b; solucion
1 1 3 4 4 1 0 0 0 40 s1= 40
172 | 2 1 2 1 0 1 0 0 20 S, =20
Fa(1/2)>| 1/2 | 52 | 0 | 1/2 | 1 0 0 [ 12| 0 5 s3= 10
0 1 2 0 0 1 30 s4=30
[ ¢ 0 1 1 1l 2]Joflofof]o f

4) Con el elemento pivote azs = 1 reducimos a cero los restantes elementos de la quinta columna,
mediante transformaciones elementales de fila.

X1 Xo X3 X4 Xs Sy S» S3 S4 b; solucion

Fian— | -1 -9 3 2 0 1 0 -2 0 20 51=20

Faw— |-12]-12] 1 [32] 0] o] 1 [-12] 0 15 s,=15

1/2 | 5/2 0 1/2 1 0 0 1/2 0 5 Xs=5

Fumo|l O -1 12T o0o]oo]|1]1 20 4= 20
[Fwa | O] 4] 2 ool o]o]1]o0 f-10

T méximo indicador positivo
valor de la funcional f, =1-0+1-0+1-0+1-0+2-5+0-20+0-1+0-0+0-20=10

En la solucion entr6 la variable xs y salié s3, mejorando el funcional.
5) Elegimos el unico indicador positivo que permitiria mejorar el funcional, ¢3 = 2.
6) Definimos el elemento pivote de esta columna P a partir de

6> 0 0= min{,.6,.0,,0, | = mint - —min{ﬁgﬁ}—min{E 1520}—@
AN - 11VY21VY31Y ) — " i:1234_ 3!1!1 - 3! 1 _3
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= elemento pivote a,;=3, entrara Xs, saldra s;.
7) Multiplicamos la primer fila por (1/3) para transformar en 1 al elemento pivote: F;(1/3).

X1 Xo X3 X4 Xs S1 Sy S3 S4 bi solucién
Fi(1/3)»| -1/3 | -3 1 2/3 0 1/3 0 [-2/3| O 20/3 s;=20
12 1-12 ) 1 3/2 0 0 1 |-1/2| O 15 s;=15
1/2 | 5/2 0 1/2 1 0 0 1/2 0 5 Xs=5
0 -1 1 2 0 0 0 -1 1 20 s4=20
[ c o ]l-4f1]Jofo]lofo]-1]o0o0 f-10

8) Operamos con transformaciones elementales, reduciendo a 0 los restantes elementos de la tercer
columna.

X1 Xo X3 Xa Xs S1 S, S3 S4 b solucién
130 -3 1 |23 0 [w3] o [-23] 0 [ 203 | x3=20/3
Fouw— |16 52 ] 0 [56] 0 [-13] 1 |16 | 0 | 25/3 | s,=25/3
1252 o0 w2l 1] oo lwlo 5 Xs=5
Faw—o | 18] 2 [ 0 43 ] 0 [-u3] 0 [-13] 1 | 40/3 | s,=40/3
[Fowo |13 1] 0 [-23] 0 [-13] 0 [-13] 0 f- (50/3)

T maximo indicador positivo
fz =1-0+1-0+1-(20/3)+1-0+2-5+0-0+0-(25/3)+0-0+0-(40/3)=50/3
En la solucion entrd la variable x3 y salié s;, mejorando el funcional.
9) Elegimos el unico indicador positivo, ¢; = 1/3, que mejoraria ain mas el funcional. Definimos el
elemento pivote de esta columna Py a partir de
5 40/3

u_zﬁ} = min{10,40} =10

b
0>0A 0= min{61,92,93,94} = min{—'} = min{
i=1,2,3,4

a'i 1

= elemento pivote a;; = 1/2, entraré Xy, saldra xs

X1 Xo X3 X4 X5 Sy S, S3 S4 b; solucion
-1/3 | -3 1 2/3 0 1/3 0 [-2/3| O 20/3 x3=20/3
-1/6 | 5/2 0 5/6 0 [-1/3| 1 1/6 0 25/3 s, = 25/3
F:.(2)—> 1 5 0 1 2 0 0 1 0 10 Xs=5
1/3 2 0 4/3 0O (-1/3| 0 [-13| 1 40/3 s4=40/3
| Ck 1/3 | -1 0 |-2/3] 0 |-1/3] 0 |-1/3| O f - (50/3)
X1 Xo X3 X4 Xs Sy s> S3 S4 b; solucion
Fiswg— | 0 |43 1 1 213 | 1/3 0 [-1/3| O 10 x3=10
Foswg— | 0 [10/3] O 1 /3 [-1/3| 1 1/3 0 10 s;=10
1 5 0 1 2 0 0 1 0 10 Xx1=10
Fiswy—] O 1/3 0 1 |-23|-1/3| 0 |-23| 1 10 s4=10
| Fescvsy—>| O |-8/3] O -1 1-2/31-1/31 0 |-2/3] O f-20

No hay otro indicador positivo = concluye el proceso.
funcional (Maxima) f =1x, +1x,+0s, +0s, =1-10+1-10+0-10+0-10=20
Corresponde a: x, = X, =10;x, =x, =0;3, =5, =10;5, =0;5, =0 > f =20

Rta: EI maximo de la funcional corresponde a |(X;, X, X5, X,) = (10,0,10,0)] con f (x,,X,,Xs,X,) = 20.
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CONSIDERACIONES GENERALES

lero. Las inecuaciones planteadas hasta ahora representan restricciones que poseen un limite
maximo de disponibilidades (<). Pero nada impide que puedan presentarse inecuaciones con un limite
minimo de consumo (>).

Ejemplo de esto ultimo lo representaria la inecuacion a,x, +a,X, +a,X, >b conb>0, en un
problema de dieta donde la necesidad minima de cierta vitamina (b > 0) debe ser cubierta mediante la
ingestion de ciertas cantidades de alimentos (X1, X2, X3) que aportan, de la misma, determinadas
cantidades por unidad de peso (ai, a,, as).

2do. Recordar que en todo problema de programacion lineal se deben cumplir condiciones de no
negatividad de las variables reales.

3ro. La utilizacion del método gréafico, con el poligono convexo, es comodo y sencillo hasta dos
variables reales, pero resulta imposible para méas variables. Es por ello que se recurre al método
algebraico (Simplex).

4to.  La funcidn a optimizar representa una familia monoparamétrica de hiperplanos. Si la funcional
es f = Zci X, = Zci X; = C(cte), se busca que valor debe tomar el parametro C para que f sea
i=1 i=1

Optimo, es decir maximo 6 minimo segun el problema.

5to.  Si las restricciones del problema estan representadas por inecuaciones de menor o igual a las
disponibilidades, se incorporan las variables slack para transformar el sistema planteado de
inecuaciones en un sistema de ecuaciones lineales. Las variables slack que igualan las ecuaciones,
representan la capacidad ociosa o disponible de las disponibilidades méaximas.

6to.  Dentro del método algebraico, el simplex provee un sistema rapido y efectivo para la
resolucion de los problemas de programacion lineal.

7mo. Cuando se presentan restricciones de mayor o igual o limite minimo se incorpora un nuevo tipo
de variables artificiales. Podemos analizar esta necesidad a partir del siguiente ejemplo.

8%, +Xx, 210
10x, + 30x, > 40
Si incorporamos las variables slack no negativas, s; y S,, Se presentarian las siguientes ecuaciones

8%, +X,—s,=10
10x, +30x, —s, =40
La primera solucion béasica factible seria: (x,,X,,s;,S,) =(0,0,—10,—40) la cual no cumple la
condicion de no negatividad de las variables slack. Para obviar este inconveniente, se incorpora al

sistema, sumando, una variable A llamada artificial para cada condicion de >., quedando el sistema de
la siguiente forma

Sea el sistema: { con funcional a maximizar f (x,,x,) =10x, +15Xx,.

con f(Z)=10x, +15x, +0s, +O0s,.

{ 8X, + X, — S, +A, =10
10x, +30x, —s, + A, =40

8vo. Ya estan definidas en la funcional los coeficientes c; que tienen asignados las variables reales
(en el ejemplo ¢, =10, c; = 15) y los definidos para las variables slacks que son todos nulos.

Cuando las inecuaciones son del tipo menor e igual, para transformarlas en ecuaciones solo se
incorporan las variables slack junto a las variables reales, figurando en la funcional con un valor
positivo y costo cero no incidiendo en el valor de dicha funcional.

Las variables artificiales se emplean, con los reales y las slack, en las inecuaciones de mayor o igual
correspondiéndoles en la funcional un coeficiente de costo igual a M si se minimiza la funcional, e
igual a —M si se maximiza el funcional, donde M es considerado un valor positivo muy grande.

9no. Construccion del diagrama del simplex completo, agregado z;. Para simplificar, suponemos que
tenemos un sistema de inecuaciones de menor o igual, es decir que para transformarlas en
inecuaciones, solo se incorporan las variables slack.
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Expresamos primero la matriz ampliada del sistema de ecuaciones de, por ej., el problema n°® 9,
constituida por las submatrices: una de 4x2 de las variables reales, otra de 4x4 con los vectores
columnas unitarios de las variables slack, y otra de 4x1 vector columna B.

_var. reales__ variables slack
(P P, ) [ Ps Py Ps Ps )
X1 X2 S1 S, S3 S4 b; solucion X, | ck
1 3 1 0 0 0 15000 | s;=15000 | O
2 1 0 1 0 0 10000 | s,=10000 | O
2 2 0 0 1 0 12000 | s3=12000 | O
1 1 0 0 0 1 10000 | s4,=10000 | O
Cj 4 3 0 0 0 0 f
Zi 0 0 0 0 0 0 0
Z; - Cj -4 -3 0 0 0 0 -f

Como vemos esta adicionado un vector columna con las variables que intervienen en la solucion
factible y, a continuacion, una columna c, de los coeficientes de beneficio o de costo asociados a las
variables que pertenecen a la solucion xx. También aparece un vector fila c; de los coeficientes
asociado a las variables en la funcional.

Incorporamos ahora, el vetor fila z; correspondiente al producto escalar de cada una de las
columnas de la matriz ampliada por el vector columna cy. Por ejemplo:

(1)
|
| ) =0.140-240.240.1=0
o
Como ya sabemos, la primer solucion basica factible es:

(X;,X,,5,5,,55,5,) = (0,0,15000,10000,12000,10000) con f =4x, +4x, +0s, +0s, +0s,+0s, =0

Si queremos mejorar el valor de la funcional, introduciremos la variable x; (correpondiente al
indicador positivo maximo de los c;) cuyos coeficientes corresponden a la columna P;. Dicha columna
no figura en la base del subespacio de soluciones, formado hasta ahora por {P3,P4,P5,P6}. Si
deseamos introducir a Py en la base, serd necesario reducir las cantidades de los productos Ps, P4, Psy
Pe, en la proporcion indicada por los coeficientes de P;. Como la columna de P, estd fomada por los
coeficientes 1, 2, 2, 1, debera disminuir una unidad de P3, 2 de P4, 2 de Ps y 1 de Ps.

Queda por conocer la incidencia de introducir P; y de quitar unidades de P3, P4, Ps y Pg en la
funcional. EI beneficio de introducir una unidad de Py es 4 (valor dado por su coeficiente de beneficio
c1 = 4), y el beneficio de eliminar unidades de Ps, P4, Ps y Ps esta dado por z, =(c, )" -P,=0
quedando una ganancia neta en el cambio cj—zj=c1—-21=4-0=4.

Este valor (c; — z), se denomina costo de oportunidad y representa lo que se perderia si no se
introduce P; en la base 6, lo que es lo mismo, si no se introduce x; en la solucién. Por razones
practicas se opera con (z; — ¢;), (que en este caso vale -4), valor que en definitiva indica un balance
economico el cual analiza la mejora potencial al introducir x; en la solucion.

En resumen, z; es lo que se perderia al introducir x;, y ¢;j lo se ganaria al introducirlo.

Cuando se maximiza una funcional, puede mejorarse la solucidn siempre que exista un valor positivo
de c;j, 6 mas general, un valor negativo de (zj— c;). Si z;— ¢; = 0, indicaria que no se produce cambio en
la funcional al introducir dicho vector P;en la base. La introduccion de la nueva fila z; adquiere
importancia ante la presencia de las variables artificiales ; con un costo M.

z,=(c,)"-P,=(0 0 0 0
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PROBLEMA Nro. 12

Se formaliza un pedido, a un proveedor de un fabrica terminal, consistente en 3000 unidades de
un repuesto. La entrega debe hacerse de 1000 unidades el primer mes y 2000 el segundo. La capacidad
fisica del proveedor es de un maximo de 1100 unidades en horario normal, pudiéndose incrementar
esta capacidad en 450 habilitando horas extras. Cada hora extra ocasiona un costo adicional de 360
$/hora y el costo de almacenaje es 20 $/por unidad y por mes. No se dispone de stock, antes de
iniciarse la fabricacion y se piensa satisfacer sélo la demanda.

Se pregunta el minimo de horas extras a incrementar en el primer y segundo mes de tareas,
para atender el pedido, minimizando los costos de inversion.

Resolucion.

Llamamos x; y x, a la produccion de repuestos durante las horas extras del primer y segundo mes,
respectivamente.

La maxima capacidad de produccion por mes utilizando horas extras es de 450 unidades = x; < 450.
La capacidad méaxima del segundo mes es la misma = x, < 450.

Si en el segundo mes, habilitando todas las horas extras disponibles, puede producirse 1100 + 450
=1550, entonces del pedido total de 3000 unidades faltarian producir 3000 — 1550 = 1450 unidades.
De esto se concluye que, como minimo tienen que producirse durante las horas extras del primer mes

350 unidades = x; > 350.
Ademas, la produccion normal en los 2 meses sera, a lo maximo, de 2200 unidades. Esto implica que,
forzosamente, tienen que producirse en horas extras 800 unidades. = x; + X, > 800.
Si cada hora extra insume un costo de $ 360, la funcional de costo sera:
f (X, +X,) = (360+20)x, + 360x, (funcién a minimizar)
En el adicional de 20 para el primer mes, se contempla el almacenaje de 20 $/mes y por unidad.

En conclusién, llegamos al siguiente planteo:
(x, <450

X, <450
X, =350
X, + X, =800

sujetoa f (x, +X,) = (360+ 20)x, + 360x,

Transformando las desigualdades en igualdades, incorporando variables slack y artificiales, resulta:
fxl +5s, =450
X, +5, =450
X, —S;+A;, =350
X, +X, =S, +A, =800
Como el problema es minimizar, se considera un indice de M grande para las variables artificiales A; y
A2. La tabla inicial del simplex es la siguiente

T entra x; y sale A

X1 X2 S1 S2 S3 S4 AL A2 bj sol. | cx
1 0 1 0 0 0 0 0 450 S1 0
0 1 0 1 0 0 0 0 450 So 0
1 0 0 0 -1 0 1 0 350 M| M
1 1 0 0 0 -1 0 1 800 v | M
Ci 380 360 0 0 0 0 M M f
Z; 2M M 0 0 -M | -M M M 1150M
Zj- ¢; | 2M-380 | M-360 0 0 -M | -M 0 0
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La fila indicada con c; estd constituida por, como en problemas anteriores, los correspondientes
coeficientes en la funcional f, a las variables reales, las slack incluyendo ahora el de las artificiales.
La fila indicada con z; correponde al resultado del producto escalar de cada una de las columnas de la
matriz ampliada por el vactor columna cy.Por ejemplo:

(1)

o]

i 19
z,=(c)"-P,=(0 0 M M) L[=2M
N
Como en este problema la funcional se minimiza, el valor de M es muy grande y positivo. Debemos
considerar el mayor valor positivo de (zj - ¢j). Sabemos con esto cual es la variable que debe

introducirse en la solucion. Necesitamos saber cual sale, correspondiendose ésta con la posicién del
pivote de la columna elegida. Asi, elegimos
. ] Db . ) 450 350 800
0>0n O:mln{el,92,63,94}:m|n — = mn——,——,—— (=350
i1 i=1,2,3,4 1 1 1
— elemento pivote a;; = 1, entra x;,sale Az
Primera solucion basica factible: s, = 450,s, = 450, A, = 350,A, =800, restantes variables nulas
valor de la funcional f=1150M

X1 X2 S1 | S S3 S4 M Ao bi sol. | cx

Fn | 0] 0 |1 ]0] 1 0] 1 |0 100 5 | 0
0 1 0 1 0 0 0 0 450 s | 0
1 0 0 0 -1 0 1 0 350 X1 | 380

Fowo | 0] 1 J 0] 0| 1 |-1] 1 |1 450 o | M

Fsasn—>| O 360 0 0 380 0 | M-380 | M f - 133000

Zi 380 M 0 0 [M-380| -M | 380-M | M |[133000+450M
zi-¢i |380|M-360| O 0 |M-760| -M [760-2M | 0

T entra x, y sale A,

La nueva solucion que obtenemos es: s, =100,s, = 450, x, = 350,A, = 450, las restantes son nulas
valor de la funcional f = 133000 + 550M (menor que la anterior)
Al elegir el elemento pivote a través de

. ] b, .} 450 450
0>0n O:mln{el,92,63,64}:m|n — = mim—= =450
i=1,2,34

ai,2
tenemos dos valores iguales de &= 450 para a,, Y a,2; optamos por a,> = 1 para hacer salir la variable
artificial A..

X1 | X2 | S1| S2 | S3| Sa A1 Ao bi sol.| ¢k
ojoj1j0]1]o0 -1 0 100 s1| 0
Fouy— | 0] 0] 0|1 ]-1]1 1 -1 0 S| 0
1/0]0]J0|-1] 0 1 0 350 X1 | 380
0j]1j]0j0|1] 1 -1 1 450 X2 | 360
Fsaa0—>] 0 | 0] 0| 0 |20]360 | M-20 | M-360 | f-295000
Zi 380(360| O | 0 |-20|-360| 20 360 295000
zi-c; |380/360] 0 | O | O | O |-M+40|-M+720
Solucion: X, = 350, %, =450,s, =100, la restantes son nulas;
valor de la funcional: f =380x, +360x, +0-s, = 295000 (minimo)

Ya no puede repetirse el proceso.
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Respuesta al problema: deben producirse 350 unidades en horas extra el primer mes (x;) y 450
unidades en horas extra el segundo mes (x;) para minimizar la inversion en horas extras.

Observacion: resulta logico pensar que para determinar esta solucion, se podria haber Ilegado en forma
intuitiva, pero, usandolo como ejemplo es una prueba de la validez del método.

X,= 330 X,= 450

500
X

600

X, = 450
ot minimd”
-380%; + 360 X2 =|cte
zoof
Xp = 800
200 400 600 X1 &oo

PROBLEMA Nro. 13

El planteo de este ejercicio corresponde a un problema real publicado en la revista “Boletin de
Informaciones Petroleras”. Afio 1962, autor Ing. Isidro Lépez.

En la planta de una destileria se reciben tres tipos de crudos de petrdleo de distinta procedencia
para su destilacion y se desea obtener como productos nafta, kerosene, gasoil y fueloil. Cada crudo
tiene un rendimiento diferente para un mismo producto al producirse el destilado, dependiendo de su
procedencia. Estos valores fueron tabulados de acuerdo al siguiente detalle.

Destilado Crudo “A” Crudo “B” Crudo “C”
Nafta 0.4 0.3 0.1
Kerosene 0.3 0.1 0.2
Gas oil 0.2 0.2 0.4
Fuel oil 0.1 0.4 0.3
Beneficio [$/m”] 1200 700 900

La capacidad méxima de almacenamiento de la planta es 100000 m* de destilados. Ademas, de
acuerdo a la demanda, la produccién minima de nafta debe ser de 20000 m* pero, por la capacidad de
almacenaje, no puede superar los 30000 m®. El kerosene obtenido debe ser superior a los 10000 m® y
el gas oil y fuel oil, como minimo, debe satisfacer una demanda de 25000 m*® y 20000 m®,
respectivamente.

Se pide hallar la mezcla de crudos que maximice el beneficio.

Resolucion.
Sean xi, X, X3 variables reales correspondientes a las cantidades (en m®) de crudo de petréleo que
ingresan a la destileria del tipo “A”, “B” y “C”, respectivamente.

El sistema de inecuaciones restrictivas es el siguiente
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0.4x, +0.3x, +0.1x, > 20000
0.4x, +0.3x, +0.1x, < 30000
0.3x, +0.1x, +0.2x, > 10000
0.2x, +0.2x, + 0.4x, > 25000

0.1x, +0.4x, +0.3x, > 20000
X, + X, + X; <100000

X, 20;x, 20;%x; =20

demanda minima de nafta
méaximo almacenaje de nafta
demanda minima de kerosene
demanda minima de gas oil

demanda minima del fuel oil
maximo almacenaje en planta para crudo
soluciones no negativas

N A 2R

sujeto a la funcional:  f =1200x, + 700x, + 900x, a maximizar.

Esta funcional interpreta la cantidad de los crudos que se deberian destilarse para obtener el maximo
beneficio.

Convertimos el sistema de incecuaciones en un sistema de ecuaciones lineales, incorporando variables
slack s; y variables artificiales A;.

0.4x, +0.3x, +01x, —s, + A, = 20000
0.4x, +0.3x, + 01x, + s, = 30000
0.3x, + 01x, + 0.2x; — s, + A, = 10000
0.2x, +0.2x, + 04x, —s, + A, = 25000
0.1x, + 04x, +0.3x; — s, + A, = 20000
X, + X, + X5 + S5 = 100000

Confeccionamos la tabla inicial del simplex, tomando c; = -M para las variables artificiales A; ya que
en el problema se debe maximizar la funcional.

Xp | Xo | X3 | Ssa|S2|Ss|SalsSs|Se| M| Aol Az | Aa bk solucién Ck
04(03(01)|-1{0(0|0]J0|0] 1 0 0 0 | 20000 | »,=20000 -M
041030102 |0|0]|0]|O0] O 0 0 0 ] 30000 | s,=30000 0
03(01(02|)]0|0(-12(0]J0|0] O 1 0 0 | 10000 | 7,= 10000 -M
02(02(0410]0|0|-2]0(0] O 0 1 0 | 25000 | 7;= 25000 -M
01/04(03]0|0(0|0]-1]0] O 0 0 1 | 20000 | 3,=20000 -M
1 1 1 1]0{0(0|0]O0O]|1] O 0 0 0 | 100000 | sg= 100000 0
cj[1200| 700 |00 O |O|O|O|O|O|-M|-M|-M|-M f

Primera soluién basica factible:
A, = 20000; 1, =10000; A, = 25000; 2, = 20000;s, = 30000;s, = 10000 ; las restantes son nulas
Como la funcional que corresponde es ahora:

[f =1200x, + 700x, + 900X, + 0s, + 0, + 05, + 0s, + 05, + 05, —M-%, —M-%, —M- L, — M -]

el valor de la misma para la primera solucién es f = —75000M

Completaremos ahora la tabla con los zj y zj — c; para resolver las etapas del simplex.
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X1 X2 X3 St | S2 | S3 | Sa | S5 | Se A A2 A3 Ag bk solucion Ck
0.4 0.3 0.1 110 0 0 0 0 1 0 0 0 | 20000 | x;=20000 | -M
0.4 0.3 0.1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 | 30000 | s,=30000 | O
0.3 0.1 0.2 0 0O |-1]0 0 0 0 1 0 0 | 10000 | x,=10000 | -M
0.2 0.2 0.4 0 0 O|-1|0 0 0 0 1 0 | 25000 | x3=25000 | -M
0.1 0.4 0.3 0 0 0 0 |-11]0 0 0 0 1 | 20000 | x,=20000 | -M
1 1 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 | 100000 | ss=100000| O
G 1200 700 900 0 0 0 0 0 O |- M| -M|-M|-M f
Z; -M -M -M M O | M| M | M O |-M| -M | -M | -M | -75000M
zj—¢j |-M-1200 | -M-700 | -M-900 | M 0 M| M| M 0 0 0 0 0
1 entra x,, sale \,, pues siendo M un ndmero positivo muy grande, éste es el valor z;— ¢; mas negativo (prob. de Max.)
Sale A, pues analizamos la primer columna buscando el elemento pivote, & minimo positivo de los cocientes b; / aj; coni=1,2,3,4,5,6.
Resulta el elemento pivote az; = 0.3. Para efectuar las operaciones a partir de un pivote unitario, multiplicamos la tercer fila por (1/0.3)
X1 X2 X3 S1| S S S4|Ss5[Se6| M A2 A3 | A4 bk sol. | ck
Fiawam—>| O 1/6 -1/6 110 4/3 01001 -4/3 00 20000/3 M| -M
Fascangy—»| O 1/6 -1/6 0|1 4/3 0/0{0] 0 -4/3 0|0 50000/3 s | 0
1 1/3 2/3 00 -10/3 010|010 10/3 00 10000/3 X1 {1200
Faseno—| O 2/15 4/15 00 2/3 -1{0(0|0 -2/3 110 55000/3 A3 | -M
Fsaciio—»| O 11/30 7130 00 1/3 0|-1|{0| 0 -1/3 01 50000/3 Ay | -M
Fe3(.1) > 0 2/3 1/3 0|0 10/3 0/|0|1]0 -10/3 0|0 200000/3 ss | O
Frsci2000-] O 300 100 0|0 4000 0/0|0(-M| -4000-M |-M |-M f - 4x10’
Zj 1200 | 400-2/3M | 800-1/3M | M | 0 |-4000-7/3M |M|M| O |[-M|4000+7/3M | -M | -M | 4x10"-125000/3M
zj;—c; | 1200 | 100-2/3M | 700-1/3M | M | O |-8000-7/SM|M|M |0 | O |8000+7/3M| O | O

1 entra s, sale Ay

La segunda solucién factible es:A; = 20000/3; A3 = 55000/3; A4 = 50000/3; s, = 50000/3; s¢= 200000/3; x;=100000/3; las restantes son nulas.
Analizada la sexta columna indicada, se elige el elemento pivote a; § = 4/3, por corresponderle el minimo b; / aj ¢ no negativo.

Multiplicamos la primera fila por (3/4) para que el pivote valga 1. A continuacion efectuamos las operaciones del siguiente paso.
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X1 X2 X3 S1 So | S3 | Sa | S5 | Se M Ao | Aa | Aa bk sol. | ck
0 1/8 -1/8 -3/4 O|l1[0[0]0O 3/4 -110]0 5000 ss| O
Faicaz—»] O 0 0 1 110[]0]0]O0 -1 0010 10000 s | O
F3‘1(10/3) - 1 3/4 1/4 -5/2 0 0 0 0 0 5/2 0 0 0 50000 X1 1200
Faicaz—»| O 1/20 7120 1/2 o(0|-1j0]0O -1/2 O|1|0 15000 A3 | -M
Fsicuz—>| O 13/40 11/40 1/4 o(0|0f|-1]0 -1/4 00 |1 15000 A | -M
Fea103>] O 1/4 3/4 5/2 0/0|0]O0]1 -5/2 0010 50000 Ss | O
F7.1(4000>| O -200 600 3000 0|0]0|O0]| 0] -30-M [-M|-M]|-M f - 6x10
Z; 1200 | 900-3/8M | 300-5/8M | 3000-3/4M | O | O | M | M | O |3000+3/4AM | O [-M |-M | 6x10"-30000M
zj—cj |1200]1100-3/8M |-300-5/8M | -6000-3/4AM | O | O | M | M | O |6000+7/4M | M | O | O
T entra sy, sale s,
La tercera solucion factible es: A3 = 15000; A4 = 15000; s, = 10000; s3 = 5000; s = 50000; x; = 50000; las restantes son nulas.
Analizada la cuarta columna indicada, se elige el elemento pivote a, 4 = 1, por corresponderle el minimo b; / a; 4 no negativo.
X1 X2 X3 S1 S2 Sz | Sa | S5 | Se | M| A | A3 | Ay bk sol. | ck
Fi2@e-| O 1/8 -1/8 0 3/4 1/0]J]0]J]O0O|JO0O|-1[0]0O 12500 s3s| O
0 0 0 1 1 o(ofojo0of-1{0|0]O 10000 S
F32(5/2) - 1 3/4 1/4 0 5/2 0 0 0 0 0 0 0 0 75000 X1 | 1200
Fazc—»| O 1/20 7120 0 -1/2 o(-1(0(0|0]|0]|1]0O0 10000 A3 | -M
Fsocua—>| O 13/40 11/40 0 -1/4 o(0|-1|]0|0|0]O0]|1 12500 Ay | -M
Feowsy> | O 1/4 3/4 0 -5/2 oOo/l0|O0O|1]0]O0O]O]O 25000 s | O
F7,2(-3ooo)—> 0 -200 600 0 -3000 0 0 0 O |-M[-M|[-M|-M f - ox10’
Zi 1200 | 900-3/8M | 300-5/8M | O |3000+3/4AM| O [M [M | O | O | O |-M|-M | 9x10"-22500M
zj—c; |1200|1100-3/8M |-300-5/8M | O (6000+3/4AM| O | M | M| O | M| M| O0|O

T entra x, sale A3

La cuarta solucion factible es: A3 = 10000; A4 = 12500; s; = 10000; s3 = 12500; s = 25000; x; = 75000; las restantes son nulas.
Analizada la tercera columna indicada, se elige el elemento pivote a; 3 = 7/20. Multilicamos la fila 4 por (20/7) = pivote es 1.

Realizamos a continuacion las operaciones que corresponden.
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X1 X2 X3 |S1 S2 S3 S4 S5|S6 | A1 | A2 As A bx sol| c«
Fraws—> | O 1/7 0 |0 417 1 -5/14 0[0]0]-1 5/14 0 11250077 ss| O
0 0 0 |1 1 0 0[0|-1]|0 0 0 10000 si| O
Faacuay—> | 1 57 0 |0 20/7 0 5/7 0[0]|0]O -5/7 0 47500077 Xq | 1200
0 1/7 110 -10/7 0 -20/7 0[0| 0O 20/7 0 200000/7 X3 | 900
Fsa¢1140-| O 27 0 |0 1/7 0 11/14 -1/0[{ 0|0 -11/14 1 32500/7 A | -M
Feacaa—> | O 1/7 0 |0 -10/7 0 15/7 0[1]0]0 -15/7 0 2500077 ss | O
Frae600- | O -2000/7 0 | 0| -15000/7 |0 12000/7 0[0[|-M|-M| -12000/7-M |-M f- 75/7x10’
Zj 1200 | 6900/7-2/7M | 900 | O | 1500/7-1/7M | O | -12000/7-11/14M |[M | 0 | O | O | 12000/7+11/14M | -M | 75/7x107-32500/7M
zj—c; |1200]8900/2-2/7M | 900 | O | 1000/7-1/7M | O | -24000/7-11/14M (M| O | M | M | 24000/7+25/14M | 0

T entra sy, sale sg
La quinta solucidn factible es: A4 = 32500/7; s; = 10000; s3 = 112500/7; s = 25000/7; x; = 475000/7; ; x3= 200000/7, las restantes son nulas.
Analizada la séptima columna indicada, se elige el elemento pivote a7 = 15/7. Multilicamos la fila 6 por (7/15) = pivote es 1.

X1 X2 X3 | S1 S S3|S4Ss Se M| A | Az | M bk sol | ck
Fiesnay > | 0 1/6 0 [0 1/3 1100 1/6 0|-1]0(O0 5000073 s3| O
0 0 0 |1 1 0(0]|0 0 -110(0|0 10000 si| O
Fassm— | 1 2/3 010 10/3 0(0]0 -1/3 0/0]0]O 200000/3 Xy | 1200
Fascomy—~ | O 1/3 110 -10/3 0({0]0 4/3 010]0]O 100000/3 X3 | 900
Fse(1114>| O 7130 0|0 2/3 0({0]-1 -11/30 0001 10000/3 Ay | -M
0 1/15 010 -2/3 0({1]0 7/15 0|0}|-1|0 5000/3 sa| O
F7.6(- 0 -400 0|0 -1000 0({0]0 -800 -M|-M| - [-M f - 11x10’
12000/7) M
Zi 1200 | 1100-7/30M | 900 | O | 1000-2/3M | O [ O |[M| 800-11/30M | O | O | O [-M| 11x10"-10000/3M
zj—c; |1200| 1500-7/30M | 900 | O | 2000-2/3M | O | 0 M |1600+11/30M | M | M | M | 0O

T entra sy, sale Ay

La sexta solucion factible es: A, = 10000/3; s; = 10000; sz = 50000/3; s4 = 5000/3; x; = 200000/3; x3 = 100000/3, las restantes son nulas.
Analizada la quinta columna indicada, se elige el elemento pivote as s = 2/3. Multilicamos la fila 5 por (3/2) = pivote es 1.

Realizamos las operaciones que siguen.
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X1 X2 X3 S1 Sy S3 S4 Sg Se M Ao A3 A by sol Cik
Fiscumy—»| 0 [1/20] O 0 0 1 0 1/2 7/20 0 -1 0 -1/2 15000 S3 0
Fas¢1)- 0 - 0 1 0 0 0 3/2 | 11/20 | -1 0 0 -3/2 5000 S1 0
7/20
F3,5(-10/3) - 1 -1/2 0 0 0 0 0 5 3/2 0 0 0 -5 50000 X1 1200
Fsas@o3y> | O 3/2 1 0 0 0 0 -5 -1/2 0 0 0 5 50000 Xz | 900
0 |7/20f O 0 1 0 0 -3/2 | -11/20 | O 0 0 32 5000 ) 0
Fe.502/3)> 0 |3/10| O 0 0 0 1 -1 1/10 0 0 -1 1 5000 S4 0
F7s10005 | O -50 0 0 0 0 0 |[-1500 | -1350 | -M | -M | -M |1500-M | f - 105x10°
Z; 1200 | 750 900 0 0 0 0 1500 1350 0 0 0 -1500 105x10°
Zj— G 1200 | 800 900 0 0 0 0 3000 2700 M M M | M-3000

No hay ningun z; — ¢; menor que cero, teniendo en cuenta que M tiene un valor muy grande. No hay, entonces, indicador que provoque el cambio de
base, por lo tanto, finaliza el proceso iterativo. El funcional no puede mejorarse.

La séptima solucion factible, y ultima, es: s; = 5000; s, = 5000; s3 = 15000; s, = 5000; x; = 50000; x3 = 50000, las restantes variables son nulas.
Le corresponde un valor en la funcional |f = 1200x, + 700X, + 900X, + 0s, +0s, + 0s, +0s, +0s, +0s, —M -1, —M -1, —M -1, —M-%, =105x10°

Constatamos que la cantidad de productos destilados a producir verifique las inecuaciones:

Nafta 0.4x, +0.3x, + 01x, = 0.4-50000+ 0.3- 0+ 0.1-50000 = 25000 (verifica la primera y la segunda inecuacion).
Kerosene 0.3x; +0.1x, + 0.2x, = 0.3-50000+ 0.1- 0+ 0.2 - 50000 = 25000 > 10000

Gas oil 0.2x, +0.2x, +0.4x, = 0.2-50000 + 0.2 - 0+ 0.4 - 50000 = 30000 > 25000

Fuel oil 0.1x, + 0.4x, +0.3x, = 0.1-50000+ 0.4 - 0+ 0.3-50000 = 20000 > 20000

Ademas, por almacenaje X; + X, + X3 =1-50000+1-0+1-50000 = 100000 < 100000

Respuesta al problema: la mezcla de crudos que maximiza el beneficio estd compuesta por 50000 m® de los crudos tipo “A” y “C”, sin pedido de “B”,
y le corresponde un beneficio de 105000000 $.
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PROBLEMA DUAL DEL METODO SIMPLEX

Existe una relacion destacable entre los problemas de maximo y minimo de una programacion
lineal.
A cada problema de méxima funcional (por ejemplo, beneficios) se asocia un problema de minima
funcional (por ejemplo, costos). Este tipo problema vinculado a uno dado, adopta el nombre de dual. A la
inversa, cada problema minima tiene asociado su dual de maxima.
Esta asociacion es util porque amplia el espectro del problema al razonar dos objetivos aparentemente
contrapuestos.

Veamos el siguiente ejemplo. De una fabrica de helados se obtiene la siguiente informacion tabulada:

Sabor Consumo por galén Ganancia por galon
Leche (y;) | Azucar (y2) | Crema (ys)
Chocolate (x1) 0.40 0.50 0.10 1.00
Vainilla (x,) 0.50 0.35 0.15 0.90
Crema rusa (Xs) 0.40 0.40 0.20 0.95
Disponiblilidad 200 150 60

Sean x1, X2 y X3 los galones por tipo de helado (chocolate, vainilla y crema rusa, respectivamente)
producidos. La funcional a maximizar es f (x,,X,,X;) =100-x, + 0.90x, + 0.95x,, que representa el
beneficio obtenido por la cantidad producida de cada variedad de helado. Esté sujeta a las siguientes
restricciones, en funcion de las disponibilidades de los elementos basico de elaboracion (lecha, azucar y
crema):

(0.40x, + 050x, + 0.40x, < 200

0.50x, +0.35x, +0.15x, <150
0.40x, +0.40x, + 0.20x, <60
X, 20, X, 20; X, 20

La alternativa de planteo, sera minimizar el costo de produccion.
Sean vy, Y2y ys las cantidades de consumo de leche, azucar y crema, respectivamente, correpondientes a
cada variedad de helado. La funcional a minimizar es g(y,,Y,,Y,) = 200y, + 150y, + 60y, sujeta a las
siguientes restricciones:

(0.40y, + 050y, +0.40y, > 100
050y, +0.35y, +0.40y, > 0.90
0.40y, + 015y, +0.20y, > 0.95

y,20,y,>20,y,20

CONSIDERACIONES GENERALES DEL PROBLEMA DUAL
En general, los problemas duales presentan las siguientes caracteristicas.

n
(I) Maximizar f(X;, X, X,) =Cy X +C; - X, +---+C, X, = »_C;-X; sujetoa
j=1

a,, X, +a,X, +-+a, X, <h

1,n™Mn
8y, X +a,,X, +-+a, X, <h,
R S S N N .
A X + 8y, X+ X, by

m,n*n

X, =0;X, 20;--;x, 20
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(1)  Minimizar g(yl,yz,u-,ym):bl-y1+b2-y2+~-+bmym:ij.yj sujeto a
j=1

ap Yy, +a, Y, ++a,, ¥y, 2¢
QoY tay,Y, ++a,,Y, 2C,

s TP
a‘l,n yl + az,n yZ et an,n ym 2 Cn
y, 20y, >20;---;y, 20

lero. Si el problema de méximo planteado consiste en m desigualdades con n incognitas (1) =el
problema dual de minimo involucra n desigualdades con m incognitas (I1).

2do. La matriz de los coeficientes de las desigualdades en (I) es una matriz A = ((a;;)), de orden mxn,
en cambio en (I1) es la matriz A" = (1)), de orden nxm.

3ero. Los elementos del vector B = (by, by, ..., b) " del problema (1), son los indicadores de la funcional
del dual correspondiente (11).

4to.  Los elementos del vector C = (Cy, Ca, ..., €)' de (1), son los indicadores de la funcional de (1).

5to. Sea f la funcional de un problema de maximo de programacién lineal y sea g la funcional del
correspondiente problema dual de minimo, entonces f tiene un maximo si y sélo si g tiene un minimo.

E=(&, & ..., Em) €S solucidn Optima de fy o = (o1, 62, ..., on) €S solucion optima de g si y solo si son
soluciones Optimas de ambos problemas verificandose que f(§) = g(o). Esto significa que f evaluada en
(&1, &2, ..., Em) esigual a g evaluada en (o1, 02, ... , On).

Autor: Ing. Enrique Marcaccio
Colaboradores: Lic. Julia E. Contin
Ing. Patricio Meneguzzo

Haedo, Julio 1995
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