U.T.N. Facultad Regional Haedo

TEMAS DE ALGEBRA Y GEOMETRIA ANALITICA:

Autovalores y Autovectores

Dada una transformacion lineal /:R" - R"/f(X)=A4-X donde 4<R™ es la matriz

asociada a la transformacion en la base canonica de R", ces posible determinar una base de R"
distinta de la canonica tal que la matriz asociada a f'sea diagonal? De ser posible, simplificaria el
calculo en la aplicacion de la transformacion. ¢Qué condiciones deben verificarse para que dicho
cambio de base sea posible? La respuesta no es tan evidente, siendo necesario profundizar el tema.

Sea x tal que 4-X =2X siendo A un escalar. Todos los valores de A que verifiquen la
ecuacion (VX = 0), se llaman autovalores o valores propios de la matriz 4. Todo vector x
correspondiente al subespacio de soluciones del sistema A4-X =AX para cada autovalor, se llama

vector propio o autovector, exceptuando al vector nulo. Indistintamente se hace referencia a los
autovalores y los autovectores de la matriz 4 o de la correspondiente transformacion lineal f.

La ecuacion 4-X =AX es equivalente a (4—AI)-X =0. Si queremos hallar ¥ =0, es
decir buscamos que el sistema lineal y homogéneo al que conduce la ecuacion matricial anterior,
tenga soluciones distinta de la trivial, debemos pedir que

det(4—AI) =0 (ecuacion caracteristica de A).
Se define como polinomio caracteristico de 4 al polinomio de grado » y variable A dado por
P()\) =det(4—AI) tal que sus raices son los autovalores de A.

Si A; es un autovalor o valor propio de A, el subespacio de soluciones del sistema
(4-2,I)- X =0 asociado a A; dado por
S, ={FeR"/4-X =X}
esta constituido por la union del vector nulo y el conjunto de los autovectores asociados a A;. S;, se
Ilama subespacio asociado a A;.

Ejemplos
Ejemplo 1. Unarotacion € de un punto de R3 alrededor del ejez, f:P—>P":

¢ x'=xc0s0—ysend
y'=xsenf + ycosé

'
z =2z

La matriz de rotacion correspondiente es
cos® —send O

A=|sen® cosO O

0 0 1
1.a) Si practicamos una rotacion con 6 = 2, la matriz asociada a la transformacion es
100
A={0 1 0.
0 01
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Los autovalores se determinan a partir la ecuacion caracteristica con det(4 —A7) =0, (1-A)° =0.
Las raices correspondientes son A; =i, =iz =1, por lo tanto existe un sélo autovalor A=1. El
subespacio asociado se obtiene a partir del sistema (4-1-1)- X =0 = O-X =0, que se cumple
V¥ e R®. Esto es:
S, ={vi eR¥(4-D- X = 0}=R®; dim (5,)=3
(x;,x,,x3) = x,(1,0,0) + x,(0,1,0) + x,(0,0,1) Vx,,x,,x; €R.
Puede considerarse cualquier base de R3 como base de S,., en particular la canonica, resultando que
los autovalores linealmente independientes con el autovalor 1 son:
B, ={u, =(1,0,0);u, =(0,1,0);u, = (0,0,1)}.

Todo vector X =0 es autovector de 4 con autovalor 1, es decir que todos los puntos del espacio
resultan invariantes cuando se aplica esta rotacion, debido a que el transformado de X es 1-X.

-1 0 0
1.b)  Silarotacion fuera 6 = &, la matriz correspondientees4=| 0 -1 0].
0 0 1

A=A, =-1
det(4 - A1) =0=>(-1-1)*(1-1) = 0= {kl . ? posee dos autovalores diferentes
3 =

1b|) S| )\,l = 7\,2 = —1.

00 0!0) v €R
|
El sistema (4—-A,l)- X =0 es LO 0 0] OJ cuyo conjunto solucidn esta definido por < Vx, eR .
0 0 2!0
x;=0

S, ={f e R®*x, =0} = (x,x,,0) = x,(1,0,0) + x,(0,1,0) Vx,,x, € R ; dim(S; — _1)=2
Los autovectores linealmente independientes para A =—1 son
By =i, =(1,0,0);ii, =(010)}.

Esto es que cualquier punto del eje x ¢ del eje y, tiene por transformado al punto de coordenadas
opuestas. Logicamente cualquier punto del plano (xy) cumple con esta caracteristica.

1.b.11) SiAg=1.
(2 0 0!0) % =0
(A-A0)- X =0 = ( 0 -2 0] OJ cuyo conjunto solucion esta definido por{ x, =0 .
0 0 0!0 v
x;eR

S, ={xeR%x, =x, =0}= (0,0, x;) = x,(0,0,1) Vx, € R ; dim($; _ ;)=1.
El autovector linealmente independiente para A =1 es
B ={u, =(0,0,1)}.
Esto es que los Unicos puntos invariantes frente a esta rotacion son los ubicados en el eje z. Esto
indica que la coordenada z de ningun punto del espacio, variara frente a esta rotacion.

Queda como ejercicio las rotaciones en w/2 y en w/4. Como paso previo imaginar
geométricamente si hay invariantes frente a estas rotaciones y constatar la validez de lo predicho.

Ejemplo 2. Dado un vector no nulo ¥ € R? y sea la transformacion lineal f:R? — R? definida
por
J(X) = proy;x.
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L
Recordando que proy,X = X|-cos(v,x)v = v, siendo

- -

X=(x,x,) y v=(v,v,), podemos escribir la transformacion de
la siguiente forma:

Tlx,) = XV +x,0, (v, ):(xlv1+x2v2 XV + x50, J
11742 2 2 172 2 2 1 2 2 2
v +V; vy +V; vy +V;

0, escrita en forma mas conveniente,
2

2

v IRV RY v

_ 1 172 1v2 2
f(xl,xz)—[ X+ X, X, + zxzj.

2 2720 2 271 2
vy t+V, v, +v, v, +V, vy +V,

2
V; ViV,

2 2 2 2
Vi +V, Vi TV,

La matriz asociada en la base canonicaes 4 = )
V1V, V2

2 2 2 2
Vi +V, Vi TV,

B U A B X
vi4y? V24?2 v? V2 v,V
det(4d-Al)=0= |1 2 L2 =0 :}(ﬁ_kJ(ﬁ_x{j_(zl—ZZ] -0
vV, Vv, Y v+, v+, v, 4V,
v +vs v+ Vs

2
2.2 2 2
Vv,V V. \% v,V
21 222_}{2124_222}_'_7\‘2_[ 2122J =0
(Vl +V2) Vi +vE o v+ v+ v
Observamos que la ecuacion caracteristica se reduce a: —A +A* =0, cuyas raices son A, =0y
}\‘2 =l

21) Si A=A, =0, el subespacio asociado se obtiene a partir de (4-0-71)- X =0, esto es
A-X=0.

2
Vi ViV,

‘0 . .
. 2 . .
vl2 +v22 vf +v22 : vy vy 0 V2 0
> : :
Vive V2 iy vy, vi 0 0 0:0

vi+vi v v
S, ={x e R*/xy, +x,v, =0}; dim(S) - o)=1
El autovector linealmente independiente es:
BSA:O ={u, = (-v,,m)}-
Obs.: la relacion x,v, +x,v, =0=Xx-v=0=Xx L v, por lo tanto el resultado obtenido es

compatible con lo esperado geométricamente, puesto que este subespacio representa el conjunto de
vectores x perpendiculares a v, cuya proyeccion sobre v se reduce al vector nulo.

2.11) Si A=A, =1, el subespacio asociado se obtiene a partirde (4-1-1)- X =0.

2 : 2
Vi ViV, 5 -V ViV,
2+2_1 2 4y? 0 2 4yl 2+2§O —vZ vy, 10} (-v, v i0
Vi TV, Vi ™V, | VLTV, VTV, - 2 12 - 2 1
2 ; 4,2 2 :
vV, Y2 _qip vV, iy vww, —v i0 0 0:0
2 2 2 2 ; 2 2 2 2
Vi TV, Vi TV, : Vi TV, Vg TV,

S, ={xeR*/xv,—x,v, =0}; dim(S _ 1)=1
El autovector linealmente independiente es:
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B = {it, = (v, v,)}.
Obs.: la relacion x,v, —x,v, =0= X//v, por lo tanto el resultado obtenido es compatible con lo

esperado geométricamente, puesto que este subespacio representa el conjunto de vectores Xx
paralelos a v, cuya proyeccion sobre v da por resultado el propio vector x.

Propiedades de autovalores y autovectores
Dada una matriz A eR™",
1) si veR" es un autovector de A, entonces existe para dicho vector un Unico escalar A
(autovalor) asociado.
2) Si A es no singular o regular (es decir, det(4)=0) y A=0 es un autovalor, entonces (1/A) es un

autovalor de A—1 (inversa de 4).

3) Si A es una matriz singular entonces A =0 es un autovalor de dicha matriz.

4) Si A es triangular superior o inferior o diagonal, entonces sus autovalores coinciden con los
elementos de la diagonal principal de 4.

5) Si A, A,,A5,--+, A, son los autovalores de 4 = la traza y el determinante de 4 son

or(A) =3 2, adet(4) = [ ] .,
i=1 i=1

6) Si A es un autovalor de 4 entonces A2 es un autovalor de A2.
7) SiAy,A,,Ag,-++, A, son autovalores distintos (es decir A, #A Vi = j)y si {U,}es una base del

subespacio de autovectores S, ; {u,} lo es de S, ; {u;} lo es de S, ;---;{u,} loesde S, ,

entonces el conjunto {u,,u,,u,,---,u,}es linealmente independiente.
8) Si A; es autovalor de 4 entonces la dimension del subespacio S, es menor o igual al orden de
multiplicidad de la raiz A; de la ecuacion caracteristica.

Matrices semejantes

Se dice que dos matrices cuadradas 4 y B de igual orden, son semejantes si existe una matriz
P, de igual orden, inversible tal que
B=P1.4.P.
P se denomina matriz de pasaje o de cambio de base; con A~B se indica que 4 es semejante a B.

Propiedades
1) Lasemejanza es una relacion binaria de equivalencia.

Reflexiva: 4~4
Simétrica: A~B — B~A
Transitiva: Si A~B A B~C — A~C

2) Si A~B — det(4)=det(B)
Demostracion) Si 4~B — 3 P inversible / B = P"“4'P, resulta entonces que
det(B)=det (P"4'P) — det(B)=det (P")-det(4)-det(P) — det(B)=det(4)[det (P)-det(P)]—>
—det(B)=det(4)-det(P*.P) — det(B) = det(4)-det — [det(B) = det()|
1

3) SiA~B — VkeN A*~B*
Demostracion) Si 4~B — 3 P inversible/ B= P 4-P
B*=(P"-4-P)(P"-A4-P)(P"-4-P)---(P-A-P)=P - AP-P')-A(P"-P)-4---A4-P

B* =PA-1)" - P=P*. 4" .P — [B*~4"]
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4) Si A~B A det(4)#0 — det(B)= 0 A A™~B ",
Demostracion) Si A~B — por prop. 2 det(B) = det(A4) Yy, siendo det(4) =0 — .
Esto indica que existe la inversa de B.
Como B=P AP - B =(P APy =P LAt (P Y estoes BL=PLatP |4~ B

Diagonalizacion de matrices

Dada una matriz cuadrada 4 € R™", se dice que es diagonizable si existe P inversible del
mismo orden de 4 (es decir P € R™™ A3 P )/

% O - 0
A
Pt4P=D= N matriz diagonal (4~ D)

n
Los vectores columna de P corresponden a los autovectores de 4 y los elementos diagonales A1, A,,

A3, ..., Ay de la matriz diagonal D a sus autovalores correspondientes. P resulta la matriz del cambio
de base de los autovectores en la base canonica.

Propiedades
1) Si AeR™" con autovalores A4, A2, As, ...,An con multiplicidad 1 (esto es A;#A; Vi#j) entonces 4

es diagonizable; el rango de (4-2:J)=(n-1) y dim(S, )=1Vi=1, 2, ...,n.

Esta propiedad se puede expresar en forma equivalente de las siguientes formas:

a) si las raices de la ecuacion caracteristica de la matriz 4 e R™" son todas simples, entonces
A es diagonizable;

b) si la matriz 4 € R™" tiene n autovalores A; distintos — A4 es diagonizable.
2) Si AeR™" es diagonizable — 3 n autovectores que constituyen una base de R".
3) Si el orden de multiplicidad de un autovalor A; correspondiente a 4 € R™" es m();), entonces el
rango de (4-rd)=[n-m(A;)] Vi para ser diagonizable, esto es que dim(S, )=m(A;) Vi.

Ejemplos

1 0
Ejemplo 1. Sea A:(_ 1 1]. Si estudiamos su ecuacion caracteristica, det(4—AJ) = (1-1)?=0

0 0
— M1=X2=1, orden de multiplicidad m(A=1)=2; pero rango (A—l.l):rango{_1 j 1

0 =
— A4 no es diagonizable.

El subespacio asociado al autovalor es dim(S;-1)=2-1=1, no existe un conjunto de 2
autovectores independientes con los cuales hallar la matriz P de cambio de base.

Ejemplo 2.  Consideremos la matriz asociada

(o 20 (o o)
g gendi 38

det(4—AD)=1% (1-2)+(1-1)=0 — (1-1) A2+1)=0 > A1=1, Ay=i A Ag=—i.
Trabajando sobre el cuerpo de los reales, la matriz 4 no resulta diagonalizable pues presenta
autovalores complejos. Si se extiende al cuerpo de los complejos, entonces como:
para A;=1— autovector  u, =(0,0,1)
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A2=i — autovector  u, =(1,-,1)
A3=—i > autovector u, =(1,4,0)

0 1 1
la matriz 4 es diagonizable tomando P= (i, , i, ii,) = (U,U,U,)=| 0 —i i | Se verifica:
1 0 0
100
P'4P=D=|0 i 0
0 0 —i
Ejemplo 3. Si 4 fuera la matriz de rotacion alrededor del eje z:
(cos0 —send 0) P (0 -1 0)
A=|sen® <cosO 0O|jconb=——>4=|1 0 O},
Lo 0 1J 2 Lo 0 1J

que representa la matriz dada en el ejemplo anterior.
Al aplicar la matriz 4 al vector ¥, su imagen es rotada n/2; esto significa que A° representara una
rotacion de n con respecto al eje z.
Dado que P *4'P=D —» A=PDP"' —
A=PDPYPDPY=PD(P*-P)DP'=PD*P"
T
Esto significa que si P diagonaliza a 4, también diagonaliza a 4%, y los autovalores de 4% son 2> si

A; es un autovalor de 4.

Anélogamente para una rotacion 6=2r , la matriz de rotacion que se obtiene es la matriz
identidad.

% 0 0) (1* 0 0

PD*Pt=4* pero D'=| 0 2% 0 |=|0 * O
0 0 ) |0 0 (-i)f
(1 0 0)
D“:ko 1 0 J:] S A=pp*Pl=prpl=ppi=g
0 0 1

Matrices Hermiticas
Sea una matriz cuadrada 4 eC™", tal que 4" = 4, entonces 4 es hermitica.
Notacién: 4 matriz cuyos elementos son los conjugados de los correspondientes elementos de 4,
Si 4=((a,,)eC™, 4 =((a,, ))eCc™.

Propiedades
1) SiA4=((a;;))eC™", esto es que a;; €C, y ademas 4 es hermitica, entonces

ai’j = aj’l. 1# ]

i=12,..,n.
a;eR i=j

2) Sitodo a;; € A4 esreal (esdecir a;; € R) y la matriz es hermitica— la matriz A4 es simétrica.
3) Todos los autovalores de una matriz hermitica son reales.
4) Los autovectores asociados a autovalores distintos son ortogonales.

Ejemplos
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0 i -2 0 —i 2i 0 i -2
a) Sid=|-i 3 2i |—>A=| i 3 -2 —>(Z)/: —i 3 2i =A— A eshermitica.
2i -2i 0 ~2 2 O 2i -2 0
2 1-i I 2 1+ -1 2 1-i i
b) B=[1+i 1  2+42i|>B=1-i 1 2-42i|,(B)'d1+i 1  2++2i|=B
i 2-\2i -1 i 2442i -1 i 2-2i -1

resultando B hermitica.

Matrices antiherméticas
Si AeC™" diremos que es antihermiticasi 4 '=-4.

Propiedades
1) SiA=((a;;)) € C"*", si es antihermitica —>{

a;=-a;,, 1#]

) L i=12,...,n.
a, ;esimaginario puroi = j

Observacion: z=a+ bi es imaginario puro si Re(z)=a=0.

2) Si A es antihermitica — (i-A) es hermitica. Si 4 es hermitica — (i-4) es antihermitica.
3) Los autovalores de una matriz antihermitica son imaginarios puros (incluyendo cero).
4) Los autovectores asociados a autovalores distintos son ortogonales.

5) Si la matriz antihermitica tiene todos los a;; € R, resulta antisimetrica.

0 1-i 2 0 1+i -2i 0 1-i 2
Ejemplo: 4=|-1-i 3 2 |»> A= -1+i -3 2 |>—(4f 4-1-i 3 2 |=4.
2 -2 - 2 -2 2 -2 -i

Matrices unitarias

SiAeC™" y A'= A, la matriz 4 se llama unitaria; en forma equivalente, 4 A= 4 4 =1.

Propiedades
1) Toda matriz unitaria hace invariantes el producto interior y la norma euclidea.

vV X,VY e C™ se cumple:
) (AXAY)=(XY); b) [d-x]=|x]]
2) Los autovectores asociados a autovalores distintos son ortogonales.
3) Sid=((a;j))/aijeR Vi Vj=1,..,n A Aesunitaria, entonces 4 es ortogonal.

i 0 0
Ejemplo: 4=|0 /42 1142,
0 —il\2 il2

Matrices normales

. . —T —T
Sea4eC" ", diremos que esnormal si 4 -A=A-A4 .
Los autovectores asociados a autovalores distintos son ortogonales.
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1

Ejemplos: A:[' 3 B=|i
1

0

En resumen con respecto a las familias de matrices cuadradas, definidas en:

Campo real ‘ Campo complejo
dij € R dij € C
Simétrica (4=4") > Hermitica (U= 4') N
- . e - — T J— — J—
Antisimétrica (4=-4") > Antihermitica (4=—-4') > Normal (AT A :A.AT)
Ortogonal (47'=4") > Unitaria 4= 4") 2

Aplicaciones de la diagonalizacién de matrices

)] Célculo de la potencia natural n-esima de una matriz.

Sea A=((ai;)) de orden n sobre el cuerpo K (R ¢ C).
Si 4 es diagonizable — 3 P inversible tal que se verifica: P-4'P=D (1),

A, 0 -0

o 0 %, - O

donde D es una matriz diagonal de la forma D=| . S
0 0O --- A

de (1) A=PDP*
A=pD p*.pDP=PD*P*
1
A=A44=PD* PP DP'=PD*P*
\ﬂr_J

1

A =4 y=pptpt.p.D.Pr=p.D". P

1

A0 - 0
AT
A"=PD"P*=P. 9 z 9 P
0 o -.. jun”

Esta Gltima expresion indica una forma mas simple de operar que el calculo directo de la
potenciacién de la matriz.

10 Identificacidn de conicas y cuadricas

Sea, por ejemplo, la expresion algebraicaen R® / 2x* +xy + 6xz —)* =22 =2

Es posible expresarla en forma matricial X" 4°X = k de forma que la matriz 4 sea hermitica:
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2 3 3 X
XT'A'X:(x y z)3 -1 0||y|=2.
3 0 -1)\z

El hecho de elegir que 4 sea hermitica (en este caso particular en el campo real, simétrica) se debe a
que de esta forma estad garantizada su diagonalizacion y que los autovectores correspondientes son
ortogonales.

Se determina la ecuacion caracteristica de 4, los autovalores y autovectores.

2-12 3 3
A== 3 -1-2 0 |—det(4-)=0 — (1+1)*(2-1)+18(1+1)=0
3 0 -1-1
(1+1) (A*+A+20)=0 — (1+1) (L+4) (\.—-5)=0
Los resultados obtenidos son:
M =-1 — autovector u, =(0,1,-1)
A2 = -4 — autovector u, =(-1,1,1)
A3=5 — autovector i, =(2,1,1)

Como {i; i,;ii,} es una base ortogonal, para normalizar se utiliza la norma euclideana.

=2 Jiiof=3 [~

ot -(oh S A A3
V2" V2 )\ J3'W3'W3) V6 VB 'VE
0 -1+3 2/4/6
La matriz de pasaje o cambio es P=(U, U, U, )=| /N2 1/¥3 1/4/6 | donde U, indica un

12 V3 w46

vector columna cuyos elementos son las componentes del versor z, para k=1, 2,3.

(-1 0 o)
Dado que P = P" por se ortogonaI,D:PT'A'P:LO -4 OJ.
0 0 5
X x'
Como X A4 X=2 A|y|=P|y'|,esdecir, X=P- X', verificAndose que X'=X""-P".
z z'
-1 0 0Y)xX
Entonces: X'7".PTAPX'=2 = (X y Z)0 -4 0|y |=2 = —x?-4y?4572=2,
;\/_J
P 0 0 57
Esta ecuacion corresponde, con respecto a los nuevos ejes definidos por los versores ., iy i, ,
12 12 12
S S hiperboloide de dos hojas
2 12 2/5
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I11) Resolucién de sistemas de ecuaciones diferenciales de primer orden a coeficientes
constantes

dx(t) =—x(t)+2y(t) + 2z(¢)
Sea el sistema deT(tt) = 2x(t) +2y(1) + 22(¢) -
dz_(tt): —3x(t) —6y(r) - 6z(7)

Hallar las funciones derivables x=x(¢), y=y(f), z=z(t) que satisfacen todas las ecuaciones
diferenciales del sistema, determinando el conjunto solucion (x, y,z) = (x(), (2), z(?)).

Representando el sistema en forma matricial (1), donde
= (5 ,2) = (dx(r) R0} dz(oj |
dt dt dt

X -1 2 2 X

yi=l2 2 2||y]|.

z -3 -6 -6z
Si 4 es diagonalizable, entonces existe D (matriz diagonal) tal que D = P"“4'P siendo P la matriz de
transicion o de pasaje. Asi, se verificara que 4= P-D-P'. Reemplazando esta expresion en (1),

X=P-D-P'X>P'X=D-X (2

Proponemos la sustitucion ¥ = P™- X dedonde Y=P"- X .

Reemplazamos en (2) resultando finalmente que (3).

Determinamos la ecuacion caracteristica de 4, los autovalores y autovectores.
-1-1 2 2
A=A = 2 2—1 2 —det(A-1)=0
-3 -6 -6-1
B -52-6A=0 > A(A+3)(A+2)=0

Los resultados obtenidos son:

M =0 — autovector u, =(0,1,-1)

A2 =-3 — autovector u, =(1,0,-1)

A3 =-2 — autovector u, =(2,-1,0)

Concluimos que A es diagonalizable.

Utilizamos la expresion (3) y encontramos que:
N 0 0 0 N »n=0
Y, [=]0 =3 0 ||y, =97, =3y, (4)
Vs 0 0 -2)\y V3 =—2;

Este nuevo sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias a resolver tiene la ventaja sobre el
sistema original que esta constituido por ecuaciones desacopladas, es decir que cada una de las
nuevas funciones incdgnitas se resuelve en forma independiente de las demas.

Empleando algin método adecuado de resolucion de ecuaciones diferenciales (por ejemplo,
en este caso, variables separables) las soluciones son:
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() =C

y,(t)=C, e

y5(t) =G, e
donde Ci, C, y Cs3 son constantes arbitrarias.

X 0 1 2)(xn 0o 1 2 C
Como Y=P'. X=X=P-Y, |y|=|1 0 -1||y|=|1 0 -1||C,-e¥|, lasolucion
z) (-1 -1 0)\y) (-1 -1 0)(G-e™

es
x(t)=C, ey 2C, e
y(t) =C, -G, e '
z2(t)=-C,~C,-e™¥
x(t) 0 1 2
en forma equivalente, | y(t) |=C,| 1 |+C,| 0 ™ +C,| -1 ™.
z(t) -1 -1 0

Forma de Jordan

Se ha visto que si una matriz cuadrada A tiene n autovectores linealmente independientes,
entonces A es diagonalizable; es decir, existe una matriz diagonal semejante a A, donde los
elementos de la diagonal principal son los autovalores correspondientes. Sintetizando, si existe una
matriz de transicion P inversible tal que P""4'P=D entonces D es una matriz semejante a 4 y
ademas es diagonal, entonces A4 es diagonizable. Pero, no todas las matrices son diagonizables ya
que no poseen la cantidad suficiente de autovectores necesarios para construir la matriz P de
transicion o de pasaje. El problema se presenta cuando las raices de la ecuacion caracteristica
(autovalores) son de orden de multiplicidad m(1)>1. En ciertos casos, a pesar de los autovalores
multiples es posible obtener los autovectores necesarios, pero en otros casos no lo es. Cuando la
matriz asociada a la transformacién en una base no es diagonalizable, entonces se plantea obtener
una matriz aproximada J a una diagonal tal que sea igual a J=P “A4'P.

El método para ello se conoce como forma de Jordan.

1) En el caso limite de que 4 tenga n autovectores linealmente independientes, la forma de Jordan
coincide con la matriz diagonal D=P " 4P.

2) Cuando esto no ocurre, por cada autovector que se pierde, la matriz de Jordan incorpora un 1 en
la diagonal paralela a la principal por encima de ella, mientras que en la diagonal principal aparecen
los autovalores de 4.

La forma de Jordan es el caso méas general y su construccion es axiomatica, pero muy inestable, ya
que pequefias variaciones en A, pueden producir que se completen los autovectores y eliminar los
elementos incorporados en la diagonal superior a la principal.

Ejemplos
1 -1 2

1) Sea A4=|0 0 1], analizar la factibilidad de su diagonalizacion.
0 0 O
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1-2 -1 2
A-M=] 0 -2 1 |>det(4-Al)=2>(1-2)=0—>4 =1, =0ak =1
0 0 -4
Los autovalores son 0 y 1.

1 -1 2,0
|
SiA=0, el sistema (4—Al) X=0se convierteen 4 X=0= |0 0 10 |->x,=0x=x,.
|
0 0 01!0

Sy=0= {X = (x,, %, X%,) /%, = OAx, = x, =(x;,%,,0) = x,(L1,0),Vx, e R .
Adoptamos u;=(1,1,0) como autovector. Como el orden multiplicidad de la raiz m(A=0)=2 se pierde
un autovector.

(0 -1 2'0) (0 -1 2!0)
Sikzles(A—I)'X:O:to 11 :0J~Lo 0 1lOJ—)XgZO,X2=2X3=O,‘v’xleR.
00 -1:0/0 0 010

Si=1={X = (x,,%,,%,) I x, = x, = 0}=(x,,0,0)=x,(1,0,0),vx, € R.
Adoptamos como autovector u, =(1,0,0). En este caso, por ser raiz simple m(A=1)=1, le
corresponde un sélo autovector.
La matriz 4 no es diagonizable porque pierde un autovector para A=0. La forma de Jordan
correspondiente esta constituida por:
para el autovalor A3=1, una submatriz diagonal de 1x1
para los autovalores A3 =A,=0, una submatriz de 2x2 donde se incorpora a;3=1,

(1:0.0)
J=L0§O 1J
0:0 0
(1 -1 2)
Observacion: Si fueraA:LO 0 1J los autovalores serian A;=1, A,=0.316 y A3=-0.316 y seria
0 01 0
diagonalizable.
(1 2 -1)
2) A:LO 1 3
0 0 1
1-A 2 -1
A-M=| 0 1-1 3 |[>det(A-A)=0—->1-1)°’=0=>A, =4, =2,=1
0 0 1-X

Hay un Gnico autovalor, 1.

Si A=1, el sistema (4-A1) X=0O se transforma en (4—1) X= 0. La resolucién correspondiente:

0 2 -110

|
0 0 3 |0|>x=0Ax,=0,Vx, eR
00 010

S}u =1= {X = (-x]_!-xza-xg,)/xz = x3 = 0}=x1(1,0,0) Vxl S R

Un sélo autovector se puede extraer u,=(1,0,0)— pierde 2 autovectores — se incorporan 2
elementos a1 2=a»3=1, siendo la forma de Jordan asociada a 4:
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3) Si 4eR™ vy los autovalores son A1=2 A A;=A3=As=1 y suponemos que se pierden dos
autovectores, entonces la forma de Jordan sera:

Nota: Cada uno de los autovectores forman lo que se llama bloques de Jordan que corresponden a
submatrices de mxm, donde m es el orden de multiplicidad del autovalor A, de la forma:

i 1 - 0 0
0 4 - 0 0
Je=| b or e
0 0 - 4 1
0 0 -« 0 4

donde aparecen tantos 1 como autovectores se pierden.

Por ejemplo, si 4 € R™, L =h=2 A A3=As=As=1y se pierden 3 autovectores, resulta
2 1

Una de las preguntas que queda pendiente de responder esta relacionada con el hecho de que
si bien se obtiene como sustituta de la matriz diagonal la forma de Jordan / P*4'P=J, ;cuél seré la
matriz P inversible que permite el cambio de base? Analicemos el siguiente ejemplo.

(2 1 0 1)
|1 3 -1 3| _ 3
Sealamatrle-LO 1 2 1 |dondedet(4-Al)=A (A—2)"=0.
1 -1 -1 —J

Los autovalores y sus multiplicidades respectivas son: A;=0 con m(0)=1y A,=2 con m(2)=3.
Para A,=0, el sistema (4—AI)' X=0O se reduce a A" X=0. Su resolucion:

(2 10 1!/0) (2 1 0 110y (21 0 1!0) (2 1 0 1/0)
/1 3 -1 3}0/ |0 5 -2 5!0/ |05 -2 5,0/ |0 5 -2 50|
Lo 1 2 1:0J Lo 1 2 1:0J~Lo 0 12 o:oyLo 0 1 o:oJ
1 -1-1-10 0 -3 -2 -310)/ \00-160!00 00 0 00

corresponde x, =0, x; =0,x, =—x,,Vx, € R, dando
S, o = {X = (%, %, %5, %,)/ x, =0 A X, =0 A X, = —x, = (0,x,,0,—x,) = x,(0,1,0,-1),Vx, e R
ParaA1=0 — autovector u, =(0,1,0-1).
Para A,=2, el sistema a resolver es (4-21) X=0.
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(0 0130\(0@)0130\(0 0 1 .!0)

1 1
I@l 1 3o| I(l)l 1 3o| 11 21 30
1 0

| ~ |

0 0 10J Lo 1 0 10J~Lo 0 OOJ
1 -1 -1 -310) \0 2 0 610/ (00 0 -4/0

Resultando: —4x4=0 — x4=0, x2+x4=0 = x,=0, x1—x3=0 = x3=x1V x1eR.
Si=2 = S, {X =(x,%,,%,%,)/x, =x, =0 A x; = x;}=(x,,0,%,,0) = x,(1,0,1,0),Vx, € R

Paral,=2 — autovector u, =(1,0,1,0), se pierden dos autovectores.

La forma de Jordan que corresponde a 4 es

Para obtener la matriz P/ P*4'P=J (1), tenemos asociado ;=0 con &, = (0,1,0,-1) y A,=2 con
u, =(1,0,1,0).

Tomamos P =(U, U, U, U, ), respetando el orden de Jordan y donde se desconocen ii, y ii,.

De (1) A" P=P J, resultando que:

A-P=(AU, AU, AU, AU,)

A

) 1 0 O
0 /12 1
P'J:(Uz U3 U4 Ul)' 0o 0 2 0 :(lez U2+’12U3 U3+/12U4 j*1U1)
2
0 0 0 4
AUZZ/IZU2 I) (A—/lzl)UzzO

AU, =U,+3,U, ) (A-1DU,=U,
AU, =U,+1,U, W)(A-L1)U, =U,

AU, = U, IV)(4-211)U, =0
0 1 O 10
|
1 1 -1 3,0
Del), (4-20)U,=0, | _|—ii, =(1,0,1,0), como era de esperar.

0 1 0 110

1 -1 -1 -310

De ll), (4-21)U, =U,, laresolucion conduce a i,, el cual claramente no es un autovector de 4.
(001 0 11 (0 ® 0 1/1) (0L 0 111)
1 -1 3 o|~|(1j> 1 -1 30 10 4 1

0

3

2
L01011JL00000J~L0000
1 -1 -1-310) lo 2 0 610 W00 0 @

1
—Ax,=2 > X4:—E;xZ+X4:1 - XZ:l—X4:E;xl—X3+ZX4:—1 — VxieR.

e . 3 1 .
De las infinitas soluciones, S={[xl,5,x1,—§j,v)cl eR}, elegimos una de ellas para obtener el

vector buscado. Tomamos x;=0 — ﬁ3:(0,g,0,—1j.

2
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(01 0 1 0 )
_ |
Delll) (4-21)U,=U, — |% % 01 :13 : 362 | — la resolucién conduce a u, . Este vector
|
Ll -1 -1 -3 —1/2J
tampoco es una autovector de A4.
De las infinitas soluciones, S = {(xl,—%,xl—%,%}wl € R}, elegimos una de ellas.

Tomamos x1=0 — u, :(0,—1,—i ,—EJ :

De IV) 4-U, =0, obtenemos u, =(0,1,0,-1).

Resulta asi, la matriz
1 0 0 0

0 32 -12 1
1 0 -12 0
0 -2 12 -1

P:(Uz U,U, U1)=

El subespacio de los vectores columna de P, R(P), tiene como base a {ﬁz,ﬁs,ﬁ4,ﬁl}, ya que
se puede proba probar su independencia lineal. Esta base de vectores, donde a u, y a u, se los
asocia con Ay=2, se llama base de Jordan.

La solucion no es unica, y tampoco existe un orden preestablecido para la ubicacion de los bloques
de Jordan. Asi, en este ejemplo, es valido decir que

0000 0 1 0 0

0:2 1 0 1 0 3/2 -1/2
J=| y P=

0021 01 0 -1/2

0i0 0 2 -1 0 -1/2 1/2

El precedente trabajo fue elaborado en Mayo de 1996, con el objetivo de complementar el
estudio de la tematica correspondiente, por Ing. Enriqgue Marcaccio con la colaboracion de Prof.
Maria T. Arnuzzo y Lic. Julia E. Contin.

U.T.N. F.R.H. - Temas de Algebra y Geometria Analitica - Autovalores y Autovectores - Pagina 15



