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Ejercicio 17

Aplicacion del conceptos desarrollados sobre espacios y subespacios vectoriales, en particular
los de dimension y ortogonalidad, al estudio de los cuatro subespacios fundamentales de una matriz
real.

En una matriz AOR  es posible identificar cuatro subespacios fundamentales que se
definen a partir de sus elementos; ellos son:

- Espacionulode 4: Nul(A)
El espacio nulo de A, estd formado por el conjunto de todos los vectores solucion de la
ecuacion matricial: 4.Xx = 0. (vui(4) O R™)

- Espacio de las filas de A4: Fil(A)
El espacio fila de 4, es el espacio generado por los vectores fila de 4, por lo tanto se
obtiene resolviendo el sistema matricial: 47 .¥ = x . (Fit(4) 0 Rr™)

- Espacio de las columnas de 4: Col (A)
El espacio columna de A, es el espacio generado por las columnas de A, por lo tanto se
obtiene resolviendo el sistema matricial: 4.x =¥ . (cot(4) O R")

- Espacio nulo izquierdo de 4: Null(A)
El espacio nulo izquierda de A4, es el espacio de todos los vectores solucion de la ecuacion
matricial: 47.¥ = 0. (Nut(4) O R")

17.1)
Entre las dimensiones de los subespacios fundamentales de una matriz existe una relacion
importante, que esta dada por el siguiente teorema:

a) El espacio de las filas y el espacio de las columnas de una matriz, tienen la misma
dimension.
b) El espacio nulo de una matriz de orden: nxm , tiene dimensiéon: m—r, siendo r la

dimension del espacio de las filas de dicha matriz.
c) El espacio nulo izquierdo de una matriz de orden n xm , tiene dimension: n—r, siendo r la

dimension del espacio de las filas de dicha matriz.

17.2)
Otras caracteristicas importantes de estos espacios fundamentales, son las condiciones de
ortogonalidad, que se verifican entre ellos. Las mismas estan enunciadas por el siguiente teorema:

a) El espacio nulo de AOR™" , €s el complemento ortogonal de su espacio fila en: R".
b) El espacio nulo izquierdo de AOR™" , es el complemento ortogonal de su espacio columna

de: R'.
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17.1) Hallar los cuatro espacios fundamentales de la matriz 4 = T 0 7 1 dando
1 7 -13 5 -3
una base para cada uno de ellos y sus respectivas dimensiones.
Resolucion:
Nulld): 4.x=0 0 40" o0 xoR™ 0§, OF
Nul(A)
-2 -5 8 0 -17 0 -2 -5 8 0 -17 0 -2 -5 8 0 -17 0
1 3 =51 5 0| _ 1 3 =51 5 0 _F-2F |1 3 =51 5 0| _
3 11 -19 7 1 O -4 -10 16 0 -34 0 F,-2F o o0 o0 0 0 O
7 -13 5 -3 0 -4 -8 12 0 -28 0 0 2 -40 6 O
-2 -5 8 0 -17 0 -2 0 -2 0 -2 0 1 0 1 0 I O
e L e A PSR N b B S R B
2°* 70 0 0 0 0 0 00 0 0 0 0 2°"100 0 0 0 0
0 1 -2 0 3 0 0 1 -2 0 0 01 -20 3 0
10 1 0 1 0 — -
X + x5 +x5=0 X X3~ X;5
. x,; —5x; =0 x, =5x
00 0 0 0 0 4 75 4 5

SNul(A) = {(xl X0 5X3 5 Xy ;xs)DRS /(xl 3X) X3 5Ky ;x5) =/ (_1;2;1;0;0) + ,U(_l;‘3;0;5;1) O 0AOR O D,UDR}
dim|[Nul(4) = 2

Filld): 4" .y=x 04 or™ oror™ oxor™ O SW(A)DR5
-2 1 3 1 X -2 0 -4 -4 X)Xy
-5 3 11 T X =5 0 -10 -8 x,-3x4
8 =5 -19 13 x| = | 8 0 16 12 x3+5x,| =
0 1 7 5 xy o 1 7 5 Xy
-17 5 1 =3 x; -17 0 =34 -28 x5-5x4
-2 0 -4 -4 x| =Xy 0 00 4 —5x1+2x2—x4
I 0 2 4 —3x1 +x, 1 0 2 4 —3x1 +x,
= F,-3F 8 0 16 12 x3+5x, = |0 0 0 -20 24x;—8x, tx3+5x,
o 1 7 5 Xy 01 7 5 Xy
-17 0 -34 -28 x5-5x4 0 0 0 40 =5lx+17xy=5xy+x5
0 0 0 4 —5x1+2x2—x4
o asr 1 0 2 4 —3x; +x, 4 23n 4y ~0o
= 37N 10 0 0 0 —x;+2x, +xg - =273 R
Fs —10F, 01 7 5 . —X —3x2 +5x4 txg = 0
4
0 0 0O —x1—3x2+5x4+x5



X3 = xl _2X2
X5 =X +3x2 —5x4

S Fila) = (g 3 g 205 )ORS /(1 g 13 10g 2s) = 0 (10:1:0:) + B (0:1-2:0:3) + y (00:0:1:-5) 0 D@ DR 0 OFOR O OyIR}
dim[Fil(4)) =3 O dim[Nui(4)] + dim[Fil(4)] = 2+3 =5 = dim(st = m

Byl 4) = = (1200), uy = (-1-30:51)

Nul(A

—

B a) ={y = (:0:101) uy = (01-2:033) g = (0:0:0:1:-5)

Teoremas:
4x5 ) . )
17.1)a) AOR  Odim|Fil(4)]=3=r O dim[Nul(4)]=5-3=2=m-r
<uius>=0 O <uiu,>=0 0 <uu.>=0
17.3)a) 72 A B
<u,iu; >=0 O <u,iuy,>=0 O <u,ius >=0
A.X =Y O AOR*™ 0O YOR*™ OXOR™ DO S 0 R*
Col(4): Col(4)
Col(4) = Fitla”) O cotlu”) = Fir(a)
-2 -5 8 0 -17 ¥y
3 -5 1 5 ¥,
a, +a, + a, ta,. +as. =
3 11 -19 7 1 V3
7 -13 5 -3 V4
-2 -5 8 0 -17 y -2 -5 8 0 -17 ¥y
1 3 -5 1 5 p»| |1 3 =51 5 v, ~
3011 =19 7 1y, -4 =10 16 0 =34 y;-Ty,
7 -13 5 -3 y, -4 -8 12 0 -28 y,-5y,
-2 -5 8 0 -17 ¥y
F, —2F, 1 3 =51 5 v,
- y3=Ty;=2y;, =0 0O Oy, UR
0 2 _4 0 6 y4_5y2_2y1

ys =2y +7y, 0O Oy, 0R
SCOI(A) :{ 1;y2;y3¥y4)DR4 / (yl;yz;y3;y4) =a.(1;0;2;0)+,8.(0;1;7;0)+5.(0;0;0;1) O0aOR OOBOR O [IcS[IR}

Beoi(4) ™ by = (:0:2:0), v, = (07:0),v5 = (0:0:051)

dim[Col(4)] =3 <4 =n



Null(A): 4".v=0 0O A"0OR™ 0O YOR™ O o0OR™ 0O Nulf(4)OR*

-2 1 3 1 0 -2 0 -4 -4 0 -2 0 -4 -4 0
-5 3 11 7 0 -5 0 -10 -8 0 0 2 4 0
F; - 3F

8 -5 -19 -13 0[=|8 0 16 12 0f = 0 0 -4 0=
o 1 7 5 0 0 1 7 5 0 17 5 0

-17 5 1 =30 -17 0 -34 -28 0 -17 0 -34 -28 0

000 0 (00010 00010

102 0 102 40 10200 vy =

= |00 0 -4 0[=[00010[=|00000| ~ {y+2y;=0 — p =-2y,
017 5 0/ [01750 01700 Y, +7y; =0 oy, = =Ty,
000 4 0/ (00010 00000

SNulI(A):{ iy PR gy ) =a (2= 7:1:0) DD“DR}
BNul[(A) :{q = (—2;—7;1;0)} dim[NulI (4)] = 1

Teoremas:
17.1) a) dim|Fil(4) = 3 = dim|[Col(4)
¢) dim[Null(4)] = 1= 4 - 3 = dim(R* ) - dim[Fit(4)] = n - r

173) b) <vjiv>=0 O <v1v,>=0 O <vyiv,>=0
17.2) Hallar los espacios fundamentales y verificar lo sefialado por el teorema anterior (recordar el

C .. . 1 23 ;- ., o
resumen del inicio 17.1) para la matriz B = [1 5 3) . {Qué interpretacion geométrica se puede

hacer de los resultados obtenidos?
Resolucion:

Nul(B): B.X=0 0O BOR™ 0O XOR™ 0O §  OR
Nul(B)

1230 1230 i a Vs
= - X =0 - x=-2y -
1230 0000 yorok Yook

S o = v32) DR / (viy52) = a.(-2:1;0) + B.(-3;0;1) O DaOR 0 0OB0OR}
dim|[Nul(B) = 2

D —

BNul(B) = {W = (—2;1;0) Uy = (—3;0;1)}

Interpretacion geométrica de Nul (B): plano “7” que pasa por el origen de coordenadas.

Fil(B): B".y =X 0 B"OR™ ODYOR™ OXOR™ 0O § OR
Fil(B)

1 x 1 1 x
! ! X, —2x, =0 - x, =2x
x; —3x; = - x3 =3x
X5 0 0 x;-3x



SFll(B) = {(xl 5X) ;X3)|:|R3 /(xl 5X) ;X3) = 0’(1;2;3) 0 DD'DR}

[———>

B i) ={uy = (23)

dim{Fil(B) =1 0 dim[Nul(B)] + dim([Fit(B)] = 2+1 = 3 = dim(R?) = m

(13 2

Interpretacion geométrica de Fil(B): recta “r” que pasa por el origen de coordenadas, r O R* y es
perpendicular (ortogonal) al plano “n”.

Teoremas:
17.1)a) BOR?X3 Odim[Fil(B)=1=r O dim[Nul(B]]=3-1=2=m~-r
17.3)a) <usu,>=0 O  <uysu,>=0

B.X =Y 0O BOR?*® 0O YOR*™ OXOR™ 0O S O R?
Col(B): col(B)

col(B) = Fu(B™) O collBT) = Fit(B)

of))eor 3] o 3)-(2)

123 y)_(1 23 Yi =0 _
123y, 000y2—y1_)y2y1 - V2 =N

SCol(B) - {(yl;yz)DRz / (y13y2)=/‘ (s1)ooa DR}
BeoB) = by = ()
dim[Col(B)|=1<2=n

(13 2

Interpretacion geométrica de Col (B): recta “s”, s O R? y que pasa por el origen de coordenadas.

Null(B): B".vy=0 0O BTOR™ 0O YOR™ 0O 00OR™ O Null(B)OR?

i

S Nuirs :{(yﬁyz)mz ! (yl;y2)=/1-(1;—1) O DADR}

11
2 2
33

S O O
(=
(=
S O O

j - x+ty=0 - x=-y

Bruilg) = {g = (1;—1)} dim[Null (B)] = 1

1Rt

Interpretacion geométrica de Null (B): recta “¢+”, ¢+ O R*, que pasa por el origen de coordenadas y

13 2

perpendicular (ortogonal) a la recta “s ™.

9
t



Teoremas:

17.1) a) dim[Fil(B)] =1 = dim[Col(B)
c) dim[Nutl(B) =1=2 - 1= dim(R?) - dim[Fil(B)] = n - r

17.3) b) <y 3v,>=0

0 333 1
17.3) Hacer lo mismo para las matrices C =0 0 0 0|y D =|4].
01 01 5
Resolucion:
Para C:

NulC): c¢.x=0 0O cOR™ 0 XxOR™ 0 ¢ OR*
Nul(C)

03330y (00300, (00100 .

x:
ooooo:ooooo:oooooq{t 0 Ox,OR
01010 (o1010 lo1071°0 Y2 =T

SNMI(C):{(xl;xz;x3;x4)DR4 /(53505 5%,) = @.(1305050) + B.(05-1;030) O OaOR O 0BOR]

dim [Nul(C)| = 2
B i) =l = (1305050), = (05-15150)

FillC): ¢".y=x 0 c"OR™ 0YOR™ OXOR™ 0O § . 0R*
Fil(c)

00 0 x, 000 x 000 x 000 x

301 x| (301 x ~3011xz ~001le-x3 x; =0

300 x4 300 X3 1 0 0 —ux; 1 00 —x; X, —x, =0
3 3

301 x4 000 x4-x, 00 0 x4—-x, 00 0 x4-x,

SFil(C) = {(xl 3% ;x3;x4)IZIR4/(x1 3% ;x3;x4) = a(O;l;O;l) + ,B.(O;O;I;O) O0aeOR O IZI,BDR}

B rilc) = {Z = (0s15051), m, = (0;0;1;0)}

dim[Fi(c)] =2 0 dim[Nut(C)] + dim[Fit(C)] = 242 = 4 = dim(R*) = m

Teoremas:
17.1ya) COR3*4 Odim[Fil(C)=2=r O dim[Nul(C)|=4-2=2=m~r
17.3)a) <u;su;>=0 0 <wusu,>=0 O  <upsu;>=0 O <uysu;>=0

C.X=Y 0O COR™ DYOR™ OXOR™ 0O € O R’
Col(C): col(c)
col(c) = Fitlc™) 0 collc™) = Filc)



0 3 3 3 »
a,.|0|+a,.|0|+a;.|0|+a,.|0|=|y,
0 1 0 1 y;
1
3.3 3 y, 00 3 0 y -3y, 00103y1—y3
000 y,/[=[0000 'y, [=|0000O0 ¥, -~ ;=0
1 01 0101 0101

SCOI(C)={(y1;y2;y3)DR3 / (yl;yz;y3)=a.(l;o;o) + ,6’.(0;0;1) O OaOR D/?[IR}

S O O

BCol(CJ = {W = (1;030) s v_é = (0;031)}

dim[Col(C)| = 2

Null[C): ¢".¥y=0 0O c’OR* 0O YOR™ 0O 0OR*™ 0O Null(B)OR®

0000y (0000 (0000 (0000
3010/ (3010 (3010 |00710 =0

- - ~ Lo 0 Oy,0OR
3000 [3000] [1 000 |[1000 » =0
3010 loooo oooo loooo

Ay irsva 083 1 (s, ) =20 }
SNulIC—{(yl,yz,y3)DR 1 \pyyivy)=A.(0:0) DOADR

Bruitc) ={v? = (0;1;0)} dim|Nutf (C)] = 1

Teoremas:
17.1) a) dim[Fil(C)| = 2 = dim|[Col(C)]
¢) dim[Nut(C)] =1 =3 - 2 = dim(R?) - dim[Fit(C)] = n - r

17.3) b) <y 3v;>=0 O <pyip;>=0
Para D:

Nul(D): p.X=0 0O DOR™ 0O XOR™ 0O §  OR
Nul(D)

10
=[0 0| - {x=0
00

S vilo) = {xOR/ x=0}
dim [Nul(D)| = 0

1 0
4 0
50

Fil(D): p".y =x 0O D"OR™ D YOR™ OXOR 0O § JOR

Fil(D

(45 x) - FibD) =R

dim[Fil(D)) =1 O dim[Nul(D)| + dim[Fit(D)] = 0+1 =1 = dim(R) = m



Teoremas:
17.1)a) DOR3X! Odim[Fi(D]=1=r O dim[Nul(D)=1-1=0=m~r
17.3)a) <0;1>=0

D.X =Y 0O DOR*™ 0O YOR*™ OXOR™ [ S 0 R
Col(D): Col\CD
co(p) = Fit[p™) 0 collp”) = Fit(D)

1y »y =a
4 y, - y, =4a
5 y; y3 =5a

S col(D)”~ {(yl;yz% )DR3 / (ylzyz;y3) =a.(1;4;5) EIaDR}
Beoip) = by = 0453)
dim[Col(D)] = 1

Null(D): p".y=0 0O DTOR™ 0O YOR™ 0O oOR™ 0O Nui(D)OR®

(1 450 - y +4y, +5p3=0 = p =-dy, -5y,

SNulID = {(yl;yz;ys)[lR3 / (yl;yz;y3)=a’.(—4;l;0) + ,8.(—5;0;1) O0aqOR O EI,BDR}

Bruiip) = by = (450), v, = (-5 dim{Null ()] = 2
Teoremas:
17.1) a) dim [Ftl(D)] = dim[Col(D)|

¢) dim[NutI(D)] =2 =3 -1 = dim(R?) - dim[Fit(D)] = n - r

17.3) b) <y 3v,>=0 O <y iv;>=0

17.4) Demostrar que cada vector en el espacio de las columnas de 4 proviene de uno y s6lo un
vector x; en el espacio de las filas de 4. (Sugerencia: plantear la existencia de dos vectores en

el espacio fila que tienen la misma imagen en el espacio de las columnas y luego multiplicar la
matriz A4 por la diferencia entre dichos vectores del espacio fila).

Demostracion:

Suponemos que: X, # X,
ATy = X,

. - AT (r-v)=x,-Xx, - AT.o=X-X, - 0=X -X,
AT.Y = X,

-~ A4.0=4.X,-X,) - 0=A4.X,-A4.X, - A.X =A.X,



17.5) Verificar la relacion de ortogonalidad entre los espacios fundamentales para las matrices de los
ejercicios 17.1) y 17.2).

Nota: Las verificaciones ya se efectuaron paso a paso en el desarrollo de los ejercicios.

17.6) En el ejercicio 17.1) descomponer el vector: x = en una componente sobre el espacio nulo

de 4 y otra sobre el espacio Fil(4). ;En cual vector de R* se transforma? Identificar lo que se
realizo en el esquema grafico anterior de los subespacios.

Resolucion:

x =x; +x, ,donde x; es la componente en el espacio filay x, es la componente en el espacio nulo
de 4.

E! 0 o] [ (-1 -] (1
0 1 0 2 -3 1
x=xi+xn=ﬂ1.l+ﬂ2.—2+ﬂ3.0 +a1-1+a20=1
0 0 1 0 5 1
U 3 -s)] | Lo 1 1
1 0 0 -1 -11 1 0 0 -1 -1 1 1 0 0 -1 -1 1 100 -1 -1 1
01 0 2 =31 01 0 2 =31 0 1 0 2 =31 010 2 =31
1 -2 0 1 0 1|=|1 =201 0 1/=/0-20 2 1 0l=[000 6 -52]|=
00 1 0 5 1/ o o 1.0 5 1| o o 1.0 5 1] |oo1 0 5 1
1 3 -5 0 1 1 1 3 0 0 26 6 0 3 0 1 27 5 000 -5 36 2
100 -1 -1 1) (1000 30 5 1000 30 3
010 2 -3 1 0100 -65 -7 | 0100 =65 =7
~F,+F, [0 00 1 31 4/=|0001 31 4|=—F 0001 3 4.
191 0010 5 1
001 0 5 1 0010 5 1
22
000 -5 36 2 000 0 191 22 00001—191
295
245 B =—
10000 2
191 19931
93 -
0100 “or B o1
~looo0o1 0 2 qalzﬁ
191 191
00100 L ﬁ:ﬂ
12921 3 = o1
00001 22
191 a, = —
191




295
191
1 0 0 93
205 |01 o3 | ! g1 | ° }3911
x; = 1]+ 2l+— 0 |=|—
191 191 191 191
0 0 1 81
169
191
104
191
1 1 98
2 |2 2| l8921
x, =—— |1 — | 0 | = —
191 191 191
0 5 110
0 1 191
22
191
295 _ 104
191 191
93 08 |
191 191 .
109 82
x=x; tx,=|—|+| — |=]1
191 191
81 110 1
191 191 1
169 22
191 191
295 104
191 191
93 98
-2 -5 8 0 -17) | o1 | (-16 -2 -5 8 0 -17) | Tor 0
1 3 =51 51|10 5 1 3 -5 1 5 82 0
A.x; = 1= L A4.x, = ==
3011 -19 7 1 191 3 3011 -19 7 1 191 0
1 7 -13 5 -3 81 -3 1 7 -13 5 -3 110 0
191 191
169 22
191 191
-16

5
El vector “x”, se transforma en el vector: 3 OR*.

-3
Los subespacios Fil(4) y Nul(4) son ortogonales entre si. Al vector “x 0 R®”, lo escribimos como
suma de dos vectores: x; O Fil(4) y x, O Nul(4). Los subespacios: Col(4) y Null(4), también son
ortogonales entre si. El transformado de x; O Col(4) y el transformado de x, O Null(4), es decir que el

transformado de x, es el vector nulo de R*.

10



