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Ejercicio 17 

 

 Aplicación del conceptos desarrollados sobre espacios y subespacios vectoriales, en particular 
los de dimensión y ortogonalidad, al estudio de los cuatro subespacios fundamentales de una matriz 
real. 

  En una matriz 
mxn

RA∈  es posible identificar cuatro subespacios fundamentales que se 

definen a partir de sus elementos; ellos son: 

 

- Espacio nulo de A :  ( )ANul  

El espacio nulo de A , está formado por el conjunto de todos los vectores solución de la 

ecuación matricial: OXA =. . ( )( )mRANul ⊂  

- Espacio de las filas de A : ( )AFil  

El espacio fila de A , es el espacio generado por los vectores fila de A , por lo tanto se 
obtiene resolviendo el sistema matricial: XYAT =. . ( )( )mRAFil ⊂  

- Espacio de las columnas de A : ( )ACol  

El espacio columna de A , es el espacio generado por las columnas de A , por lo tanto se 

obtiene resolviendo el sistema matricial: YXA =. . ( )( )nRACol ⊂  

- Espacio nulo izquierdo de A : ( )ANulI  

El espacio nulo izquierda de A , es el espacio de todos los vectores solución de la ecuación 
matricial: OYAT =. . ( )( )nRANulI ⊂  

 

17.1) 

Entre las dimensiones de los subespacios fundamentales de una matriz existe una relación 

importante, que está dada por el siguiente teorema: 

 

a) El espacio de las filas y el espacio de las columnas de una matriz, tienen la misma 

dimensión. 

b) El espacio nulo de una matriz de orden: mxn  , tiene dimensión: rm− , siendo r  la 

dimensión del espacio de las filas de dicha matriz. 

c) El espacio nulo izquierdo de una matriz de orden mxn , tiene dimensión: rn− , siendo r  la 

dimensión del espacio de las filas de dicha matriz. 

 

17.2) 

 Otras características importantes de estos espacios fundamentales, son las condiciones de 

ortogonalidad, que se verifican entre ellos. Las mismas están enunciadas por el siguiente teorema: 

 

a) El espacio nulo de 
mxn

RA∈ , es el complemento ortogonal de su espacio fila en: 
m

R . 

b) El espacio nulo izquierdo de 
mxn

RA∈ , es el complemento ortogonal de su espacio columna 

de: 
n

R . 
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17.1) Hallar los cuatro espacios fundamentales de la matriz  





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




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



−−
−
−

−−−

=

351371

1719113

51531

170852

A  dando 

una base para cada uno de ellos y sus respectivas dimensiones. 

 

Resolución: 
 

( )ANul :   ( )
51554

. RRXRAOXA S ANul

xx
⊂∧∈∧∈∧=  
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
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
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
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    →    



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
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xxx

     →     
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









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53322
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )






 ∈∀∧∈∀∧−−+−=∈= RRxxxxxRxxxxxS ANul

µλµλ 1;5;0;3;10;0;1;2;1;;;;/;;;; 54321

5

54321

( )[ ] 2dim =ANul  

 

( )AFil :  ( )
5151445

. RRXRYRAXYA S AFil

xxxTT
⊂∧∈∧∈∧∈∧=  



























−−

−−−
−
−

531517
45710
3131958
271135
11312

x

x

x

x

x

   ≈   



























−−−−

+
−−−−
−−−−

4552834017
45710

453121608
43281005
414402

xx

x

xx

xx

xx

   ≈  
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
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→    






−+=
−=

452315

2213
xxxx

xxx
 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }RRRxxxxxRxxxxx
AFilS ∈∀∧∈∀∧∈∀∧−+−+=∈= γβαγβα 5;1;0;0;03;0;2;1;01;0;1;0;15;4;3;2;1/

5
5;4;3;2;1

 

( )[ ] ( )[ ] ( )[ ] mRAFilANulAFil =






==+=+∧=
5

dim532dimdim3dim  

 

( ) ( ){ }1;5;0;3;12,0;0;1;2;11 −−=−==








uu
ANul

B  

 

( ) ( ) ( ){ }5;1;0;0;05,3;0;2;1;04,1;0;1;0;13 −=−===








uuu
AFil

B  

 

Teoremas:  

17.1) a)  ( )[ ] ( )[ ] rmANulrAFil
x

RA −==−=∧==∧∈ 235dim3dim
54

 

17.3) a)  
0;0;0;

0;0;0;

524232

514131

=><∧=><∧=><

=><∧=><∧=><

uuuuuu

uuuuuu
 

 

( )ACol :  ( )

( ) ( ) ( ) ( )AFilAColAFilACol

RRXRYRAYXA

TT

ACol

xxx

S
=∧=

⊂∧∈∧∈∧∈∧= 4151454.
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.

7

11

3

5

.

1

3

1

2

.

y

y

y

y

ααααα  
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




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



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
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






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2

1
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24
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2

2
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−
−

    Ryyyy

yyy

yyy

y

y

∈∀∧=−−→





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
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



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−
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2

1
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2560420
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170852

 

 
Ryyyy ∈∀∧+= 4213 72  

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }RRRyyyyRyyyy
AColS ∈∀∧∈∀∧∈∀∧++=∈= δβαδβα 1;0;0;0.0;7;1;0.0;2;0;1.

4
;

3
;

2
;
1

/4
4

;
3

;
2

;
1

 

 

( ) ( ) ( ){ }1;0;0;0
3

,0;7;1;02,0;2;0;11 ====








vvv
ACol

B  

 
( )[ ] nACol =<= 43dim  
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( )ANulI :   ( ) 4151445. RANulIRORYRAOYA xxxTT ⊂∧∈∧∈∧∈∧=  
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
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
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


















−−

−−−
−
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02834017
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031517

05710
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+
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   ≈
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




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

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≈    
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
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
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
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=
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





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
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





















≈
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4
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00201

01000

01000
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01000

04201
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yyyy

yyyy
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( ) ( ) ( ) ( ){ }RyyyyRyyyy
ANulIS ∈∀∧−−=∈= αα 0;1;7;2.

4
;

3
;

2
;
1

/4
4

;
3

;
2

;
1

 

 

( ){ }0;1;7;24 −−==








v
ANulI

B                ( )[ ] 1dim =ANulI  

 

Teoremas:  

17.1)  a)  ( )[ ] ( )[ ]AColAFil dim3dim ==  

 c)  ( )[ ] ( ) ( )[ ] rnAFilRANulI −=−=−== dimdim341dim 4  

17.3)  b)  0;0;0; 434241 =><∧=><∧=>< vvvvvv  

 

17.2) Hallar los espacios fundamentales y verificar lo señalado por el teorema anterior (recordar el 

resumen del inicio 17.1) para la matriz  







=

321

321
B . ¿Qué interpretación geométrica se puede 

hacer de los resultados obtenidos? 

 

Resolución: 
 

( )BNul :   ( )
31332 RRXRBOXB S BNul

xx ⊂∧∈∧∈∧=.  

 

zyxzyx 32032
0000

0321

0321

0321
−−=→=++→








≈








 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }RRzyxRzyxS BNul
∈∀∧∈∀∧−+−=∈= βαβα 1;0;3.0;1;2.;;/;; 3  

( )[ ] 2dim =BNul  

 

( ) ( ){ }1;0;32,0;1;21 −=−==








uu
BNul

B  

Interpretación geométrica de ( )BNul : plano “π ” que pasa por el origen de coordenadas. 

 
( )BFil :  ( )

3131223 RRXRYRBXYB S BFil

xxxTT ⊂∧∈∧∈∧∈∧=.  

 





=→=−
=→=−

→
















−
−≈

















1313

1212

13

12

1

3

2

1

303

202

300

200

11

33

22

11

xxxx

xxxx

xx

xx

x

x

x

x

 



 5

 

( ) ( ) ( ) ( ){ }RxxxRxxx
BFilS ∈∀∧=∈= αα 321321

3
321 ;;;;/;;  

 

( ){ }3213 ;;==






 uBFilB  

 

( )[ ] ( )[ ] ( )[ ] ( ) mRBFilBNulBFil ===+=+∧= 33121 dimdimdimdim  

 

Interpretación geométrica de ( )BFil : recta “ r ” que pasa por el origen de coordenadas,  3Rr ⊂  y es 

perpendicular (ortogonal) al plano “π ”. 

 
Teoremas:  

17.1) a)  ( )[ ] ( )[ ] rmNulrBFilxRB −==−=∧==∧∈ 213132 Bdimdim  

17.3) a)  00 3231 =><∧=>< uuuu ;;  

 

 

( )BCol :  ( )

( ) ( ) ( ) ( )BFilBColBFilBCol

RRXRYRBYXB

TT

BCol

xxx S
=∧=

⊂∧∈∧∈∧∈∧= 2131232.
 

 









=








+








+









2

1
321

3

3

2

2

1

1

y

y
... ααα  

 

1212
12

1

2

1
0

000

321

321

321
yyyy

yy

y

y

y
=→=−→









−
≈








 

 

( ) ( ) ( ) ( ){ }RyyRyy
BColS ∈∀∧=∈= λλ 11

21
2

21
;.;/;  

 

( ){ }111 ;==






 vBColB  

 
( )[ ] nBCol =<= 21dim  

 

Interpretación geométrica de ( )BCol : recta “ s ”, 2Rs ⊂  y que pasa por el origen de coordenadas. 

 

( )BNulI :   ( ) 2131223 RBNulIRORYRBOYB xxxTT ⊂∧∈∧∈∧∈∧=.  

 

yxyx −=→=+→
















≈
















0

000

000

011

033

022

011

 

 

( ) ( ) ( ){ }RyyRyy
NulIBS ∈∀∧−=∈= λλ 11

21
2

21
;.;/;  

 

( ) ( ){ }11
2

−== ;vBNulIB                ( )[ ] 1=BNulIdim  

 

Interpretación geométrica de ( )BNulI : recta “ t ”, 2Rt ⊂ , que pasa por el origen de coordenadas y 

“ t ” perpendicular (ortogonal) a la recta “ s ”. 
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Teoremas:  

17.1)  a)  ( )[ ] ( )[ ]BColBFil dimdim == 1  

 c)  ( )[ ] ( ) ( )[ ] rnBFilRBNulI −=−=−== dimdimdim 2121  

17.3)  b)  021 =>< vv ;  

 

 

17.3) Hacer lo mismo para las matrices  
















=
1010

0000

3330

C  y 
















=
5

4

1

D . 

 

Resolución: 
 

Para C : 

 

( )CNul :   ( )
41443 RRXRCOXC S CNul

xx ⊂∧∈∧∈∧=.  

 

Rx
xx

x
∈∀∧





−=
=

→
















≈
















≈
















1
42

3 0

01010

00000

00100

01010

00000

00300

01010

00000

03330

 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }RRxxxxRxxxxS CNul
∈∀∧∈∀∧−+=∈= βαβα 001000014321

4
4321 ;;;.;;;.;;;/;;;  

( )[ ] 2=CNuldim  

 

( ) ( ) ( ){ }0110200011 ;;;,;;; −=== uucNulB  

 
( )CFil :  ( )

4141334 RRXRYRCXYC S CFil

xxxTT ⊂∧∈∧∈∧∈∧=.  

 





=
=

→




=−
=

→





















−

−
≈





















−

≈





















−

≈





















24

1

24

1

24

3

32

1

24

3

2

1

24

3

2

1

4

3

2

1

0

0

0

000
3

1
001

100

000

000
3

1
001

103

000

000

003

103

000

103

003

103

000

xx

x

xx

x

xx

x

xx

x

xx

x

x

x

xx

x

x

x

x

x

x

x

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }RRxxxxRxxxx
CFilS ∈∀∧∈∀∧+=∈= βαβα 01001010

4321
4

4321 ;;;.;;;;;;/;;;  

 

( ) ( ) ( ){ }0100
4

1010
3

;;;,;;; === uuCFilB  

 

( )[ ] ( )[ ] ( )[ ] ( ) mRCFilCNulCFil ===+=+∧= 44222 dimdimdimdim  

 
Teoremas:  

17.1) a)  ( )[ ] ( )[ ] rmCNulrCFilxRC −==−=∧==∧∈ 224243 dimdim  

17.3) a)  0000 42324131 =><∧=><∧=><∧=>< uuuuuuuu ;;;;  

 

( )CCol :  ( )

( ) ( ) ( ) ( )CFilCColCFilCCol

RRXRYRCYXC

TT

CCol

xxx S
=∧=

⊂∧∈∧∈∧∈∧= 3141343.
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















=
















+
















+
















+
















3

2

1

4321

1

0

3

0

0

3

1

0

3

0

0

0

y

y

y

.... αααα  

 

0

1010

0000
2

1
0100

1010

0000

30300

1010

0000

3330

2

3

2

31

3

2

31

3

2

1

=→



















 −

≈














 −
≈

















y

y

y

yy

y

y

yy

y

y

y

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }RRooyyyRyyy
CColS ∈∀∈∀∧+=∈= βαβα 1001

321
3

321
;;.;;.;;/;;  

 

( ) ( ){ }100
2

0011 ;;,;; ===






 vvCColB  

 
( )[ ] 2=CColdim  

 

( )CNulI :   ( ) 3141334 RBNulIRORYRCOYC xxxTT ⊂∧∈∧∈∧∈∧=.  

 

Ry
y

y
∈∀∧





=
=

→





















≈





















≈





















≈





















2
1

3

0

0

0000

0001

0100

0000

0000

0001

0103

0000

0000

0003

0103

0000

0103

0003

0103

0000

 

 

( ) ( ) ( ){ }RyyyRyyy
NulICS ∈∀∧=∈= λλ 010

321
3

321
;;.;;/;;  

 

( ) ( ){ }010
3

;;== vCNulIB                ( )[ ] 1=CNulIdim  

 

Teoremas:  

17.1)  a)  ( )[ ] ( )[ ]CColCFil dimdim == 2  

 c)  ( )[ ] ( ) ( )[ ] rnCFilRCNulI −=−=−== dimdimdim 3231  

17.3)  b)  00 3231 =><∧=>< vvvv :;  

 

Para D : 

 

( )DNul :   ( )
11113 RRXRDOXD S DNul

xx ⊂∧∈∧∈∧=.  

 

{ 0

00

00

01

05

04

01

=→
















≈
















x  

 

( ) { }0=∈= xRxS DNul
/  

( )[ ] 0=DNuldim  

 
( )DFil :  ( ) RRXRYRDXYD S DFil

xxTT ⊂∧∈∧∈∧∈∧= 1331.  

 
( ) ( ) RDFilx ≡→541  

 
( )[ ] ( )[ ] ( )[ ] ( ) mRDFilDNulDFil ===+=+∧= dimdimdimdim 1101  
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Teoremas:  

17.1) a)  ( )[ ] ( )[ ] rmDNulrDFilxRD −==−=∧==∧∈ 011113 dimdim  

17.3) a)  010 =>< ;  

 

( )DCol :  ( )

( ) ( ) ( ) ( )DFilDColDFilDCol

RRXRYRDYXD

TT

CDCol

xxx S
=∧=

⊂∧∈∧∈∧∈∧= 3111313.
 

 









=
=
=

→
















α
α

α

5

4

5

4

1

3

2

1

3

2

1

y

y

y

y

y

y

 

 

( ) ( ) ( ) ( ){ }RyyyRyyy
DColS ∈∀=∈= αα 541

321
3

321
;;.;;/;;  

 

( ){ }5411 ;;==






 vDColB  

 
( )[ ] 1=DColdim  

 

( )DNulI :   ( ) 3111331 RDNulIRORYRDOYD xxxTT ⊂∧∈∧∈∧∈∧=.  

 
( ) 321321 540540541 yyyyyy −−=→=++→  

 

( ) ( ) ( ) ( ){ }RRyyyRyyy
NulIDS ∈∀∧∈∀∧−+−=∈= βαβα 105014

321
3

321
;;.;;.;;/;;  

 

( ) ( ){ }105014
2 3 ;;(,;; −=−== vvDNulIB                ( )[ ] 2=DNulIdim  

 

Teoremas:  

17.1)  a)  ( )[ ] ( )[ ]DColDFil dimdim == 1  

 c)  ( )[ ] ( ) ( )[ ] rnDFilRDNulI −=−=−== dimdimdim 3132  

17.3)  b)  00 3121 =><∧=>< vvvv :;  

 

17.4) Demostrar que cada vector en el espacio de las columnas de A  proviene de uno y sólo un 

vector ix  en el espacio de las filas de A . (Sugerencia: plantear la existencia de dos vectores en 

el espacio fila que tienen la misma imagen en el espacio de las columnas y luego multiplicar la 

matriz A  por la diferencia entre dichos vectores del espacio fila). 

 

Demostración: 
 
Suponemos que: 21 XX ≠  

2

1

XYA

XYA
T

T

=

=

.

.
      →      ( ) 21 XXYYAT −=−.      →      21 XXOAT −=.      →      21 XXO −=      

 
→      ( )21 XXAOA −= ..       →      21 XAXAO .. −=      →      21 XAXA .. =  
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17.5) Verificar la relación de ortogonalidad entre los espacios fundamentales para las matrices de los 

ejercicios 17.1) y 17.2). 

 

Nota: Las verificaciones ya se efectuaron paso a paso en el desarrollo de los ejercicios. 
 

17.6) En el ejercicio 17.1) descomponer el vector: 























=

1

1

1

1

1

x  en una componente sobre el espacio nulo 

de A  y otra sobre el espacio ( )AFil . ¿En cuál vector de 4R  se transforma? Identificar lo que se 

realizó en el esquema gráfico anterior de los subespacios. 

 

Resolución: 
 

ni xxx +=  , donde ix  es la componente en el espacio fila y nx  es la componente en el espacio nulo 

de A . 

 























=













































−
−

+





















−

+













































−

+























−+























=+=

1

1

1

1

1

1

5

0

3

1

0

0

1

2

1

5

1

0

0

0

3

0

2

1

0

1

0

1

0

1

21321 ..... ααβββni xxx  

 

 






















=

=

=

=

=

→



































−

≈

≈

























−−

≈























−−
≈























−

−
−−

+≈

≈























−

−
−
−−

≈























−
−
−−

≈























−
−
−−

≈























−

−
−
−−

191

22

191

81

191

82

191

93

191

295

191

22
10000

191

81
00100

191

82
01000

191

93
00010

191

245
00001

191

22
10000

150100

4311000

7650010

5300001

191

1

221910000

150100

4311000

7650010

5300001

2365000

150100

4311000

132010

111001

2365000

150100

256000

132010

111001

5271030

150100

012020

132010

111001

6260031

150100

101021

132010

111001

110531

150100

101021

132010

111001

2

3

1

2

1

553

α

β

α

β

β

FFF
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































−

=























−
−

+





















−

=



































=























−

+























−+























=

191

22

191

110

191

82

191

98

191

104

1

5

0

3

1

191

22

0

0

1

2

1

191

82

191

169

191

81

191

109

191

93

191

295

5

1

0

0

0

191

81

3

0

2

1

0

191

93

1

0

1

0

1

191

295

n

i

x

x

 

 























=

































−

+



































=+=

1

1

1

1

1

191

22

191

110

191

82

191

98

191

104

191

169

191

81

191

109

191

93

191

295

ni xxx  

 





















−

−

=























































−−
−
−

−−−

=

3

3

5

16

191

169

191

81

191

109

191

93

191

295

351371

1719113

51531

170852

.. ixA      ∧    





















=

































−





















−−
−
−

−−−

=

0

0

0

0

191

22

191

110

191

82

191

98

191

104

351371

1719113

51531

170852

.. nxA  

 

El vector “ x ”, se transforma en el vector: 4

3

3

5

16

R∈





















−

−

. 

Los subespacios ( )AFil  y ( )ANul  son ortogonales entre sí. Al vector “ 5Rx ∈ ”, lo escribimos como 

suma de dos vectores: ( )AFilx i ∈  y ( )ANulxn ∈ . Los subespacios: ( )ACol  y ( )ANulI , también son 

ortogonales entre sí. El transformado de ( )AColx i ∈  y el transformado de ( )ANulIxn ∈ , es decir que el 

transformado de nx  es el vector nulo de 4R . 

 


