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ESTADOS DE DEFORMACION

INTRODUCCION

Todo los cuerpos, cualquiera sea el material de construccion, deforman bajo la accion de fuerzas que se
apliquen al mismo. Si se desea conocer el proceso de deformacion de un cuerpo, serd necesario analizar
la deformacion de un paralelepipedo elemental. Mostraremos que la deformacion de un cubo elemental
se puede descomponer en tres partes: una traslacion, una rotacion, y, la deformacion pura o
propiamente dicha. Las dos primeras originan el movimiento del cubo elemental dejando invariable la
forma primitiva, mientras que la tercera, modifica la forma del cubo elemental como consecuencia de
los desplazamientos de sus puntos materiales.

Deformacion de un cubo elemental: Aislamos un cubo elemental de dimensiones dx. dy. dz de un
cuerpo sometido a un sistema de cargas, como indica la figura n 2 22, y con vértice del cubo en el punto

0. Siendo el desplazamiento del punto 0, la magnitud OQ', definido por las posiciones del punto O
antes y después del desplazamiento. Las componentes del desplazamiento de dicho punto son: u, v, w.

A

figura n ¢ 22
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Los componentes del desplazamiento del punto Oy sus derivadas parciales son funciones continuas y
uniformes, y sus valores son lo suficientemente pequerios como para ser considerados infinitésimos de
primer orden. En consecuencia, las deformaciones originadas en puntos proximos a O son
transformaciones lineales, y las expresiones algebraicas conservan su orden.

Considerando un cubo elemental, que, por efecto de las tensiones, el mismo se deforma
variando las longitudes de sus aristas y los dngulos diedros formados por sus caras. La variacion de
longitud de sus aristas, sea alargamiento o acortamiento, referida a su longitud inicial, la
denominaremos deformacion especifica, y la variacion angular entre las aristas con respecto a la
orientacion inicial ortogonal, la denominaremos distorsion.

Para facilitar la comprension del tema, estudiaremos la deformacion en el plano xy, de una
cara del paralelepipedo elemental, haciendo coincidir el vértice A con el origen de coordenadas O.
Luego de la deformacion, la cara lateral ABCD del cubo elemental, adopta la forma de la figura
A’B’C’°D’ habiéndose modificado las longitudes de las aristas dx y dy, como se indica en la figura n ¢ 23.

Los vectores desplazamientos de los puntos son: AA'; BB'; CC'; DD'. Cada corrimiento tiene una

componente sobre cada eje coordenado, siendo estos funciones continuas y derivables. Siendo u y v las
componentes del corrimiento del punto A segiin x e y, los desplazamientos de los puntos B'y D serdn,
respectivamente:
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Determinaremos, a continuacion, los alargamientos especificos o desplazamientos por unidad de
longitud. Estos alargamientos son iguales a la relacion entre el incremento de longitud y la longitud
inicial. Estos alargamientos los indicaremos con & En la direccion x, resulta:

ou
u+—dx—u
gX dX gX ax
Con respecto a la direccion y, resulta:
ov
V+—dy—-v
oy ov
&= T &7y
y oy

Andlogamente en la direccion z resultard:

_ow
&y
Queddndonos los alargamientos especificos con las siguientes ecuaciones:
_ou
& o
. ov
Ecuaciones 39 ¢ =—
booy
_ow
&7y
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Consideraremos, a continuacion, las distorsiones. Distinguiremos a las distorsiones con los subindices
correspondientes al plano considerado en donde se encuentran estas, y las indicaremos con y. En el

plano xy, la distorsion serd 7/ . La distorsion Y. e igual a la suma de los dngulos ¢y, Y ¢y, -
Xy Xy

Tratdndose de dngulos infinitesimales, resulta:

v+@dx—v
~ |A| nw)_ ax _aV
.=t (BOE)-—% — > =2
Ana log amente :
u+2;dy—u 5
IAI n u
azgtg(DOD)=d—y e
Como 7/Xy =Lt o, entonces:

7/ Xy 8X ay
Andlogamente para los planos xz e yz, corresponderdn las siguientes distorsiones:

/4 _a_w+a_u plano xz
< OX 0L

Yy :@+6—W planoyz
yz 0z oy

Conformdndose el siguiente sistema de ecuaciones:

_ou ov

Voo ox

Ecuaciones 40 y :a_u+a_w
Xz 82 GX

_ov, ow

7yz_az ay

En otras palabras, la deformacion de la arista OB del cubo elemental estd compuesta de: una

traslacion OQO'" cuyas componentes son u, v, w; de una rotacion alrededor de un eje que pasa por O’, y
de una deformacion pura definida por la deformacion lineal g .

Consideramos las distorsiones como positivas cuando tienden a disminuir los dngulos rectos
formados por las aristas correspondientes.

Los dngulos oY o correspondientes a las proyecciones de distorsion en el plano xy, serdn

descompuestos de la siguiente forma:

051:7/_+6’z

2
Es
0[ 2 2 9 z
En la figura n 2 24 mostramos un modelo para la interpretacion de este concepto. En la misma, el
dngulo B”0’D” se considera como resultante de una deformacion pura consistente en el giro de los

Ecuaciones 41

. . X -,
lados O’D”y O’B” en sentidos opuestos de magnitud TY cada uno de estos, sumada a una rotacion
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alrededor de un eje que pasa por O’, girando, en consecuencia, cada lado del cuadrado, y, en sentidos

opuestos un dngulo 62. De las ecuaciones 41, obtenemos:

92 :%<0[1_052)

figura n 2 24

. 2 92

— | -
X X X
Pero, sabemos que:
o,
0(1 ax az ay
Resultando H =1 @—a—u
to2(ox oy
Andlogamente para los planos xz e yz resultardn:
I3 _lfou_ow plano xz
Yo 2\oz  ox
2 _ljow_ov plano yz
* 2\0y oz

Llamaremos ecuaciones 42 al siguiente conjunto:
0.= 1({ov oau
= 2lox oy

Ecuaciones 42 gy = i(a_u _ @j

x

oy oz

Resumiendo, el paralelepipedo elemental de aristas AB, AD, AE (normal a | plano xy), se transforma en
un paralelepipedo oblicuo de aristas A’B’, A’D’, A’E’ mediante la sucesion de transformaciones
siguientes:

e a) una traslacion AA' =00 que traslada el vértice A al punto A’
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e b)unarotacion @, de componentes 0 ; 0 ; 9 , alrededor de un eje que pasa por el punto
X y z

0.

*  ¢) los alargamientos unitarios g, Ey , &, correspondientes a las aristas del paralelepipedo.

o d) las deformaciones angulares simétricas YV sV de los dngulos rectos que forman las
Xy yz zX

aristas del paralelepipedo.
Las transformaciones a y b corresponden al movimiento recto del paralelepipedo como sélido rigido, en
tanto que, las transformaciones ¢ y d corresponden a deformaciones puras definidas por las magnitudes:

8X’g)”gz’}/xy’7/yz’7/zx'
Finalizando, observamos que las deformaciones son funciones de u, v, w, y sus derivadas
primeras, siendo, consecuentemente infinitésimos de primer orden.

Concepto de deformacion: El cubo elemental mostrado en la figura n 2 25 de vértice en O, cuyo vértice C
se desplaza a la posicion C’ como consecuencia de la deformacion experimentando el desplazamiento

C_C', y la diagonal oC girard un dngulo %, cambiando su longitud a ocC'.

LZ figura n 2 24

%

/ o>

(o)

Llamando O C o @ un elemento lineal de longitud unitaria en la direccion oC (figuran 224b). La

deformacion 8 del elemento OCO serd igual al desplazamiento CoC'o correspondiente al punto

Co' Estoes: O = COC'o'
En la figura n 2 25 mostramos un grdfico de la descomposicion de la deformacion Sen sus

componentes lineal y normal en las direcciones OC y normal respectivamente, denomindndose las

mismas como deformacion longitudinal ( Co C L ), y transversal ( C 1C '0 ).

Para esto, razonamos con los conceptos de deformaciones estudiados anteriormente con la
finalidad de determinar estas componentes. Recordamos que E Y & son infinitésimos de primer

orden.
Siendo:
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_OC'o_OCO_OCIo_l
- oc, 1

Ec

Obteniéndose,

OC',=1+g. FEcuacion 43

o]

figura n 2 25

Co)

A su vez, COClzocl—OCO:OC'Ocos%—l Ecuacion 44

Y
ero COS— =1
P 2

Entonces, la ecuacion 44 queda:

CoclzoC'0_1:1+gc—1:gc Ecuacion 45

Por otra parte:

C.C\.= oC'Oseng pero seng ;g

entonces nosqueda C,C', = (1+ &:)g como ¢ es despreciable comparado con 1

concluimos C,C', =g Ecuacion 46

En consecuencia, las deformaciones longitudinal y transversal de un elemento lineal OC coinciden con
la deformacion lineal g . y el dngulo de distorsion % girado por el elemento.

Obviamente, que para cualquier elemento lineal se cumplird:

2
5_: = le® + (%) siendo 5 y €, ¥ magnitudes adimensionales.
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Existe una analogia entre las deformaciones y las tensiones correspondientes de un punto 0. A cada
elemento de superficie dA que pase por O, le corresponde un esfuerzo p de componentes o y t, asi

: . o 3 /4
mismo, a cada punto O le corresponderd una deformacion lineal O de componentes € ,y —.

El conjunto de las deformaciones lineales O correspondientes a los distintos planos que pasan
por el punto O se denominan estado de deformaciones del punto O.

Tensor de deformaciones: Sea el elemento lineal OC de cosenos directores I, m , n, como se indica en

la figura n © 26, con el elemento unitario. La deformacion O del elemento unitario lineal OC es

C,C', delpunto Co'

figura n 2 26

En la figura n © 27 mostramos las componentes de la deformacion de las magnitudes Y ; 4 ; Y.
Xy yz X
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figura n ¢ 27/

[ M % =
\17/XV\><1 7xzn
L 2 c, 2
/\ yXZIF s
?/Xy C \ 2 Cz v/xz
_ZK ’ j/xym \ ?/ " N
b A5 .
X 7/xy|C ’ \T\f
2 < t -

Hacemos notar que, debido a que O C 0= 1, las aristas del cubo tienen las longitudes de los cosenos

directores 1, m , n . Para determinar las componentes transversales de los desplazamientos, tenemos, por

ejemplo para el plano xy:
Vo Vo X /4 /4
fg—2="=21 5 y =""m yandlogamente { =—2I
97 2 T T XTI yadoEmente Y, =5
En consecuencia, las componentes de la deformacion nos quedan:
O.=&. 1+ & m + L n
X X 2 2
Ecuaciones 474 §. = Y l+ g m+~—=n
y 2 &y 2
O,= &I + & n+g..n
z 2 2 z

Que podemos escribir como

5 =D.0  Ecuacion 48
En donde,
)/ Xy 7 X
& T
)/xy ?/yz
b=l &
)/ X ?/ yz
2 2 &
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D es el tensor de deformaciones, que resulta ser simétrico respecto de la diagonal principal. Y, U es el

versor que estd dirigido en la direccion OC. Segiin podemos observar, existe una analogia entre las
tensiones y las deformaciones de un cuerpo; mientras el tensor de tensiones tenia la forma p =T .U, el

de deformaciones es 5=D.

Si buscamos la deformacion longitudinal & del elemento lineal Cf, debemos proyectar 5

sobre el elemento lineal O_C, siendo esta: & = S .U . Entonces:
1 1 1
_ 2 2 2 - - _
e=g 1"+ g,M+g,n"+ 2. > )/Xy.l.m + 2. > yyz.m.n + 2. 5 yzx.n.l
quedando :

_ 2 2 2 2
&= 5X.I +5y.m +g,Nn +7/Xy.l.m + 7/yz.m.n + yzx.n.l Ecuacion 49

Y, la deformacion transversal se obtiene de:

2
o=|&° +(gj de donde %: No%? —&®  Ecuacién 50

De forma similar, podemos obtener el tensor rotacién R como:

1fou ov) 1(ou ow)]
5(5‘&} 5(5‘&)
R= _l(a_u_@j 0 1(@_5_WJ
oy OX 2\ 01 oy
_E(G_U_@_Wj _E(@_%j 0
| 2oz oX 2\ 0z oy |

O, lo que es igual a:

R= 02
-0, gx 0

De forma tal que, T = D+ R, siendo T un cierto tensor

ou ou au |
X oy o
. Y
oXx oy oz
oW OwW Ow
[ox oy o

Correspondiente al corrimiento de un punto, cuyas expresiones son:

du :a—udx+a—udy+a—udz
OX oy 0z

Ecuaciones 515 dv = N dx + @dy + all dz
oX 0z

oy
dz :@dx+%dy+@dz
OX oy 0z
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Deformaciones principales: En forma andloga a la realizada en la determinacion de las tensiones
principales, procederemos a determinar las deformaciones principales correspondientes a los diferentes

elementos lineales OC que pasen por un punto O. Para ello, llevamos en la direccion OC un
segmento OQ , tal que:
— 1
Q=—
el

Si los cosenos directores de OC son: 1, m , n, entonces se cumple que:
n

X:ﬁ :w% : 2=\/H

Despejando los cosenos directores de estas tiltimas expresiones y reemplazando en la ecuacion 49, luego
simplificando &, resulta:

eXre, Y g, 0+ Y XYY, vty 2x=1 Ecuaion 52
Resultando, la ecuacion 52, la superficie del lugar geométrico de los puntos Q.
Esta cuddrica tiene como centro el punto 0, y se llama cuddrica directriz de deformaciones. En
la figura n 2 28 se muestra esta cuddrica con la orientacion de los ejes principales del estado de

deformaciones, y las superficies que forman cada uno de ello se denominan planos principales. Los ejes
x’,y’, 2’ son los ejes principales del estado de deformaciones. Las deformaciones correspondientes se

denominan deformaciones principales, cuyas magnitudes indicamos como 5 1 5 5 5 5 que, al ser
nulas las deformaciones transversales, las deformaciones principales son iguales a las deformaciones

longitudinales g ; £,; £,-

flgura n 2 28

/:1
PR 2

Y

/ x'=x1

En otras palabras, por cada punto O del cuerpo existen tres ejes principales y perpendiculares entre si a
los que solamente les corresponden deformaciones longitudinales.

Por analogia con los ejes principales de tensiones, la ecuacion 6, la podemos escribir de la
siguiente forma para deformaciones:

5°—1,6°+],6-],=0 Ecuacién 53

Y, los invariantes | o |2 : |3, constituyen los invariantes del estado de deformacion, y estos son:
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.=, &, t e,
_ 1 2 1 2 1 2
I2_gy'gz+gz'gx+g><'gy_zyxy _Zyzx _Zj/yl

Vo Va

Ex T
| _& 7/YZ
T2 &

7/ZX &

Si el invariante I; = 0, la ecuacion 53 tiene una raiz nula, y el estado de deformaciones es plano. Si
I, = I, = 0, entonces, de acuerdo a la ecuacion 53 el estado de deformacion es simple o uniaxial.
Por analogia con estado de tensiones, en correspondencia con las ecuaciones 19y 21 del

mismo, escribimos las ecuaciones que determinan las deformaciones &Y E de un elemento lineal

cualquiera OC, estando el mismo en un plano que forma un dngulo e con la direccién principal 1,
cuyo eje sostén es la direccion principal 3.

_ 2 2 -7
E=g,.008"a+ g, .sen‘a Ecuacion 54

7 _ &1 &rgen(20)  Ecuacion 55

2 2

Esta situacion se podrd representar en la circunferencia de Mohr en forma andloga como hemos
representado en los estados tensionales. A modo ilustrativo, la figura n © 29 muestra la representacion
grdfica correspondiente a las ecuaciones 54y 55.
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@]

figura n 2 29

/4
2k &
|

N R

&2 &1

Lo

Asimismo, para el caso general correspondiente a un estado triple de deformaciones tenemos la figura
n 2 30.

Eg figura n ¢ 30

83 E> gl g

Las circunferencias de didmetros ‘ E,~ 83‘ y ‘ EEs

, representardn las deformaciones & y% de

los elementos lineales paralelos a las superficies principales 2; 3 y 1; 3 respectivamente.

Andlogamente las ecuaciones 22 'y 23 de estados de tension, para un plano cualquiera anos
quedan transformadas para estados de deformaciones como:
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£7E,  EE,
Ea” 2
V. &8 1 g

o= Tsen(Za)Jr >V cos(2a) ecuacion 57

Que podrd ser representada en la circunferencia de Mohr en forma andloga como se ha realizado en la
figuran 2 12.

1 .
cos(2a) + >V sen(2«r)  Ecuacion 56

Variaciones de longitud, drea y volumen: Sea un cubo elemental de aristas unitarias correspondiente a
un solido sometido a un estado triple de tensiones. Como consecuencia del estado tensional, se

producirdn variaciones en las longitudes de sus aristas en sus deformaciones especificas E Ey &,

Sea el volumen inicial del cubo elemental NI =1; las longitudes finales de las aristas serdn

(1+ 8x); (1+ (c;y); (1+ gz). En consecuencia, el volumen final del paralelepipedo elemental serd

V=lrg g livg,)
En cuanto a la variacién de volumen, la misma estard expresada como:
AV =V'-V :l+8x+8y+gx'8y+gz+8y'gz+8x'8z+gx'8y'gz_1
Y, despreciando infinitésimos de 2 2 y 3 2 orden por ser despreciables, resulta,
AV=gtete,

Si dividimos por el volumen V obtenemos la deformacion volumeétrica

AV ”
&=y TETET e, Ecuacion 58

Resultando ser esta igual al invariante I,, pudiéndose escribir:

a=h=gte, e.=atet &
Andlogamente la variacion de drea serd AS =S —S'. Pero S = 1, $’, por ejemplo, si consideramos el
plano xy, corresponde S'= (1+ gXXl+ 5y)' Entonces:

AS :1+gy+gx+gx.gy—1
Despreciando infinitésimos de segundo orden, nos queda: AS = Folis Ey

De igual forma, la deformacion longitudinal Al, si consideramos la direccion x , la longitud deformada

de esta arista serd 1'=1+ & Y lavariacion de longitud es Al =1+ e l=¢g.

Relaciones entre las tensiones y las deformaciones

Ley de Hooke. Constantes eldsticas: En una pieza mecdnica, cuanto mayores son los esfuerzos aplicados
en la misma, mayores serdn las deformaciones, obviamente. La ley de Hooke establece una
dependencia lineal entre las tensiones y las deformaciones. Esta dependencia serd vdlida tinicamente
dentro del periodo de deformacion eldstica del material, y su expresion es:

& =a.c Ecuacion 59
Elvalor de a, que es un coeficiente de deformacion, depende de las caracteristicas mecdnicas del
material. Conceptualmente corresponde a la deformacion especifica originada por una tension unitaria.

1 L,
Es preferible utilizar o = E Ecuacion 60
Que, reemplazado en la ecuacion 59 nos queda la ecuacion 61

& :% Ecuacion 61
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La constante E se denomina médulo de Young, o modulo de elasticidad del material, y dentro de los
limites definidos para su validez, E es constante para un mismo material.
Cuando se tratan de distorsiones puras, la expresion de la ley de Hooke tiene la forma:

y = L Ecuacion 62
G

La ecuacion 62 relaciona las tensiones tangenciales con las distorsiones. En la ecuacion 62, G se
denomina maodulo de elasticidad transversal, que es otra constante eldstica.

Pero, toda deformacion especifica en una direccion provoca otras deformaciones de sentidos
contrarios en las direcciones normales a la misma en cualquier estado de tensién. La relacion entre la
deformacion longitudinal y la deformacion transversal se la denomina coeficiente de Poisson,
designdndosela con p y esta es otra constante eldstica. Esta relacion la expresamos como:

u= & Ecuacion 63
&
La cuarta constante es el modulo de elasticidad volumeétrico K cuya expresion determinaremos en otro
punto.

Ley de Hooke Generalizada: Supongamos un cubo elemental de aristas unitarias sometido a las
. } } o o
tensiones ¢y ; O, O, como indica la figura n 2 31.

- o figura n = 3l
A
| o
Oy | o,
e ——
O« — ey

2. o

El cubo se deformard con alargamientos que podrdn ser positivos o negativos Eo Ey &, La

deformacion g dependerd tanto de ¢y  como de O, Y O, considerando el coeficiente de Poisson,
pudiéndose escribir:

&= GEX—ﬁ(O'ﬁGZ)

Debido a que las deformaciones laterales son de signo contrario a las deformaciones longitudinales.
De igual forma con las demds deformaciones, podemos escribir:
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6L L)

T

En sintesis, podemos escribir el siguiente conjunto de ecuaciones:

EXZ_Ux_ﬂ(Gy"‘Gz)]

Ecuaciones 64y ¢ = —|g - ﬂ(O'x + O'z)]

.(Tz_l“(Gy+O'x)]

Cuando se trata de un estado plano de tensiones y deformaciones, podemos escribir las siguientes
ecuaciones:

1
x B x y
Ex~ E[G ﬂO‘]
Ecuaciones 65

2 ]
&y~ ElOy” H-Oy
Conociendo las deformaciones especificas E Ey de las ecuaciones 65 podemos determinar las

tensiones o,y O, que mediante transformaciones aritméticas nos quedan las ecuaciones 66.

E
Gx :1—,le ( x+’u'8y)
Ecuaciones 66

Gy = 1_#2 (gy+ﬂgx)
Si aplicamos el mismo procedimiento con las ecuaciones 64, obtenemos las ecuaciones 67.

E -

Ox~ m Ex(l‘ p)+ ﬂ(gy + 8)]

Ecuaciones 674 . = Lg (- u)+ulg + g )]

y 1_ /l _ 2/12 y X z

E i

Py .- ilg,+ g

Para concluir este punto, mostramos un cuadro donde muestra los modulos de elasticidad E de los
materiales mas usuales de construccion.

K
Material E( gz j
cm

Acero 21.10°
Cobre 1,2.10°
Laton 1,0.10°
Bronce 1,1.10°
Granito 50.10°
Madera 1,0.1°
Hormigon 2,0.10°
Zinc 1,0.10°
Duraluminio ) 7,0.10°
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Aluminio " 7,6.10°
Fundicion 1,7.10°
Estario 40.10°

Relaciones entre E , G y u: Sea un cubo elemental en el cual actiien las tensiones T Y Ty las

caras laterales del mismo como indica la figura n ¢ 32 a. Estas tensiones tangenciales originan la

distorsion )/ . Obviamente estamos hablando de un estado plano cuya representacion en la
Xy

circunferencia de Mohr se puede observar en la figura n 2 32c.

figura n 2 32

[l (— CK Y
T
m i i
V1
Y xy
= A
V B
X z-><y
qop

(o

El centro de la circunferencia de Mohr se encuentra en al origen de coordenadas, con un radio igual

Ty Las tensiones principales, de acuerdo a las ecuaciones 26 y 27 son:

0+0 1
51:T+§\/(0_0)2 var =1,
0+0 1 2

0" 73 (0-0f +47, " =—7,

Los ejes principales se hallan en un dngulo o = Z , como también podemos observar en la figura n °

32b. La deformacion longitudinal g . del elemento OB, segiin la ecuacion 49 es:
_ 2 2 2
=& +g, M +g,n"+ yxy.l.m +y,mn +7/ZX.n.I

. 7 4 .
Considerando el estado plano, en donde ac = f=— | y = E, en consecuencia

I=m:i;n=0

V2
Y, ademads ETETE; zj/yz :7/zx:0

Valores, que reemplazados en la ecuacion 49, resulta:
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:& Ecuacion 68
2 2

i

1
gB:j/xyE

De acuerdo a las ecuaciones 64

Q

_ H
Es _?_E(Gz"_as)
En este caso la ecuacion 64 nos queda transformada como:

&= %—é(— Z'xy+0): %(1+ u)  Ecuacion 69

Que combinada con la ecuacion 68, tenemos:

7/2“’ = ZI-:_XV (1+ ) Ecuacion 70

. . 4 g
Y, teniendo en cuenta la ecuacion 62 y = 6 , entonces, reemplazando en la ecuacion 70 nos queda:

Ty _Ty
G E

De la ecuacion 71 despejamos G, queddndonos:

(1+ ) Ecuacion 71

E y
G =——— Ecuacion 72
21+ p)
Nos cabe destacar que E , G y p son vdlidas para cualquier estado de solicitaciones debido a que son
constantes fisicas que dependen del material.

Moédulo de elasticidad volumétrico: Consideremos un cubo elemental de aristas unitarias sometido a un

estado de tensiones en el cual O.=0,=0,=" P, denominado estado hidrostdtico, origindndole

una deformacion volumeétrica al cubo.
Andlogamente con la ley de Hooke, podemos escribir

&= —% Ecuacion 73

Siendo K el médulo de elasticidad volumétrico, que es una constante eldstica que relaciona la presion
hidrostdtica con la deformacion volumétrica. Las unidades de K deben ser de la misma magnitud que p,

y por consiguiente que o, debido a que g, es adimensional.
Teniendo en cuenta que g, = g + g +g, Ecuacion 74,

Entonces, sumando miembro a miembro las ecuaciones 64, resultard:
= ) o
e=&te e =g \outo,to. Ecuacion 75
Pero Oy + Gy + O,= _3p

Y, la ecuacion 75 se transforma en:

&= —BE (1-2u) Ecuacion 76
Como de acuerdo a la ecuacién 73 E= —E , en conjunto con la ecuacion 76 resulta:
Y Y
3Pa-24)=-L
= (-2u)=—-

Pudiéndose despejar el valor K de esta tiltima expresion, resultando:
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K= L Ecuacion 77

3(1-24)

Es evidente que el denominador de la ecuacion 77 no puede ser nulo, entonces K no puede tener un
valor oo, pues ello implicaria que g, = 0, indicando esta condicion que el cuerpo es de un material

rigido ideal. Material que es imposible de concebir en la prdctica.
Por consiguiente se deberd cumplir la siguiente condicion:

1-2u4>0
Con lo cual resulta 11 < E

En otras palabras, el coeficiente de Poisson deberd ser menor que 0,5.
En consecuencia, el valor K debe ser tal que: 0 < K < 0,5.

PROBLEMAS DE ESTADOS DE DEFORMACION

Problema n 2 1: Las componentes de un estado de deformaciones en un determinado punto son:

£,=110% g =-210%; £, =0210%; y =0510%;y =21410*;y =110
2.5 j

Determinese para una direccion definida por el vector U(— ;—0

o a) Las componentes de deformacion y la magnitud de la misma;
e b) Las deformaciones longitudinal y transversal.

Solucion
a) Segiin las ecuaciones 47, las componentes de la deformacion nos quedan:

1 1
5x—8x'l +§ Xy.m+§7/u.n

1 1
5y:57/xy.l +gy.m+§ .n

yz

1 1
O,= E7/ZX.I + E7/yz.m +g,n
Reemplazando los datos, tenemos:

O0.= 1.104.§ + %.0,5.104.§ + %.2,14.104.0 =8,53.10"°

5. = 1051042 2.10*4.§ 1 110%0= 132410
v 2 3 3 2
1 V5

o :—.2,14.10‘4.2+£.1.1O‘4.—+O,2.10‘4.0=1,086.10‘4
£2 3 2 3

La magnitud de la deformacion serd:
6=18.+68,+8.
5=1053.10°) +(-1324.10 ] +(1,086.10 ] =191.10"

b) deformaciones longitudinales y transversal.
Determinamos la deformacion longitudinal mediante la ecuacion 49
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_ 2 2 2
&= 6'x-| +gy.m +g,n +7/Xy.l.m+7/xz.l.n+7/yz.m.n
2 2
=110 (%) + (— 2.107* {?J +0,2.107%.0% + 0,5.10‘4%.? + 2,14.10‘4%.0 +

+1.1O4.§.0 =-418.10"°

Por medio de la ecuacion 50, determinamos la deformacion transversal. La misma es:

%: 5t -s2 > g=\/(1,91.1o"‘)2 —(~485.10°) =1,84.10"

Problema n ° 2: El vector desplazamiento en el entorno de un punto O de un cuerpo tiene las
siguientes componentes:

Uu=x-y
V=2X+Yy-12
W= X+3y

respecto de un sistema de ejes coordenados con origen en O. Determinese para un punto A(0;-4;1),
e a) las componentes de la traslacion;

e b) Las componentes de la rotacion,

o ¢) Las deformaciones lineales;

e d) Las deformaciones angulares.

Solucion

a) Para determinar las componentes de la traslacion, bastard reemplazar las coordenadas del
punto A, queddndonos,

u=0-(-4)=4
v=20+ (— 4) —1=-5 las componentes de la traslacién son (4;-5;3)
w=0+31=3

b) componentes de la rotacion. Segiin las ecuaciones 42, tenemos:

1({ov ou 1 3
= —| — — — —> = 2' _1 ==
1(ou ow 1 1 (1
_ifou_ow >0 ==(0-1)=-= componentes rotacion | =;—=;
0, 2(82 8xj 0,=50-0=-3 P (2

0.-32-2] > g-j0-0)-3

¢) deformaciones lineales. De acuerdo a las ecuaciones 39,

ou

Ex 7 o &
&= il — g.=1 componentes de las deformaciones lineales (1;1;3)
y ay y
gz = % —> gz = 3
oz

d) deformaciones angulares. Las ecuaciones 40 nos dan las deformaciones angulares.

1.3

2 2

J
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:6_u+@ -y =-1+2=1
Xy 0y OX Xy
:@+% -y =0+1=1
Xz oz OX Xz
4 W v -y =0+(-1)=-1
ooy oz v

Problema n 2 3: El vector desplazamiento en el entorno de un punto O de un cuerpo, tiene las
componentes :

u=2ay;v=4x-bz; w=cx-3y
respecto de un sistema coordenado con origen en O. Las constantes a, b, y ¢, son pardmetros a

determinar. Calcular las deformaciones lineales y angulares en el entorno del punto O cuando la
rotacion sea nula.

Solucion

Las deformaciones lineales resultan:
ou

ov
0: =—=0 ;
gx ax (c;y ay gz

De la consigna del enunciado obtenemos:

:—:O

0.= 2 %Y _0 condicion A
Y

0.=1[M_M)_o condicion B
v "2\ ox

6) :l @—@ =0 condicion C
x 2oy oz

De las condiciones A, B,y C, surgen:
2a—4=0 —>a=2
0-c=0—>»> c=0
-3-(-b)=0 —>b=3

Queddndonos las componentes del desplazamiento:

u=4y,; v=4x-3z ; w=-3y
En cuanto a las deformaciones angulares, las mismas quedan:
V.= a + ol =4+4=8
v gy OX
V.= ow + o =0+0=0
@ OX o1
W, N_ 3 3¢

yyz:ay oz

Problema n ? 4: El tensor de deformaciones en un punto es:

2 0 0
D=/0 3 4 10"
0 4 -3
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{1 1
Determinese para un elemento lineal cuya direccion estd dada por el vector U] —;0;—— |,
V2 2
o a) las componentes y la magnitud de la deformacion;
o b) las deformaciones longitudinal y transversal.

Solucion

a) componentes y magnitud de la deformacion.
Del tensor de deformaciones extraemos:

_ 4. _ 4. 4. _ _N- _ 4
£,=210% g, =310"¢,=-310" y =y =0,y =410
De acuerdo a las ecuaciones 47, las componentes de deformacion quedan:

1 1], L
.= 2.T+o.0+o.(——j 107 =1,41.10
x 2 NG

1 1], .
5y: O.T+3.O+4(——j 107" =-2,82.10
2 V2

1 1) e iy
o, = O.E+4.O+(— 3).(— Eﬂ.lo =212.10

la magnitud de la deformacion queda,

5=+041.10 + (28210} + (21210 =382.10°*

b) deformaciones longitudinal y transversal. De acuerdo a la ecuacion 49, la deformacion
longitudinal queda,

£= {2(%)2 +3.0% + (- 3){— %T - o.%.o + 4.0.(— %J + 0.(— %}(%ﬂl -

£=-5107

. . V4 [o2 2
Para determinar la deformacion transversal, sabemos E =\0° —&°, entonces, reemplazando

valores resulta:

2~ (38210 ] ~(-5.10°] ~376.10"

Problema n 25: Las componentes del estado de deformaciones de un punto estan dadas en el tensor
D que se indica a continuacion,

0 40
D=4 0 310"
0 30

—_—

Determinar el dngulo girado por el elemento lineal OD que se indica en la figura 5 dirigido segiin
la bisectriz de X0Y .
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figura D9
[ -

Solucion

_—

El vector correspondiente a OD es u( \/_ \/_ ]

sabiendo que del tensor D extraemos los siguientes datos

ExTETE, T 0; 7/Xy =4.10" ; 7/yz =3.10"; V.= 0 De acuerdo a las ecuaciones 47,

obtenemos:
5 =0.— L +4.107— L +0.0=2,82.10"*
TR V2
1 1

=410 —4+0.—
0, N RN

0,= O.i + 3.10‘4.i +0.0'=212.10"*

J2 V2
. L -4 \? -4 \? -4
Y al magnitud de la deformacion es: & = \/2.(2,82.10 ) + (2,12.10 ) =4516.10
Para determinar el dngulo girado por el elemento, debemos determinar primeramente, la deformacion

_—

longitudinal de OD  mediante la ecuacion 49.

1Y 1Y 1 1 1
e=ol 1] +ol L] s007+410% L L 1310 L 0400t —210
(\/ﬁJ (\/Ej V2 V2 J2° V2

De donde % — (451610} —(2.10*) =4,05.10"

+3.10°.0=282.10"

—_

Problema n ° 6: El estado de deformacion del elemento lineal OQ de un cuerpo es:

— -3. — _ 3. — 3. = = =
E™ 5.10 Ey = 4.10 ' E, 2.107; 7/Xy J/XZ }/yz 0
Determinar en forma analitica y grdfica el estado de deformacion correspondiente a un plano cuya

1142

normal exterior es N| —;—;——
2'2" 2
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Solucion

a) En forma analitica, con la ayuda de la ecuacion 49, determinamos la deformacion
longitudinal, pues al no existir deformaciones transversales, las tres deformaciones

_—

correspondientes al elemento lineal OQ son principales.

_ 2 2 2
S—gx.| +gy.m +gz.n

2 2 2
E= 5(3] —4.(lj +2, ﬁ 107 = 1,25.1073
2 2 2

En cuanto a la deformacion &,

5% = (g, f +(g,mf +(g,nf

2 2 2
0% = [5%) +(—4.%) +(2.%j 10°° =:|.2,25.1076

La deformacion transversal resulta:
Y -6 3\ -3
z- V12,25.10° — (12510} =327.10

b) En forma grdfica, mediante la circunferencia de Mohr.

y rfigura 11
3 2 1

i

o ) 1 g

|

gy DV‘:LS'P(C;Z C3 gx

La figura 11 nos muestra la construccion de la circunferencia de Mohr. Ubicamos en el eje €las

deformaciones principales g | Ey ) &, Luego de esto, trazamos las circunferencias con centro en

+ - + _

+ —
Cs[% ;OJ y radio &x 5 €: . Trazamos las correspondientes direcciones principales 1_1,

2_2, 3_3. Trazamos los dngulos a = 60 °con respecto a la direccion principal 1,y 8 = 60°con
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respecto a la direccion principal 3; interceptando a las circunferencias en los puntos A, B, Cy D

respectivamente. Seguidamente, trazamos los arcos de circunferencia AQB y DQC con centros

en C Y C3 respectivamente. Estos arcos de circunferencia se cortan en el punto Q.

Elvector OP serd representativo de la deformacion lineal &, y el vector PQ serd representativo de

—_

la deformacion transversal % La deformacion total S estard representada por el vector OQ.

Problema n 2 14: Las deformaciones de un elemento plano son

E.= 0,007 ; gy~ -0,001; 7/Xy = 0,002. Determinar:

e a) las deformaciones y los ejes principales correspondientes;
o b) las deformaciones transversales correspondientes a las deformaciones longitudinales nulas.

Solucion

a) Para determinar las deformaciones principales, recurrimos a las ecuaciones,

2
}/xy
2

6‘1:¥+% (gx—gy)z +4

Reemplazando datos, obtenemos:

2
&= 9.007-0.001 . 1 16 007+ 0,001y +4f 22%| ~ 0,008
! 2 2 2
2
£,= 90070001 1 6,007+ 0,001y +4[ 22| = 0,002
2 2 2 2
En cuanto a la direccion principal, corresponde:
2 s
tg(2p)=——2— = 0,006 > 9 =18,43°

&,-&  —0001-0,007

b) Deformaciones transversales correspondientes a los planos de € = 0. Conociendo las
deformaciones principales, de acuerdo a las ecuaciones,

&= EteE " 81;82 COS(Za)

2
reemplazando datos, corresponde,
_ 0,008-0,002 N 0,008 + 0,002
2
resulta ¢ =126,86°

De acuerdo a la ecuacion

0 cos(2¢) siendo el angulo de & =0
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N R

_&m & ; &2 sen(2¢) reemplazando datos, tenemos

" 0,008+ 0,002 .

LN R

en(2.126,86°) = -0,0048  y % = 0,0048

En forma grdfica se representa la circunferencia de Mohr en la figura 14. En la misma, marcamos

sobre el ¢je & las deformaciones g 'y &, por medio de los segmentos OAy OB respectivamente.

D gx_gy

Luego en el centro del segmento AB marcamos el centro de la circunferencia de radio

La circunferencia cortard la eje € en los puntos E'y F correspondientes a las deformaciones

principales £, Y g, respectivamente. En los puntos Ay B llevamos los segmentos ACy BD

representativos de Txy Y- % respectivamente. El dngulo Aés C es el dngulo que deberd girar

el plano de g hasta coincidir con el plano principal g.. Los dngulos 1FG yllA:H son las
direcciones correspondientes a las deformaciones transversales para &€ = 0. Las ordenadas

OG y OH corresponden a las deformaciones transversales para & = 0.

figura 14

Problema n 2 15: En el estado tensional representado en la figura 24, determinar:
e a) la dilatacion volumétrica;

o b)el dngulo girado por el elemento lineal definido por el vector U(— 0; —J

v2 2

o ¢) las deformaciones principales.

Datos: E =10° Cl:qu ; =03
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= _ figura 24
2019

cm?

| Kg’
cm

-
X
Solucion
a) De la figura 24 extraemos:
. Kg Kg Kg
O-x:O’Gy_ ’T _10 Z’sz_o Tyz 0
Siendo,
0 0,25
=———"-(-60+40)=6.10"°
T ERET )
-60 0,25 -
£= 108~ 10° (0+40)=-7,2.10"°
40 0,25
=——-"-(0-60)=58.10"
&:=157 10 0~

La deformacion volumétrica nos queda:
g,=610°-7,210"°+5810"° =-8.10"°
b) giro que efectiia el elemento definido por el vector U. Primeramente debemos determinar el

valor de la constante G; luego del mismo la deformacion transversal )/ . Siendo,

_E  10° Kg Kg
©2(+u) 2(1+0,3)cm?

Y la deformacion transversal es,

Ty__ 10 5610
V™ G 3846154

En cuanto a la deformacion longitudinal del elemento considerado, tenemos,

2 2
_ 1 -5 1 -5
g, =6.10 6(7) +5,8.10 (—j =3,2.10
u 2 J2

Las componentes de la deformacion total son:
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O0.= 6.10‘6.i =4,24.10"°

J2

S5,= %.2,6.105.i -9,2.10°°

J2

1 _ 410.10°°

V2

5,=5810"

Entonces, el modulo de la deformacion es:

5=+(42410°) +(9,220°f +(420.10°f =4,22.10°

El dngulo girado por el elemento solicitado es:

% ~(4,2210°) —(3210°) =2,75.10°

¢) deformaciones principales. Determinamos los invariantes del estado de deformacion. Siendo
estos:

I1:€x+8y+gz

1 2 1 2 1 2
|2=8y'52+5z'5x+8x'8y_27/xy _Zyxz _Zj/zy

1 1 1 1
I 3 - gy'gl'gx +Z'7/xy'7/xz'7/yz _Z'gy.yxz _Z'gxlyyz _Z.gzlyxy
Reemplazando valores obtenidos de expresiones anteriores, resulta:

|] =6.10°-7,210°+5810° =-8.10"

|,=-7.2.10°5810° +58.107°.6.10° ~7,2.10°6.10"° —%.(2,6.10-5 )
| ,=-44310"

-5 -5 )2
|,=610°(-7,210°)58.10° - 2210 f2610°) _ 34810

4

Reemplazados estos valores en la ecuacion ciibica de deformaciones,
3 2 _
5 —,6°+],6-],=0
nos queda, 6° +8.10°6% —4,43.10°5+3,48.10™ =0

Las raices de esta ecuacion nos dan las siguientes deformaciones principales:

£,=5802.10°°
£,=809.10"°
£,=-7/411107°

Problema n 2 16: Determinar para el estado tensional representado en la figura 25,
o a) La deformacion volumétrica unitaria;

—_—

e b) La deformacion longitudinal unitaria del elemento OD.

Datos: E =2.10° Kg ; 4=0,25

m2
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ol fiqura 25
200 19 -
cm
t 609
B cm
1009
cm

'

Solucion

a) Deformacion volumétrica. De la figura 25 extraemos los siguientes datos:

o. =100C'r<n—g2 o, = 2000*r<n—g2 . 7,,= 60 C*:ngz
Calculamos las deformaciones segiin los ejes x, y , z.
&= 21.(1)86 — %(200 +0)=2,5.10"°
g, = ;fgﬁ — 2?’1202 (100+0)=8,75.10"°
s, = —%(200 +100)=-3,75.10"°

La deformacion volumétrica es,

&= 2,5.10° +8,75.10° -3,75.10° =7,5.10"°

e —

La deformacion longitudinal del elemento oD que forma un dngulo de a = 60 °con el semieje
POsSitivo x es,
_&TE, EE
En~ 5 T

.cos(2a )+ %.yxy sen(2c)

Que reemplazando valores nos queda,

-5 -5 5 -5
Eom ™ 20107 +8,75107 25107 -8.75.107 6004 L 00 sengoo - 1,05.10"*
op 2 2 2 G
6 — —
=210 K& _g1ps KO
2(1+0,25) cm cm
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