PRODUCTO ESCALAR Y VECTORIAL ENTRE VECTORES

1. Sean Uy ¥ dos vectores de los que se conoce que U - ¥ = 0.
a. Con la informacion brindada, ;se puede determinar si i y ¥ son vectores de
R?? ;U y ¥ son vectores de R3?
b. ;Podemos afirmar que alguno de ellos es el vector nulo?
c. Si la respuesta anterior fue negativa, ;qué otra posibilidad existe para los

— -
vectores Uy v?

Respuestas:

a. Con la informacion brindada no es posible determinar si los vectores U y U
son vectores de R? o R3 ya que la operacion producto escalar esta definida
para vectores de ambos espacios.

b. No es posible realizar tal afirmacion, aunque si es una posibilidad.

¢. El producto escalar entre vectores es cero si alguno de los es el vector nulo o

si los vectores son perpendiculares.

=0vb=0Vdlh =d-b=0

Q

2. ;Esverdadquesid-b=d-Cyd # 0, entonces b = ¢?
No es necesariamente cierto. Por ejemplo, puede ocurrir que b=0 yd L c,es decir
¢ # 0, y en ese caso:
G-b=d-0=0 A @-¢&=]|d||é|cos(90°) =0
Por lo que encontramos un caso donde @b = d - ¢y d@ # 0 pero b # C.

Contraejemplo (en R?):
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Parad = (2;1),b = (0;0)yé = (-1;2): d-

3. Enunciado: Si un vector U es perpendicular a los vectores U y W, entonces es
perpendicular a cualquier combinacidn lineal entre ellos.
a. (Qué informacion acerca de los vectores U, U y W podemos extraer del
enunciado?

b. Demuestre la proposicion.



Respuestas:
a. Dado que el vector U es perpendicular a los vectores U 'y w, ninguno de ellos

es el vector nulo.

b. Para realizar la demostracion identificaremos la Hipotesis y la Tesis del
enunciado:
Hipotesis:
» 1 es perpendicular a los vectores Uy w.
Del enunciado anterior podemos determinar que:

e Ninguno de los vectores es el vector nulo.

<l
<
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. 0
e U-W=0
Tesis:
= . . . .7 . - —
=y perpendicular a cualquier combinacion lineal de vy w.

De lo anterior: 4 L (av + fw) , con @ y B no simultineamente

nulos.

Demostracion:

Para demostrar que U L (av+ BwW) basta con probar que
U- (av+ pw) = 0. Tomando el primer miembro de la igualdad y
aplicando propiedad distributiva del producto escalar respecto de la suma
de vectores:

uU-(av+pw) =u- (av) +u- (BW)
Por propiedad asociativa mixta en el producto escalar de vectores:

U-(av+pw)=al-v)+ p{U-w)
Por hipotesis:

- (av+ pw) = a0 + B0
Por lo tanto:
u-(av+pw)=0

Luego, el vector U es perpendicular a cualquier combinacion lineal de los

vectores Uy w.



Lugares geométricos: Un lugar geométrico es un conjunto de puntos que verifican

una condicidon determinada. El algebra vectorial nos permite, entre otras cosas,

definir lugares geométricos a partir de operaciones entre vectores.

a. Identifique el lugar geométrico de los puntos P € R?, tales que OP - 0P = 1.
b. Describa geométricamente el conjunto de vectores de R? tales que su

modulo sea 2.
c. Exprese geométricamente el conjunto de todos vectores OP de R? tales que

|0P| = 2.

Respuestas:

a. Estamos identificando los puntos P(x;y) € R? para los cuales su vector
posicion verifica: OP - 0P = 1.

OP-0P = (xy)- (;y) =1

x2+y?=1

La expresion anterior define una circunferencia con centro en el origen de

coordenadas y radio 1.

b. Tratamos de identificar los vectores ¥ de R? para los cuales su modulo es 2:

v=(x;y) ER?/|¥| =2
JxZ+y?=2

x% 4 y2 = 22




En este caso, la expresion anterior define una circunferencia con centro en el

origen de coordenadas y radio 2.

-05
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c. En este caso, identificaremos a los vectores OP de R3 para los cuales su

modulo es 2:
OP = (x;y;2) € R? / |0P| = 2

Vxi+yr+z2=2

x2 4+ y2+ 2% =22

La expresion anterior define una superficie esférica con centro en el origen

de coordenadas y radio 2.

5. Sean iy ¥ dos vectores de los que se conoce que & X B = 0.
a. Con la informacion brindada, ;se puede determinar si i y ¥ son vectores de
R?? ;U y ¥ son vectores de R3?
b. ;Podemos afirmar que alguno de ellos es el vector nulo?
c. Si la respuesta anterior fue negativa, ;qué otra posibilidad existe para los

vectores U y U?

Respuestas:

a. Los vectores Ui y ¥ son vectores de R ya que la operacion producto vectorial

entre vectores se encuentra definida solo para vectores de dicho espacio.



b. No es posible realizar tal afirmacion, aunque si es una posibilidad.
c. El resultado del producto vectorial entre vectores es el vector nulo si alguno

de ellos es el vector nulo o si los vectores son paralelos.

i=0vb=0vdlb = dxb=0

N - -

6. ;Esverdadquesidxb=adxcyd # 0, entonces b = &?
Noescierto. Sib =0yl d,esdeciré =AdconA# 0:dxb=0 y axZé=0
pero b # C.
Contraejemplo:

Parad = (1;0;0),b = (0;0;0) y& = (2;0;0):dxb=adxéyb #C.

ALGUNAS DEMOSTRACIONES GEOMETRICAS

Enunciadol: Las diagonales de un paralelogramo se cortan en su punto medio.

Figura de analisis

Hipotesis
» ABCD paralelogramo — AB//DC ,AD//BC ,|AB| = |DC|,|AD| = |BC|

Tesis
* M es punto medio de ACy BD - AM = MC ,BM = MD

Demostracion

Llamamos M al punto medio del segmento BD, entonces BM = MD. Solo queda

demostrar que M es el punto medio del segmento AC.



Orientando vectorialmente los lados y las

B
diagonales del paralelogramo de la figura de
C  analisis resulta:
AB +2BM =BC [1]
A
Por otro lado,
AC=A4B+BC [2]
Sustituyendo [1] en [2]:
P — — — —_
AC = AB + AB + 2BM
AC = 2AB + 2BM
0 AC = 2(4B + BM) = 24M
Luego,
AC = AW
SAC =

Luego, los puntos A, M y C son colineales, y es punto medio de AC.

Enunciado 2: Cualquier angulo inscripto en un semicirculo es recto.

Figura de analisis

Hipétesis

* Co, semicirculo de centro O yradior: 0A = OB =7
Tesis

» APBesrecto —» PA L PB

Demostracion

De acuerdo con la figura de analisis, basta con demostrar que los vectores PA y PB son

perpendiculares.

Hallaremos el producto vectorial entre PA y PE:



PZ - PE = (04 - OP) - (OF - 0P)
Aplicando propiedad distributiva del producto escalar respecto de la suma de vectores:
PA-PB =04 -0B—0A-OP —OP - OB + OP - OP
Por definicion de producto escalar:
P4 - PB = |04]||0B|cos(180°) — 04 - OP — OB - OP + [0B|
P4 - PB = |04]||0B|(~1) — 04 - OF — 0B - 0P + |0P|”

PA - PE = —|04]||0B| - (04 + 0OB) - OF + [0B|

Los vectores OA y OB son vectores opuestos, por lo tanto |E4’| = |ﬁ| =ry
04 + 0B = 0:

PA-PB=—-r2-0+47r2 > |PA-PB=0

Luego, los vectores PA y PB son perpendiculares y, en consecuencia, el angulo APB es

recto.

Enunciado 3: En todo triangulo, la distancia entre el baricentro y un vértice es el doble
de la distancia entre el baricentro y el punto medio del lado opuesto de dicho vértice.

(Nota: el baricentro de un triangulo es el punto de interseccion de sus medianas).

Figura de analisis

Hipotesis
= ABC tridngulo.



* P punto medio del segmento BC. Q punto medio del segmento AC. R punto
medio del segmento AB.

= M baricentro del triangulo ABC.

Tesis
» dist(M,A) = 2dist(M,P) [1]
» dist(M,B) = 2dist(M, Q)
» dist(M,C) = 2dist(M,R)

Demostracion

Demostraremos [1].
Orientaremos vectorialmente los lados del tridngulo de la figura.

Comenzaremos por identificar el vector posicion
del Dbaricentro del tridngulo, para ello
determinaremos las ecuaciones de las rectas 7y y

T, cuya interseccion es el punto M:

r1:f=m+aﬁ , Ya €R

r,:X=0B+BBQ , VBER

Ademas,
AP=AB+§BC A BQ=§BC—AB

Ny

OA + aAP = OB + BBQ
0A+a<AB+§BC) = OB+,8(§BC—AB>
0A+ aAB +aBC = 0B + - BC — fAB

1—> 1—> —_— —_— —_ _—
a5BC ~ p5BC = 0B — pAB — 04 — aAB



1—> 1—> —_ —_— —_— —_—
a=BC—B-BC = (OB — 04) — BAB — aAB

1—) 1—) —_— — [
a>BC —pBC =BA—BAB — alB

1 1\ — N
——B=|BC=((1-8—a)AB
(“2 ﬂz) 1-f-a)
Peroﬁ#ﬁ:

11,
{“2 B3=
1-f—a=0

Resolviendo el sistema de ecuaciones: @ = f§ = %
Retomando la ecuacion de ry:
—_ — 2 —
OM = 0A + §AP
De la figura de anélisis: AP = AM + MP
o B 2 —_— P —
OM = 04 +§(AM + MP)
— — 2 2,
OM — OA = =AM + -MP
3 3
AN — 2 AM = 2 MP
37 3

1 2

§m = §W5
AM = 2MP

[AM]| = |23

(W74 = 2|W7P|

|dist(M, A) = 2dist(M, P)|




PARA PENSAR ALGO MAS SOBRE RECTAS Y PLANOS

El conjunto M = {d = (a; ay; as),b = (by; by; bs), & = (c1; ¢y c3)} es un conjunto
formado por tres versores mutuamente perpendiculares de R3. Las componentes de
dichos vectores se utilizan para definir los siguientes planos:
Ty aux +a,y+azz=0
Myt byx+ b,y +b3z=0
M3t X+ Cy+c3z=0
a. Con la informacién brindada, ;qué podemos decir de los planos m,, T, y m3?
b. Identificar la interseccion de los planos m; y m,. Interpretar
geométricamente. ;Qué relacion existe entre m; N 1T, y 3?
c. La recta r: (x;y;2) = (X0; Yo; Zo) +/1(c'i + E) VA ER, (estd incluida en

m3?

Respuestas:

a. Los tres planos son mutuamente perpendiculares y pasan por el origen de

coordenadas.

%)

T3

b. La interseccion de los planos m; y m, es una recta que pasa por el origen de

coordenadas y resulta paralela a ambos planos, es decir, perpendicular a los
- 4 , - s
vectores a y b. Por lo tanto, la recta serd paralela al vector ¢, y su ecuacion

est: 0P = A2,VA €ER.



La recta t es paralela al vector normal al plano 73, por lo tanto, la recta es

perpendicular al plano.

La recta 7 : (x;y;2) = (Xo; Yo; Zo) + A(d + b) VA € R, esta dirigida por el
vector d + B, que resulta un vector coplanar con d y B, es decir que se trata

de un vector paralelo al plano m3. r estard contenida en el plano 73 solo si el

punto de coordenadas (xg; yo; Zo) pertenece al plano 5.




m:2x+3y—z—4=0

Bix—2y+z+1=0 es la interseccion de los planos m y . El

. La recta r: {

conjunto de todos los planos que contienen a r se llama haz de planos de arista r,y
su expresion analitica es:
ax+3y—z—4)+b(x—-2y+2z+1)=0

siendo a,b € R.
Para cada par de valores reales de a y b (salvo para a = b = 0) se obtiene la
ecuacion de un plano del haz.

a. Hallar el plano del haz definido que pasa por el origen de coordenadas.

b. Cuando b = a, con a # 0, ;jcudl es la distancia entre el plano que se obtiene

y el origen de coordenadas?
c. (Para qué valor real de k, uno de los planos es perpendicular a la recta
x  y-2

VA , .7
t:y="70= Z? (Cuadl es ese plano del haz? Dar su ecuacion general.

d. Hallar los puntos que pertenezcan a todos los planos del haz.

Respuestas:

a. La expresion del haz de planos es:

ax+3y—z—-4)+b(x—-2y+2z+1)=0

para un valor de @ y f determinado, el plano m pasa por el origen de

coordenadas, es decir que (0; 0;0) € m:
a(20+3.0-0—-4)+b(0—-20+0+1)=0

Donde —4a + b = 0. Es decir que existen valores de a y b no nulos, para

que un plano del haz pase por el origen de coordenadas.

Por ejemplo,sia =1y b = 4:
12x+3y—z—-4)+4(x—-2y+2z+1)=0

La ecuacion del plano del haz que pasa por el origen de coordenadas es

la: 6x—5y+3z=0|

b. Sib = a (a # 0), la ecuacion del plano es:
a2x+3y—z—4)+alx—2y+z+1)=0
2ax +3ay —az—4a+ax—2ay+az+a=0

a: 3ax+ay—3a=0 - Ec.general



El vector normal al plano es 7 = (3a; a; 0) y su médulo || = V10a? es
decir, 1 = V10|a].
La ecuacion normal del plano « es:
3a a —3a
“ ol Vislal” " Vidlal

La distancia entre el origen de coordenadas y el plano «a sera:

—3a
V10|a|
|—3al
V10|a|
|-3llal
V10|a|

dist(0;a) =

dist(0;a) =

dist(0;a) =

dist(0;a) =

3
V10

. De la expresion del haz de planos:

ax+3y—z—4)+b(x—-2y+2z+1)=0
2a+b)x+ Ba—-2b)y+(—a+b)z+ (—4a+b)=0
El vector normal al plano sera: 1 = (2a + b; 3a — 2b; —a + b).

., X -2 V4
De la ecuaciéon de la recta ¢ : 3= yT =+ » un vector paralelo a ella es

U =(3;5k). El plano serd perpendicular a la recta si 7| u.
Particularmente: 71 = u:

(2a + b;3a — 2b;—a + b) = (3;5;k)

2a+b =3
3a—2b=5
—a+b=k

Trabajando con las dos primeras ecuaciones:

b=3—-2a A 3a-2(3-2a)=5

de donde a = % yb=— % De la tercera ecuacion:
12
—-a+b=k - - = k

La ecuacion general del plano perpendicular a la recta t es:

12 45
nt:3x+5y—7z—7=0




d. Los puntos que pertenecen a todos los planos del haz son aquellos que

m:2x+3y—2z—4=0

Bix—2y+z+1=0" es decir, los puntos que

pertenecen a la recta r : {

pertenecen a la interseccion de los planos a y .

_{n:2x+3y—z—4=0 - 1, =(2;3;-1)
TTlBix—2y+z+1=0 - ig=(1;-21)

La recta r esta contenida en ambos planos, por lo tanto, resulta perpendicular
a los vectores 7i, y 7ig. El vector #, vector director de la recta, verifica:

rd AT Ty X T

iy xilg = (1,-3;-7) > |i=(1;-3-7)|

Un punto de la recta puede ser aquél cuya ordenada es 0 (y = 0):

{2x+3.0—z—4=0 > 2x—4=z
x—20+z4+1=0 -» z=—-—x-1

Del sistema anterior: x =1 y z=—2. Un punto P de la recta r tiene
coordenadas P(1;0; —2).

La ecuacion vectorial — paramétrica de la recta r es:

| r:(xy;z)=(1;0,-2)+A(1;-3;-7) ,VAER

Los puntos de la recta r pertenecen a todos los planos del haz.

VINCULANDO: RECTAS - PLANOS — DISTANCIAS

Dadas las ecuaciones de R3: my: 2x—y—4z =0 y m,: x+y+3z = —2

1) (Qué representa geométricamente cada una de estas ecuaciones?

Cada ecuacion representa la ecuacion de un plano, expresado en forma “casi” General
Implicita.

(Por qué “casi”? Porque la correspondiente a la segunda ecuacion deberia expresarse
como:
my,: x+y+3z+2 =0

Como corresponden a ecuaciones generales implicitas se pueden distinguir los vectores
normales a cada plano.

Parael plano m: ny = (2; —1; —4), ademas sabemos que dicho plano pasa por el
origen de coordenadas, ya que el término independiente (D) vale: 0.



Para el plano m,: n, = (1;1;3),y este plano no pasa por el origen de coordenadas,
porque D = 2.

(Qué posiciones presentan estos planos?

No resultan paralelos, pues: 1; no es paralelocon n, (Aa € R/ n; = an,)
@ xm; # 0)

Por lo tanto, los dos planos se cortan.

2) (Cdémo podemos determinar la interseccion de ambos planos?

2x—y—4z = 0

Debemos resolver: {x +y+3z = -2

. (Qué obtendremos por resultado? La

ecuacion de una recta.

Para poder escribir la ecuacion de esta recta en su forma Vectorial Paramétrica,
debemos conocer las coordenadas de un punto que pertenezca a la recta y las
componentes de un vector que la dirija.

(Como podemos conseguir las coordenadas de un punto que pertenezca a dicha recta?

Una forma es asignandole el valor a una de las coordenadas, para obtener un sistema de
dos ecuaciones, con dos incdgnitas, que determinaran las coordenadas faltantes de dicho
punto.

En este caso particular, analizando los coeficientes de las variables en cada una de las
ecuaciones que conforman el sistema, seria conveniente la asignaciéon: z = 0, con lo
2x —y =

cual el sistema a resolver queda reducido a: { X+y =

_o > que al resolverlo,

2 4
obtenemos: x = — 30 Y=—3Y las coordenadas del punto quedan expresadas:

2 4

P (— P 0). (Como verificamos si este punto P pertenece a la recta interseccion

de los dos planos?

Nos falta determinar las componentes del vector que dirige a la recta. Como el vector
que la dirige debe resultar perpendicular a los dos vectores normales a los planos,
podemos obtenerlo:

P7 Ok X
U=mn,xn, = |2 -1 —4/=1- 107+ 3k = (1; —-10;3)
1 1 3

Luego: nlnn2=r1:m5=(x;y;z)= (—2; —%;O)+A(1; —10;3) VAeR

3) Dado el punto: Q (—1;2; —1)). ;Q pertenece a alguno de los planos dados?
(Como lo puede determinar?



4) Dada la ecuacion de la recta:
s: OP = (-1;2; -1 + pu(1;-10;3) Vu€eR
a) (r = s? (Porqué?
b) (Es posible determinar algun valor de A para que: Q € r? y ;el valorde u
paraque P € s?
¢) Determine: d (P; my) , d (Q; my) y d (Q;r).
d) (A qué octantes pertenecen los puntos P 'y Q?

5) Expresen las ecuaciones normales o hessianas de los planos: m; y m, . ;[Cudl es la
distancia del origen de coordenadas a cada uno de los planos?

6) (Es posible encontrar la ecuacion normal de la recta v 6 s? ;Por qué?

7) Calcular valores del parametro real “k” paraquela d (R; m,) = V11 , sabiendo
que: R(-2;k;1).

8) Obtener el valor real de “k”, tal que si: A (1;5; —k), se verifique que: d (4;s) =
V110 . ;Es unico el valor de “k” hallado? ;Por qué?

9) Encontrar una ecuacion del plano paralelo al plano m, , tal que la distancia entre
ambos resulte igual a: 5.

10) ; Es posible encontrar puntos P (x ;v ; z), tales que la distancia m,, verifiquen que:
d (P; my) = 3? En caso afirmativo, que representa geométricamente la solucion
hallada y en caso negativo justifique la respuesta.



