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Acerca de los autores

Los autores de esta obra con frecuencia son cuestionados acerca de
como fue que, estando uno en Lehigh y otro en la University of Con-
necticut, empezaron a escribir sus libros juntos y cdmo logran seguir
colaborando en las revisiones subsecuentes.

La respuesta a estas preguntas es sencilla. Russ Johnston inicié
su carrera académica en el departamento de ingenieria civil y meca-
nica de Lehigh University y al& conoci6 a Ferd Beer, quien habia co-
menzado a trabajar en ese departamento dos afios antes y estaba a
cargo de los cursos de mecanica.

Ferd se sintié6 muy complacido al descubrir que eljoven contratado
paraimpartir cursos de ingenieriaestructural a nivel de posgrado no s6-
lo estaba dispuesto, sino también ansioso por ayudarlo a reorganizar los
cursos de mecénica. Ambos creian que dichos cursos deberian impar-
tirse a partir de unos cuantos principios basicos, y que los distintos con-
ceptos involucrados serian mejor comprendidos y recordados por los
estudiantes si se les presentaban en forma gréafica. Juntos escribieron
apuntes para las clases de estatica y dinamica, a los cuales posterior-
mente agregaron problemas que supusieron resultarian interesantes
para los futuros ingenieros, y poco después produjeron el manuscrito
de la primera edicion de Mecénica para ingenieros.

Al publicarse la segunda edicion de Mecanica para ingenieros y la
primera de Mecanica vectorial para ingenieros, Russ Johnston estaba
en el YVorcester Polvtechnic Institute y para las ediciones subsecuen-
tes en la University de Connecticut. Mientras tanto, Ferd y Russ habian
asumido funciones administrativas en sus respectivos departamentos y
se dedicaban a la investigacion, la consultaria, y a asesorar estudiantes
de posgrado —Ferd en el area de procesos estocasticos y vibraciones
aleatorias y Russ en la de estabilidad elastica y en disefio y andlisis es-
tructurales—. Sin embargo, su interés por mejorar la ensefianza de los
cursos béasicos de mecanica no habia disminuido y continuaron impar-
tiéndolos mientras revisaban sus libros y comenzaban aescribir el ma-
nuscrito de la primera edicion de Mecanica de materiales.

La colaboracién entre estos dos autores lia abarcado muchos afios
y muchas revisiones exitosas de todos sus libros, y las contribuciones
de Ferd v Russ a la educacion en ingenieria los han hecho acreedo-
res de numerosas distinciones y reconocimientos. Recibieron el Wes-
tern Electric Fund Award por parte de sus respectivas secciones re-
gionales de la American Society for Engineering Education por su
excelencia en la instruccion de estudiantes de ingenieria y, ademas,
el Distinguished Educator Award de la division de mecanica de esa
misma asociacion. A partir de 2001, el reconocimiento denominado
New Mechanics Educator Award de la division de mecénica ha sido
nombrado Beer and Johnston en honor a estos autores.
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Prefacio

OBJETIVOS

El objetivo principal de un primer curso de mecénica debe ser desa-
rrollar en el estudiante de ingenieria la capacidad de analizar cual-
quier problema en forma ldgica y sencilla, y la de aplicar para su so-
lucion unos cuantos principios béasicos perfectamente comprendidos.
Se espera que este texto, disefiado para un primer curso de estatica
impartido en el segundo afio de estudios, y el siguiente, Mecanica vec-
torial para ingenieros: Dindmica, permitiran que el profesor alcance
este objetivo.

ENFOQUE GENERAL

En la parte inicial del texto se introduce el analisis vectorial, el cual
se utiliza en la presentacion y exposicion de los principios funda-
mentales de la mecénica. Los métodos vectoriales se usan también
para resolver diversos problemas, especialmente en tres dimensiones,
donde estas técnicas permiten obtener la solucion de un modo mas
conciso y simple. Sin embargo, el énfasis del libro se mantiene en
el correcto aprendizaje de los principios de la mecénica y su aplica-
cion para resolver problemas de ingenieria, por lo que el andlisis
vectorial se presenta, primordialmente, como una herramienta prac-
tica”

Se introducen aplicaciones practicas desde una etapa ini-
cial. Una de las caracteristicas del enfoque usado en estos tomos es
gue la mecanica de particulas se lia separado en forma clara de la me-
canica de cuerpos rigidos. Este enfoque hace posible considerar apli-
caciones practicas simples en una etapa inicial y posponer la intro-
duccién de los conceptos més avanzados. Por ejemplo:

« En Estatica, la estatica de particulas se estudia primero (capitulo
2), después de haber presentado las reglas para la suma y resta
de vectores, y el principio de equilibrio de una particula se aplica
inmediatamente a situaciones practicas que involucran soélo

F.n un libro relacionado, Mecanica para ingenieros: Estética, cuarta edicion, el uso del
algebra vectorial se limita a la suma y resta de vectores.



fuerzas concurrentes. La estatica de cuerpos rigidos se considera
en los capitulos 3 y 4. En el capitulo 3 se introducen los produc-
tos escalar y vectorial de dos vectores y se utilizan para definir el
momento de una fuerza con respecto a un punto y a un eje. La
presentacion de estos nuevos conceptos es seguida por la exposi-
cion rigurosa y completa de los sistemas de fuerzas equivalentes
gue conducen, en el capitulo 4, a muchas aplicaciones practicas
gue involucran el equilibrio de cuerpos rigidos bajo la accion de
sistemas generales de fuerzas.

< En Dinadmica se observa la misma divisién. Se introducen los con-
ceptos basicos de fuerza, masa y aceleracién, de trabajo y ener-
gia, y de impulso y momentum, y se aplican en primera instancia
a la resolucion de problemas que solo involucran particulas. De
esta forma, los estudiantes pueden familiarizarse por si mismos
con los tres métodos bésicos utilizados en dindmica, v aprender
sus respectivas ventajas antes de enfrentar las dificultades asocia-
das con el movimiento de cuerpos rigidos.

Los conceptos nuevos se presentan en términos simples.
Como este texto estd disefiado para un primer curso sobre estatica,
los conceptos nuevos se presentan en términos simples y cada paso
se explica en forma detallada. Por otro lado, este enfoque alcanza una
madurez definitiva al analizar los aspectos mas relevantes de los pro-
blemas considerados, y al ampliar los métodos de aplicabilidad gene-
ral. Por ejemplo, los conceptos de restricciones parciales y de inde-
terminacion estatica se introducen al principio del texto para ser
usados en todo el libro.

Los principios fundamentales se ubican en e! contexto de
aplicaciones simples. Se enfatiza el hecho de que la mecénica es,
esencialmente, una ciencia deductiva que se basa en algunos princi-
pios fundamentales. Las derivaciones se presentan siguiendo su se-
cuencia ldgica y con todo el rigor requerido a este nivel. Sin embar-
go, en virtud de que el proceso de aprendizaje es primordialmente
inductivo, las aplicaciones mas simples se consideran primero. Por
ejemplo:

« Laestéatica de particulas antecede a la estatica de cuerpos rigidos,
y los problemas que involucran fuerzas internas se posponen has-
ta el capitulo 6.

< En el capitulo 4 se consideran primero los problemas de equili-
brio que involucran sélo a fuerzas coplanares, y se resuelven por
medio del algebra ordinaria, mientras que los problemas que in-
volucran fuerzas tridimensionales, los cuales requieren el uso
completo del algebra vectorial, se exponen en la segunda parte
de dicho capitido.

Se emplean diagramas de cuerpo libre para resolver pro-
blemas de equilibrio y expresar la equivalencia de sistemas de
fuerzas. Los diagramas de cuerpo libre se introducen al principio
y se enfatiza su importancia a lo largo de todo el texto. No s6lo se em-
plean para resolver problemas de equilibrio sino también para expre-
sar la equivalencia de dos sistemas de fuerzas o, de modo mas gene-
ral, de dos sistemas de vectores. La ventaja de este enfoque se vuelve
evidente en el estudio de la dindmica de cuerpos rigidos, donde se



utiliza para resolver problemas tridimensionales y bidimensionales. Se
pudo lograr una comprension maés intuitiva y completa de los princi-
pios fundamentales de la dinamica al poner mayor énfasis en las “ecua-
ciones de diagramas de cuerpo libre” en lugar de en las ecuaciones
algebraicas estdndar de movimiento. Este enfoque, introducido en
1962 en la primera ediciéon de Mecénica vectorial para ingenieros, ha
obtenido hasta la fecha una amplia aceptacion entre los profesores de
mecanica en Estados Unidos. Por tanto, para la resolucién de todos
los problemas resueltos de este libro, se prefiere su utilizaciéon en lu-
gar del método de equilibrio dinamico y de las ecuaciones de movi-
miento.

Se utilizan presentaciones en distintos tonos para distin-
guir los vectores. El color se ha usado no sélo para mejorar la ca-
lidad de las ilustraciones, sino también para ayudar a los estudiantes
a distinguir entre los diversos tipos de vectores que pueden encon-
trar. En virtud de que no habia intencion de establecer un codigo de
color para el texto, en un capitulo dado se utiliza el mismo color pa-
ra representar el mismo tipo de vector. Por ejemplo, a lo largo del to-
mo de Estatica, el rojo se utiliza en forma exclusiva para representar
fuerzas y pares, mientras que los vectores de posicién se muestran en
azul y las dimensiones en negro. Esto vuelve mas facil para los estu-
diantes identificar las fuerzas que actian sobre una particula o cuer-
po rigido dados y comprender los problemas resueltos y otros ejem-
plos proporcionados en el libro.

Se mantiene, en forma consistente, un cuidadoso balance
entre las unidades Sl y unidades de uso comun en Estados Uni-
dos. Debido a latendencia que existe en la actualidad en el gobier-
no y la industria estadounidenses de adoptar el Sistema Internacional
de Unidades (unidades métricas Sl), las unidades SI que se usan con
mayor frecuencia en mecénica se introducen en el capitido 1y se em-
plean en todo el libro. Aproximadamente la mitad de los problemas
resueltos y 60 por ciento de los problemas de tarea estan planteados
en este sistema de unidades, mientras que el resto se proporciona en
las unidades de uso comUn en Estados Unidos. Los autores creen que
este enfoque es el que se adecuard mejor a las necesidades de los es-
tudiantes, quienes, como ingenieros, tendran que dominar los dos sis-
temas de unidades.

También se debe reconocer que el uso de ambos sistemas de uni-
dades significa mas que aplicar factores de conversion. Como el sis-
tema de unidades Sl es absoluto basado en el tiempo, la longitud y la
masa, mientras que el sistema inglés es un sistema gravitacional ba-
sado en el tiempo, la longitnd y la fuerza, se requieren diferentes en-
foques para la solucion de muchos problemas. Por ejemplo, cuando
se usan las unidades Sl, por lo general, un cuerpo se especifica me-
diante su masa expresada en kilogramos; en la mayor parte de los pro-
blemas de estética serd necesario determinar el peso del cuerpo en
newtons, para lo cual se requiere un calculo adicional. Por otro lado,
cuando se aplican las unidades de uso comun en Estados Unidos, un
cuerpo se especifica mediante su peso en libras y, en problemas de
dinamica, se requerira un célculo adicional para determinar su masa
en slugs (o Ib =s2/ft). Por tanto, los autores creen que los problemas
gue se les asignen a los estudiantes deben incluir ambos sistemas de
unidades.



En las secciones opcionales se tratan temas avanzados o
especializados. En el libro se incluye un gran nimero de secciones
opcionales identificadas mediante asteriscos y, por tanto, se distinguen
facilmente de aquellas que constituyen la parte fundamental de un
curso basico de estatica. Estas secciones pueden omitirse sin peiju-
dicar la comprensién del resto del texto.

Entre los temas cubiertos en las secciones adicionales se encuen-
tran la reduccién de un sistema de fuerzas a una llave de torsion, apli-
caciones a hidrostéatica, diagramas de fuerza cortante y momento Héc-
tor, equilibrio de cables, productos de inercia y circulo de Mohr, la
determinacion de los ejes principales y momentos de inercia de un
cuerpo en forma arbitraria, y el método del trabajo virtual. Las sec-
ciones sobre vigas son especialmente Utiles cuando el curso de esta-
tica es seguido inmediatamente por un curso de mecanica de mate-
riales, mientras que las partes que tratan acerca de las propiedades
de inercia de cuerpos tridimensionales fueron pensadas primordial-
mente para los estudiantes que después estudiaran, en dinamica, el
movimiento tridimensional de cuerpos rigidos.

El material presentado en el libro y la mayor parte de los pro-
blemas no requieren conocimiento matematico previo superior al al-
gebra, la trigonometria y el calculo elemental; todos los conocimien-
tos de algebra elemental necesarios para comprender el texto se
presentan con detalle en los capitulos 2y 3. En general, se pone mayor
énfasis en la comprension adecuada de los conceptos matematicos
bésicos incluidos que en la manipulacién de formulas matematicas. Al
respecto, se debe mencionar que la determinacion de los centroides
de areas compuestas precede al calculo de centroides por integracion,
lo cual posibilita establecer firmemente el concepto de momento de
un area antes de introducir el uso de integrales.

ORGANIZACION DE LOS CAPITULOS
Y CARACTERISTICAS PEDAGOGICAS

Introduccién del capitulo. Cada capitulo comienza con una
introduccion que establece el propdsito y los objetivos del mismo, y
en donde se describe en términos sencillos el material que sera cu-
bierto y sus aplicaciones en la resolucion de problemas de ingenieria.
Los lincamientos del capitulo proporcionan a los estudiantes una vi-
sién previa de los tépicos que éste incluye.

Lecciones en el capitulo. EI cuerpo del texto esta dividido en
unidades, cada una de las cuales consiste en una 0 méas secciones de
teoria, uno o varios problemas resueltos, y una gran cantidad de pro-
blemas de tarea. Cada unidad corresponde a un tema bien definido
que, por lo general, puede ser cubierto en una leccion. Sin embargo,
en ciertos casos el profesor encontrard que es deseable dedicar mas
de una leccién a un tépico en particular.

Problemas resueltos. Los problemas resueltos se plantean de
manera muy similar a la que usaran los estudiantes cuando resuelvan
los problemas que se les asignen. Por tanto, estos problemas cumplen
el doble propdésito de ampliar el texto y demostrar la forma de traba-
jo clara y ordenada que los estudiantes deben cultivar en sus propias
soluciones.



Resolucién de problemas en forma independiente. Entre los
problemas resueltos y los de tarea, para cada leccion se incluye una sec-
cion titulada Resolucion de *problemas enforma independiente. EIl pro-
posito de estas secciones es ayudar a los estudiantes a organizar mental-
mente lateoria yacubierta en el texto y los métodos de resolucién de los
problemas resueltos, de manera que puedan resolver con mayor éxito
los problemas de tarea. Ademas, en estas secciones también se incluyen
sugerenciasy estrategias especificas que les permitiran enfrentar de ma-
nera mas eficiente cualquier problema que se les asigne.

Series de problemas de tarea. La mayoria de los problemas
son de naturaleza practica y deben llamar la atencion del estudiante
de ingenieria. Sin embargo, estan disefiados para ilustrar el material
presentado en el texto y para ayudar a los estudiantes a comprender
los principios de la mecénica. Los problemas se han agrupado de
acuerdo con las partes del material que ilustran y se presentan en or-
den de dificultad creciente. Los problemas que requieren atencion
especial estan sefialados con asteriscos. Al final del texto se proporcio-
nan las respuestas correspondientes a un 70 por ciento de los proble-
mas propuestos; y aquellos para los cuales no se da respuesta se indi-
can en el libro escribiendo su nimero en cursivas.

Repaso y resumen del capitulo. Cada capitulo finaliza con
un repaso y un resumen del material cubierto en el mismo. Las notas
al margen se utilizan para ayudar al estudiante a organizar su trabajo
de revision, ademas se han incluido referencias cruzadas para ayudar-
los aencontrar las partes de material que requieren atencion especial.

Problemas de repaso. Al final de cada capitulo se incluye un
grupo de problemas de repaso. Estos problemas proporcionan a los
estudiantes una oportunidad adicional de aplicar los conceptos mas
importantes presentados en el capitulo.

Problemas de computadora. Cada capitulo incluye un grupo
de problemas disefiados para ser resueltos mediante programas de
computadora. Muchos de estos problemas son importantes para el
proceso de disefio. En estatica, por ejemplo, pueden implicar el ana-
lisis de una estructura para diferentes configuraciones y cargas o la de-
terminacion de las posiciones de equilibrio de un mecanismo que
puede requerir un método iterativo de solucién. El desarrollo del al-
goritmo necesario para resolver un problema de mecanica dado bene-
ficiara a los estudiantes en dos formas diferentes: 1) les ayudara a lo-
grar una mejor comprension de los principios de la mecanica involu-
crados; 2) les proporcionara la oportunidad de aplicar sus habilidades
con la computadora para encontrar la solucion de un problema rele-
vante de ingenieria.

MATERIALES DE APOYO

Esta obra cuenta con interesantes complementos que fortalecen los
procesos de ensefianza-aprendizaje, asi como la evaluacion de éstos,
mismos que se otorgan a profesores que adoptan este texto para sus
cursos. Para obtener més informacion y conocer la politica de entrega
de estos materiales, contacte a su representante McGraw-Hill.
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Constante; radio; distancia

Reacciones en apoyos y uniones
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Ancho; distancia

Constante

Centroide

Distancia

Base de logaritmos naturales

Fuerza; fuerza de friccion
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Fuerza; vector
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Fuerza resultante; vector resultante; reaccion
Radio de laTierra
Vector de posicion
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Coeficiente de friccion
Densidad
Angulo de friccion; angulo
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I CAPITULO

A finales del siglo xvii, Sir Isaac Newton establecio los principios fundamentales de la mecanica, los cuales
constituyen la base de gran parte de la ingenieria moderna. El disefio y analisis de casi todos los instrumentos
y sistemas requieren del conocimiento de estos principios.



Conceptos y principios
fundamentales

Sistemas de unidades
Conversién de un sistema de
unidades a otro

Método para la solucién de

Fotografia 11 Sir Isaac Newton

1.1. ;QUE ES LA MECANICA?

La mecanica se puede definir como la ciencia que describe y predice
las condiciones de reposo o movimiento de los cuerpos bajo la accion
de fuerzas. Se divide en tres partes: la mecanica de cuerpos rigidos, la
mecanica de cuerpos deformables y la mecanica de fluidos.

La mecanica de cuerpos rigidos se subdivide en estatica y dinami-
ca; la primera estudia los cuerpos en reposo y la segunda los cuerpos en
movimiento. En esta parte del estudio de la mecanica se supone que los
cuerpos son perfectamente rigidos. Sin embargo, las estructuras y las
maquinas reales nunca lo son y se deforman bajo las cargas a las que
estan sometidas. Estas deformaciones casi siempre son pequefias y no
afectan de manera apreciable las condiciones de equilibrio o de movi-
miento de la estructura en consideracion. Pero son importantes cuando
se tiene en cuenta la resistencia de la estructura a las fallas y se estudian
en la mecénica de materiales, que es una parte de la mecanica de cuer-
pos deformables. La tercera parte de la mecanica, la de fluidos, se sub-
divide en el estudio de losfluidos incompresibles y el de losfluidos com-
presibles. La hidraulica es una subdivision importante en el estudio de
los fluidos incompresibles y trata problemas relativos a los liquidos.

La mecénica es una ciencia fisica puesto que estudia fenédmenos fi-
sicos. Sin embargo, algunos la asocian con las matemaéticas, mientras que
otros la consideran un tema de ingenieria. Ambos puntos de vista se jus-
tifican parcialmente. La mecanica es la base de la mayoria de las cien-
cias de laingenieria y es un requisito indispensable para estudiarlas. Sin
embargo, no tiene el caracter empirico propio de algunas ciencias de la
ingenieria, es decir, no se basa s6lo en la experiencia u observacion; por
su rigor y la importancia que da al razonamiento deductivo se parece a
las matemaéticas. Pero tampoco es una ciencia abstracta, ni siquiera una
ciencia pura; es una ciencia aplicada. Su proposito es explicar y prede-
cir los fendmenos fisicos y poner las bases para aplicarlas en ingenieria.

1.2. CONCEPTOS Y PRINCIPIOS FUNDAMENTALES

Aunque el estudio de la mecénica se remonta a los tiempos de Aristo-
teles (384-322 a.C.) y de Arquimedes (287-212 a.C.), se tuvo que es-
perar hasta Newton (1642-1727) para encontrar una formulacién satis-
factoria de sus principios fundamentales, los cuales fueron expresados
después en forma modificada por d’Alembert, Lagrange y Hamilton.
Su validez permaneci6 incolume hasta que Einstein formulo su teoria
de la relatividad (1905). Si bien ahora se han reconocido las limitacio-
nes de la mecéanica newtoniana, ésta aun es la base de las actuales cien-
cias de la ingenieria.

Los conceptos basicos que se emplean en la mecéania son espacio,
tiempo, masa yfuerza. Estos conceptos no pueden ser definidos en for-
ma exacta; deben aceptarse sobre las bases de nuestra intuicion y ex-
periencia y emplearse como un marco de referencia mental en el es-
tudio de la mecénica.

El concepto de espacio se asocia con la nocion de posicién de un
punto P. La posicion de éste puede definirse por tres longitudes me-
didas desde cierto punto de referencia uorigen, en tres direcciones da-
das. Estas longitudes se reconocen como coordenadas de P.

Para definir un evento, no es suficiente con indicar su posicién en
el espacio sino que debe darse también el tiempo del evento.

El concepto de masa tiene la funciéon de caracterizar y comparar
los cuerpos con base en ciertos experimentos mecanicos fundamenta-



les. Por ejemplo, dos cuerpos que tengan la misma masa serian atrai-
dos por la Tierra de igual forma; también presentardn la misma resis-
tencia a un cambio en su movimiento traslacional.

Unafuerza representa la accion de un cuerpo sobre otro y puede
ejercerse por contacto real o a distancia, como en el caso de las fuer-
zas gravitacionales y magnéticas. Una fuerza se caracteriza por su pun-
to de aplicacion, magnitud y direccion y se representa con un vector
(seccion 2.3).

En la mecénica newtoniana, espacio, tiempo y masa son concep-
tos absolutos e independientes entre si (esto no es asi en la mecanica
relativista, donde el tiempo de un evento depende de su posicion y la
masa de un cuerpo varia con su velocidad). Por otra parte, el concep-
to de fuerza no es independiente de los otros tres. En realidad, uno de
los principios fundamentales de la mecanica newtoniana, que se enun-
cian mas adelante, indica que la fuerza resultante que actda sobre un
cuerpo se relaciona con la masa de éste y con la forma en que varia su
velocidad en el tiempo.

Se estudiaran las condiciones de reposo 0 movimiento de particu-
las y cuerpos rigidos a partir de los cuatro principios basicos que se han
expuesto. Por particula se entiende una pequefiisima cantidad de ma-
teria que ocupa un punto en el espacio. Un cuerpo rigido es la combi-
nacion de un gran nimero de particulas que ocupan posiciones fijas
entre si. El estudio de la mecénica de las particulas es un requisito pre-
vio al de los cuerpos rigidos. Ademas, los resultados obtenidos para una
particula pueden usarse directamente en muchos problemas que tra-
tan de las condiciones de reposo o movimiento de cuerpos reales.

El estudio de la mecanica elemental descansa sobre seis principios
fundamentales basados en la evidencia experimental.

La ley del paralelogramo para la adicion de fuerzas. Esta-
blece que dos fuerzas que actdan sobre una particula pueden ser susti-
tuidas por una sola fuerza llamada resultante, que se obtiene al trazar
la diagonal del paralelogramo que tiene los lados iguales a las fuerzas
dadas (seccién 2.2).

El principio de transmisibilidad. Establece que las condicio-
nes de equilibrio o de movimiento de un cuerpo rigido permaneceran
inalteradas si una fuerza que actlia en un punto del cuerpo rigido se
sustituye por una fuerza de la misma magnitud y la misma direccion,
pero que actle en un punto diferente, siempre que las dos fuerzas ten-
gan la misma linea de accion (seccién 3.3).

Las tres leyes fundamentales de Newton. Fueron formula-
das por Sir Isaac Newton a finales del siglo Xvil y pueden enunciarse
como sigue:

PRIMERA LEY. Si lafuerza resultante que actia sobre una par-
ticula es cero, la particula permanecera en reposo (si originalmente es-
taba en reposo) o se movera con velocidad constante en linea recta (si
originalmente estaba en movimiento) (seccion 2.10).

SEGUNDA LEY. Si lafuerzaresultante que actia sobre una par-
ticula no es cero, la particula tendra una aceleracién proporcional a la
magnitud de la resultante y en la direccién de ésta.

Como se vera en la seccion 12.2 esta ley puede expresarse asi

F - ?ia (1.2
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" Introduccién

Figura 1.1

Fotografia 1.2 Cuando estan en la orbita
terrestre, se dice que las personas y los objetos
no tienen peso, aun cuando la fuerza
gravitacional que actta sobre ellos es
aproximadamente 90% de la que se experimenta
en la superficie de la Tierra. Esta aparente
contradiccion se resolvera en el capitulo

cuando se aplica la segunda ley de Newton al
movimiento de particulas.

donde F, m y a representan, respectivamente, la fuerza resultante que
actla sobre la particula, la masa de ésta y la aceleracién de la misma,
expresadas en un sistema congruente de unidades.

IERCERA LEY. Las fuerzas de accion y reaccion de cuerpos en
contacto tienen la misma magnitud, la misma linea de accion y senti-
dos opuestos (seccion 6.1).

La ley de gravitacion de Newton. Establece que dos particu-
las de masa M y rn se atraen mutuamente con fuerzas iguales y opues-
tas F y -F (figura 1.1), de magnitud F dada por la férmula

Mm
F=G o (12
tr

donde r = la distancia entre las dos particulas
G - la constante universal llamada constante de gravitacion

La ley de gravitacién de Newton introduce la idea de una accién ejer-
cida a distancia y extiende el alcance de aplicacion de la tercera ley: la
accion F y la reaccion —F en la figura 1.1 son iguales y opuestas y tie-
nen la misma linea de accion.

Un caso de gran importancia es el de la atraccion que la Tierra ejer-
ce sobre una particula situada en su superficie. La fuerza F ejercida por
la Tierra sobre la particula se define como el peso W de la particula. To-
mando M igual a la masa de la Tierra, m igual a la masa de la particula,
y r igual al radio R de la Tierra e introduciendo la constante

cm

i, (1.3)

la magnitud W del peso de una particula de masa m puede expresar-
se comol

W —mg (1.4)

El valor de R en la formula (1.3) depende de la elevacion del punto
considerado; también depende de su latitud, puesto que la Tierra no
es realmente esférica. Asi que el valor de g varia con la posicion del
punto en cuestion. Mientras el punto permanezca sobre la superficie
de la Tierra, en la mayoria de los célculos de ingenieria es suficiente-
mente preciso suponer que g es igual a 9.81 m/s 0 32.2 ft/s2.

Los principios que se acaban de enunciar se iran explicando en el
curso del estudio de la mecénica conforme sea necesario. El estudio
de la estatica de particulas se realiza en el capitulo 2 y se basa sélo en
la ley del paralelogramo para la adicion y en la primera lev de New-
ton. El principio de transmisibilidad se expondra en el capitulo 3, al
comenzar el estudio de la estatica de cuerpos rigidos, y la tercera ley
de Newton se expone en el capitulo 6, cuando se analicen las fuerzas
ejercidas entre los diferentes elementos que forman una estructura. En
el estudio de la dinamica se introduciran la segunda ley de Newton v
la ley de gravitacion. Alli se mostrara que la primera ley de Newton es
1M caso particular de la segunda ley (seccion 12.2), y que el principio
de transmisibilidad podria derivarse de los otros principios y por lo mis-

'Una definicién maés precisa del peso W debe tomar en cuenta la rotacion de la Tierra.



mo quedar eliminado (seccién 16.5). Por ahora, las primera y tercera
leyes de Newton, la ley del paralelogramo para la adicion y el princi-
pio de transmisibilidad proporcionaran las bases necesarias y suficien-
tes para el estudio completo de la estatica de particulas, de cuerpos ri-
gidos y de sistemas de cuerpos rigidos.

Como se dijo antes, los seis principios fundamentales enunciados
antes se basan en la evidencia experimental. A excepcion de la primera
ley de Newton y el principio de transmisibilidad, todos son principios in-
dependientes y no se pueden obtener matematicamente de los demas ni
de cualquier otro principio fisico elemental. En ellos descansa la mayor
parte de la intrincada estructura de la mecanica newtoniana. La aplica-
cion de estos principios fundamentales ha permitido resolver, por mas
de dos siglos, un gran namero de problemas relacionados con las condi-
ciones de reposo y movimiento de cuerpos rigidos, cuerpos deformables
y fluidos. Muchas de las soluciones obtenidas pueden comprobarse me-
diante experimentos que proporcionan una verificacion ulterior de los
principios en que se basaron. Fue s6lo hasta el siglo pasado que se en-
contré que la mecénica de Newton tiene deficiencias en el estudio del
movimiento de los &tomos y en el de ciertos planetas, y que debe com-
plementarse con la teoria de la relatividad. Pero en la escala humana o
en la escala de la ingenieria, donde las velocidades son mucho més pe-
quefias que la velocidad de la luz, la mecanica de Newton ain no ha si-
do refutada.

1.3. SISTEMAS DE UNIDADES

Con los cuatro conceptos fundamentales introducidos en la seccién an-
terior se asocian las llamadas unidades cinéticas, es decir, las unidades
de longitud, tiempo, masa yfuerza. Estas unidades no pueden escoger-
se de manera independiente si la ecuacion (1.1) ha de satisfacerse. Tres
de ellas pueden definirse en forma arbitraria; se les llama unidades ba-
sicas. La cuarta unidad, en cambio, debe escogerse de acuerdo con la
ecuacion (1.1) y se le identifica como unidad derivada. Se dice que las
unidades cinéticas asi seleccionadas forman un sistema congruente de
unidades.

Sistema Internacional de Unidades (Unidades del SI)." En
este sistema, que sera de viso universal cuando Estados Unidos com-
plete su conversion, las unidades basicas son las de longitud, masa v
tiempo, y se llaman, respectivamente, metro (m), kilogramo (kg) y se-
gundo (s). Las tres estan definidas de manera arbitraria. EI segundo,
gue de manera original se eligié para representar 1/86 400 del dia so-
lar medio, se define ahora como la duracién de 9 192 631 770 ciclos
de la radiacién emitida en la transicion entre dos niveles del estado
fundamental del atomo de ccsio-133. El metro, definido en forma ori-
ginal como la diezmillonésima parte de la distancia del ecuador a un
polo, se define ahora como 1 650 763.73 longitudes de onda de la luz
naranja-roja correspondiente a cierta transicién en un atomo de crip-
ton-86. El kilogramo, que es aproximadamente igual a la masa de 0.001
m3 de agua, se define como la masa de 111l patron de platino-iridio que
se conserva en la Oficina Internacional de Pesos v Medidas en Sévres,
cerca de Paris, Francia. La unidad de fuerza es una unidad derivada y
se llama newton (N). Se le define como la fuerza que proporciona una

‘S| significa Systéme International d’Unités (francés).

1-3- Sistemas de unidades
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a- 1m/s2

Figura 1.2

Figura 1.3

aceleracion de 1 my/s2 a una masa de un kilogramo (figura 1.2). A par-
tir de la ecuacion (1.1) se escribe

1N = (1kg)(l m/s2) = 1kg =m/s2 (1.5)

Se dice que las unidades del SI forman un sistema absoluto de unida-
des; esto significa que las tres unidades basicas seleccionadas son in-
dependientes del lugar en donde se utilicen las medidas. EI metro, el
kilogramo y el segundo se pueden usar en cualquier lugar de la Tierra;
incluso pueden usarse en otro planeta y siempre tendran el mismo sig-
nificado.

El peso de un cuerpo, o lafuerza de gravedad ejercida sobre él,
debe expresarse en newtons, como cualquier otra fuerza. De la ecua-
cion (1.4) se obtiene que el peso de un cuerpo de masa 1 kg (figura
1.3) es

\V = mg
= (1 kg)(9.81 nV/s2)
=981 N

Los maltiplos y submultiplos de las unidades fundamentales del S
se pueden obtener con el uso de los prefijos que se definen en la ta-
bla 1.1. Los multiplos y submultiplos de las unidades de longitud, ma-
sa y fuerza de mayor uso en ingenieria son, respectivamente, el kil6-
metro (km) y el milimetro (mm); el megagramo® (Mg) y el gramo (g);
y el kilonewton (kN). De acuerdo con la tabla 1.1, se tiene

1 km = 1000 m 1 mm = 0.001 m
1 Mg = 1000 kg 1g = 0.001 kg
1kN = 1000 N

La conversion de estas unidades a metros, kilogramos y newtons, res-
pectivamente, puede realizarse con sélo recorrer el punto decimal
tres lugares a la derecha o a la izquierda. Por ejemplo, para convertir
3.82 km en metros, se recorre el punto decimal tres lugares a la dere-
cha:

3.82 km=3820 m

En forma semejante, 47.2 mm se convierten en metros recorriendo el
punto decimal tres lugares a la izquierda:

47.2 mm = 0.0472 in
Con el uso de la notacion cientifica, se puede escribir

3.82 km
47.2 mm

3.82 X 103 m
472 X 10 3m

Los multiplos de la unidad de tiempo son el minuto (min) y lahora
(h). Puesto que 1 min = 60 sy 11li = 60 min = 3 600 s, estos multi-
plos no pueden convertirse tan facilmente como los otros.

‘También conocida como tonelada métrica.



Tabla 1.1. Prefijos del Sl

Factor multiplicativo Prefijo Simbolo
1000 000 000 000 = 1012 tera T
1000 000 000 = 103 o C
1000 000 = 10fi mega M
1000 = 103 kilo k
100 - 102 hecto' h
10 = 10’ decal da
01 = 10-1 deci’ d
0.01 = 10-2 centi' c
0.001 —10-3 mili m
0.000 oo1 — 10-8 micro
0.000 000 001 = jo~9 nano n
O.(XX) 000 000 001 = 10-12 pico P
0.000 (KK) 000 000 001 = 10- '3 femto f
0.000 (KK (KK) (K000 001 = 10 18 ato a

"Debe evitarse el uso de estos prefijos, excepto en las medidas de areas y volimenes y para
el uso no técnico del centimetro, como en las medidas referentes a la ropa y al cuerpo.

Con el uso del multiplo o submdultiplo adecuado de cierta unidad,
se puede evitar la escritura de nimeros muy grandes o muy pequefios.
Por ejemplo, por lo general se escribe 427.2 km en lugar de 427 200
m, y 2.16 mm en lugar de 0.002 16 m.1

Unidades de area y volumen. La unidad de area es el rnetro
aladrado (m2), que representa el area de un cuadrado de 1 m de la-
do; la unidad de volumen es el metro ctbico (m3), que es igual al vo-
lumen de un cubo de 1 m de lado. Para evitar valores numéricos ex-
cesivamente pequefios 0 demasiado grandes en el calculo de areas y
volimenes, se usan sistemas de subunidades que se obtienen elevan-
do, respectivamente, al cuadrado y al cubo no sélo el milimetro sino
también dos submultiplos intermedios del metro, llamados decimetro
(dm) y centimetro (cm). Entonces, por definicién,

1ldm=01m= 10“1m

lcm=0.01 m= 10 2m
1 mm = 0.000l m= 108 m

los submultiplos de la unidad de area son

1dm2= (1dmp= (10“1m)Y = 10~2 m2
lcm2= (Lcm) = (10-2 m@ = 10~4 m2
I1mm2= (1 mmY= (10~3m@= 10 6 m2

y los submultiplos de la unidad de volumen son

1dm3= @ dmB= (10“' m)3B = 10~3 ni3
1cm3= (1 cm)3= (10~2m)3= 10“6m3
I1mm3= (1 mm)3= (10 "3m)3 = 10“9 m3

fDebe observarse que cuando se usan mas de cuatro digitos a ambos lados del punto de-
cimal para expresar una cantidad en unidades del SI (como en 427 200 mo en 0.002 16 m)
deben usarse espacios, no comas, para separar los digitos en grupos de tres. Esto es con
el fin de evitar contusiones con lacoma, que se usa en muchos paises en lugar del punto de-
cimal.

1.3. Sistemas de unidades

"J
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Debe notarse que cuando se mide el volumen de un liquido, el deci-
metro cubico (dm3) se conoce en forma usual como un litro (L).

En la tabla 1.2 se muestran otras unidades derivadas del SI, que
se usan para medir el momento de una fuerza, el trabajo de una fuer-
za, etc. Aunque estas unidades se introduciran en capitulos posterio-
res conforme se vayan necesitando, es necesario describir una regla im-
portante en esta fase: cuando se obtiene una unidad derivada con la
division de una unidad bésica entre otra unidad bésica, debe usarse un
prefijo en el numerador de la unidad derivada pero no en su denomi-
nador. Por ejemplo, la constante k de un resorte que se elonga
20 mm bajo una carga de 100 N se expresard como

100N 100 N

K= 2omm = 0.00m

= 5000 N/m 0 k = 5 kX/m

pero nunca como k = 5 N/mm

Unidades de uso comln en Estados Unidos. La mayoria de
los ingenieros practicantes estadounidenses todavia utiliza un sistema en
el que las unidades basicas son las unidades de longitud, fuerzay tiempo.
Estas unidades son, respectivamente, el pie (ft), la libra (Ib) y el segundo
(s). El segundo es idéntico a la correspondiente unidad del Sl. El pie se
define como 0.3048 m. La libra se define como el peso de un patrén
de platino, llamado libra estdndar, que estd en el National Institute

Tabla 1.2. Principales unidades del S| usadas en mecéanica

Cantidad Unidad Simbolo Foérmula
Aceleracion Metro por segundo nys2
al cuadrado »
Angulo Radian rad
Aceleracion angular Radian por segundo rad/s2
al cuadrado
Velocidad angular Radian por segundo rad/s
Area Metro cuadrado m?2
Densidad Kilogramo por ko/mi5
metro cubico
Energia Joule 1 N em
Fuerza Newton N kg em/2
Frecuencia Hertz 1z s-1
Impulso Newton-segundo kg /s
Longitud Metro m !
Masa Kilogramo kS !
Momento do una fuer/a Newton-metro N em
Potencia Watt W Is
Presion Pascal Pa N/h2
Esfuerzo Pascal Pa N/m2
Tiempo Segundo s t
Velocidad Metro por segundo s
Volumen
Sdlidos Metro cubico
1. liquidos Litro L 10 m3
Trabajo Joule J N em

1Unidad suplementaria (1 revolucién = 2« rad = 360°.l.
'Unidad basica.



of Standards and Technology en las afueras de Washington, su masa es
de 0.453 592 43 kg. Como el peso de un cuerpo depende de la atraccion
gravitacional de la Tierra, la cual varia con la ubicacion, se especifica
gue la libra estdndar debe estar localizada al nivel del mar y a una la-
titud de 45° para definir en forma apropiada una fuerza de una libra.
Es claro que las unidades de uso comun en Estados Unidos no forman
un sistema de unidades absoluto. Por su dependencia de la atraccion
gravitacional de la Tierra constituyen un sistema de unidades gravita-
cional.

Aun cuando la libra estdndar se emplea también como unidad de
masa en transacciones comerciales en Estados Unidos, no puede usar-
se asi en calculos de ingenieria, debido a que no seria consistente con
las unidades basicas definidas en el apartado anterior. De hecho, cuan-
do una fuerza de 1 Ib actta sobre la libra estdndar, es decir, cuando es-
ta sujeta a la gravedad, recibe la aceleracion de la gravedad, g = 32.2
ft/s (figura 1.4), ésta no es la unidad de aceleracion que se requiere
segun la ecuacion (1.1). La unidad de masa consistente con el pie, la
libra y el segundo es la masa que recibe una aceleracién de 1 ft/s2 al
aplicarsele una fuerza de 1 Ib (figura 1.5). Esta unidad, algunas veces
llamada slug, puede derivarse de la ecuacion F = ma después de sus-
tituir 11by 1 ft/s para F y a, respectivamente. Se escribe

F =ma 11b = (@ slug)(l ft/s2)

se obtiene

1slug llftt)z = 11lb es2/ft (1.6)
S,

Comparando las figuras 1.4 y 1.5 se concluye que el slug es una masa
32.2 veces mayor que la masa de la libra estandar.

El hecho de que en el sistema de uso comUn en Estados Unidos,
los cuerpos se caractericen por su peso en libras en lugar de por su ma-
sa en singa, sera ventajoso en el estudio de la estatica, en donde se tra-
tard en forma continua con pesos u otras fuerzas, y solo en ocasiones
con masas. Sin embargo, en el estudio de la dindmica, donde intervie-
nen fuerzas, masas y aceleraciones, la masa m de un cuerpo se expre-
sara en slugs cuando su peso W este dado en libras. Recordando la
ecuacion (1.4) se escribe

m = (1.7)

donde g es la aceleracion de la gravedad (g = 32.2 ft/s2).

Otras inidades de uso comun en Estados Unidos que se presentan
en forma frecuente en problemas de ingenieria son la milla (mi), igual
a5 280 ft; lapulgada (in.), igual a 4 ft; y lakilolibra (kip), igual a una
fuerza de 1 000 Ib. La tonelada se usa con frecuencia para represen-
tar una masa de 2 000 Ib pero, al igual que la libra, debe convertirse a
slugs en los célculos de ingenieria.

La conversion en pies, libras y segundos de cantidades expresadas
en otras unidades de uso comun en Estados Unidos, en forma general
es mas complicada y requiere mayor atencién que la operacion corres-
pondiente en las unidades del SI. Por ejemplo, si se da la magnitud de

1.3. Sistemas de unidades

Figura 1.4

a=1It/s2

Figura 1.5

Fotografia 1.3 La unidad de masa es la Unica
unidad basica que aun se define con un patrén
fisico. En la actualidad se trabaja para
reemplazar este patrén por uno basado en un
fenémeno natural inalterable.
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Fotografia 1.4 No se puede exagerar la impor-
tancia de incluir unidades en todos los célculos.
Se encontré que el satélite climatolégico para
Marte, con un costo de 125 millones de délares,
fall6 al ingresar a la 6rbita alrededor de Marte
porgue el principal contratista habia proporciona-
do el equipo de navegacion con datos operativos
basados en unidades de uso comuin en Estados
Unidos, en lugar de las especificaciones del Sl.

una velocidad como v = 30 mi/h, se convierte en ft/s de la siguiente
manera. Primero se escribe

mi
v =S O”-

Puesto que se quieren convertir millas en pies, se debe multiplicar el
miembro derecho de la ecuacion por una expresién que contenga mi-
llas en el denominador y pies en el numerador. Pero, como no se quie-
re cambiar el valor del miembro derecho, la expresion implicada debe
tener un valor igual a uno; el cociente (5 280 ft)/(I mi) es una expre-
sion de este tipo. Haciendo una operacion semejante para transformar
la unidad hora en segundos, se escribe

OmiV5280f'tV 1li
i 1mi N3000s

Realizando los calculos numéricos y cancelando las unidades que apa-
recen tanto en el numerador como en el denominador, se obtiene

ft
c =44 — = 44 ft/s
S

1.4. CONVERSION DE UN SISTEMA DE UNIDADES A OTRO

Existen muchas situaciones en las que un ingeniero necesita convertir
en unidades del SI un resultado numérico obtenido en unidades de uso
comun en Estados Unidos o viceversa. Como la unidad de tiempo es
la misma en ambos sistemas, sélo se necesita convertir dos unidades
cinéticas basicas y, puesto que todas las otras unidades cinéticas pue-
den derivarse de estas unidades basicas, solo se requiere recordar dos
factores de conversion.

Unidades de longitud. Por definicion, la unidad de longitud de
uso comun en Estados Unidos es

1ft = 0.3048 m (1.8)

De aqui se tiene que

1mi = 5280 ft =5 280(0.3048 in) = 1609 m

o bien
1 mi = 1.609 km (1.9)
También
lin. =+ ft = ;/(0.3048 m) = 0.0254 m
0 bien

lin. = 25.4 mm (1.10)

Unidades de fuerza. Recordando que la unidad de fuerza de
uso comun en Estados Unidos (la libra) se define como el peso de una
libra estandar (de masa 0.4536 kg) al nivel del ruar y a una latitud de
45° (donde g = 9.807 nmv/s2) y usando la ecuacion (1.4), se escribe



W = mg
11b = (0.4536 kg)(9.807 m/s2) = 4.448 kg =m/s2

o, recordando la ecuacion (1.5),
11lb = 4.448 N (1.12)

Unidades de masa. La unidad de masa de uso comun en Es-
tados Unidos (el slug) es una unidad derivada. Asi, con el uso de las
ecuaciones (1.6), (1.8) y (1.11), se puede escribir

y por medio de la ecuacion (1.5),
1slug = 1 Ib =s2/ft = 14.59 kg (1.12)

Aungue no puede usarse como unidad consistente de masa, recordan-
do que la masa de la libra estandar es, por definicion,

1 libra masa = 0.4536 kg (1.13)

Esta constante se puede usar para determinar la masa en unidades del
SI (kilogramos) de un cuerpo que esté caracterizado por su peso en
unidades de uso comun en Estados Unidos (libras).

Para convertir una unidad derivada de uso comun en Estados Uni-
dos en unidades del SlI, simplemente se multiplica o se divide por los
factores de conversion apropiados. Por ejemplo, para convertir el mo-
mento de una fuerza que ha sido encontrada como M = 47 |b «in. en
unidades del Sl, se usan las formulas (1.10) y (1.11) y se escribe

M = 47 Ib =in. = 47(4.448 N)(25.4 mm)
= 5310 Nemm = 5.31 N em

L<ss factores de conversion dados en esta seccion se pueden usar
también para convertir un resultado numérico obtenido en las unida-
des del SI aunidades de uso comUn en Estados Unidos. Por ejemplo,
si el momento de una fuerza se encontr6 como M = 40 N em, con el
procedimiento usado en el ultimo parrafo de la seccion 1.3, se escribe

M=40 Nem= (40 Nem)] 1llb V 1ft
4.448 N )\ 0.3048 m
Al realizar los calculos numéricos y cancelar las unidades que apare-
cen tanto en el numerador como en el denominador, se obtiene

M = 29.5 b ft

Las unidades de uso comun en Estados Unidos que se emplean
con mayor frecuencia en la mecéanica, y sus equivalentes en las unida-
des del Sl, se enlistan en la tabla 1.3.

1.5. METODO PARA LA SOLUCION DE PROBLEMAS

Un problema en mecénica debe abordarse de la misma manera en que se
plantearia un problema real de ingenieria. Si se toma como base la
experiencia y la intuicion propias, sera mas facil entender y formular el
problema. Sin embargo, unavez que el problema se haestablecido en for-
ma clara, no hay sitio para suposiciones particulares. La solucion se debe
basaren los seis principiosfundamentales establecidos en la seccion 1.2 0

1.5. Método para la solucion de problemas 11



w2

Introduccioén

Tabla 1.3. Unidades de uso comun en Estados Unidos
y sus equivalencias en unidades del Sl

Cantidad Unidad de uso comin en EU Equivalente del Sl
Aceleracion ft/2 0.3048 mys2
in./s2 0.0254 ny2
Area ft2 0.0929 m2
in.2 645.2 mm2
Energia ft =lb 1.356 J
Fuerza kip 4.448 kN
Ib 4,448 N
0z 0.2780 X
Impulso Il) -s 4.448 N s
Longitud ft 0.3048 m
in. 25.40 mm
mi 1.609 km
Masa 0z masa 28.35¢
Ib masa 0.4536 kg
slug 14.59 kg
ton 907.2 kg
Momento de una fuerza Ib «ft 1356 N «m
Ib min. 0.1130 N em
Momento de inercia
de un &rea in4 0.4162 X 10fi mm4
de una masa Ib eft - s2 1.356 kg *m2
Cantidad de movimiento b -s 4.448 kg =nys
Potencia ft =lb/s 1.356 W
lip 745.7 W
Presién o esfuerzo Ib/ft2 47.88 Pa
Ib/in2 (psi) 6.895 kPa
Velocidad ft/s 0.3048 /s
in/s 0.0254 mys
mi/h (mph) 0.4470 /s
mi/h (mph) 1.609 ki
Volumen ft3 0.02832 m3
in.5 16.39 cm3
Liquidos gal 3.785 L
qt 0.9464 L
Trabajo ft =lb 1.356 |

en los teoremas derivados de éstos. Cada paso debe estar justificado con
estas bases. Deben seguirse reglas estrictas que conduzcan a la solucién
de una manera casi automdtica, sin dejar lugar para la intuicién o “senti-
mientos” particulares. Después de obtener una respuesta, ésta debe veri-
ficarse. Aqui, de nuevo, se puede utilizar el sentido comun y la experien-
cia personal. Si el resultado obtenido no es completamente satisfactorio,
debe verificarse en forma cuidadosa la formulacion del problema, la vali-
dez del método utilizado para su solucion y la exactitud de los célculos.

El planteamiento de un problema debe ser claro y preciso y con-
tener los datos proporcionados, asi como indicar la informacién que se
requiere. Debe incluirse un dibujo claro que muestre todas las canti-
dades involucradas, asi como un diagrama para cada uno de los cuer-
pos que participan, que indique en forma clara las fuerzas que actdan
sobre ellos. A estos diagramas se les conoce como diagramas de cuer-
po libre y se describirdn en detalle en las secciones 2.11 y 4.2.

Los principios fundamentales de la mecéanica que se eidistan en la
seccion 1.2se emplean para escribir ecuaciones que expresen las con-



(liciones de reposo o movimiento de los cuerpos considerados. Cada
ecuacion debe estar relacionada en forma clara con uno de los diagra-
mas de cuerpo libre. Después se procedera a resolver el problema, ob-
servando en forma estricta las reglas usuales de algebra y con el regis-
tro minucioso de los diferentes pasos dados.

Después de haber obtenido la respuesta, ésta debe comprobarse
con todo cuidado. Con frecuencia se pueden detectar errores en el ra-
zonamiento mediante la verificacién de las unidades. Por ejemplo, pa-
ra determinar el momento de una fuerza de 50 N sobre un punto a
0.60 m de su linea de accion, se escribiria (seccién 3.12)

M = Fd = (50 N)(0.60 m) = 30 N =in

La unidad N *m que se obtiene al multiplicar newtons por metros es
la unidad correcta para el momento de una fuerza; si se hubiera obte-
nido alguna otra unidad, se sabria que se cometi6é un error.

Los errores de calculo por lo general se encontraran al sustituir los
valores numéricos en una ecuacion que no haya sido usada y verificar
si la ecuacidn es correcta. No es posible exagerar la importancia de los
célculos correctos en ingenieria.

1.6. EXACTITUD NUMERICA

La exactitud en la solucién de un problema depende de dos factores:
1) la exactitud de los datos proporcionados y 2) la de los calculos de-
sarrollados.

La solucion no puede ser mas exacta que el menos exacto de es-
tos dos factores; por ejemplo, si se sabe que la carga de un puente
es de 75 000 10) con un posible error de 100 Ib, el error relativo que
mide el grado de precision del dato es

7518%db1b
Entonces, al calcular la reaccién en uno de los soportes del puente no
tendria sentido anotarla como 14 322 Ib. La exactitud de la solucién
no puede ser mayor de 0.13 por ciento, sin importar con qué exacti-
tud se realicen los calculos, y el error posible en la respuesta puede ser
tan grande como (0.13/100)(14 322 Ib)5520 Ib. La respuesta deberia
escribirse como 14 320 = 20 Ib.

En los problemas de ingenieria los datos rara vez se conocen con
una exactitud mayor a 0.2 por ciento, por lo que casi nunca se justifi-
ca escribir las respuestas a dichos problemas con una exactitud mayor
a 0.2 por ciento. Un criterio préctico es utilizar 4 cifras para registrar
nameros que inicien con un “1”y 3 cifras en todos los otros casos.
A menos que se indique otra cosa, los datos proporcionados en un
problema deben asumirse como conocidos con un grado de exactitud
comparable. Por ejemplo, una fuerza de 40 Ib se deberia leer 40.0 Ib,
y una fuerza de 15 Ib se deberia leer 15.00 Ib.

Los ingenieros y estudiantes de ingenieria comidnmente usan las
calculadoras electrénicas de bolsillo. La exactitud y velocidad de éstas
facilita los c&lculos numéricos en la solucién de muchos problemas. Sin
embargo, los estudiantes no deben registrar més cifras significativas de
las que se pueden justificar, s6lo porque éstas se pueden obtener facil-
mente. Como se menciond con anterioridad, una exactitud mayor que
0.2 por ciento rara vez es necesaria o significativa en la solucién de pro-
blemas précticos de ingenieria.

= 0.0013 = 0.13 ;l)or ciento

1.6. Exactitud numérica
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Figura 2.1

2.1. INTRODUCCION

En este capitulo se estudiara el efecto de las fuerzas que actlian so-
bre las particulas. Primero se aprendera a sustituir dos o mas fuerzas
gue actlan sobre una particula por una sola fuerza que tenga el mis-
mo efecto que ellas. Esta fuerza equivalente sola es la remitante de las
fuerzas varias que actiian sobre la particula. Después se derivaran las
relaciones que existen entre las distintas fuerzas que actiian sobre una
particula en un estado de equilibrio y se usaran para determinar algu-
nas de las fuerzas que actlan sobre dicha particula.

El uso de la palabra particula no significa que este capitulo se li-
mite al estudio de pequefios corpusculos. Quiere decir que el tamafio
y la forma de los cuerpos en consideracion no afectard en la solucion
de los problemas tratados en este capitulo, y que todas las fuerzas
ejercidas sobre un cuerpo dado se supondran aplicadas en un mismo
punto. Puesto que tal suposicion se verifica en muchas aplicaciones
practicas, se podran resolver un buen namero de problemas de inge-
nieria.

La primera parte de este capitulo esti dedicada al estudio de las
fuerzas obtenidas en un mismo plano y la segunda al anaUsis de las fuer-
zas en el espacio tridimensional.

FUERZAS EN UN PLANO

2.2. FUERZA SOBRE UNA PARTICULA.
RESULTANTE DE DOS FUERZAS

Una fuerza representa la accién de un cuerpo sobre otro y se caracte-
riza por su punto de aplicacion, magnitud o mddulo y direccién. Pero
las fuerzas sobre una particula tienen el mismo punto de aplicacion.
Por tanto, cada fuerza considerada en este capitulo estard completa-
mente definida por su magnitud o mddulo y direccion.

La magnitud o médulo de una fuerza se caracteriza por cierto nu-
mero de unidades. Como se indic6 en el capitulo 1, las unidades del
S| usadas por los ingenieros para medir la magnitud de una fuerza son
el newton (N) y su multiplo el Idlonewton (kN), igual a 1 000 N, mien-
tras que las unidades del sistema de uso comun en Estados Unidos,
empleadas con el mismo fin, son la libra (Ib) y su multiplo la kilolibra
(kip), igual a 1000 Ib. La direccion de una fuerza se define por la li-
nea de accion y el sentido de la fuerza. La linea de accidn es la linea
recta infinita a lo largo de la cual actia la fuerza; se caracteriza por el
angulo que forma con algun eje fijo (figura 2.1).



La fuerza en si se representa por un segmento de esa linea; me-
diante el uso de una escala apropiada, puede escogerse la longitud de
este segmento para representar la magnitud de la fuerza. Finalmente,
el sentido de la fuerza debe indicarse por una punta de flecha. En la
definicion de una fuerza es importante indicar su sentido. Dos fuerzas
como las mostradas en las figuras 2.1a y b, que tienen la misma mag-
nitud y la misma linea de accion pero diferente sentido, tendrén efec-
tos opuestos sobre una particula.

La evidencia experimental muestra que dos fuerzas P y Q que
actian sobre una particula A (figura 2.2a) pueden sustituirse por
una sola fuerza R que produce el mismo efecto sobre la particula
(figura 2.26"). A esta fuerza se le llama remitante de las fuerzas P
y Q y puede obtenerse, como se muestra en la figura 2.2b. constru-
yendo un paralelogramo con P y Q como lados. Tm diagonal que
pasa por A representa la remitante. Esto se conoce como la ley del
paralelogramo para la adicién de dos fuerzas, y se basa en la eviden-
cia experimental; no puede probarse ni derivarse de manera matema-
tica.

2.3. VECTORES

En apariencia las fuerzas no obedecen las reglas de la adicion defini-
das en la aritmética o en el algebra ordinaria. Por ejemplo, dos fuer-
zas que actian formando un angulo recto, una de 4 Ib y otra de 3 II),
suman una fuerza de 5 Ib v no una de 7 Ib. La fuerzas no son las uni-
cas cantidades que siguen la ley del paralelogramo para la adicién. Co-
mo se vera méas adelante, los desplazamientos, velocidades, aceleracio-
nes y momentos son otros ejemplos de cantidades fisicas que poseen
magnitud y direccidn y que se suman siguiendo la ley del paralelogra-
mo. Estas cantidades pueden representarse matematicamente por vec-
tores, mientras que aquellas cantidades fisicas que no tienen direc-
cion, como volumen, masa 0 energia se representan por nameros ordi-
narios o escalares.

Los vectores se definen como expresiones matematicas que po-
seen magnitud, direccion y sentido, los cuales se suman de acuerdo
con la ley del paralelogramo. Los vectores se representan por fle-
chas en las ilustraciones y se distinguen de las cantidades escalares
en este texto mediante el uso de negritas (P). En la escritura a mano,
un vector puede caracterizarse dibujando una pequefia flecha arriba
de la letra usada para representarlo (P) o subrayando la letra (P). La
magnitud de un vector determina la longitud de la flecha correspon-
diente. En este libro se usardn letras cursivas para representar la
magnitud de un vector. Asi, la magnitud del vector P se representa
como P

Un vector con el que se representa una fuerza que acttia sobre una
particula tiene un punto de aplicacion bien definido, a saber, la parti-
cula misma. A tal vector se le llama vectorfijo o ligado, y no puede
cambiarse su posicién sin modificar las condiciones del problema. Sin
embargo, otras cantidades fisicas, como los pares (véase capitulo 3), se
pueden representar por vectores que pueden moverse libremente en
el espacio; a estos vectores se les conoce como libres. Existen otras can-
tidades fisicas, como las fuerzas sobre un cuerpo rigido (véase capitu-
lo 3), que estan representadas por vectores que pueden moverse 0O res-

Figura 2.2

0

2.3. Vectores
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Figura 2.4

-p

Figura 2.5

Figura 2.6

balar a lo largo de su linea de accidn; a éstos se les conoce como vec-
tores deslizantes.’

Dos vectores de la misma magnitud, direccion y sentido se dice
que son iguales, tengan o no el mismo punto de aplicacion (figura 2.4);
los vectores iguales pueden representarse por la misma letra.

El vector negativo de un vector P se define como aquel que tiene
la misma magnitud que P y una direccion opuesta ala de P (figura 2.5);
el negativo del vector P se representa por —P. A los vectores Py -P
se les llama vectores iguales y opuestos. Se tiene

P+ (-P)=0

2.4. ADICION O SUMA DE VECTORES

En la seccién anterior se vio que. por definicion, los vectores se suman
de acuerdo con la ley del paralelogramo. Asi, la suma de dos vectores
P y Q se obtiene uniendo los dos vectores al mismo punto A y cons-
truyendo un paralelogramo que tenga por lados a P y a Q (figura 2.6).
La diagonal que pasa por A representa la suma vectorial de P y Q, y
se representa por P + Q. El hecho de que el signo + se use para re-
presentar tanto la suma vectorial como la escalar no debe causar nin-
guna confusion, si las cantidades vectoriales y escalares siempre se dis-
tinguen con cuidado. De esta manera, se debe notar que la magnitud
del vector P + Q rio es, en general, igual a la suma |’ + Q de las mag-
nitudes de los vectores P y Q.

Puesto que el paralelogramo construido con los vectores P y Q no
depende del orden en que P y Q se seleccionen, se concluye que la
adicion de dos vectores es conmutativa, y se escribe

P+Q=Q+P (2.2

A partir de la ley del paralelogramo se puede obtener otro mé-
todo para determinar la suma de dos vectores. Este método Ilamado

'Algunas expresiones tienen magnitud y direccién pero no se suman de acuerdo con la
ley del paralelogramo. Aunque tales expresiones se pueden representar por medio de fle-
chas, «o se pueden considerar vectores.

Un grupo de expresiones de este tipo son las rotaciones finitas de un cuerpo rigido.
Coloque un libro cerrado enfrente de usted sobre una mesa de manera que se encuentre
en la forma Habitual, con la portada hacia arriba y el lomo hacia la izquierda. Ahora rote el
libro 180° con respecto a un eje paralelo al lomo (figura 2.30); esta rotacion puede ser re-
presentada por una flecha orientada, como se muestra en la figura, cuya longitud es igual
a 180 unidades. Tomando el libro tal y corno se encuentra en su nueva posicion, rételo

180°

a) b)

Figura 2.3 Rotaciones finitas de un cuerpo rigido



regla del tridngulo se obtiene corno sigue: considérese la figura 2.6,
donde la suma de los vectores P v Q ha sido determinada por la ley
del paralelogramo. Puesto que el lado del paralelogramo opuesto a
Q es igual y Q en magnitud y direccion, se podria dibujar sélo la
mitad del paralelogramo (figura 2.1a). De esta manera, la suma de
los dos vectores puede encontrarse colocando P y Q de punta a cola
y uniendo la cola de P con la punta de Q. En la figura 2.7b se con-
sidera la otra mitad del paralelogramo y se obtiene el mismo resul-
tado. Esto confirma el hecho de que la suma vectorial es conmuta-
tiva.

La resta de un vector se define como la adicién del vector negati-
vo correspondiente. De manera que el vector P —Q que representa
la diferencia de los vectores P y Q se obtiene agregandole a P el vec-
tor negativo —Q (figura 2.8). Se escribe

P-Q =P+ (-Q) 2.2)

Aqui se debe observar otra vez que aunque se usa el mismo signo pa-
ra representar tanto la sustraccion vectorial como la escalar, se evita-
réan confusiones si se tiene cuidado en distinguir entre cantidades vec-
toriales y escalares.

Ahora se considerara la suma de tres 0 mas vectores. La suma de
tres vectores P, Q y S se obtendrd por definicion, sumando primero
los vectores P y Q y agregando el vector S al vector P + Q. De mane-
ra que

P+Q+S=FP+Q)+S5S (2.3)

En forma semejante, la suma de cuatro vectores se obtiene agregando
el cuarto vector a la suma de los tres primeros. Por consiguiente, la su-
ma de cualquier nimero de vectores se puede obtener al aplicar en
forma repetida la ley del paralelogramo a pares sucesivos de vectores,
hasta que todos los vectores sean sustituidos por uno solo.

ahora 180° alrededor de un eje horizontal perpendicular al lomo (figura 2.3b)\ esta segunda
rotacion puede ser representada por medio de una flecha cuya longitud es igual a 180
unidades, orientada como se muestra en la figura. Sin embargo, el libro podria haberse
colocado en esta posicién final aplicando una sola rotacién de 180° con respecto a un eje
vertical (figura 2.3c). Se concluye que la suma de las dos rotaciones de 180° representadas
por flechas rigidas, respectivamente, a lo largo de los ejes z y X, es una rotacién de 180°
representada por una flecha dirigida a lo largo del eje y (figura 2.3d). Es obvio que las rota-
ciones finitas de un cuerpo rigido no obedecen la ley del paralelogramo para la adicién; por
tanto, 6stas no pueden ser representadas por medio de vectores.

.10

d)

2.4. Adicién o suma de vectores 19

b)
Figura 2.7

a) b)
Figura 2.8

Fotografia 21 Como se ha mostrado, puede
usarse la ley del paralelogramo o bien la regla
del triangulo para determinar la fuerza resultante
ejercida por los dos cables largos que cuelgan
del gancho.
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Si los vectores dados son coplanares, es decir, si estan contenidos
en el mismo plano, su suma puede obtenerse facilmente en forma gra-
fica. En ese caso, se prefiere la aplicacion repetida de la regla del trian-
gulo en vez de la ley del paralelogramo. En la figura 2.9 la suma de los
tres vectores P, Q y S se obtuvo de esta forma: la regla del triangulo se
aplicé primero para obtener la suma P + Q de los vectores P y Q;
y volvié a aplicarse para obtener la suma de los vectores P + Q y S.
Sin embargo, la determinacion del vector P + Q pudo haberse omiti-
do; obteniéndose directamente la suma de los tres vectores, como se
muestra en la figura 2.10, acomodando los vectores en lafortna de cola
a punta y conectando la cola del primer vector con la punta del Gltimo.
Esta se conoce como laregla del poligono para la adicion de vectores.

Se observa que el resultado obtenido permanecera sin cambio si,
como se muestraen la figura2.11, los vectores Q y S se hubieran reem-
plazado por la suma de Q + S. Entonces se puede escribir

P+Q+S=(P+Q)+S=P+ (Q+9) (2.4)

esta ecuacion expresa el hecho de que la adicion de vectores es aso-
ciativa. Es importante recordar que ya se demostré que la suma vec-
torial de dos vectores es también conmutativa, por lo que se escribe

P+Q+S=(P+Q+S5=5+(P+Q

=S+ (@Q+P =S+Q+P (29

Esta expresion, junto con otras que pudieran obtenerse en la misma
forma, muestra que el orden en que se sumen varios vectores no im-
porta (figura 2.12).

Producto de un escalar y un vector. Como es conveniente
representar la suma P + P como 2P, alasuma P + P + P como 3P,
y en general a la suma de n vectores P iguales como el producto nP,
se definira el producto nP de un entero positivo n y un vector P, co-
mo un vector que tiene la misma direccién que P y magnitud ni’ (léa-
se n veces P). Al ampliar esta definicion para incluir a todos los esca-
lares y si recordamos la definicion de un vector negativo dada en la
seccion 2.3, se define el producto /P de un escalar k y un vector P co-
mo un vector que tiene la misma direccion y sentido que P (si k es po-
sitivo), o la misma direccidn pero sentido opuesto al de P (si k es ne-
gativo) y una magnitud igual al producto de P y el valor absoluto de k
(figura 2.13).

2.5. RESULTANTE DE VARIAS FUERZAS
CONCURRENTES

Considérese una particula A sujeta a varias fuerzas coplanares, es de-
cir, a varias fuerzas contenidas en el mismo plano (figura 2.14a). Co-
mo todas estas fuerzas pasan por A, se dice que son concurrentes. Los
vectores que representan las fuerzas que actlian sobre A pueden su-
marse con la regla del poligono (figura 2.14//). Puesto que el uso de la
regla del poligono es equivalente a la aplicacion repetida de la ley del
paralelogramo, el vector R obtenido representa la resultante de las fuer-
zas concurrentes que intervienen, es decir, la fuerza que produce el
mismo efecto sobre la particula A que las fuerzas dadas. Como se in-



b)
Figura 2.14

dic6 antes, no importa el orden en el que se sumen los vectores P, Q
y S que representan las fuerzas sobre la particula.

2.6. DESCOMPOSICION DE UNA FUERZA
EN SUS COMPONENTES

Se ha visto que dos 0 mas fuerzas que actlian sobre una particula pue-
den sustituirse por una sola fuerza que produce el mismo efecto sobre
la particula. De la misma manera, una sola fuerza F que actla so-
bre una particula puede reemplazarse por dos o mas fuerzas que pro-
duzcan juntas el mismo efecto sobre la particula. A estas fuerzas se les
llama componentes de la fuerza original F, y al proceso de sustituirlas
en lugar de F se le llama descomposicion de lafuerza F en sus compo-
nentes.

En este sentido, para cada fuerza F existe un namero infinito de
conjuntos de componentes. Los conjuntos de dos componentes P ¥ Q
son los mas importantes en cuanto a aplicaciones practicas se refiere.
Pero aun en este caso, el nimero de formas en las que una fuerza F
puede descomponerse en sus componentes es ilimitado (figura 2.15).
Dos casos son de especial interés:

1. Unade las dos componentes, P, se conoce. La segunda com-
ponente, Q, se obtiene aplicando la regla del triangulo
y uniendo la punta de P a la punta de F (figura 2.16); la
magnitud, la direcciéon y el sentido de Q se determinan
graficamente o por trigonometria. Una vez que Q se ha
determinado, ambas componentes P y Q deben aplicarse
en A

2. Seconoce la linea de accién de cada una de las componentes.
La magnitud y el sentido de las componentes se obtiene al
aplicar la ley del paralelogramo y trazando lineas, por la pun-
ta de F, paralelas a las lineas de accion dadas (figura 2.17).
De esta forma se obtienen dos componentes bien definidas
Py Q, que pueden determinarse graficamente o por trigono-
metria aplicando la ley de los senos.

Pueden encontrarse muchos otros casos; por ejemplo, cuando la
direccién de una de las componentes se conoce y se busca que la mag-
nitud de la otra sea lo méas pequefia posible (véase problema resuelto
2.2). En todos los casos se traza un triangulo o un paralelogramo ade-
cuado que satisfaga las condiciones.

2.6. Descomposicion de una fuerza en sus

Figura 2.15

Figura 2.16

Figura 2.17

componentes
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Las dos fuerzas P y Q actian sobre el pemo A Determinese su resultante.

SS « » b
SOLUCION

Solucion grafica. Dibuje a escala un paralelogramo con lados iguales
a Py Q. La magnitud y la direccion de la resultante se miden y se encuen-
tra que son

R=98 N a = 35° K =98 N<U3° ~
También puede usarse la regla del triangulo. Las fuerzas P y Q se dibu-

jan de punta a cola y otra vez se obtienen la magnitud y la direccién de la re-
sultante por medicion directa.

R=98 N a = 35° R =98 N¢¢35° <

Solucion trigonométrica. Se usa otra vez la regla del triangulo; los
dos lados y el angulo de la resultante se conocen. Se aplica la ley de los co-
SENos.

R2=P2+ Q2- 2PQeos B
R2= (40 N@ + (60 NX - 2(40 N)(60 N) eos 155°
R=097.73 N

Ahora con la aplicacion de la ley de los senos, se escribe

senA _ senB sen A _ sen 155° ,
Q ~ R 6N 9773 N 0
Al resolver la ecuacion (1) parael seno de A, se tiene
(60 N) sen 155°
97.73 N m

Con la calculadora se obtiene primero el cociente, luego su arco senoy el
resultado es

A = 15.04° a=20°+A=.3504 U tll:’

Con el uso de tres cifras significativas para escribir el reultado (véase seccion
16):
R = 97.7 N;235.0° *

Soluciéon trigonométrica alternativa. Se construye el tridangulo rec-
tangulo BCD vy se calcula

CD = (60 N) sen 25°

BD = (60 N) eos 25°

25.36 N
54.38 N

Al usar entonces el triangulo ACD, se obtiene

tan A = A = 15.04°

94.38 m m

= R=9773 N M
sen A

Otra vez, a = 20° + A = ab.04° R=977N"35.0° <
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PROBLEMA RESUELTO 2.2

Un lanchon es arrastrado por dos remolcadores. Si la resultante de las fuerzas
ejercidas por los remolcadores es una fuerza de 5 ()00 Ib dirigida a lo largo
del eje del lanchodn, determine: a) la tensién en cada una de las cuerdas, sa-
biendo que a —45°, yb) el valor de a tal que la tensién en la cuerda 2 sea
minima.

iSBUS ¢

SOLUCION

a) Tension para a = 45°.  Solucion grafica. Se emplea la ley del
paralelogramo; la diagonal (resultante) se sabe que es igual a5 000 Ib y que
esta dirigida hacia la derecha; los lados se dibujan paralelos a las cuerdas. Si
el dibujo se hace a escala puede medirse

T, = 3700 Ib T,=26001b <

Solucién trigonométrica. Puede usarse la regla del triangulo. Obsér-
vese que el tridngulo mostrado representa la mitad del paralelogramo que se
presenta antes. Si se emplea la ley de los senos, se escribe

Ti 5000 Ib
sen 45°  sen 30° sen 105°

Con la calculadora, primero se calcula y se almacena el valor del Gltimo
cociente. Al multiplicar este valor sucesivamente por sen 45° y sen 30°, se
obtiene

T, = 3660 Ib T2=25901b <

b) Valor de a para T2 minima. Para determinar el valor de a tal
que la tension de la cuerda 2 sea minima se usa otra vez la regla del trian-
gulo. En el esquema mostrado, la linea 1-1’ es la direccién de T|. Las lineas
2-2’ indican varias direcciones posibles de T2 Observe que el minimo va-
lor de T2 ocurre cuando T iy T2 son perpendiculares. El valor minimo de
T2es

T2 = (5000 Ib) sen 30° = 2500 Ib
Los valores correspondientes de T\ y a son

Ti = (5000 Ib) eos 30° = 4 330 Ib
a =90°- 30° a = 60°



RESOLUCION DE PROBLEMAS
EN FORMA INDEPENDIENTE

Las secciones anteriores estuvieron dedicadas a la ley del paralelogramo para la adi-
cion de vectores.

Ahora se pediré la resolucion de problemas en forma independiente. Mientras que
algunos problemas seran similares a los problemas resueltos otros no lo seran. Lo
que tienen en comun todos los problemas resueltos v los problemas propuestos co-
rrespondientes a esta seccion es que se pueden resolver con la aplicacion directa
de la ley del paralelogramo.

La solucion de un problema propuesto debe basarse en los siguientes pasos:

1. Identificar cudles de las fuerzas son aplicadas y cuéal es la resultante.
En muchas ocasiones es Util escribir la ecuacién vectorial que muestra la forma en
qgue las fuerzas estan relacionadas entre si. Por ejemplo, en el problema resuelto
2.1 se tendria

R=P+Q

Es deseable tener presente esta relacion al momento de formular la siguiente parte
de la solucidn.

2. Dibujar un paralelogramo con lasfuerzas aplicadas como dos lados ad-
yacentes y la resultante como la diagonal que parte del origen de los dos rec-
tores (figura 2.2). Se puede usar la regla del triangulo, alternativamente, con las
fuerzas aplicadas dibujadas con la unién de la parte terminal de uno de los vectores
a la parte inicial del otro y dibujando la fuerza resultante extendiéndose desde la par-
te inicial del primer vector hasta la parte terminal del segundo vector (figura 2.7).

3. Sefialar todas las dimensiones. Con el uso de uno de los triangulos del pa-
ralelogramo, o el tridngulo construido de acuerdo con la regla del triangulo, se de-
ben sefialar todas las dimensiones —ya sean lados 0 &ngulos— y determinar las di-
mensiones desconocidas ya sea en forma grafica o por trigonometria. Si se usa
trigonometria, debe recordarse que la ley de los cosenos se debe aplicar primero si
dos lados y el angulo que éstos forman son conocidos [problema resuelto 2.1], y la
ley de los senos debe aplicarse primero si uno de los lados y todos los angulos son
conocidos [problema resuelto 2.2],

Como es claro en las figuras de la seccion 2.6, las dos componentes de una fuerza
deben ser perpendiculares. Por tanto, cuando se requiera descomponer una fuer-
za en dos componentes, es esencial alinear los dos lados adyacentes del paralelo-
gramo con las lineas de accion especificadas de las componentes.

Si se tiene un estudio previo de mecanica, se podria estar tentado a ignorar las téc-
nicas de solucién de esta seccidon en favor de descomponer las fuerzas en sus com-
ponentes rectangulares. A pesar de que este Ultimo método es importante y sera
considerado en la siguiente seccidn, el uso de la ley del paralelogramo simplifica la
solucién de muchos problemas y debe dominarse en estos momentos.



Problemas*

2.1 Dos fuerzas P y Q se aplican en el punto A del gancho que se
muestra en la figura. Si P = 15 Iby Q = 25 Ib, determine en forma grafica
la magnitud y la direccion de su resultante empleando a) la ley del parale-
logramo, b) la regla del triangulo.

2.2 Dos fuerzas P y Q se aplican en el punto A del gancho que se
muestra en la figura. Si P = 45 Ib y Q = 15 Ib, determine graficamente la
magnitud y la direccion de su resultante empleando a) la ley del paralelo-
gramo, b) la regla del triangulo.

2.3 Dos fuerzas son aplicadas a una armella sujeta a una viga. Deter-
mine en forma gréafica la magnitud y la direccion de su resultante usando
a) la ley del paralelogramo, b) la regla del triangulo.

skN
Figura P2.3

2.4 Un automévil descompuesto es jalado por medio de cuerdas suje-
tas a las dos fuerzas que se muestran en la figura. Determine en forma gra-
fica la magnitud v la direccion de su resultante usando a) la ley del parale-
logramo, b) la regla del triangulo.

2.5 La fuerza de 200 N se descompone en componentes a lo largo de
las lineas a-a" y b-b". a) Determine por trigonometria el &ngulo a sabiendo
gue la componente a lo largo de a-a" es de 150 N. b) ¢Cual es el valor co-
rrespondiente de la componente a lo largo de b-b*?

2.6 Lafuerza de 200 N se descompone en componentes a lo largo de
las lineas a-a" vb-b’. a) Determine por trigonometria el angulo a sabiendo
que la componente a lo largo de b-b*es de 120 N. b) ¢Cual es el valor co-
rrespondiente de la componente a lo largo de a-a'?

2.7 Se aplican dos fuerzas en el gancho de apoyo que se muestra en
la figura. Sabiendo que la magnitud de P es de 600 N, determine por
trigonometria a) el &ngulo a requerido si la resultante R de las dos fuerzas
aplicadas en el gancho es vertical, y b) la magnitud correspondiente de R.

‘Las respuestas para todos los problemas cuyo namero estd en un tipo de letra recta
(como 2.1) se proporcionan al final del libro. (,as respuestas para los problemas cuyo nimero
esté en letra cursiva (como 2.3) no se proporcionan.

Figura P2.1 y P2.2

Figura P2.4

Figura P2.7

4 kN

2KN
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Figura P2.10

2.8 Dos varillas de control estan unidas en A a la palanca Ati. Aplique
trigonometriay, sabiendo que la fuerza en la varilla de la izquierdaes Fx = 30
Ib, determine a) la fuerza F2 requerida en la varilla derecha si la resultante
R de las fuerzas ejercidas por las varillas sobre la palanca es vertical, b) la
magnitud correspondiente de R.

2.9 Dos varillas de control estan unidas en A a la palanca AB. Aplique
trigonometriay, sabiendo que la fuer/a en la varilla de la derechaes F2 = 20
Ib, determine a) la fuerza F, requerida en la varilla izquierda si la resultante
R de las fuerzas ejercidas por las varillas sobre la palanca es vertical, b) la
magnitud correspondiente de R.

2.10 Unabandaelastica para hacer ejercicio esta sujetay se estira como
indica la figura 2.10. Si la tensién en las porciones BC y DE es igual a 80 y
60 N, respectivamente, determine, por trigonometria, «) el angulo a re-
guerido si la resultante R de las dos fuerzas ejercidas en la mano en el punto
A es vertical, b) la magnitud correspondiente de R.

2.11  Dos cables sujetan un anuncio en el punto A para mantenerlo es-
table mientras es bajado a su posicion definitiva. Sabiendo que a = 25°, de-
termine, por trigonometria, a) la magnitud requerida de la fuerza P si la re-
sultante R de las dos fuerzas aplicadas en A es vertical, b) la magnitud
correspondiente de R.

2.12 Dos cables sujetan un anuncio en el punto A para mantenerlo es-
table mientras es bajado a su posicién definitiva. Sabiendo que la magnitud
de P es de 70 Ib, determine, por trigonometria, a) el angulo a requerido si
la resultante R de las dos fuerzas aplicadas en A es vertical, b) la magnitud
correspondiente de R.

Figura P2.11 y P2.12

2.13 Como indica la figura P2.11, dos cables sujetan un anuncio en el
punto A para mantenerlo estable mientras es bajado a su posicion definitiva.
Determine, por trigonometria, a) la magnitud y la direccion de la fuerza mi-
nima P cuya resultante R de las dos fuerzas aplicadas en A es vertical, b) la
magnitud correspondiente de R.

2.14 Unabandaelastica para hacer ejercicio esta sujetay se estiracomo
indica la figura P2.10. Si la tension en la porcion DE de la banda es igual a
70 N, determine, por trigonometria, a) la magnitud y la direccion de la fuerza
minima presente en la porcion BC para la que la resultante R de las dos
fuerzas ejercidas sobre la mano en el punto A se dirige a lo largo de una linea
que une los puntos A'y W b) la magnitud correspondiente de R.

2.15 Resuelva el problema 2.1 empleando trigonometria.
2.16 Resuelva el problema 2.2 empleando trigonometria.

2.17 Resuelva el problema 2.3 empleando trigonometria.



2.18 Para el gancho del problema 2.7 determine, por trigonometria,
la magnitud y la direccion de la resultante de las dos fuerzas aplicadas en el
gancho, si se sabe que P - 500 Nya = 60°.

2.19 D(>selementos estructurales Ay B estan remachados al apoyo
gue se muestra en la figura. Si ambos elementos estan en compresion, y la
fuerza presente en el elemento A es de 30 kN vy la del elemento B es de 20
kN determine, por trigonometria, la magnitud y la direccién de la resultante
de las fuerzas aplicadas al apoyo mediante los elementos Ay B.

2.20 Dos elementos estructurales Ay B estan remachados al apoyo
que so muestra en la figura. Si ambos elementos estan en compresion y la
fuerza presente en el elemento A es de 20 kN y la del elemento B es de 30
kN determine, por trigonometria, la magnitud y la direccién de la resultante
de las fuerzas aplicadas al apoyo mediante los elementos Ay B.

2.7. COMPONENTES RECTANGULARES
DE UNA FUERZA. VECTORES UNITARIOS1

En muchos problemas sera conveniente descomponer una fuerza en
sus dos componentes perpendiculares entre si. En la figura 2.18, la
fuerza F se ha descompuesto en una componente Fva lo largo del eje
X y una componente F{a lo largo del eje y. El paralelogramo trazado
para obtener las dos componentes es un rectdngulo, y las fuerzas Fry
F ¢se llaman componentes rectangulares.

Los ejes x y y suelen elegirse a lo largo de las direcciones hori-
zontal y vertical, respectivamente, como se muestra en la figura 2.18;
sin embargo, pueden seleccionarse en cualesquiera otras dos direc-
ciones perpendiculares, tal como indica la figura 2.19. Para determinar
las componentes rectangulares de una fuerza debe pensarse que las
lineas de construccion mostradas en las figuras 2.18 y 2.19 son parale-
las a los ejes x y y en lugar de perpendiculares a ellos. Esta practica
ayudard a evitar errores en la determinacion de componentes oblicuas,
como se vio en la seccion 2.6.

1Las propiedades establecidas en las secciones 2.7 y 2.8 se pueden extender facilmente
a las componentes rectangulares de cualquier otra cantidad vectorial.
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Magnitud = 1
d-i*.

Figura 2.20

Figura 2.22

En este punto se introducirdn dos vectores de magnitud unitaria
dirigidos a lo largo de los ejes positivos X y y. A estos vectores se les
llama vectores unitarios y se representan por i vj, respectivamente
(figura 2.20). Al recordar la definicion del producto de un escalar y un
vector dada en la seccion 2.4, se observa que las componentes rectan-
gulares F vy F(/ de una fuerza F pueden obtenerse con la multiplicacion
de sus respectivos vectores unitarios i y j por escalares apropiados
(figura 2.21). Se escribe

(2.6)

F = Fxi + Fij 2.7)

Mientras que los escalares Fxy Ff/pueden ser positivos o negativos, de-
pendiendo del sentido de F, v F;/, sus valores absolutos son respecti-
vamente iguales a las magnitudes de las componentes de las fuerzas Fv
y F7. Los escalares Fxy FtJse llaman componentes escalares de la fuerza
F, mientras que las componentes reales de la fuerza Fvy F,yson las
componentes vectoriales de F. Sin embargo, cuando no existe alguna
posibilidad de confusion, a los vectores y a las componentes escalares
de F puede llamarseles simplemente componentes de F. Se observa
gue la componente escalar Fx es positiva cuando la componente vec-
torial Fvtiene el mismo sentido que el vector unitario i (es decir, el
mismo sentido que el eje x positivo) y es negativa cuando F vtiene
el sentido opuesto. Una conclusion semejante puede obtenerse obser-
vando el signo de la componente escalar F;/.

Si se representa con F la magnitud de la fuerza F y con 6 el an-
gulo entre F y el eje x, medido en sentido contrario al movimiento de
las manecillas del reloj desde el eje x positivo (figura 2.21), se pueden
expresar las componentes escalares de F como sigue;

Fx= F eos 0 Fy=F sen Q (2.8)

Se observa que las relaciones obtenidas se satisfacen para cualquier
valor del angluo 6 entre 0 y 360° y que éstas definen tanto los signos
como los valores absolutos de las componentes escalares Fxy F¢

Ejemplo 1 Una fuerza de 800 N se ejerce sobre un perno A como se
muestra en la figura 2.22a. Determinese las componentes horizontal y verti-
cal de la fuerza.

Para obtener el signo correcto de las componentes escalares Fxy Fy, el
valor 180° - 35° = 145° debe sustituirse por 9 en las ecuaciones (2.8). Sin
embargo, es mas practico determinar por inspeccion los signos de Fxy F
(figura 2.22b) y usar las funciones trigonométricas del angulo a = 35°. Por
consiguiente se puede escribir

Fx= -F eosa = -(800 N) eos 35° = -655 N
FO= +Fsena = +(800 N) sen 35° = +459 N

Las componentes vectoriales de F son entonces
F, = -(655 N)i Fy = +(459 N)j
y F se puede escribir en la forma

F = -(655 N)i + (459 N)j



Ejemplo 2.  Un hombre jala una cuerda atada a un edificio con una
fuerza de 300 N, como se muestra en la figura 2.23a. (Cuéles son las com-
ponentes horizontal y vertical de la fuerza ejercida por la cuerda en el pun-
to A?

A partir de la figura 2.23b se ve que

Fx —+(300 N) eos a Fy = —300 N) sen a
Observando que AB = 10 m, a partir de la figura 2.23a se encuentra que

8m _ 8m 4 6m _ 6m 3

Entonces se obtiene
Fx = +(300 N)f = +240 N Fy = -(300 N)f = -180 N
y se escribe
F = (240 N)i - (180 N)j

Si una fuerza F se define por sus componentes rectangulares Fx
y Fy (véase figura 2.21), el &ngulo 6 que define su direccién puede
obtenerse escribiendo

tan 0 = 4*- (2.9)
Fx

La magnitud F de la fuerza se obtiene con el teorema de Pitagoras y
escribiendo

F=VI{* +Fy (2.10)
0 bien resolviendo para F una de las formulas de las ecuaciones (2.8).

Ejemplo 3. UnafuerzaF = (700 Ib)i + (1 500 Ib)j se aplica a un perno
A Determinese la magnitud de la fuerza y el angulo 6 que forma con la
horizontal.

Primero se dibuja un diagrama que muestra las dos componentes rec-
tangulares de la fuerza y el angulo 6 (figura 2.24). A partir de la ecuacién
(2.9), se escribe

tan 6 - A 1750?%tl)b

Con la calculadora,t se hace la divisién de 1500 Ib entre 700 Ib; se cal-
cula el arco tangente de este cociente y se obtiene 6 = 65.0°. Al resolver la
segunda de las ecuaciones (2.8) para F, se tiene

7 F Y 1500 Ib 160571b ”

$en0  sen650 ~ 0

El Gltimo célculo se facilita si el valor de Fy se almacena en la memoria desde
gue se introduce, de manera que pueda ser llamado para dividirse entre sen 6.

1Se supone que la calculadora que se esta utilizando tiene teclas para el calculo de fun-
ciones trigonométricas y de funciones trigonométricas inversas. Algunas calculadoras tam-
bién tienen teclas para convertir directamente de coordenadas rectangulares a coordenadas
polares y viceversa. Este tipo de calculadoras eliminan la necesidad de calcular funciones
trigonométricas en los ejemplos 1, 2 y 3 y en problemas del mismo tipo.

2.7. Componentes rectangulares de una fuerza.

Figura 2.23

Figura 2.24

b)

Vectores unitarios
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Figura 2.25

d)

2.8. ADICION DE FUERZAS SUMANDO
SUS COMPONENTES XY Y

En la seccion 2.2 se estudié que las fuerzas deben sumarse de acuer-
do con la lev del paralelogramo. A partir de esta ley se derivaron en las
secciones 2.4 y 2.5 otros dos métodos mas directos aplicables a la so-
lucidn gréafica de los problemas: la regla del triangulo para la suma de
dos fuerzas y la regla del poligono para la adicién de tres o mas fuer-
zas. También se vio que el tridngulo de fuerzas usado para definir la
resultante de dos Tuerzas podria usarse para obtener una solucién tri-
gonométrica.

Cuando se van a sumar tres o més fuerzas, no puede obtenerse una
solucion trigonométrica practica del poligono de fuerzas que define a
la fuerza resultante. En este caso puede obtenerse una solucion anali-
tica del problema si se descompone cada fuerza en sus elementos rec-
tangulares. Considere, por ejemplo, las tres fuerzas P, Q y S que ac-
tdan sobre una particula A (figura 2.25«). Su resultante R esté definida
por la relacion

R=P+Q+S (2.11)

Si se descompone cada fuerza en sus componentes rectangulares, se
escribe

Rxi+ /y =Pxi+ \j + QA+ Q,j+ SJ] + SJ

(Px + Qx + Sx)i + (P,, + Qy + Saj-

ele donde se tiene que

Rx = Px + Qx + Sx Rv = Py + Qy + Sy (2.12)

0, en forma breve,
Rx = 2F, Ry = ZFy (2.13)

Por tanto, se puede concluir que las componentes escalares Rxy Ry de
la resultante R de variasfuerzas que acttan sobre una particula se ob-
tienen separando de manera algebraica las correspondientes compo-
nentes escalares de lasfuerzas dadas}

En la préctica, la determinacion de la resultante R se realiza en
tres etapas, como se ilustra en la figura 2.25. Primero, las fuerzas
mostradas en la figura 2.25a se descomponen en sus componentes X y
y (figura 2.25b). ("on la suma de estas componentes x y y de R (figura
2.25c¢). Finalmente, laresultante R = Rxi + se determina aplicando
la ley del paralelogramo (figura 2.25d). El procedimiento que se acaba
de describir se realiza con més eficiencia si los célculos se tabulan.
Aunque éste es el Unico método analitico practico para la adicion de
tres o més fuerzas, con frecuencia también se le prefiere sobre la solu-
cion trigonométrica en el caso de la suma de dos fuerzas.

'Obviamente, este resultado se puede aplicar también a la adicidon de otras cantidades
vectoriales, aceleraciones o cantidades de movimiento.



F, =150N Cuatro fuerzas actdan sobre un perno A como se muestra en la figura. De
termine la resultante de las fuerzas sobre el perno.

F,= 1IfIN

P M K
SOLUCION

Las componentes x yy de cada fuerza se determinan por trigonometria, como
se muestra en la figuray se escriben en la tabla. De acuerdo con la conven-
cién adoptada en la seccion 2.7, un ndmero escalar que representa la com-
ponente de una fuerza es positivo si la componente tiene el mismo sentido
gue el correspondiente eje de coordenadas. Entonces, las componentes x que
actuan a la derecha y las componentes y que actlian hacia arriba se repre-
sentan por nUmeros positivos.

Magnitud, N Componente x, N Componente y;, N
+129.9 +75.0
-27.4 +75.2
-110.0
+96.6 -25.9
+199.1 +14.3

R=K.i+f,j R=(199.1 N)j+ (143 N)j <

La magnitud y la direccién de la resultante ya puede determinarse. Del
triangulo mostrado en la figura, se tiene

143 N
199.1 N

143N
hi= ---§ ----- = 199.6 N R = 199.6 N~"24.10 <
sen a

El dltimo calculo puede facilitarse con el uso de calculadora, si el valor
de Ry se almacena en la memoria al introducirse, de manera que pueda ser
llamado para dividirse entre sen a. (Véase también la nota al pie de la pagina
29.)



RESOLUCION DE PROBLEMAS
EN FORMA INDEPENDIENTE

Como se vio en la leccion anterior, la resultante de dos fuerzas puede ser determinada gra-
ficamente o a partir de un triangulo oblicuo, con el uso de la trigonometria.

A Cuando estan involucradas tren o mas fuerzas, la determinacion de su resultante
R se lleva a cabo de manera més sencilla descomponiendo primero cada una de las fuerzas
en sus componentes rectangulares. Se pueden encontrar dos casos, que dependen de la for-
ma en que esté definida cada una de las fuerzas dadas:

Caso 1. Im fuerza F esta definida por medio de su magnitud F y el dngulo a que
forma con el eje de las x. Las componentes x y y de la fuerza se pueden obtener, respec-
tivamente, al multiplicar F por eos a v por sen a [ejemplo 1].

Caso 2. Lafuerza F se define por medio de su magnitud F ij las coordenadas de
dos puntos Ay ti que se encuentran a lo largo de su linea de accion (figura 2.23). Por
medio de la trigonometria, primero se puede determinar el angulo a que F forma con el
eje x. Sin embargo, las componentes de F también se pueden obtener directamente a par-
tir de las proporciones entre las diversas dimensiones involucradas, sin determinar realmente
a [ejemplo 2].

ti. Componentes rectangulares de la resultante. Las componentes Ry y Ry de la re-
sultante se pueden obtener con la suma algebraica de las componentes correspondientes de
las fuerzas dadas [problema resuelto 2.3].

La resultante se puede expresar enforma vectorial con los vectores unitarios i yj, los cuales
estan dirigidos, respectivamente, a lo largo de los ejes x y y:

R = fi*i + Ryj

De manera alternativa, se pueden determinar la magnitud y la direccidon de la resultante re-
solviendo para R y para el angulo que R forma con el eje x, el triangulo rectangulo de la-
dos Rxy Ry.

En los ejemplos y en el problema resuelto de esta leccién, los ejes x y y fueron, respectiva-
mente, horizontal y vertical. Sin embargo, se debe recordar que, para algunos problemas,
sera mas eficiente rotar los ejes para alinearlos con una o mas fuerzas aplicadas.



2.21 Determine las componentes X y y de cada una de las fuerzas que
se muestran en la figura.

2.22  Determine las componentes x y y de cada una de las fuerzas que
se muestran en la figura.

y
7 kips
Figura P2.21
Figura P2.22
2.23 y 2.24 Determine las componentes x vy de cada una de las
fuerzas que se muestran en la figura.
Figura P2.23

Figura P2.24

2.25 EIl elemento BD ejerce sobre el miembro ABC una fuerza P
dirigida a lo largo de la linea Bii. Si P debe tener una componente vertical A
de 960 N, determine a) la magnitud de la fuerza P. b) su componente hori-
zontal. Figura P2.25

33
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Mientras vacia una carretilla, una jardinera ejerce sobre cada

mango AB una fuerza P dirigida a lo largo de la linea CD. Si P debe tener
una componente horizontal de 30 Ib, determine a) la magnitud de la fuerza
P. h) sil componente vertical.

2.27

Sobre el codo BCD, la varilla de activador AB ejerce una fuerza

P dirigida a lo largo de la linea AB. Si P debe tener una componente de 100
N perpendicular al brazo BC del codo, determine a) la magnitud de la fuerza
P, b) su componente a lo largo de la linea BC.

Figura P2.26

2.28

El elemento CB de la prensa de banco mostrada en la figura

ejerce, sobre el bloque B, una fuerza P dirigida a lo largo de la linea CB. Si
la componente horizontal de P debe tener una magnitud de 260 Ib, deter-
mine a) la magnitud de la fuerza P, b) su componente vertical.

Figura P2.29 y P2.30

2.29

Se utiliza una garrocha para abrir una ventana como se mues-

tra en la figura. Si la garrocha ejerce sobre la ventana una fuerza P dirigida
a lo largo de la garrocha, y la magnitud de la componente vertical de P es
de 45 N, determine a) la magnitud de la fuerza P, b) su componente hori-

zontal.

2.30

Se utiliza una garrocha para abrir una ventana como se muestra

en la figura. Si la garrocha ejerce sobre la ventana una fuerza P dirigida a lo
largo de la garrocha, y la magnitud de la componente horizontal de P es de
18 N, determine a) la magnitud de la fuerza P, b) su componente vertical.

231
2.32
2.33
2.34

2.35

Determine la resultante de las tres fuerzas del problema 2.21.
Determine la resultante de las tres fuerzas del problema 2.22.
Determine la resultante de las tres fuerzas del problema 2.24.
Determine la resultante de las tres fuerzas del problema 2.23.

Si la tension en el cable BC es de 145 Ib, determine la resultante

Figura P2.35 de las tres fuerzas ejercidas en el punto B de la viga AB.



2.36 Un collarin que puede deslizarse sobre una varilla vertical se 2.9. Equilibrio de una particula 35

somete a las tres fuerzas mostradas en la figura. Determine «) el valor del
angulo a para el que la resultante de las tres fuerzas es horizontal, b) la mag-
nitud correspondiente de la resultante.

400 N

600 N
300 N

Figura P2.37

:S00 >

700 V 00 n

2.37 Si a = 65°, determine la resultante de las tres fuerzas que se

muestran en la figura.

2.38 Si a = 50° determine la resultante de las tres fuerzas que se
muestran en la figura.

2.39 Para laviga del problema 2.35, determine a) la tension requerida
en el cable BC si la resultante de las tres fuerzas ejercidas en ol punto B
debe ser vertical, b) la magnitud correspondiente de la resultante.

2.40 Para las tres fuerzas del problema 2.38, determine a) el valor re-
querido de a si la resultante debe ser vertical, b) la magnitud correspondien-
te de la resultante.

2.41 Parael blogue del problema 2.37, determine a) el valor requerido
de a si la resultante de las tres fuerzas mostradas debe ser paralela al plano
inclinado, b) la magnitud correspondiente de la resultante.

2.42 El aguildon AB se sostiene en la posicion mostrada en la figura
mediante tres cables. Si las tensiones respectivas en los cables AC y AD son
de 900 y de 1200 Ib, determine a) la tensién en el cable AE si la resultante
de las tensiones ejercidas en el punto A del aguilén debe estar dirigida a lo
largo de AB, b) la magnitud correspondiente de la resultante.

2.9. EQUILIBRIO DE UNA PARTICULA

En las secciones anteriores se expusieron los métodos utilizados para
determinar la resultante de varias fuerzas que actiian sobre una parti-
cula. Aungue no lia ocurrido en ninguno de los problemas examinados
hasta ahora, es posible que la resultante sea cero. En tal caso, el efec-
to neto de las fuerzas dadas es cero, y se dice que la particula esta en
equilibrio. Entonces se tiene la siguiente definicion: si la resultante de
todas las fuerzas que actian sobre una particula es cero, la particula
se encuentra en equilibrio.

Una particula sometida a la accion de dos fuerzas estara en equi-
librio si ambas fuerzas tienen la misma magnitud, la misma linea de ac-
cion, pero sentidos opuestos. Entonces la resultante de las dos fuerzas
es cero. En la figura 2.26 se ilustra este caso.

Figura P2.38

100 Ib
Figura 2.26
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Otro caso de una particula en equilibrio se muestra en la figura
2.27, donde aparecen cuatro fuerzas que actian sobre A. En la figu-
ra 2.28, la resultante de las fuerzas dadas se determina por la regla del
poligono. Empezando en el punto O con Fx y acomodando las fuerzas
punta a cola, se encuentra que la punta de F4 coincide con el punto
de partida O, asi que la resultante R del sistema de fuerzas dado es
cero y la particula estd en equilibrio.

El poligono cerrado de la figura 2.28 proporciona tina expresion
grafica del equilibrio de A. Para expresar en forma algebraica las condi-
ciones del equilibrio de una particula se escribe

R=SF=0 (2.14)

Descomponiendo cada fuerza F en sus componentes rectangulares, se
tiene

2(FX + Fyj) = 0 o (SFli+ (ZF.)j=0

Se concluye que las condiciones necesarias y suficientes para el equili-
brio de una particula son

(2.15)

Regresando a la particula mostrada en la figura 2.27, se comprueba que
las condiciones de equilibrio se satisfacen. Se escribe

2Fa= 300 Ib - (200 Ib) sen 30° - (400 Ib) sen 30°
= 3001lb- 1001b- 2001b=20

2Fy= -173.2 Ib (200 Ib) eos 30° + (400 Ib) eos 30°
= -173.21b 1732 1b + 346.41b=0

2.10. PRIMERA LEY DEL MOVIMIENTO DE NEWTON

A finales del siglo xvm Sir Isaac Newton formtdé tres leyes funda-
mentales en las que se basa la ciencia de la mecénica. La primera de
estas leyes puede enunciarse como sigue:

Si lafuerza resultante que actda sobre una particula es cero, la
particula permanecera en reposo (si originalmente estaba en reposo) o
se movera con velocidad constante en linea recta (si originalmente es-
taba en movimiento).

De esta ley y de la definicidon de equilibrio expuesta en la seccion
2.9, se deduce que una particula en equilibrio puede estar en reposo
0 moviéndose en linea recta con velocidad constante. En la siguiente
seccidn se consideraran varios problemas concernientes al equilibrio
de una particula.

2.11. PROBLEMAS RELACIONADOS CON EL EQUILIBRIO
DE UNA PARTICULA. DIAGRAMAS DE CUERPO LIBRE

En la préactica, un problema de ingenieria mecénica se deriva de una
situacién fisica real. Un esquema que muestra las condiciones fisicas
del problema se conoce como diagrama espacial.

Los métodos de anélisis estudiados en las secciones anteriores se
aplican a un sistema de fuerzas que actuan sobre una particula. Un gran
namero de problemas que tratan de estructuras pueden reducirse a
problemas concernientes al equilibrio de una particula. Esto se hace



escogiendo una particula significativa y dibujando 111 diagrama sepa-
rado que muestra a éstay a todas las fuerzas que actdan sobre ella. Di-
cho diagrama se conoce como diagrama de cuerpo libre.

Por ejemplo, considérese el embalaje de madera de 75 kg mostra-
do en el diagrama espacial de la figura 2.29a. Este descansaba entre
dos edificios y ahora es levantado hacia la plataforma de un camién que
lo quitara de ahi. El embalaje esta soportado por un cable vertical unido
en A a dos cuerdas que pasan sobre poleas fijas a los edificios en B y
C. Se desea determinar la tensién en cada una de las cuerdas AB y AC.

Para resolver el problema debe trazarse un diagrama de cuerpo li-
bre que muestre a la particula en equilibrio. Puesto que se analizan las
tensiones en las cuerdas, el diagrama de cuerpo libre debe incluir al
menos una de estas tensiones y si es posible aambas. El punto A parece
ser un buen cuerpo libre para este problema. El diagrama de cuerpo
libre del punto A se muestra en la figura 2.29b. Esta muestra al punto
Ay las fuerzas ejercidas sobre A por el cable vertical v las dos cuerdas.
La fuerza ejercida por el cable esta dirigida hacia abajo v es igual al
peso W del contenedor. De acuerdo con la ecuacion (1.4), se escribe

w (75 kg)(9.81 m/s ) = 736 N

y se indica este valor en el diagrama de cuerpo libre. Las fuerzas ejer-
cidas por las dos cuerdas no se conocen, pero como son iguales en mag-
nitud a la tension en la cuerda AB y en la cuerda AC, se representan
con Tah y Tac-y se dibujan hacia fuera de A en las direcciones
mostradas por el diagrama espacial. No se incluyen otros detalles en el
diagrama de cuerpo libre.

Puesto que el punto A esta en equilibrio, las tres fuerzas que ac-
tuan sobre él deben formar un triangulo cerrado cuando se dibujan de
punta a cola. Este tridngulo de fuerzas ha sido dibujado en la figura
2.29c. Los vectores TAHy TAC de las tensiones en las cuerdas pueden
encontrarse graficamente si el tridngulo se dibuja a escala, o pueden en-
contrarse mediante la trigonometria. Si se escoge el Gltimo método de
solucién, con la ley de los senos se escribe

Ta 736 N
sen 60° sen 40° sen 80°
Tab = 647 N TAC = 48U N

Cuando una particula esta en equilibrio bajo tresfuerzas, el pro-
blema siempre puede resolverse dibujando un tridngulo de fuerzas.
Cuando una particula estd en equilibrio bajo mas de tres fuerzas, el
problema puede resolverse graficamente dibujando un poligono de
fuerzas. Si se desea una solucién analitica, se deben resolver las ecua-
ciones de equilibrio dadas en la seccion 2.9:

=0 SFy=0 (2.15)

Estas ecuaciones pueden resolverse para no mas de dos incdgnitas; en
forma semejante, el tridngulo de fuerzas usado en el caso de equilibrio
bajo tres fuerzas.puede resolverse para dos incognitas.

Los tipos mas comunes de problemas son aquellos donde las dos
incognitas representan 1) las dos componentes (o la magnitud y direc-
cion) de una sola fuerza, 2) las magnitudes de las dos fuerzas, cada una
de direccién conocida. También se encuentran problemas que requie-
ren la determinacion del valor médximo o minimo de la magnitud de
una fuerza (véanse problemas 2.59 a 2.63).

2.11. Problemas relacionados con el equilibrio o7
de una particula. Diagramas de cuerpo libre

a) Diagrama espacial

736 N

b) Diagrama de cuerpo libi ) Triangulo de fuerzas
Figura 2.29

Fotografia 2.2 Como se ilustré en un ejemplo
anterior, es posible determinar las tensiones en
los cables que sostienen al eje que se muestra
en la fotografia, considerando al gancho como
una particula y después aplicando las ecuaciones
de equilibrio a las fuerzas que acttan sobre el
gancho.
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W = (30 kg)(9.81 tn/s2)
=294 N

PROBLEMA RESUELTO 2.4

En la operacion de descarga de un barco, «in automovil de 3 500 Ib es so-
portado por un cable. Se ata una cuerda al cable en Ay se tira para centrar
al automavil sobre la posicion deseada. El angulo entre el cable y la vertical
es de 20, mientras que el angulo entre la cuerda y la horizontal es de 30°.
¢Cual es la tension en la cuerda?

SOLUCION

Diagrama de cuerpo libre. Se escoge el punto A como cuerpo libre
y se dibuja el diagrama completo de cuerpo libre. TAHes la tension en el ca-
ble AB y Tac es la tension de la cuerda.

Condicion de equilibrio. Como sélo actian tres fuerzas sobre el
cuerpo libre, se dibuja un triangulo de fuerzas para expresar que éste se en-
cuentra en equilibrio. Con la ley de los senos se escribe

Tah =1 _35001b
sen 120° sen 2° sen 58°

Utilizando una calculadora, primero se calcula v se guarda el valor del
ultimo cociente. Se multiplica este valor en forma sucesiva por sen 120° y
sen 2°, se obtiene

PROBLEMA RESUELTO 2.5

Determine la magnitud, direccion y sentido de la fuerza F més pequefa que
mantendra, en equilibrio al paquete que se muestra al margen. Notese que la
fuerza ejercida por los rodillos sobre el paquete es perpendicular al plano in-
clinado.

SOLUCION

Diagrama de cuerpo libre. Se escoge el paquete como cuerpo li-
bre, suponiendo que éste se puede tratar como particula. Se dibuja el dia-
grama de cuerpo libre correspondiente.

Condicion de equilibrio. Puesto que sélo acttian tres fuerzas sobre
el cuerpo libre, se dibuja un triangulo de fuerzas para expresar que esta en
equilibrio. La linea 1-1" representa la direccion conocida de P. Para obtener
el valor minimo de la fuerza F se escoge la direccién de F perpendicular a
la de P. De la geometria del triangulo obtenido, se encuentra que

F=1(294 N) sen 15° = 76.1 N a=15°
F=76.1X"15°
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PROBLEMA RESUELTO 2.6

Como parte del disefio de un nuevo velero, se desea determinar la fuerza de
arrastre que puede esperarse a cierta velocidad. Para hacerlo, se coloca un
modela del casco propuesto en un canal de pruebay se usan tres cables para
mantener su proa en el eje del centro del canal. Las lecturas de los di-
namometros indican que para una velocidad dada la tension es de 40 Ib en
el cable AB y de 60 Ib en el cable AE. Determine la fuerza de arrastre ejer-
cida sobre el casco y la tensién en el cable AC.

uu -
SOLUCION

Determinacidon de los angulos. En primer lugar se determinan los
angulos a y j3 que definen las direcciones de los cables AB y AC. Se escribe

Diagrama de cuerpo libre. Se escoge el casco como cuerpo libre,
se traza el diagrama del cuerpo libre que incluye las fuerzas ejercidas por los
tres cables sobre el casco, asi como la fuerza de arrastre ejercida por el

Condicion de equilibrio. Se expresa que el casco esta en equilibrio
y la resultante de todas las fuerzas se escribe como cero:

Como aparecen mas de tres fuerzas, se obtendran sus componentes t y ij

Tab = ~(40 Ib) sen 60.26°i + (40 Ib) eos 60.26°]
= -(34.73 Ib)i + (19.84 Ib)j

Tac = Tac sen 20.56°i + TAc eos 20.56°j
= 0.3512TaCi + 0.9363TAJ

Tae = -(60 Ib)j

Se sustituyen las expresiones obtenidas en la ecuacion (1) y se factorizan los
vectores unitarios i yj, por lo que se tiene

(-34.73 Ib + 0.3512TAC + FD)i + (19.84 Ib + 0.9363TAC- 60 Ib)j = 0

Esta ecuacion se cumplira si, y solo si, los coeficientes de i yj son iguales a
cero. Asi se obtienen las siguientes dos ecuaciones de equilibrio, que expre-
san, respectivamente, que la suma de las componentes x y la suma de las
componentes y de las fuerzas dadas debe ser cero.

2F* = 0: -34.73 Ib + 0.3512Tac + =0 2)
=0 19.84 Ib + 0.93637aC- 601b=10 3
De la ecuacion (3) se encuentra i\c = +4291b A

y sustituyendo este valor en la ecuacion (2) se obtiene Fj, ~ +19.66 II) ~

Al dibujar el diagrama de cuerpo libre se supuso que habia un sentido para
cada fuerza desconocida. El signo positivo en la respuesta sefiala que el sen-
tido supuesto era el correcto. Puede dibujarse el poligono de fuerzas com-
pleto y asi comprobar los resultados.



RESOLUCION DE PROBLEMAS
EN FORMA INDEPENDIENTE

Cuando una particula esta en equilibrio, la resultante de todas las fuerzas que acttan sobre
la particula debe ser igual a cero. En el caso de una particula sobre la que actdan fuerzas
coplanares, expresar este hecho proporcionara dos relaciones entre las fuerzas involucradas.
Como se vio en los problemas resueltos recién presentados, estas relaciones pueden uti-
lizarse para determinar dos incégnitas —como la magnitud y la direccion de una fuerza o
las magnitudes de dos fuerzas—.

Trazar un diagrama de cuerpo Ubre es el primer paso a seguir en la solucion de
un problema que involucre el equilibrio de una particula. En este diagrama se muestran la
particula y todas las fuerzas que actdan sobre ella. En el diagrama de cuerpo libre debe in-
dicarse la magnitud de las fuerzas conocidas, asi como cualquier angulo o dimensién que
defina la direccion de una fuerza. Cualquier magnitud o angulo desconocido deben desig-
narse por medio de un simbolo adecuado. No tiene que incluirse ninguna otra informacién
adicional en el diagrama de cuerpo libre.

Es indispensable trazar un diagrama de cuerpo libre claro y preciso para poder resolver
cualquier problema de equilibrio. La omisién de este paso puede ahorrarnos lapiz y papel,
pero es muy probable que nos lleve a una solucion incorrecta.

Caso 1. Siso6lo estan involucradas tresfuerzas en el diagrama de cuerpo libre, el resto
de la solucion se lleva a cabo més facilmente uniendo en un dibujo la parte terminal de una
fuerza con la parte inicial de otra (punta), para formar un triangulo de fuerzas. Este trian-
gulo puede resolverse graficamente o por trigonometria para un maximo de dos incognitas
[problemas resueltos 2.4 y 2.5].

Caso 2. Siestan involucradas mas de tresfuerzas, lo mas conveniente es emplear una
solucion analitica. Los ejes X y y se seleccionan y cada una de las fuerzas mostradas en el
diagrama de cuerpo libre se descompone en sus componentes X y y. Al expresar que tanto
la suma de las componentes en x como la suma de las componentes en j de las fuerzas son
iguales a cero, se obtienen dos ecuaciones que pueden resolverse para no mas de dos in-
cognitas [problema resuelto 2.61.

Se recomienda firmemente que al emplear una solucion analitica se escriban las ecuaciones
de equilibrio en la misma forma que las ecuaciones (2) y (3) del problema resuelto 2.6. La
practica adoptada por algunos estudiantes de colocar al inicio las incégnitas del lado izquierdo
de la ecuacion y las cantidades conocidas del lado derecho puede llevar a una confusion al
momento de asignar el signo correcto a cada uno de los términos.

Se ha sefialado que, independientemente del método empleado para resolver un problema
de equilibrio bidimensional, sélo puede determinarse un méximo de dos incognitas. Si un
problema bidimensional involucra mas de dos incognitas, deben obtenerse una o més rela-
ciones adicionales a partir de la informacion contenida en el enunciado del problema.

Algunos de los siguientes problemas involucran pequefias poleas. Se supondra que las poleas
estan libres de friccion, por tanto, la tension en la cuerda o cable que pase por una polea es
la misma en cada uno de sus lados. En el capitulo 4 se analizard por qué la tension os la
misma. Por dltimo, como veremos en el capitulo 10, la magnitud de la fuerza F ejercida so-
bre un cuerpo por un resorte estirado o comprimido esta dada por F = kx, donde k es la
constante del resorte y* es una medida de su compresion o estiramiento con respecto a la
longitud del resorte cuando éste no ha sido deformado.



Problemas

2.43 Si a =50°y el agiiilon AC ejerce sobre la articulacion C una
fuerza dirigida a lo largo de la linea AC, determine a) la magnitud de la fuer-
za, h) la tensién en el cable BC.

2.44 Dos cables se amarran juntos en C y se cargan corno indica la
figura. Determine la tension en a) el cable AC, b) el cable BC.

il>

Figura P2.43

Figura P2.44

2.45 Una componente de maquina con forma irregular se mantiene
en la posicibn mostrada en la figura por medio de tres sujetadores. Si
Fa —940 N, determine las magnitudes de las fuerzas FBy Fc ejercidas por
los otros dos sujetadores.

2.46 Las cuerdas AB y AC son lanzadas a una persona cuya lancha se
ha hundido. Si a = 25° y la magnitud de la fuerza F A ejercida por el rio so-
bre el lanchero es de 70 Ib, determine la tension en a) la cuerda AB, b) la
cuerda AC.

Figura P2.45

Figura P2.47
Figura P2.46

2.47 Un bote jala a un paracaidas y su pasajero a una velocidad cons-
tante. Si el pasajero pesa 550 Ny la fuerza resultante R ejercida por el pa-
racaidas sobre la horquilla A forma un angulo de 65° con la horizontal, de-
termine a) la tension en la cuerda de remolque AB. h) la magnitud de R.

41



42  Estatica de particulas 2.48 Dos seméforos se cuelgan temporalmente de un cable como se
muestra en la figura. Si el seméaforo colocado en B pesa 300 N, determine el
peso del semaforo en C.

Figura P2.49 y P2.50

2.49 Dos fuerzas de magnitud TA= 8 ldps y Tr = 15 kips se aplican
a una conexién soldada como indica la figura. Si la conexién esté en equili-
brio, determine las magnitudes de las fuerzas Tc y Tn.

2.50 Dos fuer/as de magnitud TA= 6 kipsy Tc = 9 kips se aplican a
una conexion soldada como indica la figura. Si la conexion esta en equili-
brio, determine las magnitudes de las fuerzas TBy T D.

2.51 Los cuatro elementos de madera que se muestran en la figura es-
tan unidos con una placa de metal y se encuentran en equilibrio sometidos
a la accion de cuatro fuerzas. Si FA= 2.3 kNy FB = 2.1 kN, determine las
magnitudes de las otras dos fuerzas.

2.52 Los cuatro elementos de madera que se muestran en la figura es-

tan unidos con una placa de metal y se encuentran en equilibrio sometidos

Figura P2.51 y P2.52 ala accion de cuatro fuerzas. Si FA= 1.9 kNy Fc = 2.4 kN, determine las

magnitudes de las otras dos fuerzas.

2.53 En un acto circense, un acrébata realiza un parado de manos so-

bre una rueda mientras su asistente lojala a lo largo del cable ABC de 8 m

de largo que se muestra en la figura. Si la tension en la cuerda DE es de 35

N cuando el acrdbata se sostiene en equilibrio en a = 2.5 m, determine a)
el peso del acrdbata, b) la tensién en el cable.

2.54 En un acto circense, un acrdbata realiza un parado de manos so-
bre una rueda mientras su asistente lo jala a lo largo del cable ABC de 8 m
de largo que se muestra en la figura. Si el acrobata pesa 720 Ny se sostiene
en equilibrio en a = 3 m, determine a) la tensién en el cable, b) la tensién
en la cuerda DE.



2.55 Dos cables se amarran juntos en C y son cargados como indica
la figura. Si W = 190 Ib, determine la tension en a) el cable AC, b) el cable
BC.

2.56 Dos cables se amarran juntos en C y son cargados como indica
la figura. Determine el rango de valores de W para los que la tensién no sera
mayor de 240 Ib en cualquiera de los cables.

Qn- -30 in.-
r.

2.57 Una carga con peso de 400 N esta suspendida de un resorte y
dos cuerdas, las cuales se unen a dos bloques de pesos 3W y W como se
muestra en la figura. Si la constante del resorte es de 800 N/m, determine
a) el valor de W, b) la longitud sin estirar del resorte.

2.58 Un bloque de peso W esta suspendido de una cuerda de 25 in.
de largo y de dos resortes cuyas longitudes sin estirar miden 22.5 in. cada
una. Si las constantes de los resortes son kAH = 9 Ib/in. y KAD = 3 Ib/in,, de-
termine a) la tension en la cuerda, b) el peso del blogue.

2.59 Para las cuerdas v la fuerza del rio del problema 2.46, determine
a) el valor de a parael que latension en la cuerda AB es la minima posible,
b) el valor correspondiente de la tension.

Problemas

43
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]2in.

Figura P2.64 y P2.65

2.60 Dos cables se amarran juntos en C y se cargan como indica la
figura. Si la tension maxima permisible en cada cable es de 900 N, deter-
mine &) la magnitud de la fuerza P méxima que puede aplicarse en C, h) el
valor correspondiente de a.

2.61 Dos cables se amarran juntos en Cy se cargan como indica la
figura. Si la tension méxima permisible en el cable AC es de 1400 Nyen el
cable BC es do 700 N, determine a) la magnitud de la fuerza P méxima que
puede aplicarse en C, h) el valor correspondiente de a.

2.62 Si las porciones AC y BC del cable ACB deben ser iguales, de-
termine la longitud minima que debe tener el cable para soportar la carga
mostrada si la tension en éste no debe ser mayor a 870 N.

2.63 Para la estructura y la carga del problema 2.43, determine a) el
valor de a para el que la tensién en el cable BC es minima, b) el valor co-
rrespondiente de la tension.

2.64 El collarin A puede deslizarse sin friccién en una barra vertical
y esta conectado a un resorte como indica la figura. La constante del resorte
es de 4 Ib/in. y éste no se encuentra estirado cuando h = 12 in. Si el sistema
est4 en equilibrio cuando h = 16 in., determine el peso del collarin.

2.65 El collarin A de 9 Ib puede deslizarse sin friccion en una barra
vertical y esta conectado a un resorte como indica la figura. El resorte no
est4 estirado cuando h = 12 in. Si la constante del resorte es de 3 Ib/in, de-
termine el valor do h para el cual el sistema esta en equilibrio.

2.66 El aguildon AB esta soportado por el cable BC y una bisagra co-
locada en A. Si el aguildn ejerce sobre el punto B una fuerza dirigida a lo
largo de si mismo y la tension en la cuerda BD es de 310 N, determine a) el
valor de a para el gque la tension en el cable BC es minima, h) el valor co-
rrespondiente de la tension.

Figura P2.66



2.67 LafuerzaP se aplica a una pequefia rueda que gira sobre el ca- 2.12. Componentes rectangulares de una
ble ACB. Si la tension en ambas partes del cable es de 140 Ib, determine la fuerza en el espacio
magnitud y la direccion de P.

2.68 Una caja de madera de 280 kg esta sostenida por varios arreglos
de poleas v cuerdas, segiin indica la figura. Determine la tension en la cuerda
para cada arreglo. (Sugerencia: La tension es la misma en ambos lados do
una cuerda que pasa por una polea simple. Esto puede comprobarse apli-
cando los métodos del capitulo 4.)

Figura P2.67

3)

Figura P2.68

2.69 Resuelvalos incisos b) y d) del problema 2.68 suponiendo que el
extremo libre de la cuerda estad unido a la caja de madera.

2.70 Unacarga Q se aplica a la polea C, la cual puede rodar sobre el
cable ACB. La polea se sostiene en la posicion mostrada en la figura mediante
un segundo cable CAU que pasa por la polea Ay sostiene unacargaP. Si P =
800 N, determine a) la tension en el cable ACB, b) la magnitud de la carga Q.

i Figura P2.70 y P2.71
2.71 Unacarga Q de 2 000 N se aplicaalapolea C, lacual puede rodar

sobre el cable ACB. La polea se sostiene en la posicién mostrada en la figura
mediante un segundo cable CAD que pasa por la polea A y sostiene una carga
P. Determine a) la tension en el cable ACB, b) la magnitud de la carga P.

2.72  Se aplican tres fuerzas a una ménsula. Las direcciones de las dos
fuerzas de 30 Ib pueden variar, pero el angulo entre ellas siempre es de 50°.
Determine el rango de valores de a para el que la magnitud de la resultante
de las fuerzas aplicadas a la ménsula es menor a 120 Ib.

Figura P2.72

FUERZAS EN EL ESPACIO

2.12. COMPONENTES RECTANGULARES
DE UNA FUERZA EN EL ESPACIO

Los problemas considerados en la primera parte de este capitulo in-
volucraron Unicamente dos dimensiones y pudieron formularse y re-
solverse en un solo plano. En esta seccion y en las secciones siguientes
del capitulo se analizaran problemas que comprenden las tres dimen-
siones del espacio.

Considere una fuerza F que actta en el origen O del sistema de
coordenadas rectangulares x, y, z. Para definir la direccion de F, se
traza el plano vertical OBAC que contiene a Fy que se muestra en la
figura 2.30«. Este plano pasa a través del eje vertical Y\ su orientacion
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Figura 2.30

Figura 2.31

0

0

esta definida por el angulo <) que forma con el plano xy, mientras que
la direccion de F dentro del plano esta definida por el angulo 6y que
forma F con el eje y. La fuerza F puede descomponerse en una com-
ponente vertical F{v una componente horizontal Ft; esta operacion,
mostrada en la figura 2.30b, se realiza en el plano OBAC de acuerdo
con las reglas desarrolladas en la primera parte del capitulo. Las com-
ponentes escalares correspondientes son

Fy = F eos Oy F/, = F sen 6t (2.16)

La F/, puede separarse en sus dos componentes rectangulares Fvy F. a
lo largo de los ejes xy z, respectivamente. Esta operacion, mostrada en
la figura 2.30c, se realiza en el plano xz. De esta manera se obtienen las
expresiones siguientes para las componentes escalares correspondientes:
Fx = Ff, eos (>= F sen Oy eos 4>
Fz = Fh sen (= F sen 6y sen ¥ "1
La fuerza F se ha descompuesto en tres componentes vectoriales rec-
tangulares Fx, F¥y F-, dirigidas a lo largo de los tres ejes coordenados.
Si se aplica el teorema de Pitagoras a los triangulos OAB y OCD
de la figura 2.30, se escribe
F2= (OAf=(0OBf + (BAf=F*+ F?
Po= (OCf=(ODf+ (DCf=F*+Ft
Si se eliminan F| de estas dos ecuaciones y se resuelve para F se ob-

tiene la siguiente relacién entre la magnitud de F y sus componentes
rectangulares escalares:

F=VF? + Hy+ F2 (2.18)

La relacion que existe entre la fuerza F y sus tres componentes FXx,
Fyy F- se presenta mas facil si se traza “una caja” que tiene por aris-
tas Fx, Fyy F,, como se muestra en la figura 2.31. La.fuerza F esta
representada por la diagonal OA de esta caja. La figura 2.31/; muestra
el tridngulo rectdngulo OAB empleado para deducir la primera de las
formulas (2.16): FtJ = F eos 8r En las figuras 2.31a y ¢ se han trazado
otros dos triangulos rectangulos: el OAD y OAE. Estos ocupan posi-
ciones semejantes a la del triangulo OAB. Si representamos por 6Xy 6Z
los angulos que forma F con los ejes xy z, respectivamente, se pueden
escribir dos formulas semejantes a Fy = F eos Oy. Entonces se escribe

Fx = F eos 6X Fy —F eos 9y F, = Feos 6Z (2.19)

Los tres angulos 6X 9y y 6Zdefinen la direccion de la fuerza F; y son
mas usados que los angulos 6y y 4> introducidos al comienzo de esta
seccidn. Los cosenos de 6X 8ty 9Zse conocen como los cosenos di-
rectores de la fuerza F.

Con el uso de los vectores unitarios i, j y k, dirigidos a lo largo de
los ejes x, y y z, respectivamente (figura 2.32), se puede expresar F en
la forma

F=Fxi+FJ + Fzk (2.20)

donde las componentes escalares Fx, Fyy F, estan definidas por las rela-
ciones (2.19).

Ejemplo L Una fuerza de 500 N forma angulos de 60°, 45° y 120° con
los ejes X, y y z, respectivamente. Encuentre las componentes Fx, Fyy F, de
la fuerza.



Sustituyendo F = 500 N, B« = 60°, 6y = 45° y 0, = 120° en las formu- 212. Componentes rectangulares de una
las (2.19)’ se escribe uerza en el espacio
F, = (500 N) eos 60° = +250 N
FtJ = (500 N) eos 45° = +3,54 N
Fz = (500 N) eos 120° = -250 N
Usando en la ecuacién (2.20) los valores obtenidos para las componentes es-
calares de F, se tiene
F = (250 N)i + (354 N)j - (250 N)k
Como en el caso de los problemas en dos dimensiones, el signo positivo in-

dica que la componente tiene el mismo sentido que el eje correspondiente
y el signo negativo tiene el sentido opuesto.

El angulo que una fuerza F forma con un eje debe medirse desde
el lado positivo del eje y estard siempre comprendido entre 0y 180°. b)
Un angulo 9Xmenor que 90° (agudo) indica que F (que se supone uni-
da al origen) esta del mismo lado del plano yz que el eje x positivo, y
eos 6Xy Fx serén positivos. Un angulo 9Xmayor que 90° (obtuso) indi-
card que F esta al otro lado del plano yz\ entonces, eos 9Xy Fx seran / /
negativos. En el ejemplo 1 los angulos 9Xy 9y son agudos, mientras que /

. o . IA
9Zes obtuso; en consecuencia, Fxy Ftl son positivos, mientras que Fz es
negativo. 0
Si se sustituye en la ecuacion (2.20) las expresiones obtenidas para moir- vy
Fx, FOy F, en (2.19), se escribe v /
F = F(cos 9A+ eos 6,) + eos 0.k) (2.21) /
E

que muestra que la fuerza F puede expresarse como el producto del 0
escalar F y del vector Figura 2.31

X = eos $xi + eos 9y + eos 97 (2.22)

y

El vector Aes evidentemente un vector de magnitud 1y de la misma
direccién que F (figura 2.33). El vector unitario X se refiere al largo
de la linea de accion de F. De (2.22) se deduce que las componentes
del vector unitario X son, respectivamente, iguales a los cosenos di-
rectores de la linea de accion de F:

AX = eos 9X Ay = eos by A, = eos 9Z (2.23)

Se debe observar que los valores de los tres angulos 9X 9y y 9Zno
son independientes. Expresando que la suma de los cuadrados de las

componentes de X es igual al cuadrado de su magnitud, se escribe
Figura 2.32
XN+ X2+ X?—1 y

o sustituyendo para \x, X¢y X, de (2.23),

€0s2 9X+ e0s29y + eos29Z2—1 (2.24) X (magnitud = 1)

En el ejemplo 1 se muestra que una vez que se han seleccionado los
valores 9X= 60° y 9y = 45° el valor de 9Zdebe ser igual a 60 o 120°
para satisfacer la identidad (2.24).

Cuando las componentes Fx, Fyy F, de una fuerza F estan dadas,
la magnitud F de la fuerza se obtiene de (2.18). Entonces las relaciones
(2.19) pueden resolverse para los cosenos directores,

€os 9X= y eos 9y =~r €0s 9Z= -y- (2.25)

y obtener los &ngulos 9X 9y y 9. que caracterizan a la direccion de F.  Figura 2.33



Ejemplo 2. UnafuerzaF tiene las componentes Fx = 20 Ib, Fy = —30
Iby Fz= 60 Ib. Determine la magnitud de F y los angulos 9X @y y 0- que
forma con los ejes coordenados.

A partir de la férmula (2.18) se obtienel

F

VEI? +Fi +F?
V (01bY + (-30 bR + (60 Ib)}
=V49001Ib=701Ib

Si se sustituyen los valores de las componentes y la magnitud de F en las
ecuaciones (2.25), se escribe

o FX _ 201 g P _ -301D 5. F _ o01b
COSOX= & = 75 eosOY—F — 4= eosl-=of = S

Calculando sucesivamente cada cociente y su arco coseno, se obtiene
ex = 73.4° Oy = 115.4° 6Z= 31.0°

Estos calculos pueden realizarse facilmente con una calculadora.

2.13. FUERZA DEFINIDA EN TERMINOS DE SU MAGNITUD
Y DOS PUNTOS SOBRE SU LINEA DE ACCION

En muchas aplicaciones la direccion de una fuerza F esta definida por
las coordenadas de dos puntos M(xL, yit zi) y N(xz, y2, Zg), localizadas
sobre su linea de accion (figura 2..34). Considere el vector MN que une

s Figura 2.34

a Aiy Ny tiene el mismo sentido que F. Si se representan sus com-
ponentes escalares por dx, dy y dz, respectivamente, se escribe

MN = dxi + dyj + dzk (2.26)

El vector unitario X a lo largo de la linea de accién de F (es decir a lo
largo de la linea MN) puede obtenerse al dividir el vector MN entre su
magnitud MN. Se sustituye para MN de (2.26) y se observa que MN
es igual a la distanciad de M a N, se escribe

X = = A(<4l + dyj + dzk) (2.27)

'Con una calculadora programada para convertir coordenadas rectangulares en coorde-
nadas polares, se vera que el siguiente procedimiento resulta mas expedito para calcular
F: primero se determina Fj, a partir de sus componentes rectangulares Fxy F, (figura 2.30c),
después se determina F a partir de sus componentes rectangulares F), y Fy (figura 2.30b).
El orden en que se introduzcan las tres componentes Fx, F,fy F. resulta intrascendente.



Es importante recordar que F es igual al producto de F y X, por lo que
se tiene

F
F=Fk = ~~(dJ) +d,J + dzk) (2.28)

de la cual se sigue que las componentes de F son, respectivamente,

Fdx " Fd,, Fd, ,
~d~ Fr~ T (2 29)

Las relaciones (2.29) simplifican en forma considerable la deter-
minacion de las componentes de las fuerzas F de magnitud F cuando
la linea de accion de F esta definida por dos puntos M y N. Restando
las coordenadas de M de las de N se determinan primero las compo-
nentes del vector MN y la distancia d de M a N:

dx=x2- *i dy = i2~ y\ dz=12z2~121
d=Vd* + d%+ di

Sustituyendo los valores para F y para dx, dy, d, y d en las relaciones
(2.29), se obtienen las componentes Fx, Fy Fz de la fuerza.

Los angulos 6X Gy y 6Zque forman F con los ejes coordenados
pueden obtenerse de las ecuaciones (2.25). Comparando las ecuaciones
(2.22) y (2.27) también se puede escribir

T J 1
6x — ~ f 0, = | 0z= 2.30
€0s 6x 4 €0s y a €o0s q ( )

y determinar los &ngulos 6X Oy y 6Zdirectamente de las componentes y
la magnitud del vector MN.

2.14. ADICION DE FUERZAS CONCURRENTES EN EL ESPACIO

La resultante R de dos o mas fuerzas en el espacio se calcula sumando
sus componentes rectangidares. Los métodos graficos o trigonomeétri-
€0s No son muy practicos en el caso de fuerzas en el espacio.

El método seguido aqui es semejante al empleado en la seccidon
2.8 con fuerzas coplanares. Se establece que

R =2F

se descompone cada fuerza en sus componentes rectangulares y se es-
cribe

R*i + Ryj + fl-kk = 2(FX + FJ + F k)
= (SFJi + (XFy)] + (2F2k

de la cual se desprende que
Rx —SFj. Ry = 2Fy Rz = 2FZ (2.31)

La magnitud de la resultante y los angulos 9X 6y y 0Zque ésta forma
con el eje de coordenadas se obtienen por el método de la seccion 2.12.
Se escribe

R=VR* + R + Rz (2.32)

x| o

eos 9X= eos Ot = ~§~ eos 9Z= (2.33)

x| o

2'14' Adlc,on de berzas concurrentes
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PROBLEMA RESUELTO 2.7

El alambre de una torre esta anclado en A por medio de un perno. La ten-
sion en el alambre es de 2 500 N. Determine a) las componentes Fx, FUy F.
de la fuerza que acttia sobre el perno yb) los &ngulos 8% 6y y 6Zque definen
la direccion de la fuerza.

SOLUCION

a) Componentes de la fuerza. La linea de accion de la fuerza que
actua sobre el perno pasa por Ay B y la fuerza esta dirigida de A hacia B. Las
componentes del vector AB, que tienen la misma direccién que la fuerza, son

<4= ~40 in d,, = +80 m < =+30m
La distancia total de A aB es
AB-d- VAfTZTrff =943 m

Al representar por i, j y k los vectores unitarios a lo largo de los ejes coor-
denados, se tiene

AB = -(40 m)i + (80 m)j + (30 m)k
Introduciendo el vector unitario \ = AB/AB, se escribe

AB 2500 N-

FERX=F B 9s3m
Si se sustituye la expresion encontrada para AB, se obtiene

_ 2500 N . .
F= 943 m [—40 m)i (80 m)j + (30 m)K]
= -(1 060 N)i + (2120 N)j (795 N)k

Por consiguiente, las componentes de F son

Fx= -1 060 N Fy=+2 120 N F.= +795 X

b) Direccion de la fuerza. Con las ecuaciones (2.25), se escribe

-1 060 N Ry 42120 N
eos Or = 2500 N @By = 2500 N
A 4795 N
CSO=F = 550N

Si se calcula sucesivamente cada cociente y su arco coseno, se obtiene
0* = 115.1° Oy = 32.0° 6Z= 715° 4

(Nota: El resultado también pudo haberse determinado con las componentes
y la magnitud del vector AB en lugar de la fuerza F.)

6.



PROBLEMA RESUELTO 2.8

Una seccién de una pared de concreto precolado se sostiene temporalmente
por los cables mostrados. Se sabe que la tension es de 840 Ib en el cable AB
y 1200 Ib en el cable AC, determine la magnitud y la direccion de la resul-
tante de las fuerzas ejercidas por los cables AB y AC sobre la estaca A

SOLUCION

Componentes de las fuerzas. La fuerza ejercida por cada cable so-
bre la estaca A se descompondra en sus componentes X, y y z. Primero
se determinardn las componentes y la magnitud de los vectores AB y AC,
midiéndolos desde A hacia la seccidn de la pared. Si se representa pori, j y
k a los vectores unitarios a lo largo de los ejes coordenados, se escribe

AB = -(16 ft)i + B ft)] + (11 f)k AB = 21 ft
AC = -(16 ft)i + (B8 ft)j - (16 fo)k AC = 24 ft
Al representar por kAB al vector unitario a lo largo de la linea AB, se tiene
AB 8401b-
Tab —TAfKA —Tab-AB N ft -AB
-rfts| ﬂ §ustituir la expresion encontrada para AB, se obtiene
- Tu = (1200 lI5 X, 840 Ib . .
17— Tab — o —(16 ft)i + B ft)j + (1 ft)k]

Tab = “ (640 Ib)i + (320 Ib)j + (440 Ih)k

16~ Si se representa con kAC al vector unitario a lo largo de AC, se obtiene en

forma semejante

AC 1200Ib

Tac —Tac™ac —Tac AC o4 ft AC

Tac = “ (800 Ib)j + (400 Ib)j - (800 Ib)k

Resultante de las fuerzas. La resultante R de las fuerzas ejercidas
por los dos cables es

R = Tab + Tac = ~U 440 Ib)i + (720 Ib)j - (360 Ib)k
La magnitud y direccion de la resultante se determinan por:
R=Vf? +fi2+ R~ =V (-1 440)2 + (720)2 + (-360)2
R = 1650 Ib
De las ecuaciones (2.33) se obtiene

-14401b +720 Ib
°08 x= R = 16501Ib cos By = ¥ 1650 Ib

-360 Ib
R 1650 Ib

Calculando en forma sucesiva cada cociente y su arco coseno, se obtiene
0, = 150.8" dy = 64.1° < =102.6° <

cos 6, -

S



RESOLUCION DE PROBLEMAS
EN FORMA INDEPENDIENTE

En esta leccion se vio que lasfuerzas en el espacio pueden ser definidas por su mag-
nitud y su direccién o por las tres componentes rectangulares Fx, Fy y Fz.

A. Cuando unafuerza se define por su magnitud y su direcciéon, sus com-
ponentes rectangulares Fx, Fy y Fz se pueden determinar de la siguiente manera:

Caso 1. Siladireccion de la fuerza F esta definida por los angulos 9y y $mostra-
dos en la figura 2.30, las proyecciones de F a través de estos angulos o sus com-
plementos proporcionardn las componentes de F [ecuaciones (2.17)]. Obsérvese
qgue las componentes xy z de F se obtienen proyectando primero a F sobre el plano
horizontal; entonces, la proyeccién F/, obtenida de esta forma se descompone en
las componentes FTy Fz (figura 2.30c).

Cuando se resuelven problemas de este tipo, se recomienda dibujar primero la
fuerza F y después su proyeccién F/(y sus componentes Fx>Fy y Fz antes de ini-
ciar la parte matemética de la solucion.

Caso 2. Siladireccidon de la fuerza F esta definida por los angulos 6X 9y y 9. que
F forma con los ejes coordenados, cada componente se puede obtener multiplicando
la magnitud F de la fuerza por el coseno del angulo que le corresponde [ejemplo 1]:

Fx —F cos 6X Fy = F cos 9y Fz —F cos 6.

Caso 3. Siladireccion de la fuerza F esta definida por dos puntos M y N ubica-
dos a lo largo de su linea de accion (figura 2.34), primero se expresa al vector MN
dibujado desde M hasta N, en términos de sus componentes dx, dy y d, y de los
vectores unitarios i, j yk:

MN = dxi + d,j + dzk

Después se determina el vector unitario X a lo largo de la linea de accion de F di-
vidiendo al vector MN entre su magnitud MN. Si se multiplica a X por la magni-
tud de F, se obtiene la expresion deseada para F en términos de sus componentes
rectangulares [problema resuelto 2.7]:

F=FX= (dxi +df + dzk)

Cuando se determinan las componentes rectangulares de una fuerza, es conveniente
emplear un sistema de notacion consistente y con significado. EI método utilizado
en este texto se ilustra en el problema resuelto 2.8 donde, por ejemplo, la fuerza
TAB actia desde la estaca A hacia el punto B. Obsérvese que los subindices han
sido ordenados para coincidir con la direccién de la fuerza. Se recomienda adoptar
la misma notacién ya que le ayudara a identificar al punto 1 (el primer subindice)
y al punto 2 (el segundo subindice).



Cuando el vector que define la linea de accién de una fuerza se forma, puede pen-
sarse en sus componentes escalares como el nimero de pasos que debe efectuar,
en cada direccion coordenada, para ir desde el punto 1 hasta el punto 2. Es esen-

cial que siempre se recuerde asignarle el signo correcto a cada una de las compo-
nentes.

B. Cuando unafuerza esta definida por sus componentes rectangulares Fx,
FOy y se puede obtener su magnitud F asi

F=Vf*+Ffj+if

Los cosenos directores de la linea de accion de F se pueden determinar dividiendo
las componentes de la fuerza entre F:

F F
cos OX= ~=r cos 0, = oS 62 —~~
F F

A partir de los cosenos directores se pueden obtener los angulos 6X 6y y 8Zque F
forma con los ejes coordenados [ejemplo 2].

C. Para determinar la resultante R de dos o masfuerzas en el espacio tridi-
mensional, primero se determinan las componentes rectangulares de cada una de
las fuerzas utilizando alguno de los procedimientos que se acaban de describir. Con
la suma de esas componentes se obtendran las componentes Rx, Ry y Rz de la re-
sultante. Entonces, la magnitud y la direccién de la resultante se puede obtener
como se sefald en los incisos anteriores para el caso de una fuerza F [problema re-
suelto 2.8].



Problemas

2.73 Para estabilizar un arbol arrancado parcialmente durante una
tormenta, se le amarran los cables AB y AC a la parte alta del tronco y des-
pués se fijan a barras de acero clavadas en el suelo. Si la tension en el cable
AB es de 950 Ib, determine a) las componentes de la fuerza ejercida por es-
te cable sobre el arbol, b) los angulos 9X Oy y 0, que forma la fuerza en A
con los ejes paralelos a los ejes coordenados.

2.74 Para estabilizar un arbol arrancado parcialmente durante una tor-
menta, se le amarran los cables AB y AC a la parte alta del tronco y después
se fijan a barras de acero clavadas en el suelo. Si la tension en el cable AC
es de 810 Ib, determine a) las componentes de la fuerza ejercida por este ca-

Figura P2.73 y P2.74 ble sobre el arbol, b) los angulos 6X dyy 0- que forma la fuerza en A con los
ejes paralelos a los ejes coordenados.

2.75 Determine a) las componentes x, y y de la fuerza de 900 N,
b) los &ngulos 0 9y y O- que forma la fuerza con los ejes coordenados.

2.76 Determine a) las componentes X, y y z de la fuerza de 1900 N,
b) los angulos 8X6y y 6Zque forma la fuerza con los ejes coordenados.

2.77 Una pistola se apunta hacia un punto A ubicado 20° al oeste del
norte. Si el cafion de la pistola forma un angulo de 35° con la horizontal y la
méxima fuerza del culatazo al disparar es de 180 Ib, determine a) las com-
ponentes X, y y z de dicha fuerza, b) los valores de los angulos 6X%8yy 0~ que
definen la direccion de la fuerza del culatazo. (Suponga que X, y y z se diri-

Figura P2.75 y P2.76 gen respectivamente al este, hacia arribay hacia el sur.)

2.78 Resuelva el problema 2.77 suponiendo que el punto A se locali-
za 25° al norte del oeste v que el cafion de la pistola forma un angulo de 30°
con la horizontal.

2.79 El angulo entre el resorte AB y el poste DA es de 30°. Si la ten-
sion en el resorte es de 220 N, determine a) las componentes x, y y z de la
fuerza ejercida por este resorte sobre la placa, b) los angulos 9% 8y y 9Zque
forma la fuerza con los ejes coordenados.

2.80 EIl angulo entre el resorte AC y el poste DA es de 30°. Si lacom-
ponente x de la fuerza ejercida por el resorte AC sobre la placa es de 180 N,
determine a) la tension en el resorte AC, b) los &ngulos 9% 8y y 8Zque forma
la fuerza ejercida en C con los ejes coordenados.

2.81 Determine la magnitud y la direccién de la fuerza F = (65 N)i —
(80 N)j - (200 N)k.

Figura P2.79 y P2.80 2.82 Determine la magnitudy la direccién de la fuerza F = (450 N); +
(600 N)j - (1800 N)k.
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2.83 Una fuerza actUa en el origen de un sistema coordenado en la di-
reccion definida por los &ngulos 0X= 43.2° y @ = 83.8°. Si la componente ij
de la fuerza es de -50 Ib, determine a) el angulo Or b) las componentes
restantes y la magnitud de la fuerza.

2.84 Una fuerza actda en el origen de un sistema coordenado en la di-
reccion definida por los &ngulos 0X= 113.2° y 6t = 78.4°. Si la componente
z de la fuer/a es de -35 Ib, determine a) el angulo 0Z b) las componentes
restantes y la magnitud de la fuerza.

2.85 Una fuerza F con magnitud de 250 N actda en el origen de un
sistema coordenado. Si F, = 80 N, Ot = 72.4° y F, > 0, determine a) las
componentes Fy y Fz, b) los angulos tiry fiz.

2.86 Una fuerza F con magnitud de 320 N actiia en el origen de un
sistema coordenado. Si 6X= 104.5°, F,= -120 NyFy < 0, determine a) las
componentes Fxy Fltb) los angulos 6y y 6Z

2.87 Una barra de acero se dobla para formar un anillo semicircular
con 36 in. de radio que esta sostenido parcialmente por los cables BD y BE,
los cuales se unen al anillo en el punto B. Si la tension en el cable BD es de
55 Ib, determine las componentes de la fuerza ejercida por el cable sobre el
soporte colocado en D.

2.88 Una barra de acero se dobla para formar 11 anillo semicircular
con 36 in. de radio que esta sostenido parcialmente por los cables BD y BE,
los cuales se unen al anillo en el punto ti. Si la tension en el cable BE es de
60 Ib, determine las componentes de la fuerza ejercida por el cable sobre el
soporte colocado en E.

2.89 Una torre de transmision se sostiene por medio de tres alambres
anclados con pernos en B, C y D. Si la tension en el alambre AB es de 2 100
N, determine las componentes de la fuerza ejercida por el alambre sobre el
perno colocado en B.

2.90 Una torre de transmision se sostiene mediante tres alambres que
estan anclados con pernos en B, Cy D. Si la tension en el alambre AD es de
1260 N, determine las componentes de la fuerza ejercida por este alambre
sobre el perno colocado en D.



56 Estatica de particulas 2.91 Dos cables BG y BH estan unidos al marco ACD como se mues-
tra en la figura. Si la tension en el cable BG es de 450 N, determine las
componentes de la fuerza ejercida por el cable BG sobre el marco en el
punto B.

2.92 Dos cables BG y BH estan unidos al marco ACD como indica la
figura. Si latension en el cable BH es de 60() N, determine las componentes
de la fuerza ejercida por el cable BH sobre el marco en el punto B.

2.93 Determine la magnitud y la direccion de la resultante de las dos
fuerzas mostradas en la figura, si P = 4 kipsy Q = 8 kips.

2.94 Determine la magnitud v la direccion de la resultante de las dos
fuerzas mostradas en la figura, si P = 6 kipsy Q = 7 kips.



2.95 El aguildon OA soporta una carga P y esta sostenido por dos ca-
bles, segiin muestra la figura. Si en el cable AB la tension es de 510 Ny en
el cable AC es de 765 N, determine la magnitud y la direccion de la resul-
tante de las fuerzas ejercidas en A por los dos cables.

2.96 Suponga que en el problema 2.95 la tension es de 765 N en el
cable AB y de 510 N en el cable AC, y determine la magnitud y la direccion
de la resultante de las fuerzas ejercidas en A por los dos cables.

2.97 Para el arbol del problema 2.73, si la tension en el cable AB es
de 760 Iby la resultante de las fuerzas ejercidas en A por los cables ABy AC
yace en el plano yz, determine «) la tensién en el cable AC, b) la magnitud
y la direccion de la resultante de las dos fuerzas.

2.98 Para el arbol del problema 2.73, si la tensién en el cable AC es
de 980 Iby la resultante de las fuerzas ejercidas en A por los cables ABy AC
yace en el plano yz, determine a) la tension en el cable AB, h) la magnitud
y la direccién de la resultante de las dos fuerzas.

2.99 Para el aguildn del problema 2.95, si a = 0°, latension en el ca-
ble AB es de 600 N, y la resultante de la carga P y las fuerzas ejercidas en
A por los dos cables se dirige a lo largo de OA, determine a) la tension en
el cable AC, b) la magnitud de la carga P.

2.100 Para la torre de transmision del problema 2.89, determine las
tensiones en los cables AB y AD si la tension en el cable AC es de 1770 N
y la resultante de las fuerzas ejercidas por los tres cables en A debe ser ver-
tical.

2.15. EQUILIBRIO DE UNA PARTICULA EN EL ESPACIO

De acuerdo con la definicion dada en la seccion 2.9, una particula A
esta en equilibrio si la resultante de todas las fuerzas que actlan sobre
A es cero. Las componentes Rx, Ry y Rz de la resultante estan dadas
por las relaciones (2.31); al expresar que las componentes de la resul-
tante son cero, se escribe

2FX=0 IFy=0 1FZ=0 (2.34)

Las ecuaciones (2.34) representan las condiciones necesarias y sufi-
cientes para lograr el equilibrio de una particula en el espacio. Estas
ecuaciones pueden usarse para resolver problemas que tratan con el
equilibrio de una particula y en los que intervienen no mas de tres in-
cognitas.

Para resolver tales problemas, se traza un diagrama de cuerpo li-
bre donde se muestre a la particula en equilibrio y todas las fuerzas
gue actuan sobre ella. Deben escribirse las ecuaciones de equilibrio
(2.34) y despejar las tres incognitas. En los tipos de problemas més co-
munes, esas incégnitas representan 1) las tres componentes de una sola
fuerza o 2) la magnitud de tres fuerzas, cada una con direccion cono-
cida.

2.15. Equilibrio de una particula en el espacio 57

Figura P2.95

Fotografia 2.3 Como la tension presente en los
cuatro cables que sostienen al contenedor de
carga no se puede encontrar mediante las tres
ecuaciones (2.34), es posible obtener una
relacion entre las tensiones considerando el
equilibrio del gancho.
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PROBLEMA RESUELTO 2.9

Un cilindro de 2(X) kg se sostiene por medio de dos cables AB y AC que se
amarran en la parte més alta de una pared vertical. Una fuerza horizontal P
perpendicular a la pared lo sostiene en la posicion mostrada. Determine la
magnitud de P y la tension en cada cable.

SOLUCION

Diagrama de cuerpo libre. Se escoge el punto A como cuerpo li-
bre, este punto esta sujeto a cuatro fuerzas, tres de las cuales son de magni-
tud desconocida.

Con la introduccion de los vectores unitarios i, j y k, se descompone
cada fuerza en sus componentes rectangulares.

P = Pi
W = -mgj = -{200 kg)<9.81 m/s2)j = -(1 962 N)j
En el caso de TABY TAC, es necesario determinar primero las componentes

y las magnitudes de los vectores AB y AC. Representando con XAB el vector
unitario a lo largo de AB, se escribe

AB=-(12m)i+ (10m)+@Bmk AB=12862m

¢

=— —=-0 [ +0.7775] + 0.
\AB 12.862m 0.093301 07775{ 0.6220k

Tab = TABKAB = -0.09330rA8 + 0.7775TAJ + 0.6220rAfik (2
Al representar con XAc el vector unitario a lo largo de AC, se escribe en
forma semejante
AC = -(1.2 m)i + (10 m)j - (10 m)k AC = 14193 m

AC

W == 5_m = -0.08455] + 0.7046; - 0.7046k

1419
Tac = TacKkc = —0.08455TAci + 0. (046TAcj —0.7046TAck 3
Condicion de equilibrio.  Puesto que Aesta en equilibrio se debe tener

2F =0 TAB+Tac + P +W =0

o con la sustitucion de (1), (2) y (3) para las fuerzas y factorizando i, j y k,

(—0.09330TAB - 0.08455Tac + P)i
+ (0.7775Tab + 0.7046Tac - 1962 N)j
+ (0.6220Tab - 0.7046TAC)K = 0

Al hacer los coeficientes de i, ] y k iguales a cero, se escriben las tres ecua-
ciones escalares que expresan que la suma de las componentes x, y y z de las
fuerzas son, respectivamente, iguales a cero.

2FX=10: -0.09330PAB - 0.08455Tac + P =10
=0 +0.7775Tab + 0.70467AC- 1962 N =0
2F. =0 +0.6220rAB - 0.7046Tac = 0

Con la solucion de estas ecuaciones se obtiene

P=235N Tab=1402 N TAr=1238 N <



RESOLUCION DE PROBLEMAS
EN FORMA INDEPENDIENTE

Anteriormente se vio que cuando una particula esta en equilibrio, la resultante de las fuerzas
que actuan sobre la misma debe ser igual a cero. En el caso del equilibrio de una particula
en el espacio tridimensional, expresar este hecho proporcionara tres relaciones entre las
fuerzas que actdan sobre la particula. Estas relaciones se pueden utilizar para determinar
tres incognitas, que usualmente son las magnitudes de tres fuerzas.

La solucién constara de los siguientes pasos:

/. Dibujar un diagrama de cuerpo libre de la particula. Este diagrama muestra la
particula y a todas las fuerzas que actlian sobre la misma. En el diagrama se deben indicar
tanto las magnitudes de las fuerzas conocidas, como cualquier angulo o dimension que de-
fina la direccion de una fuerza. Cualquier magnitud o angulo desconocido debe ser deno-
tado por un simbolo apropiado. En el diagrama de cuerpo libre no se debe incluir infor-
macion adicional.

2. Descomponer cada una de lasfuerzas en sus componentes rectangulares. Con el
método utilizado en la seccién anterior, para cada fuerza F se determina el vector unitario
X, que define la direccion de dicha fuerzay F se expresa como el producto de su magnitud
F y el vector unitario A Asi se obtiene una expresion con la siguiente forma

F=FX =~ (d\+dyj + dK)

donde d, dx, d,, y dz son dimensiones obtenidas a partir del diagrama de cuerpo libre de la
particula. También mostramos la direccion de F, que puede definirse en términos de los an-
gulos Oyy 4= Si se conoce tanto la magnitud como la direccién de una fuerza, entonces F
es conocida y la expresion obtenida para F esta totalmente definida; de otra forma, F es una
de las tres incognitas a determinar.

3. Hacer igual a cero a la resultante o suma de las fuerzas que actlan sobre la
particula. Se obtendrd una ecuacion vectorial que consta de términos que contienen los
vectores unitarios i, j o k. Los términos que contienen el mismo vector unitario se agru-
parén v dicho vector se factorizara. Para que la ecuacion vectorial sea correcta, se deben
igualar a cero los coeficientes de cada uno de los vectores unitarios. Esto proporcionara tres
ecuaciones escalares que se pueden resolver para un maximo de tres incégnitas [problema
resuelto 2.9],

fe!



Figura P2.101 y P2.102

Figura P2.103 y P2.104

Figura P2.107 y P2.108
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Problemas

2.101 Un contenedor se sostiene por medio de tres cables que estan
unidos al techo como se muestra en la figura. Determine el peso W del con-
tenedor si la tension en el cable AB es de 6 k.

2.102 Un contenedor se sostiene por medio de tres cables que estan
unidos a techo como se muestra en la figura. Determine el peso W del con-
tenedor si la tension en el cable AD es de 4.3 kN.

2.103 Tres cables son usados para amarrar el globo que se muestra en
la figura. Si la tension en el cable Afi es de 259 N, determine la fuerza ver-
tical P que ejerce el globo en A

2.104 Tres cables son usados para amarrar el globo que se muestra en
la figura. Si la tension en el cable AC es de 444 N, determine la fuerza ver-
tical P que ejerce el globo en A

2.105 EIl montaje de apoyo que se muestra en la figura esta atorni-
llado al sitio en B, C y D y soporta en A una fuerza P dirigida hacia abajo.
Si las fuerzas presentes en los elementos AB, AC y AD estan dirigidas a lo
largo de los elementos respectivos, y la fuerza en el elemento AB es de 29.2
Ib, determine la magnitud de P.

Figura P2.105 y P2.106

2.106 El montaje de apoyo que se muestra en la figura esta atorni-
llado al sitio en B, C y D y soporta en A una fuerza P dirigida hacia abajo.
Si las fuerzas presentes en los elementos AB, AC y AD estan dirigidas a lo
largo de los elementos respectivos y P = 45 Ib, determine las fuerzas pre-
sentes en los elementos.

2.107 Una torre de transmision se sostiene por medio de tres alam-
bres que estan unidos a una punta colocada en Ay se anclan mediante per-
nos en B, Cy D. Si la tension en el alambre AB es de 3.6 kN, determine la
fuerza vertical P ejercida por la torre sobre la punta puesta en A

2.108 Una torre de transmision se sostiene por medio de tres alam-
bres que estan unidos a una punta colocada en Ay se anclan mediante per-
nos en B, C y D. Si latensién en el alambre AC es de 2.6 kN, determine la
fuerza vertical P ejercida por la torre sobre la punta puesta en A



2.109 Una carga de madera de 320 Ib se levanta usando un cabestro

de tres ramas. Si en el instante mostrado la madera se encuentra en reposo,
determine la tension en cada rama del cabestro.

2.110 Una carga de madera se levanta usando un cabestro de tres ra-
mas. Si en el instante mostrado la madera se encuentra en reposo Yy la ten-
sion en la rama AD es de 220 Ib, determine el peso de la madera.

2.111 Una fuerza P se aplica sobre un cono uniforme como indica la
figura; el cono esta sostenido por tres cuerdas cuyas lineas de accién pasan
a través del vértice A Si P = 0y latension en lacuerda BE es de 0.2 Ib, de-
termine el peso W del cono.

2.112 Una fuerza P se aplica sobre un cono uniforme como indica la
figura; el cono esta sostenido por tres cuerdas cuyas lineas de accion pasan
a través del vértice A Si el cono pesa 1.6 Ib, determine el rango de valores
de P para los cuales la cuerda CF esta tensa.

2.113 Una placa triangular de 16 kg se sostiene mediante tres cables
como indica la figura. Sia = 150 mm, determine la tension presente en cada
cable.

2.114 Una placa triangular de 16 kg se sostiene mediante tres cables
como indica la figura. Si a = 200 mm, determine la tension en cada cable.

Figura P2.113 y P2.114

2.115 Una torre de transmision se sostiene por medio de tres alam-

bres que estan unidos a una punta colocada en Ay se anclan mediante per-
nos en B, C y D. Si la torre ejerce sobre la punta una fuerza vertical hacia
arriba de 8 kN, determine la tensién presente en cada alambre.

Figura P2.115

Problemas
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62  Estatica de particulas 2.116 Un aguilon de gria se sostiene mediante los cables AC y AD.
Un trabajador levanta un bloque de 20 kg jalando una cuerda que pasa por
la polea colocada en A Si el aguilon AB ejerce una fuerza en A que esté di-
rigida de B hacia A, determine dicha fuerza y la fuerza ejercida en cada uno
de los dos cables.

Figura P2.116

2.117 Unaplacacircular horizontal con peso de 62 Ib esté suspendida por
tres alambres que forman angulos de 30° con respectoalavertical yse encuentran
unidos a un soporte en D. Determine la tension presente en cada alambre.

2.118 Parael cono del problema 2.112, determine el rango de valores
de P en los cuales la cuerda DG queda tensa cuando P se orienta en la di-

- X .y
reccion —x.

Figura P2.117
2.119 Un hombre de 175 Ib utiliza dos cuerdas AB y AC para tratar
de moverse sobre una superficie congelada y resbaladiza. Si la fuerza ejer-
cida sobre el hombre por la superficie congelada es perpendicular a dicha
superficie, determine la tension presente en cada cuerda.

y

Figura P2.119

2.120 Resuelva el problema 2.119 suponiendo que el hombre situado en
A es ayudado por un amigo, quien jala hacia él con una fuerza P = —45 Ib)k.

2.121 Una fuerza P se aplica sobre un cono uniforme como indica la
figura; el cono esté sostenido por tres cuerdas cuyas lineas de accion pasan
através del vértice A Si el cono pesa 10.5 Ny P = 0, determine la tensién
presente en cada cuerda.

2.122 Una fuerza P se aplica sobre un cono uniforme como indica la
figura; el cono esta sostenido por tres cuerdas cuyas lineas de accion pasan
a través del vértice A. Si el cono pesa 10.5 Ny P - 0.5 N, determine la ten-
sién en cada cuerda.

2.123 Los escaladores situados en Ay B han pasado una cuerda ADB a
través de un anillo unido al paquete en D, pretenden bajar el paquete, con



peso W, al escalador que se encuentraen C. El escalador en C esta 64
ft por debajo de Ay guia el paquete usando la cuerda CD. Si en el
instante mostrado en la figura el paquete esta en reposo y latension en
la cuerda CD es de 17 Ib, determine la tension presente en la cuerda
ADB vy el peso del paquete. (Sugerencia: Considere que la tension es
la misma en ambas porciones de la cuerda ADB.)

2.124  Los escaladores situados en Ay B han pasado una cuerda
ADB a través de un anillo unido al paquete en D. pretenden bajar el
paquete, con peso W, al escalador que se encuentraen C. El escalador
en C esta 64 ft por debajo de Ay guia el paquete usando lacuerda CD.
SiW = 120 Iby en el instante mostrado en la figura el paquete esta en
reposo, determine la tension en cada cuerda. (Sugerencia: Considere
que la tensién es la misma en ambas porciones de la cuerda ADB.)

2.125 Una pieza de maquinaria de peso W esta sostenida
temporalmente por los cables AB,AC yADE. El cable ADE esté unido
al anillo en A, pasa por la polea en D. y regresa al anillo para unirse
después a soporte en E. Si W = 1400 N, determine la tensién en ca-
dacable. (Sugerencia: La tension es la misma en todas las porciones del
cable ADE.)

2.126 Una pieza de maquinaria de peso W esta sostenida
temporalmente por los cables AB, AC y ADE. El cable ADE esta unido
al anillo en A, pasa por la polea en D, y regresa al anillo para unirse
después al soporte en E. Si la tension en el cable AB es de 300 N,
determine a) la tension en AC, b) la tension en ADE y c) el peso W.
(Sugerencia: Latension es lamismaen todos los tramos del cable ADE.)

3.6 ni
2.7 m

0.3 m

2.4 ni

24 m

Figura P2.125y P2.126

2.127 1¢cs collarines A y B unidos por medio de un alambre de 1 ni
de largo pueden deslizarse libremente sin friccion sobre las barras. Si una
fuerza P = (680 N)j se aplica en A, determine a) la tensién en el alambre
cuando tj = 300 mm, b) la magnitud de la fuerza Q requerida para mantener
el equilibrio del sistema.

2.128 Resuelva el problema 2.127 suponiendo que y = 550 mm.

Figura P2.123 y P2.124

Figura P2.127

Problemas
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Resultante de dos fuerzas

Figura

Componentes de una fuerza

Figura 2.36

Componentes rectangulares.
Vectores unitarios

Resultantes de varias fuerzas
coplanares

REPASO Y RESUMEN
DEL CAPITULO 2

En este capitulo se estudié el efecto de fuerzas sobre particulas,
es decir, sobre cuerpos de formay tamafio tales que todas las fuer-
zas que actuan sobre ellos se puede suponer que se aplican en el
mismo punto.

Las fuerzas son cantidades vectoriales que se caracterizan por un
punto de aplicacion, una magnitud y una direccién, y se suman de
acuerdo con laley del paralelogramo (figura 2.35). La magnitudy di-
reccién de la resultante R de dos fuerzas P y Q se pueden determi-
nar ya sea graficamente o por trigonometria, utilizando sucesivamen-
te la ley de los cosenos y la ley de los senos (problema resuelto 2.1).

Cualquier fuerza dada que actUe sobre una particula puede des-
componerse en dos o mas componentes, es decir, se puede reempla-
zar por dos 0 mas fuerzas que tengan el mismo efecto sobre la par-
ticida. Se puede descomponer una fuerza F en dos componentes P
y Q al dibujar un paralelogramo que tengaa F por su diagonal; en-
tonces, las componentes P y Q son representadas por los dos lados
adyacentes del paralelogramo (figura 2.36) y se pueden determinar
ya sea en graficas o por trigonometria (seccién 2.6).

Se dice que una fuerza F se ha dividido en dos componentes
rectangulares si sus componentes F* y Fy son perpendiculares en-
tre siy se dirigen a lo largo de los ejes coordenados (figura 2.37).
Al introducir los vectores unitarios i yj a lo largo de los ejes x y y,
respectivamente, se escribe (secciéon 2.7)

F,=FJ Fy=F) (2.6)

F=Fxi+FJ (2.7

donde Fxy Fy son las componentes escalares de F. Estas compo-
nentes, que pueden ser positivas 0 negativas, se definen por las rela-
ciones

Fr=Fcos 9 Fy = Fsen 0 (2.8)

Cuando se dan las componentes rectangulares Fxy Fy de una
fuerza F, el angulo 9 que define la direccion de la fuerza se pue-
de obtener al escribir

tan9 L1 (2.9)
La magnitud F de la fuerza se puede obtener al resolver una de
las ecuaciones (2.8) o al aplicar el teorema de Pitagoras y escribir
F=VF? + Ffj (2.10)

Cuando tres o0 mésfuerzas coplanares actiian sobre una parti-
cula, las componentes rectangulares de su resultante R se pueden



obtener al sumar en forma

clientes de las g _ Se tiene
*y IMESAC& Vb, -ar sl -r-'K-"-;
«, =27?*% Hy = (2.13)

La magnitud y direccién de R se pueden determinar entonces por

Repaso y resumen del capitulo 2

Una fuerza F en un espacio tridimensional se puede descom- Fuerzas en el espacio

poner en componentes rectangulares F*, Fyy F, (seccion 2.12). Al
simbolizar por medio de 0X $g y 87 respectivamente, los dngulos
gue F forma con los ejes x, y y z (figura 2.38), se tiene

F* = F cos 6X Fy = F cos Oy Fz = F cos % (2.19)

0

Cosenos directores

Figura 2.38 a) b)
unitarios i,
F=Fxd+FJ+F*k (2.20)
0
F = F(cos 0xi + cos 0J + cos 0Jk) (2.21)

lo que demuestra (figura 2.39) que F es el producto de su magni-
tud F v del vector unitario

K = eos 6xi + eos e j + cos 6zk

Puesto que la magnitud de Aes igual a la unidad, se tiene que

Cuando las componentes rectangulares Fx, F Xy Fz de una fuerza

Figura 2.39
Cuando una fuerza F se define en un espacio tridimensional

por medio de su magnitud F y de dos puntos M y N sobre su linea
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Resultante de fuerzas en el espacio

Equilibrio de una particula

Diagrama de cuerpo libre

Equilibrio en el espacio

de accién (seccion 2.13), sus componentes rectangulares se pue-
den obtener de la siguiente manera: primero se expresa el vector
MN que une los puntos M y N en términos de sus componentes
d™ dyy dz (figura 2.40); se escribe

MN =dxi +dj + dzk (2.26)
Después se determina el vector unitario X a lo largo de la linea de
accion de F al dividir MN entre su magnitud MN —d:

x—MN— j(dxi +d,j +d.R 2.27
M - i : (2.27)

Recordando que F es igual al producto de F y X, se tiene
F=FX=—(4i+dy +dzk) (2.28)

de lo cual se desprende (problemas resueltos 2.7 y 2.8) que las
componentes escalares de F son, respectivamente,
Fdx Fd» Fdz
d y d d
Cuando dos 0 méasfuerzas actian sobre una particula en el es-
pacio tridimensional, las componentes rectangulares de su resul-
tante R se pueden obtener al sumar en forma algebraica las com-
ponentes correspondientes de las fuerzas (seccién 2.14). Se tiene

Rx = 2FX Rj = ZFy Rz = SFZ (2.31)
La magnitud y direccion de R se pueden determinar entonces a

partir de relaciones similares a las ecuaciones (2.18) y (2.25) (véase
problema resuelto 2.8).

(2.29)

Se dice que una particula esta en equilibrio cuando la resultan-
te de todas las fuerzas que actlian sobre ella es cero (seccion 2.9). La
particula entonces permanecera en reposo (si originalmente se en-
cuentra en reposo) o se movera con velocidad constante en unalinea
recta (si se encontraba originalmente en movimiento) (seccion 2.10).

Para resolver un problema que se refieraauna particulaen equi-
librio, primero se debera dibujar un diagrama de cuerpo libre de la
particula que muestre todas las fuerzas que actdan sobre ella (sec-
cién 2.11). Sisélo actiian tresfuerzas coplanares sobre la particula,
se puede dibujar un tridngulo de fuerzas para expresar que la par-
ticula se encuentra en equilibrio. Este triangulo se puede resolver
gréficamente o por trigonometria para no més de dos incégnitas
(véase problema resuelto 2.4). Si se incluyen més de tresfuerzas co-
planares, se deberan utilizar y resolver las ecuaciones de equilibrio

2FX=0 2F =0 (2.15)
n

Estas ecuaciones pueden ser usadas para no mas de dos incégni-
tas (problema resuelto 2.6).

Cuando una particula esta en equilibrio en el espacio tridimen-
sional (seccién 2.15), deberdn usarse y resolverse las tres ecuacio-
nes de equilibrio

2F* =0 ZFy=0 2F* =0 (2.34)

Estas ecuaciones se pueden resolver para no mas de tres incogni-
tas (véase problema resuelto 2.9).



Problemas de repaso

2.129 Se aplican dos fuerzas en el gancho mostrado en la figura. Si la

magnitud de P es de 14 Ib determine, por trigonometria, a) el angulo a re-
guerido si la resultante R de las dos fuerzas aplicadas en el gancho debe ser
horizontal, b) la magnitud correspondiente de R.

2.130 Determine las componentesik de cada una de las fuerzas
gue se muestran en la figura.

2.131 El alambre atirantado BD ejerce sobre el poste telefénico AC

una fuerza P dirigida a lo largo de BD. Si P tiene una componente de 450
N a lo largo de la linea AC, determine a) la magnitud de la fuerza P, b) su
componente en una direccién perpendicular a AC.

2.132 Sabiendo que a = 25°, determine la tension en a) el cable AC,
b) la cuerda BC.

2.133 La cabina de un teleférico se desliza a velocidad constante por
el cable DF. y se sostiene mediante un conjunto de poleas, las cuales pueden
rodar libremente sobre el cable de soporte ACB. Sabiendo que a = 42° v
(i —32°, que la tension en el cable DE es de 20 kN, y que la tensién en el
cable DF es insignificante, determine a) el peso combinado de la cabina, su
sistema de soporte y sus pasajeros, b) la tension en el cable de soporte ACB.

Figura P2.132

2.134 Una carga de 350 Ib esta sostenida mediante el arreglo de cuer-

das y poleas mostrado en la figura. Si = 25°, determine la magnitud y la
direccion de la fuerza P que debe aplicarse en el extremo libre de la cuerda
para mantener al sistema en equilibrio. (Vea la sugerencia del problema 2.68.)

.350 Ib
Figura P2.134
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Figura P2.135

0.72 m

Figura P2.138

Dimensiones en pulgadas

Figura P2.139

2.135 Una placa circular horizontal se sostiene mediante tres alam-
bres que forman angulos de 30* con respecto a la vertical y se encuentran
unidos a un soporte ubicado en el punto D. Si la componente x de la fuerza
ejercida por el alambre AD sobre la placa es de 220.6 N, determine a) la ten-
sion en el alambre AD, b) los angulos 8X 9y y 0Zque forma la fuerza ejer-
cida en A con los ejes coordenados.

2.136 Una fuerza F con magnitud de 600 Ib acta en el origen de un
sistema coordenado. Si F, = 200 Ib, 0~= 136.8° y Fj, < 0, determine a) las
componentes Fyy F., b) los angulos 6Xy 6,r

2.137 Encuentre la magnitud y la direccion de la resultante de las dos
fuerzas que se muestran en la figura, sabiendo que P = 500 Iby Q = 600 Ib.

2.138 La caja de madera que se muestra en la figura se sostiene por
medio de tres cables. Si la tension en el cable AB es de 3 kN, determine el
peso de la caja.

2.139 Una placa rectangular esta sostenida por tres cables como se
muestra en la figura. Si la tension en el cable AD es de 120 Ib, determine el

peso de la placa.

2.140 Un contenedor de peso W esta suspendido del aro A El cable
BAC pasa por el aroy se une a los soportes fijos en By C. Dos fuerzas P = Pi
y Q = ()k se aplican en el aro para mantener al recipiente en la posicion
mostrada. Si YW= 1200 N, determine Py Q. (Sugerencia: Considero que la
tension es la misma en ambos tramos del cable BAC.)



Problemas de computadora

2.C1 Con el empleo de software, determine la magnitud y la direc-
cion de la resultante de n fuerzas coplanares aplicadas en el punto A Utili-
ce este software para resolver los problemas 2.31, 2.32, 2.33 y 2.34.

Figura P2.C1

2.C2 Un trabajador planea subir una cubeta de pintura de 5 galones
y 60 Ib de peso atando una cuerda al andamio en A, y después pasando la
cuerda a través del asa de la cubeta en B y por la polea en C; a) grafique
la tension en la cuerda como una funcion de la alturay para2 ft S y s
18 ft; h) evalUe el plan del trabajador.

2.C3 El collar A puede deslizarse libremente y sin friccion sobre la
barra horizontal que se muestra en la figura. El resorte conectado al collar
tiene una constante k y no sufre deformacion cuando el collar est4 directa-
mente abajo del soporte B. Exprese, en términos de Kk y la distancia c, la mag-
nitud de ia fuerza P requerida para mantener el equilibrio del sistema.
Grafique P como una funcion de ¢ para los valores de ¢ entre 0 y 600 mm
cuando: a) k = 2 N/mm b) k = 3 N/mmyc) k —4 N/mm

2.C4 Una carga P esta sostenida por dos cables, como se muestra en
la figura. Determine, empleando software, la tension en cada cable como una
funcion de P y 8. Para los siguientes tres conjuntos de valores numéricos
grafique las tensiones para los valores de 6 que se encuentran desde 0\ = A
—90° hasta 02 = 90° y a partir de las gréaficas determine a) el valor de 6 para
el cual la tension en los dos cables es minima y b) el valor correspondiente
de la tension.

(1) a = 35°, 3= 75°, P = 1.6 kN
(2) a = 50°, 3= 30° P = 2.4 kN
(3) a = 40°, B= 60°, P = 1.0 kN

Figura P2.C3

i p —8ft—»)
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2.C5 Los cables ACy BC se amarran juntos en C y se cargan como
se muestra en la figura. Se sabe que P = 100 Ib, a) exprese latension en cada
cable como una funcién de 6; b) grafique la tensién en cada cable para 0 £
6 —90°, y ¢) a partir de la grafica obtenida en el inciso a), determine el valor
minimo de 6 para el cual ambos cables se mantienen en tension.

Figura P2.C5

2.C6 Un recipiente de peso W esté sostenido del aro A al cual estan
conectados el cable AB, de 5 m de longitud v el resorte AC. La constante
del resorte es de 100 N/m y su longitud sin estiramiento es de 3 m. Deter-
mine la tension en el cable cuandoa) W = 120 Ny b) W = 160 N.

2.C7 Un acrébata se encuentra caminando sobre una cuerda tensa de
longitud L = 80.3 ft que esta unida a los soportes Ay B, los cuales se en-
cuentran separados por una distancia de 80 ft. El peso combinado del acré-
bata y su garrocha de balance es de 200 Ib v la friccidn entre sus zapatos y
la cuerda son suficientes para prevenir el deslizamiento. Despreciando el
peso y cualquier tipo de deformacion elastica de la cuerda, Usese software
para calcular la deflexion y y la tension en las porciones AC y BC de la cuer-
da para los valores de x comprendidos entre 0.5 y 40 ft usando incrementos
de 0.5 ft. De los resultados obtenidos, determine a) la deflexién maxima de
la cuerda, b) la tension méxima en la cuerda, y c) los valores minimos de la
tension en las porciones AC y BC de la cuerda.

Figura P2.C7

2.C8 Latorre de transmision que se muestra en la figura esta sostenida
por tres cables, los cuales estdn conectados a una articulacién en Ay ancla-
dos en los puntos B, C y D. El cable AD tiene 21 m de longitud y la tension
en el mismo es de 20 kN; a) exprese las componentes X, y y z de la fuerza



ejercida por el cable AD sobre el ancla en D y los angulos 6X 0y y 6. corres-
pondientes en términos de a y b) grafique las componentes de la fuerza y
los dngulos 8X dy y 9Zpara 0 < a ™ 60°.

2.C9 Una torre esta sostenida por los cables AB y AC. Un trabajador
amarra una cuerda de 12 m de longitud a la torre en Ay ejerce una fuerza
constante de 160 N sobre la cuerda; a) exprese la tension en cada cable como
una funcion de 0 si la resultante de las tensiones en los cables y en la cuerda
esta dirigida hacia abajo; y b) grafique la tensién en cada cable como una
funcion de d para0 < < 180° y a partir de la gréafica determine el rango
de valores de 9 para los cuales los cables permanecen en tension.

Figura P2.C9

2.C10 Los collares Ay B estan conectados por un alambre de 10 in.
de longitud y pueden deslizarse libremente y sin friccion sobre las barras. Si
se aplica una fuerza Q con una magnitud de 25 Ib sobre el collar B, como se
muestra en la figura, determine la tension en el alambre y la magnitud co-
rrespondiente de la fuerza P requerida para mantener el equilibrio. Grafique
la tension en el alambre y la magnitud de la fuerza P paraO £ i s 5in.

Figura P2.C10

Figura P2.C8

Problemas de computadora
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3.1. INTRODUCCION

En el capitulo anterior se supuso que cada uno de los cuerpos conside-
rados podia ser tratado como si fuera una sola particula. Sin embargo,
esto no siempre es posible y, en general, un cuerpo debe tratarse como
la combinacion de varias particulas. Tendré que tomarse en considera-
cion el tamafio del cuerpo y también el hecho de que las fuerzas acttan
sobre distintas particulas y, por tanto, tienen distintos puntos de aplica-
cion.

Al definir que un cuerpo rigido es aquel que no se defbnna, se supo-
ne que la mayoria de los cuerpos considerados en la mecénica elemental
son rigidos. Sin embargo, las estructuras y maquinas reales nunca son ab-
solutamente rigidasy se deforman bajo laaccidn de las cargas que actlan
sobre ellas. A pesar de ello, por lo general esas deformaciones son peque-
fias y no afectan las condiciones de equilibrio o de movimiento de la es-
tructura en consideracion. No obstante, tales deformaciones son impor-
tantes en lo concerniente a la resistencia a la falla de las estructuras y es-
tan consideradas en el estudio de la mecénica de materiales.

En este capitulo se estudiard el efecto de las fuerzas ejercidas sobre
un cuerpo rigido y se aprenderd cdmo reemplazar un sistema de fuerzas
dado por un sistema equivalente més simple. Este analisis estara basa-
do en la suposiciéon fundamental de que el efecto de una fuerza dada so-
bre un cuerpo rigido permanece inalterado si dicha fuerza se mueve a
lo largo de su linea de accién {principio de transmisibilidad). Por tanto,
las fuerzas que actlan sobre un cuerpo rigido pueden representarse por
vectores deslizantes, como se menciond en la seccidn 2.3.

Dos conceptos fundamentales asociados con el efecto de una fuer-
za sobre un cuerpo rigido son el momento de unafuerza con respecto a
un punio (seccién 3.6) y el momento rie unafuerza con respecto a un eje
(seccidn 3.11). Como la determinacién de estas cantidades involucra el
calculo de productos escalares y vectoriales de dos vectores, en este ca-
pitulo se presentaran los aspectos fundamentales del algebra vectorial
aplicados a la solucion de problemas que involucran fuerzas que actan
sobre cuerpos rigidos.

Otro concepto que se presentard en este capitulo es el de un par,
esto es, la combinaciéon de dos fuerzas que tienen la misma magnitud,
lineas de accion paralelas y sentidos opuestos (seccion 3.12). Como se
vera, cualquier sistema de fuerzas que actla sobre un cuerpo rigido
puede ser reemplazado por un sistema equivalente que consta de una
fuerza, que actla en cierto punto, y un par. Este sistema basico recibe
el nombre de sistemafuerza-par. En el caso de fuerzas concurrentes,
coplanares o paralelas, el sistema equivalente fuerza-par se puede re-
ducir a una sola fuerza, denominada la resultante del sistema, 0 a un so-
lo par, llamado el par resultante del sistema.

3.2. FUERZAS EXTERNAS E INTERNAS

Las fuerzas que actlian sobre los cuerpos rigidos se pueden dividir en
dos grupos: 1)fuerzas externas y 2)fuerzas internas.

1. Las fuerzas externas representan la accion que ejercen otros
cuerpos sobre el cuerpo rigido en consideracién. Ellas son las
responsables del comportamiento externo del cuerpo rigido.
Las fuerzas externas causan que el cuerpo se mueva o aseguran
gue éste permanezca en reposo. En el presente capitulo y en
los capitulos 4 y 5 se consideraran solo las fuerzas externas.



2. Lasfuerzas internas son aquellas que mantienen unidas las par-
ticulas que conforman al cuerpo rigido. Si éste esta constituido
en su estructura por varias partes, las fuerzas que mantienen
unidas a dichas partes también se definen como fuerzas inter-
nas. Este grupo de fuerzas se estudiara en los capitulos 6y 7.

Como ejemplo de fuerzas externas, considérense las fuerzas que ac-
tdan sobre un camion descompuesto que es arrastrado hacia delante por
varios hombres mediante cuerdas unidas a la defensa delantera (figura
3.1). Las fuerzas externas que acttian sobre el camién se muestran en un
diagrama de cuerpo libre (figura 3.2). En primer lugar, se debe conside-
rar el peso del camion. A pesar de que el peso representa el efecto de la
atraccion de la Tierra sobre cada una de las particulas que constituyen
al camidn, éste se puede representar por medio de una sola fuerza W.
El punto de aplicacion de esta fuerza, esto es, el punto en el que actia
la fuerza, se define como el centro de gravedad del camion. En el capi-
tulo 5 se verd como se pueden determinar los centros de gravedad. El
peso W hace que el camion se mueva hacia abajo. De hecho, si no fue-
ra por la presencia del piso, el peso podria ocasionar que el camién se
moviera hacia abajo, esto es, que cayera. El piso se opone a la caida del
camién por medio de las reacciones R] y R2. Estas fuerzas se ejecen por
el piso sobre el camién y, por tanto, deben ser incluidas entre las fuer-
zas externas que acttan sobre el camion.

Los hombres ejercen la fuerza F al tirar de la cuerda. El punto de
aplicacion de F esta en la defensa delantera. La fuerza F tiende a hacer
gue el camion se mueva hacia delante en linea recta y, en realidad, logra
moverlo puesto que no existe una fuerza externa que se oponga a dicho
movimiento. (Para simplificar, en este caso se ha despreciado la resisten-
cia a larodadura.) Este movimiento del camién hacia delante, donde ca-
da linea recta mantiene su orientacién original (el piso del camién per-
manece horizontal y sus lados se mantienen verticales), se conoce como
traslacion. Otras fuerzas podrian ocasionar que el camién se moviera en
forma diferente. Por ejemplo, la fuerzaejercida por un gato colocado de-
bajo del eje delantero podria ocasionar que el camion rotara alrededor
de su eje trasero. Este movimiento es una rotacion. Por tanto, se puede
concluir que cada una de lasfuerzas externas que acttan sobre un cuer-
po rigido puede ocasionar un movimiento de traslacion, rotacion o am-
bos, siempre y cuando dichas fuerzas no encuentren alguna oposicion.

3.3. PRINCIPIO DE TRANSMISIBILIDAD. FUERZAS
EQUIVALENTES

El principio de transmisibilidad establece que las condiciones de equi-
librio o de movimiento de un cuerpo rigido permaneceran inalteradas si
una fuerza F que actUa en un punto dado de ese cuerpo se reemplaza
por una fuerzaF' que tiene la misma magnitud y direccidn, pero que ac-
tda en un punto distinto, siempre y cuando las dosfuerzas tengan la mis-
ma linea de accion (figura 3.3). Las dos fuerzas, F vF', tienen el mismo
efecto sobre el cuerpo rigido y se dice que son equivalentes. Este prin-
cipio establece que la accion de una fuerza puede ser transmitida a lo
largo de su linea de accién, lo cual esta basado en la evidencia experi-
mental; no puede ser derivado a partir de las propiedades establecidas
hasta ahora en este libro y, por tanto, debe ser aceptado como una ley
experimental. Sin embargo, como se vera en la seccién 16.5, el princi-
pio de transmisibilidad puede ser derivado a partir del estudio de la di-
namica de los cuerpos rigidos, pero dicho estudio requiere la introduc-

3.3. Principio de transmisibilidad.

Figura 3.1

Figura 3.3

Fuerzas equivalentes
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de fuerza

Figura 3.4

Figura 3.5

cion de la segunda y tercera leyes de Newton y también algunos otros
conceptos. Por consiguiente, el estudio de la estatica de los cuerpos ri-
gidos estara basado en los tres principios que se han presentado hasta
ahora, que son la ley del paralelogramo para la adicién de vectores, la
primera ley de Newton y el principio de transmisibilidad.

En el capitulo 2 se menciond que las fuerzas que acttian en una par-
ticula pueden ser representadas por vectores, los cuales tienen un pun-
to de aplicacion bien definido, la particula mismay, por consiguiente, se-
rén vectores fijos o adheridos. Sin embargo, en el caso de fuerzas que
actian sobre un cuerpo rigido el punto de aplicacién de una fuerza no
es importante, siempre y cuando su linea de accién permanezca inalte-
rada. Por tanto, las fuerzas que actiian sobre un cuerpo rigido deben ser
representadas por una clase de vector diferente, el vector deslizante,
puesto que permite que las fuerzas se deslicen a lo largo de su linea de
accion. Es importante sefialar que todas las propiedades que seran de-
rivadas en las siguientes secciones para las fuerzas que actlian sobre un
cuerpo rigido serén, en general, vélidas para cualquier sistema de vec-
tores deslizantes. Sin embargo, para mantener la presentaciéon mas in-
tuitiva, ésta se llevara a cabo en términos de fuerzas fisicas en lugar de
las entidades matematicas conocidas como vectores deslizantes.

En el ejemplo del camidn, en primer lugar se observa que la linea
de accion de la fuerza F es una linea horizontal que pasa a través de
las defensas delantera y trasera del camion (figura 3.4). Por tanto, em-
pleando el principio de transmisibilidad se puede reemplazar F por una
fuerza equivalente F'que actla sobre la defensa trasera. En otras pa-
labras, las condiciones de movimiento y todas las demaés fuerzas exter-
nas que actdan sobre el camion (W, R, y R2) permanecen inalteradas
si los hombres empujan la defensa trasera en lugar de tirar de la de-
fensa delantera.

tienen limitaciones. Por ejemplo, considere una barra corta AB sobre la
cual acttian dos fuerzas axiales iguales y opuestas Pi y P2como se muestra
en lafigura3.5a. De acuerdo con el principio de transmisibilidad, la fuerza
P2 se puede reemplazar por una fuerza P6 que tiene la misma magnitud,
misma direccién y misma linea de accién pero que acttia en A en lugar de
en B (figura 3.5b). Las fuerzas Pi y P2 que actian sobre la misma particula
pueden sumarse de acuerdo a las reglas del capitulo 2 y, como dichas

iad )
VA * P g L.

a) h) c)



fuerzas son iguales y opuestas, su suma es igual a cero. Por tanto, en
términos del comportamiento externo de la barra el sistema de fuerzas
original mostrado en la figura 3.5a es equivalente a que no existiera fuerza
alguna que actue sobre la barra (figura 3.5c).

Considere ahora las dos fuerzas iguales y opuestas P, y P2 que ac-
tdan sobre la barra AB, como se muestra en la figura 3.5d. La fuerza P2
puede ser reemplazada por una fuerza P2 que tiene la misma magnitud,
misma direccién y misma linea de accion pero que actda en B en lugar
de en A (figura 3.5e). Entonces, las fuerzas P xy P2 pueden sumarse y,
nuevamente, su suma es igual a cero (figura 3.5f). De esta manera, des-
de el punto de vista de la mecanica de los cuerpos rigidos, los sistemas
mostrados en la figura 3.5a y d son equivalentes. Sin embargo, resulta
obvio que \asfuerzas internas y lasdeformaciones producidas por los dos
sistemas son diferentes. La barra de la figura 3.5a esté en tension y, si no
es en su totalidad rigida, se incrementara ligeramente su longitud; la ba-
rra de la figura 3.5d esta en compresion y, si no es rigida, disminuira en
poco su longitud. De esta forma, aunque el principio de transmisibili-
dad se puede usar en forma libre para determinar las condiciones de mo-
vimiento o de equilibrio de los cuerpos rigidos y para calcidar las fuer-
zas externas que actuian sobre los mismos, debe evitarse, o por lo menos,
emplearse con cuidado, al momento de determinar fuerzas internas y
deformaciones.

3.4. PRODUCTO VECTORIAL DE DOS VECTORES

Para entender mejor el efecto de una fuerza sobre un cuerpo rigido, a
continuacion se introducird un nuevo concepto: el momento de unafuer-
za con respecto a un punto. Este concepto se podra entender més facil-
mente y podra aplicarse en una forma mas efectiva si primero se agrega
a las herramientas matematicas que se tienen disponibles, el producto
vectorial de dos vectores.

El producto vectorial de los vectores P y Q se define como el vec-
tor V que satisface las siguientes condiciones.

1. Lalinea de accion de V es perpendicular al plano que contie-
ne a Py Q (figura 3.6a).

2. La magnitud de V es el producto de las magnitudes de P y Q
por el seno del angulo 6 formado por P y Q (cuya medida siem-
pre debera ser menor o igual a 180°); por tanto, se tiene

W posen o 3.1)

La direccidon de V se obtiene a partir de laregla de la mano de-
recha. Cierre su mano derechay manténgala de manera que sus
dedos estén doblados en el primer sentido que la rotacion a tra-
vés del angulo 0 que haria al vector P colineal con el vector
Q; entonces, su dedo pulgar indicara la direccién del vector V
(figura 3.6b). Obsérvese que si P y Q no tienen un punto de
aplicacion comun, estos primeros se deben volver a dibujar
a partir del mismo punto. Se dice que los tres vectores P, Q
y V —tomados en ese orden— forman una triada a mano de-
recha}

*Se debe sefialar que los ejes X, y y z utilizados en el capitulo 2 forman un sistema de
ejes ortogonales a mano derecha y que los vectores unitarios i, j y k definidos en la seccién
2.12 forman una triada ortogonal a mano derecha.

34-Producto vectorial de dos vectores

Figura 3.6

b)
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Figura 3.7

Figura 3.8

Como se mencioné anteriormente, el vector V que satisface estas
tres condiciones (las cuales lo definen en forma Unica) se conoce co-
mo el producto vectorial de P y Q y se representa por la expresion ma-
tematica

ViPXQ (3.2)

En virtud de la notacion utilizada, el producto vectorial de dos vecto-
res P y Q también se conoce como el producto cruz de P y Q.

A partir de la ecuacion (3.1) se concluye que cuando dos vectores
P y Q tienen la misma direccion, o direcciones opuestas, su producto
vectorial es igual a cero. En el caso general, cuando el angulo B forma-
do por los dos vectores no es 0o ni 180°, a la ecuacion (3.1) se le pue-
de dar una interpretacién geométrica simple: la magnitud V del pro-
ducto vectorial de P y Q es igual al &rea del paralelogramo que tiene
como lados a P y Q (figura 3.7). Por tanto, el producto vectorial P X Q
permanece inalterado si Q se reemplaza por un vector Q' que sea co-
planar a P y Q y tal que la linea que une a las partes terminales de Q
y Q' sea paralelo a P. Asi, se escribe

V=PxQ =PxQ' (3.3)

A partir de la tercera condicion empleada para definir al producto
vectorial V de P y Q, esto es, la condicion que establece que P, Q vV
deben formar una triada a mano derecha, se concluye que los produc-
tos vectoriales no son comunitarios, es decir, Q x P noesigualaP x Q.
De hecho, se puede verificar facilmente que Q X P esta representado
por el vector —V, que es igual y opuesto a V, entonces se escribe

QxP = —HP XQ) (3.4)

Ejemplo. Calculese el producto vectorial V = P X Q cuando el vec-
tor P tiene una magnitud de 6 y se encuentra en el plano zx que forma un
angulo de 30° con el eje x y el vector Q tiene una magnitud de 4 y se en-
cuentra a lo largo del eje x (figura 3.8).

A partir de la definicién del producto vectorial se concluye que el vec-
tor V debe estar a lo largo del eje y, tener la magnitud

\Y/ = PQsen 6 = (6)(4) sen 30° = 12
y que debe estar dirigido hacia arriba.

Se vio que la propiedad conmutativa no es aplicable en el caso de
productos vectoriales. Ahora se puede preguntar si la propiedad distri-
butiva se cumple, esto es, si la relacion

PX(Qi+Q2=PXQi+PXQ2 (3.5)

es valida. La respuesta es si. Probablemente muchos lectores estan dis-
puestos a aceptar sin demostracién formal una respuesta que de ma-
nera intuitiva puede parecer correcta. Sin embargo, dado que la es-
tructura del algebra vectorial y de la estatica depende de la relacion
(3.5), se debe tomar el tiempo necesario para su deduccion.

Sin perder la generalidad se puede suponer que P esta dirigida a
lo largo del eje y (figura 3.9a). Representando con Q la suma de Qi y
Q2, se trazan perpendiculares a partir de los extremos terminales de
Q, Qj y Q2 hacia el plano zx, quedando definidos de esta forma los
vectores Q\ Oi. Se hara referencia a estos vectores, respectiva-
mente, como las proyecciones de la ecuacion (3.3), se observa que el
término del lado izquierdo de la ecuacién (3.5) puede ser reemplaza-
do por P X Q'y que, en forma similar, los productos vectoriales P X



Qi y P x Q2del lado derecho pueden ser reemplazados, respectiva- 3.5. Productos vectoriales expresados en
- ., términos de componemes rectangulares

mente, por P X Qi y P x Q2. De esta forma, la relacién que debe ser

demostrada puede escribirse de la siguiente manera

PXQ =P XQi+PX (3.5

Ahora se observa que P X Q' se puede obtener a partir de Q' mul-
tiplicando a este vector por el escalar P y rotandolo 90° en el plano zx en
el sentido contrario al del movimiento de las manecillas del reloj (figu-
ra 3.9b); los otros dos productos vectoriales en (3.5') se pueden obtener

Figura 3.9 a)

en forma similar a partir de Qi y Q2, respectivamante. Ahora, en virtud
de que la proyeccion de un paralelogramo sobre cualquier plano arbi-
trario es otro paralelogramo, la proyeccion Q' de la suma Q de Qxy Q2
debe ser la suma de las proyeccionesy Qi y Q2de Qi y Q2sobre el mis-
mo plano (figura 3.9a). Esta relacion entre los tres vectores Q', Qi y Q2
seguira siendo valida después de que los tres vectores hayan sido multi-
plicados por el escalar P y hayan sido rotados a través de un angulo de
90° (figura 3.9fo). Por tanto, se ha demostrado la relacion (3.5') y se pue-
de tener lacerteza de que lapropiedad distributiva es valida para los pro-
ductos vectoriales.

Una tecera propiedad es la asociativa, la cual no es valida para los
productos vectoriales; en general, se tiene que

PxQ)xs*Px(QxYS) (3.6)

3.5. PRODUCTOS VECTORIALES EXPRESADOS EN TERMINOS
DE COMPONENTES RECTANGULARES

A continuacion se procedera a determinar el producto vectorial de cual-

quier par de los vectores unitarios i, j y k, que fueron definidos en el

capitulo 2. Considérese primero el producto i x j (figura 3.10a). Co-

mo ambos vectores tienen una magnitud igual a 1y dado que éstos for-

man &angulos rectos entre si, su producto vectorial también debera ser x
un vector unitario. Dicho vector unitario debe ser k, puesto que los
vectores i, j y k son mutuamente perpendiculares y forman una triada
a mano derecha. Por otra parte, a partir de la regla de la mano dere-
cha presentada en el punto 3 de la seccidn 3.4, se concluye que el pro- b)
ductoj X i debe ser igual a —k (figura 3.10¢). Por altimo, se debe ob-  Figura 3.10



80 g:%z?zsarigidosr sistemas equivalentes servar que el producto vectorial de un vector consigo mismo, como
i X i, es igual a cero debido a que ambos vectores tienen la misma di-
reccion. Los productos vectoriales para los diversos pares posibles de
vectores unitarios son

ixi=0 ixi=—k  kxi=j
ixj =k iXj=o kXj=—i (3.7)
ixk=-j jxk =i kx k=0

Si se ordena las tres letras que representan a los vectores unitarios en un
circulo en sentido contrario al movimiento de las manecillas del reloj (fi-
gura3.11) se puede facilitar la determinacion del signo del producto vec-
torial de dos vectores unitarios; el producto de dos vectores unitarios se-
ré positivo si éstos se siguen uno a otro en un orden contrario al movi-
miento de las manecillas del reloj y sera negativo si éstos se siguen uno
al otro en un orden en el sentido de las manecillas del reloj.

Ahora se puede expresar facilmente el producto vectorial V de dos
vectores dados P y Q en términos de las componentes rectangulares
de dichos vectores. Al descomponer a P y Q en sus componentes rec-
tangulares, primero se escribe

V=FxQ = (P + P¢ + PK) X (Qx + QJ + Qzk)

Figura 3.11

Con el uso de la propiedad distributiva, V se expresa como la suma de
productos vectoriales, como Px x Q1J. Se observa que cada una de las
expresiones obtenidas es igual al producto vectorial de dos vectores
unitarios, como i x j, multiplicados por el producto de dos escalares,
como PxQy, y recordando las identidades (3.7) después de factorizar a
i,j y Kk, se obtiene

V = (PyQz - PzQy)i + (PRX- PXQZj + (PXQy - PyQxk  (3.8)

Por tanto, las componentes rectangulares del producto vectorial V es-
tan dadas por

Vx = PvQz ~ P zQy
Wy = PAQX- PXQZ (3.9)

De regreso a la ecuacion (3.8), se observa que el término del lado de-
recho representa el desarrollo de un determinante. Por tanto, el pro-
ducto vectorial V puede expresarse de la siguiente forma, que es mas
sencilla de memorizar:t

V= PX Py (3.10)
Vooox

"./; S

‘Cualquier determinante que conste de tres renglones y tres columnas se puede evaluar
repitiendo la primera y la segqunda columnas, y formando productos a lo largo de cada linea
diagonal. Entonces, la suma de los productos obtenidos a lo largo de la linea roja se resta
de la suma de los productos obtenidos a lo largo de las lineas negras.



3.6. MOMENTO DE UNA FUERZA CON RESPECTO A UN PUNTO

Considere una fuerza F que actda sobre un cuerpo rigido (figura 3.12a).
Como se sabe, la fuerza F esta representada por un vector que define la
magnitud y su direccion. Sin embargo, el efecto de la fuerza sobre el cuer-
po rigido también depende de su punto de aplicacion A. La posiciéon de
A puede definirse de manera conveniente por medio del vector r que une
al punto de referencia fijo O con A; a este vector se le conoce como el
vector de posicion de A* El vector de posicion r y la fuerza F definen el
plano mostrado en la figura 3.12a.

El momento de F con respecto a O se define como el producto vec-
torial der y F:

MO =rx F; (3.11)

De acuerdo con la definicion del producto vectorial dada en la sec-
cion 3.4, el momento MO debe ser perpendicular al plano que contie-
ne el punto O y a la fuerza F. El sentido de MO esté definido por el
sentido de la rotacion que haria al vector r colineal con el vector F; un
observador localizado en el extremo de MO ve a esta rotacion como
una rotacién en sentido contrario al movimiento de las rmnecillas del
reloj. Otra forma de definir el sentido de MO se logra por medio de la
regla de la mano derecha: cierre su mano derecha y manténgala de
manera que sus dedos estén doblados en el mismo sentido de la rotacion
qgue F le impartiria al cuerpo rigido alrededor de un eje fijo dirigido a
lo largo de la linea de accién de MO; su dedo pulgar indicara el sen-
tido del momento MO (figura 3.12b).

Por altimo, representado con 6 el angulo entre las lineas de accion
del vector de posicion r y la fuerza F, se encuentra que la magnitud
del momento de F con respecto a O esta dada por

MO = rFsen 6 = Fd

donde d representa la distancia perpendicular desde O hasta la linea de
accion de F. En virtud de que latendencia de lafuerza F a hacer girar al
cuerpo rigido alrededor de un eje fijo perpendicular a la fuerza depende
tanto de la distancia de F a dicho eje como de la magnitud de F, se ob-
serva que la magnitud de MO mide la tendencia de lafuerza F a hacer ro-
tar al cuerpo rigido alrededor de un ejefijo dirigido a lo largo de MO .

En el sistema de unidades del SI, donde la fuerza se expresa en
newtons (N) y la distancia se expresa en metros (m), el momento de
una fuerza estard expresado en newtons-metro (N em). En el sistema
de unidades de uso comun en Estados Unidos, donde la fuerza se ex-
presa en librasy la distancia en pies o en pulgadas, el momento de una
fuerza se expresa en Ib mft 0 en Ib =in.

Se puede observar que a pesar de que el momento M0 de una
fuerza con respecto a un punto depende de la magnitud, la linea de
accion y el sentido de la fuerza, dicho momento no depende de la po-
sicion que tiene el punto de aplicacidn de la fuerza a lo largo de su li-
nea de accion. En consecuencia, el momento MO de una fuerza F no
caracteriza a la posicion del punto de aplicacion de F.

'se puede comprobar que los vectores de posicion obedecen la ley de la adicion de vec-
tores y, por tanto, realmente son vectores. Considérese, por ejemplo, los vectores de posi-
cién r y r* de A con respecto a dos puntos de referencia O y O' y al vector de posicion s
de O con respecto a O' (figura 3.40a, Sec. 3.16). Se comprueba que el vector de posicién
r' = O'A puede obtenerse a partir de los vectores de posicions = O'Oyr = OA aplicando
la regla del triangulo para la suma de vectores.

3.6. Momento de una fuerza con respecto

Figura 3.12

b)

a un punto
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a)MO=+Fd
Figura 3.13

Sin embargo, como se vera a continuacién, el momento M0 de una
fuerzaF de magnitudy direccién conocida define completamente a la li-
nea de accion de F. Ademas la linea de accién de F debe estar en un pla-
no que pasa por el punto Oy es perpendicular al momento MO0 - La dis-
tancia d medida desde O hasta la linea de accion de la fuerza debe ser
igual al cociente de las magnitudes de MO y F, esto es, debe ser igual a
Mg/F. El sentido de MO determina si la linea de accién debe trazarse
del lado de F del lado del punto O.

Recuérdese la seccion 3.3, donde se sefiala que el principio de trans-
misibilidad establece que dos fuerzas F y F' son equivalentes (esto es, tie-
nen el mismo efecto sobre el cuerpo rigido) si tienen la misma magnitud,
direccion y linea de accion. Este principio se puede expresar ahora de la
siguiente forma: dosfuerzas F y F' son equivalentes si, y sélo si, son igua-
les (es decir, tienen la misma magnitud y la misma direccion) y, ademas,
tienen momentos iguales con respecto a un punto O. Las condiciones
necesarias y suficientes para que dos fuerzas F y F' sean equivalentes son

F —r y Mq Mo M.lif;

Debe sefalarse que el enunciado anterior implica que si las relaciones
(3.13) se cumplen para cierto punto O, también se cumpliran para cual-
quier otro punto.

Problemas en dos dimensiones. Muchas aplicaciones tratan
con estructuras bidimensionales, es decir, estructuras cuyo espesor es
despreciable en comparacion con su longitud y su anchura, las cuales es-
tan sujetas a fuerzas contenidas en su mismo plano. Dichas estructuras
bidimensionales y las fuerzas que actUan sobre ellas pueden represen-
tarse facilmente sobre una hoja de papel o sobre una pizarra. Por tanto,
su anéfisis es mas simple que el correspondiente al caso de las estructu-
ras y fuerzas tridimensionales.

b) MD--Fd

Considere, por ejemplo, una placarigida sobre la que actta una fuer-
zaF (figura 3.13). El momento de F con respecto a un punto O seleccio-
nado en el plano de la figura esta representado por el vector M0 de mag-
nitud Fd, que es perpendicular a dicho plano. En la figura 3.13a el vector
MO apunta haciaafuera del plano de papel, mientras que en lafigura3.13b
éste apunta haciaadentro del plano de papel. Como se observa en la figu-
ra, en el primer caso, la fuerza de la figura 3.13a tiende a hacer rotar la
placa en un sentido contrario al del movimiento de las manecillas del re-
loj mientras que, en el segundo caso, la fuerza de la figura 3.13;, tiende a
hacer rotar la placa en el sentido del movimiento de las manecillas del re-
loj. Por consiguiente, es natural referirse al sentido del momento F con
respecto a O en la figura 3.13a como opuesto al del movimiento de las ma-
necillas del reloj (antihorario) \ y en la figura 3.13b como siguiendo la di-
reccion del movimiento de las manecillas del reloj (horario) J.

Puesto que el momento de la fuerza F que actda en el plano de la
figura debe ser perpendicular a dicho plano, s6lo se necesita especifi-
car la magnitud y el sentido del momento F con respecto a O. Esto se



puede hacer asignandole a la magnitud MO del momento un signo posi-
tivo 0 negativo, segun el vector Mo apunte hacia ailera o hacia adentro
del plano de papel.

3.7. TEOREMA DE VARIGNON

La propiedad distributiva de los productos vectoriales se puede em-
plear para determinar el momento de la resultante de varias fuerzas
concurrentes. Si las fuerzas Fj, F2>... se aplican en el mismo punto A
(figura 3.14) y si se representa por r al vector de posicion A, a partir
de la ecuacion (3.5) de la seccion 3.4, se puede concluir que

VRS rIVIVLTIfC tU V Vi ifee? B

rX(FjtF2+m=r XF] +rXF2+ (3.14)

Esto es, el momento con respecto a un punto dado O déla resultante de
variasfuerzas concurrentes es igual a lasuma de los momentos de las dis-
tintasfuerzas con respecto al mismo punto O. Esta propiedad la descu-
bri6 el matematico francés Pierre Varignon (1654-1722) mucho antes de
inventarse el &lgebra vectorial, por lo que se le conoce como el teorema
de Varignon.

La relaciéon (3.14) permite reemplazar el calculo directo del mo-
mento de una fuerza F por el célculo de los momentos de dos o mas
fuerzas componentes. Como se vera en la siguiente seccion, por lo ge-
neral la fuerza F serd separada en sus componentes paralelas a los ejes
coordenados. Sin embargo, ser& mucho més rapido en algunos casos
descomponer a F en componentes no paralelas a los ejes coordenados
(véase el problema resuelto 3.3).

3.8. COMPONENTES RECTANGULARES DEL MOMENTO
DE UNA FUERZA

En general, la deteminacién del momento de una fuerza en el espacio
se simplifica en forma considerable si el vector de fuerzay el vector de
posicién a partir de su punto de aplicacién se descomponen en sus com-
ponentes rectangulares x,yyz. Por ejemplo, considere el momento MO
con respecto a O de una fuerza F con componentes Fx, Fyy Fz que es-
td aplicada en el punto A de coordenadas x,yyz (figura 3.15). Se obser-
va que las componentes del vector de posicién r son iguales, respectiva-
mente, a las coordenadas x,y yz del punto A, se escribe

r
F

xi +yj + zk (3.15)
FTi + FiJ + Fzk (3.16)

Al sustituir ar y a F a partir de (3.15) y (3.16) en
MO =r x F (3.11)

y recordar los resultados obtenidos en la seccién 3.5, se puede escribir
el momento MO de F con respecto a O de la siguiente forma

MO = Mx + + Mzk (3.17)

donde las componentes escalares Mx, My y M. estan definidas por las
relaciones

,
. € \
iFx- xFz (3.18)

3.8. Componentes rectangulares del momento

Figura 3.14

Figura 3.15

de una fuerza
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Figura 3.16

z
Figura 3.17

Figura 3.18

Como se vera en la seccion 3.11, las componentes escalares Mx, My y
Mz del momento Mo miden la tendencia de la fuerza F a impartirle a
un cuerpo rigido un movimiento de rotacién alrededor de los ejes X, y
yz, respectivamente. Sustituyendo (3.18) en (3.17), también puede es-
cribirse a Mo en forma de determinante

HOxii-i fe
G mi<
M o- Z
roSiHUCa ofr- Fz

Para calcular el momento MB de una fuerza F aplicada en A con
respecto a un punto arbitrario B (figura 3.16), se debe reemplazar el
vector de posicién r en la ecuacion (3.11) por un vector trazado desde
B hasta A Este vector es el de posicion de A relativo a B y se repre-
senta por ra/b- Se observa que ra/B se puede obtener si se resta rB de
rA por tanto, se escribe

Mb=rABXF = {vA- rB) XF (3.20)

o bien, en forma determinante

fjisifi; tit,;  1r si i

Mb 3 xas VA» UAB (3.21)

ipjri iih’i r Fz

il o Fy
donde xA/B, yA/By zA/'Hrepresentan las componentes del vector rA/B:

XAIB ~ XA ~ XB yA/IB — Va ~ *B zA/B = zA ~ %B

En el caso de problemas en dos dimensiones, se puede suponer
que la fuerza F estd contenida en el plano xy (figura 3.17). Al hacer
z - 0y Fz=0en laecuacién (3.19), se obtiene

MO = (xFy - yFx)k

Con esto se verifica que el momento de F con respecto a O es perpen-
dicular al plano de la figura y estd completamente definido por el esca-
lar

MO = Mz = xFy - yFXx (3.22)

Como se menciono antes, un valor positivo de MO0 indica que el vec-
tor MO apunta hacia afuera del plano del papel (la fuerza F tiende a
hacer rotar al cuerpo con respecto a O en un sentido contrario al mo-
vimiento de las manecillas del reloj) y un valor negativo indica que el
vector Mo apunta hacia adentro del plano del papel (la fuerza F tien-
de a hacer rotar el cuerpo con respecto a O en el sentido de las ma-
necillas del reloj).

Para calcular el momento con respecto a un punto B de coordena-
das B(xb, yB) de una fuerza contenida en el plano xy, aplicada en el pun-
to A(xa, yA) (figura 3.18), se hace zA/B = 0y Fz = 0 en las relaciones
(3.21) y se conprueba que el vector MB es perpendicular al plano xy y
esta definido en magnitud y sentido por su componente escalar

MB = (XA- xB)Fy - (yA- yB)Fx (3.23)
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PROBLEMA RESUELTO 3.1

Una fuerza vertical de 100 Ib se aplica en el extremo de una palanca que es-

ta unida a una flecha en el punto O. Determine: a) el momento de la fuer-

za de 100 Ib con respecto a O.b) la fuerza horizontal aplicada en A que ori- W
gina el mismo momento con respecto a O; ¢) la fuerza minima aplicadaen
A que origina el mismo momento con respecto a O; d) qué tan lejos de la
flecha debe actuar una fuerza vertical de 240 Ib para originar el mismo mo-
mento con respecto a O, y e) si alguna de las fuerzas obtenidas en los inci-

sos h), ¢) y d) es equivalente a la fuerza original.

SOLUCION

a) Momento con respecto a O. La distancia perpendicular desde O
hasta la linea de accion de la fuerza de 100 Ib es

d —(24 in.) cos 60° = 12 in.
La magnitud del momento de la fuerza de 100 Ib con respecto a O es igual a
MO = Fd = (100 Ib)(12 in.) = 1200 Ib =in.

Como la fuerza tiende a hacer rotar la palanca alrededor de O en el sentido
de las manecillas del reloj, el momento sera representado por un vector MO
perpendicular a plano de la figura y que apunta hacia adentro del plano del
papel. Este hecho se expresa escribiendo

MO = 1200 Ibein.; M

b) Fuerza horizontal. En este caso se tiene que

d —(24 in.) sen 60° = 20.8 in. m
Como el momento con respecto a O debe ser igual a 1 200 Ib =in., se escribe
MO = Fd
1200 Ib min. = F(20.8 in.)
F=5771Ib F=5771)
c) Fuerza minima. Como Alo —Fd, el minimo valor de F se obtie-

ne cuando d es maximo. Se selecciona la fuerza perpendicular a OA 'y se ob-
servaque d = 24 in.; entonces

m
n

MO = Fd MN

1200 Ib =in. = F(24 in.)
F= 501b F =50 1b7530° <

d) Fuerza vertical de 240 Ib. En este caso, Mo = Fd proporciona
la siguiente relacién

12001b ein. = (240 Ib)d d=5i
pero OB cos 60° = d OB = 10in. «

e) Ninguna de las fuerzas consideradas en los incisos b), ¢) y d) es equi-
valente a la fuerza original de 1(K) Ib. A pesar de que estas fuerzas tienen el
mismo momento con respecto a O, sus componentes en X y y son diferen-
tes. En otras palabras, a pesar de que cada una de las fuerzas hace rotar la
flecha de la misma forma, cada una ocasiona que la palanca jale a la flecha
en una forma distinta.
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PROBLEMA RESUELTO 3.2

Una fuerza de 800 N achia sobre la ménsula, como se muestra en
Determine el momento de la fuerza con respecto a B.

SOLUCION

El momento MBde la fuerza F con respecto a £ se obtiene a través del pro-
ducto vectorial

Mb = rae X F

desde rAB es el vector trazado desde B hasta A. Al descomponer a rAffiy a
F en sus componentes rectangulares, se tiene que

rab = —0.2 m)i + (0.16 m)j
F = (800 N) cos 60°i + (800 N) sen 60°j
= (400 N)i + (693 N)j

Recordando las relaciones (3.7) para los productos vectoriales de los vecto-
res unitarios (seccion 3.5), se obtiene

Mfi = rAB x F = [-(0.2 m)i + (0.16 m)j] x [(400 N)i + (693 N)j]
—{138.6 N em)k - (64.0 N =m)k

-(202.6 N em)k MB=203N-mJ <

El momento MB es un vector perpendicular al plano de la figura y apunta
hacia adentro del plano del papel.

PROBLEMA RESUELTO 3.3

Una fuerza de 30 Ib achia sobre el extremo de una palanca de 3 ft, como se
muestra en la figura. Determine el momento de la fuerza con respecto a O.

SOLUCION

La fuerza se reemplaza por dos componentes, una componente P en la di-
reccion de OA y otra componente Q perpendicular a OA Como O se en-
cuentra en la linea de accion de P, el momento de P con respecto a O es
igual a cero y el momento de la fuerza de 30 Ib se reduce al momento de Q,
que tiene el sentido de las manecillas del reloj y, por consiguiente, se repre-
senta por un escalar negativo.

Q = (30 Ib) sen 20° = 10.26 Ib
MO = -<2(3 ft) = -(10.26 Ib)(3 ft) = -30.8 Ib =ft

Como el valor obtenido para el escalar MO es negativo, el momento MO apun-
ta hacia adentro del plano del papel. Asi, se escribe

Mf) =308 b =ft] <
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PROBLEMA RESUELTO 3.4

Una placa rectangular esta apoyada por ménsulas en Ay B y por un alambre
CD. Se sabe que latension en el alambre es de 200 N, determine el momento
con respecto a A de la fuerza ejercida por el alambre en el punto C.

SOLUCION

El momento MAde la fuerza F ejercida por el alambre en el punto C con
respecto a A, se obtiene a partir del producto vectorial

= rcl/a * F (1)
donde r(;/Aes el vector trazado desde A hasta C,
rc/la=AC= (0.3 m)i + (0.08 mk (2)

y F es la fuerza de 200 N dirigida a lo largo de CD. Al introducir el vector
unitario X = CD/CD, se escribe

CD
FX = (200 N) CD ©)

Al descomponer al vector CD en sus componentes rectangulares, se tiene
CD = -(0.3 m)i + (0.24 m)j - (0.32 m)k CD =0.50m

Si se sustituye este resultado en (3) se obtiene

200 N _ _
= o50m (©3mi+ (024 m)j —(0.32 m)K]
= {120 N)i + (96 N)] (128 N)K @

Sustituyendo rc /Ay F en la ecuacién (1), a partir de las ecuaciones (2)
y (4) y recordando las relaciones (3.7) de la seccién 3.5, se obtiene

Ma = rc/a X F = (0.3i + 0.08k) x (-1201 + 96j - 128k)
= (0.3)(96)k + (0.3)(-128)(—) + (0.08)(-120)j + (0.08)(96)(-i)
\IA= -(7.68 N mm)i + (28.8 N em)j + (28.8 Nem)k <

Solucion alternativa. Como se menciond en la seccion 3.8, el mo-
mento Ma puede ser expresado en forma de determinante:

1 j k i j k
ma= s; -xa yc ~ya Zc—za — 03 0 0.08
F* Fy Fz -120 96 -128

= —{7.68 N =iri)i + (28.8 N =m)j + (28.8 N



RESOLUCION DE PROBLEMAS
EN FORMA INDEPENDIENTE

En esta leccion se presentd el producto vectorial o producto cruz de dos vectores. En los
problemas que se presentan a continuacion se puede utilizar el producto vectorial para cal-
cular el momento de unafuerza con respecto a un punto y también, se puede utilizar dicho
producto para determinar la distancia perpendicular desde un punto hasta una linea.

El momento de una fuerza F con respecto al punto O de un cuerpo rigido se definié como
MO =rXF (3.11)

donde r es el vector de posicion que va desde O hasta cualquier punto sobre la linea de ac-
cion de F. Como el producto vectorial no es conmutativo, cuando se calcula un producto
de este tipo es absolutamente necesario colocar a los vectores en el orden apropiado y que
cada uno de dichos vectores tenga el sentido correcto. EI momento MO0 es importante pues-
to que su magnitud es una medida de la tendencia de la fuerza F para hacer que el cuerpo
rigido rote alrededor de un eje dirigido a lo largo de MO.

1. Caélculo del momento M,, de unafuerza en dos dimensiones. Se puede emplear
uno de los siguientes procedimientos:

a) Usar laecuacion (3.12), Mo = Fd, la cual expresa la magnitud del momento como
el producto de la magnitud de F y la distancia perpendicular d desde O hasta la linea de
accion de F [problema resuelto 3.1].

b) Expresar ary F en términos de sus componentes y evaluar formalmente el pro-
ducto vectorial Mo = r x F [problema resuelto 3.2].

¢) Descomponer a F en sus componentes paralela y perpendicular al vector de posi-
cion r, respectivamente. Solo la componente perpendicular contribuye al momento de F
[problema resuelto 3.3].

d) Usar la ecuacion (3.22), MO = Mz = xFy —yFx. Cuando se aplica este método, el
enfoque mas simple consiste en tratar a las componentes escalares de r y F como si fueran
positivas y, después, asignar por inspeccion el signo apropiado al momento producido por
cada componente de la fuerza. Por ejemplo, al aplicar este método para resolver el proble-
ma resuelto 3.2, se observa que ambas componentes de la fuerza tienden a ocasionar una
rotacion en el sentido del movimiento de las manecillas del reloj alrededor del punto B. Por
tanto, el momento de cada fuerza con respecto a B debe ser representado por un escalar
negativo. Entonces, se tiene que el momento total esta dado por

Mb = -(0.16 m)(400 N) - (0.20 m)<693 N) = -202.6 N =m

2. Caélculo del momento M<de unafuerza F en tres dimensiones. Con el método del
problema resuelto 3.4, el primer paso del proceso consiste en seleccionar al vector de posicion
r que sea el mas conveniente (el mas simple). Después, se debe expresar a F en términos de
sus componentes rectangulares. El Gltimo paso consiste en evaluar el producto vectorial r x F
para determinar el momento. En la mayoria de los problemas tridimensionales se encontrara
gue es mas facil calcular el producto vectorial con el uso de la fonna de determinante.

3. Determinacion de la distancia perpendicular d desde un punto A hasta una linea
dada. Primero se supone que la fuerza F de magnitud conocida F se encuentra a lo largo
de la linea dada. Después se determina su momento con respecto a A formando el producto
vectorial MX/=r X F, y calculandolo como se indicé anteriormente. Entonces, se calcula
su magnitud MA Por ultimo, se sustituyen los valores de F y MAen la ecuacion MA = Fd y
se resuelve para d.



Problemas

3.1 Una fuerza de 90 N se aplica a la varilla de control AB como in-
dica la figura. Si la longitud de la varilla es de 225 mm, determine el mo-
mento de la fuerza respecto al punto B descomponiendo la fuerza en sus
componentes a lo largo de AB y en una direccién perpendicular a AB.

3.2 Una fuerza de 90 N se aplica a la varilla de control AB como in-
dica la figura. Si la longitud de la varilla es de 225 mm, determine el mo-
mento de la fuerza respecto al punto B descomponiendo la fuerza en sus
componentes horizontal y vertical.

3.3 Una fuerza P de 3 Ib se aplica a una palanca que controla la ba-
rrena de una barredora de nieve. Determine el momento de P respecto a A
cuando a es igual a 30°.

3.4 LafuerzaP se aplica a una palanca que controla la barrena de una
barredora de nieve. Determine la magnitud y la direccion de la fuerza P mi-
nima que tiene un momento de 19.5 Ib «in. en sentido contrario al de las
manecillas del reloj respecto a A

3.5 Una fuerza P de 2.9 Ib se aplica a una palanca que controla la ba-
rrena de una barredora de nieve. Determine el valor de a si el momento de
P respecto a A es en sentido contrario al de las manecillas del reloj y tiene
una magnitud de 17 Ib ein.

3.6 Un rotulo esta suspendido de dos cadenas AE y BF. Si la tension
en BF es de 200 N, determine a) el momento de la fuerza ejercida por la ca-
dena en B respecto a A b) la fuerza minima aplicada en C que produce el
mismo momento respecto a A

Figura P3.6 y P3.7

— 34in.—"m

Figura P3.3, P34y P35

3.7 Un rétulo esté suspendido de dos cadenas AE y BF. Si la tension

en BF es de 2(X) N, determine a) el momento de la fuerza ejercida por la ca-
dena en B respecto a A, b) la magnitud y el sentido de la fuerza vertical apli-
cada en C que produce el mismo momento respecto de A, c) la fuerza mi-
nima aplicada en B que produce el mismo momento respecto de A



Figura P3.8

90

3.8 Un atleta se esté ejercitando mientras carga en el tobillo, A, un pe-
sode 5 Ib, como indica la figura. Determine a) el momento del peso respecto
a laflexion de la rodilla en el punto B, b) la magnitud de la fuerza P muscular
gue forma un momento de igual magnitud respecto a B, c) la fuerza F mini-
ma aplicada en C que crea el mismo momento que el peso respecto a B.

3.9 Un malacate AB se usa para tensar cables a un poste. Si la tension
en el cable BC es de 260 Ib y las longitudes a, b, d miden 8, 35 y 76 in., res-
pectivamente, determine el momento, respecto a D, de la fuerza ejercida por
el cable C mediante la descomposicion en sus componentes horizontal y ver-
tical de la fuerza aplicada en a) el punto C, b) el punto E.

3.10 Se debe aplicar una fuer/a que produzca un momento de 7 840
Ib =in. respecto a D para tensar el cable al poste CD. Sia = 8in.,b = 35 in.
yd = 112 in., determine la tensién que debe desarrollarse en el cable del
malacate AB para crear el momento requerido respecto al punto D.

Figura P3.9, P3.10 y P3.11

3.11 Se debe aplicar una fuerza que produzca un momento de 1 152
N =m respecto a D para tensar el cable al poste CD. Si la capacidad del mala-
cate AB es de 2 880 N, determine el valor minimo de la distancia d nece-
saria para generar el momento especificado respecto a D, suponiendo que
a=024mvb—105m

3.12 y 3.13 La biela AB ejerce sobre la manivela BC una fuerza de
2.5 kN dirigida hacia abajo y hacia el lado izquierdo a lo largo de la linea
central de AB. Determine el momento de esa fuerza respecto a C.

42 mm
Figura P3.12 Figura P3.13



3.14  Un seguidor B circular con diametro de 64 mm se sostiene con-
tra la leva A como se muestra en la figura. Si la leva ejerce una fuerza con
magnitud de 80 N sobre el seguidor a lo largo de la normal comdn BC, de-
termine el momento de la fuerza respecto a la articulacion colocada en D.

3.15 Obtenga los productos vectoriales BxC y B' X C, donde
B = B",y use los resultados obtenidos para comprobar la identidad

sena cos P —¢ sen (« + /3 + ~sen (a —0).

3.16 Una linea pasa por los puntos (630 mm, —225 mm) y (—210 mm,
270 mm). Determine la distancia perpendicular d medida desde la linea hasta
el origen O del sistema coordenado.

3.17 Los vectores A y B estan contenidos en el mismo plano. Deter-
mine el vector unitario normal al plano si A y B son iguales, respectivamente,
aa) 12i —6j + 9k y —3i + 9] —7.5k, b) —4i —2j + 8k y 3i + 1.5) —k.

3.18 Los vectores Py Q son dos lados adyacentes de un paralelogramo.
Determine el area del paralelogramo sia) P = (3 in.)i + (7 in.)] —(2 in)ky
Q=—6in)i+@in)j+ 3in)k,h)P=(2in)i—@in)j- Bin)kyQ =
(6 in)i —(1 in)j + (5 in)k.

3.19 Determine el momento respecto al origen O de la fuerza F =
(7.5 N)i + (3 N)j —(4.5 N)k que acttia en el punto A. Suponga que el vec-
tor de posicion de Aesa) r = —6 m)j + (3 m)j + (L5 m)k, b) r = (2 m)i —
(0.75 m)j —(1 m)k, ¢) r = —2.5 m)i —(1 m)j + (1.5 m)k.

3.20 Determine el momento respecto al origen O de la fuerza
F = (3 Ib)i —(6 Ib)j + (4 Ib)k que actda en el punto A Suponga que el vec-
tor de posicion de Aesa) r = —7.5 ft)i + (3 ft)] —(6 ft)k, b) r = —0.75 ft)i
+ (L5 f)j - (1 fk c)r = —8ft)i 4 (2 ft)j - (14 fk

3.21 Un pequefio bote cuelga de dos gruas, una de las cuales se mues-
traen lafigura. La tension en la linea ABAD es de 369 N. Determine el mo-
mento, respecto a C, de la fuerza resultante BAejercida sobre las grias en
el punto A

3.22 Una fuerza de 36 N se aplica sobre la llave de. torsion para en-
roscar la regadera. Si la linea de accion de la llave es paralela al eje x, de-
termine el momento de la fuerza respecto de A

Figura P3.21

Figura P3.22

Problemas
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Figura P3.23

0.72n”~ C 0.96 iri

N

01lm
Figura P3.26

In 0.12m

3.23 Antes de colocar un cable telefénico, la cuerda BAC se ata a una
estaca situadaen B y se pasa por una polea en A. Si el tramo AC de lacuerda
pertenece a un plano paralelo al plano xy, y la magnitud de la tensiéon T en
la cuerda es de 62 Ib, determine el momento respecto a O de la fuerza re-
sultante ejercida por la cuerda sobre la polea.

3.24 Una seccion de una pared de concreto precolado so sostiene por
medio de dos cables como se muestra en la figura. Si la tensién en cada ca-
ble, BD y FD, es de 9(X) y 675 N, respectivamente, determine el momento
respecto al punto O de la fuerza ejercida por a) el cable BD, h) el cable FE.

Figura P3.24

3.25 En un concurso de vencidas, uno de los competidores aplica una
fuerza P sobre la mano do su oponente. Si AB = 15.2 in. y BC = 16 in., de-
termine el momento do la fuerza respecto a C.

Figura P3.25

3.26 El puntal de madera AB se emplea temporalmente para sostener
el techo en voladizo que se muestra en la figura. Si el puntal ejerce en A
una fuerza de 228 N dirigida a lo largo de BA, determine el momento de es-
ta fuerza respecto a C.

3.27 En el problema 3.21, determine la distancia perpendicular desde
el punto C hasta el tramo AD do la linea ABAD.

3.28 En el problema 3.23, determine la distancia perpendicular desde
el punto O hasta el tramo AC de la cuerda BAC.



3.29 En el problema 3.23, determine la distancia perpendicular desde
el punto O hasta el tramo AB de la cuerda BAC.

3.30 En el problema 3.24, determine la distancia perpendicular desde
el punto C hasta el cable BD.

3.31 En el problema 3.25, determine la distancia perpendicular desde
el punto C hasta la linea de accién de la fuerza P.

3.32  En el problema 3.26, determine la distancia perpendicular desde
el punto D hasta la linea que pasa por los puntos Ay B.

3.33 En el problema 3.26, determine la distancia peipendicular desde
el punto C hasta la linea que pasa por los puntos Ay B.

Figura P3.34

3.34 Un jardinero desea conectar un tubo hidraulico desde el punto
C, que se encuentra en el cimiento de un invernadero de 30 ft de largo, hasta
una tuberia principal que pasa por los puntos Ay B. Determine a) el valor
de L que minimiza la longitud del tubo hidraulico requerido, b) la longitud
del tubo requerido.

3.9. PRODUCTO ESCALAR DE DOS VECTORES

El producto escalar de dos vectores P y Q se define como el producto
de las magnitudes de P y Q y el coseno del angulo 0 formado por P
y Q (figura 3.19). El producto escalar de P y Q se denota mediante
P mQ. Entonces, se escribe

P «Q = PQcos 9 (3.24)

Advierta que la expresion recién definida no es un vector sino un es-
calar, lo cual explica el nombre de producto escalar; en virtud de la
notacion utilizada, P «Q también se conoce como el producto punto
de los vectores P y Q.

A partir de su propia definicién, se concluye que el producto es-
calar de dos vectores es conmutativo, esto es, que

PeQ=0Q =P (3.25)

Para demostrar que el producto escalar también es distributivo, se debe
probar la relacion

p =(Qi + Qi) =P «Qi + P «Q2 (3.26)

39-Producto escalar de dos vectores

Figura 3.19
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Figura 3.20

Sin perder la generalidad, se puede suponer que P esta dirigido a lo
largo del eje y (figura 3.20). Al denotar por Q la suma de Qi y Q2Y
por 6y el angulo que forma Q con el eje y, el término del lado izquierdo
de (3.26) se expresa de la siguiente forma:

P «(Qi + Qa) = P =Q = PQ eos dy = PQy (3.27)

donde Qy es lacomponente y de Q. De manera similar, el término del
lado derecho de (3.26) se puede expresar como

P'QIl + P Q2= P(Qlly + P(Q2y (3.28)

Debido a que Q es la suma de Qxy Q2, su componente y debe ser
igual a la suma de las componentes en 'y de Qj y Q2 Por tanto, las ex-
presiones obtenidas en (3.27) y (3.28) son iguales, con lo que queda
demostrada la relacion (3.26).

En lo concerniente a la tercera propiedad —Ila propiedad asocia-
tiva— se debe sefialar que no es aplicable a los productos escalares.
De hecho (P =Q) =S no tiene ningun significado puesto que P «Q no
es un vector sino un escalar.

El producto escalar de dos vectores P y Q puede expresarse en
términos de las componentes rectangulares de dichos vectores. Des-
componiendo a P y a Q en sus componentes se escribe primero

PeQ = (PJ+PJ+ Pzk) «(Qj + QJ + Qx)

Con el uso de la propiedad distributiva, P «Q se expresa como la suma
de productos escalares, como Pxi «Qx y Pxi «<j?). Sin embargo, a par-
tir de la definicion del producto escalar se concluye que los productos
escalares de los vectores unitarios son iguales a cero o a uno.

i*i=1 jej=1 kek=1

i*f =0 jek=0 kei=0 (3.29)
Por tanto, la expresion obtenida para P «Q se reduce a

P Q = PXQX+ PyQy + PQYZ (3:30)
En el caso particular, cuando P y Q son iguales

PeP=P2+P2+ P,‘Zf P2 (3.31)

Aplicaciones

1. Angulo formado por dos vectores dados. Considérese que
los dos vectores estan dados en términos de sus componentes:
P=Px +PJ + Pzk
Q=Qxi+QJ+QE
Para determinar el dngulo formado por estos dos vectores, se

igualan las expresiones obtenidas para el producto escalar en
(3.24) y (3.30) y se escribe

PQ cos6 = PXQX+ PyQy + PAQZ

Resolviendo para cos 0, se tiene

PXQX+ PyQy+PZRQZ
cos 0 - Q F?/(;Dy ® (3.32)



2. Proyeccion de un vector sobre un eje dado. Considérese
un vector P que forma un angulo 0 con un eje, o linea di-
rigida, OL (figura 3.21). La proyeccién de P sobre el eje OL
se define como el escalar

Pol = Peos 8 (3.33)

Se observa que la proyecciéon POL es igual en valor absoluto al
valor de la longitud del segmento OA; ésta serd positiva si OA
tiene el mismo sentido que el eje OL, esto es, si 6 es agudo,
y negativa en caso contrario. Si P y OL forman un angulo rec-
to, la proyeccién de P sobre OL es cero.

Considere ahora un vector Q dirigido a lo largo de OL con
el mismo sentido que OL (figura 3.22). El producto escalar de
P y Q puede expresarse como

P Q- PQcos9 = PolQ (3.34)

por lo que se concluye que

P «Q PxQx + PyQy + PzQz

3.35
Q (3.35)

En el caso particular, cuando el vector seleccionado a lo largo
de OL es el vector unitario X (figura 3.23), se escribe

Blﬁ)agmf"/:ﬁlﬁj _tJ)l( Jii (3.36)

Al descomponer P y X en sus componentes rectangulares y re-
cordar, de la seccion 2.12, que las componentes de X a lo lar-
go de los ejes coordenados son iguales, respectivamente, a los
cosenos directores de OL, la proyeccion de P sobre OL se ex-
presa como

Pol = Pxeos 0X+ Pticos 8y + Pz cos 8Z (3.37)

donde 6X dyy 6. representan los angulos que el eje OL forma
con los ejes coordenados.

3.10. PRODUCTO TRIPLE MIXTO DE TRES VECTORES

Se define al producto triple escalar o producto triple mixto de tres vec-
tores S, P y Q como la expresién escalar

(3.38)
la cual se obtiene formando el producto escalar de S con el producto

vectorial de Py Q.'

'En el eapitulo 15 se presentara otro tipo de producto triple vectorial: el producto triple
vectorial S x (P x Q)

3.10. Producto triple mixto de tres vectores

z
Figura 3.21
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Figura 3.24

Figura 3.25

Figura 3.26

Al producto triple escalar de S, P y Q se le puede dar una inter-
pretacion geométrica simple (figura 3.24). En primer lugar, recuerde
de la seccion 3.4 que el vector P x Q es perpendicular al plano que
contiene a P y a Q y que su magnitud es igual al area del paralelogra-
mo que tiene por lados a P y a Q. Por otro lado, la ecuacion (3.34) in-
dica que el producto escalar de Sy P X Q se puede obtener multipli-
cando la magnitud de P X Q (esto es, el &rea del paralelogramo definido
por P y Q) por la proyeccion de S sobre el vector P X Q (esto es, por
la proyeccion de S sobre la normal al plano que contiene al paralelo-
gramo). Por tanto, el producto triple escalar es igual en valor absoluto
al volumen del paralelepipedo que tiene por lados a los vectores S, P
y Q (figura 3.25). Se debe sefialar que el signo del producto triple es-
calar sera positivo si S, P y Q forman una triada a mano derecha, y se-
rd negativo si éstos forman una triada a mano izquierda [esto es, S =(P
X Q) sera negativo si se observa desde el extremo terminal de S, que
la rotacion que hace a P colineal con Q va en el sentido de las mane-
cillas del reloj]. E 1 producto triple escalar seraigual acerosi S, Py Q
son coplanares.

Como el paralelepipedo definido en el parrafo anterior es inde-
pendiente del orden en que se tomen los tres vectores, todos los seis
productos triples escalares que se pueden formar con S, P y Q tendrén
el mismo valor absoluto, pero no el mismo signo. Se puede demostrar
facilmente que

S =(P X Q)

Pe(QxS)=Q =S XP) .
=-S «(QXP)=-P «(SXQ)=-Q «PXS)V

Ordenando las letras que representan a los tres vectores en un circulo y
en sentido contrario al movimiento de las manecillas del reloj (figura
3.26), se observa que el signo del producto triple escalar permanece inal-
terado si se permutan los vectores en forma tal que éstos todavia se pue-
dan leer en sentido contrario al de las manecillas del reloj. Se dice que
una permutacién de este tipo es una permutacion circular. También, a
partir de la ecuacion (3.39) y de la propiedad conmutativa de los pro-
ductos escalares, se concluye que el producto triple escalarde S, Py Q
se puede definir tan bien con S «(P x Q) como con (S X P) =Q.

El producto triple escalar de los vectores S, P y Q puede ser
expresado en términos de las componentes rectangulares de estos vec-
tores. Denotando a P X Q con V y con la formula (3.30) para expre-
sar el producto escalar de S y V, se escribe

Se(P X Q) = s =V = SYX+ SyWy + S*V2

Si se sustituyen las componentes de V a partir de las relaciones (3.9),
se obtiene

S (P x Q) = Sx(PyQz - PzQy) + Sy(PzQx - PXQ2
+ Sz(PxQy - PyQXx) (3.40)

Esta expresion se puede escribir en forma mas compacta si se observa
que representa la expansion de un determinante:

ie xtrwfa S* sy SX
SeP X Q) « P* n PZ
X Qy &

Aplicando las reglas que gobiernan a la permutacion de renglones en
un determinante, pueden verificarse facilmente las relaciones (3.39)
que fueron derivadas a partir de consideraciones geométricas.



3.11. MOMENTO DE UNA FUERZA CON RESPECTO
A UN EJE DADO

Ahora que se ha incrementado el conocimiento del &lgebra vectorial, se
puede introducir un nuevo concepto: momento de unafuerza con res-
pecto a un eje. Considérese nuevamente la fuerza F que actla sobre un
cuerpo rigidoy el momento MO0 de dicha fuerza con respecto a O (figu-
ra3.27). Sea OL un eje através de O; el momento MOLde F con respec-
to a OL se define como la proyeccidn OC del momento MO sobre el eje
OL. Representando al vector unitario a lo largo de OL como Ay recor-
dando, de las secciones 3.9 y 3.6, respectivamente, las expresiones (3.36)
y (3.11) obtenidas para la proyeccion de un vector sobre un eje dado y
para el momento MO de una fuerza F, se escribe

Algl ~ ~ “Mo ~ A«(f * F) (3.42)

lo cual demuestra que el momento M01 de F con respecto al eje OL
es el escalar que se obtiene formando el producto triple escalar de A
r y F. Expresando a MQ1 en forma de determinante, se escribe

fiijlritoil .
ky A,

M ol - X y id? (343)
i k Fz

donde A* ky, Az = cosenos directores del eje OL
X, Y, z = coordenadas del punto de aplicacién de F
Fx, Fy, Fz = componentes de la fuerza F

El significado fisico del momento MOL de una fuerza F con res-
pecto al eje fijo OL se vuelve més evidente si se descompone a F en
dos componentes rectangulares Fjy F2con Fj paralelaa OL y F 2, con-
tenida en un plano P perpendicular a OL (figura 3.28). En forma simi-
lar, descomponiendo aren dos componentes rxy r2y sustituyendo a
F yaren (3.42), se escribe

Mol = A=[(rx+ r2) X (F, + F2)]
A= XFj) + Ae(® XF2) + A=(r2 X Fj) + A=(r2 X F2)

Con excepcion del ultimo término del lado derecho, todos los produc-
tos triples escalares son iguales a cero, puesto que involucran a vecto-
res que son coplanares cuando se trazan a partir de un origen comun
(seccion 3.10), se tiene

Mol ~ A*(r2 X F2) (3.44)

El producto vectorial r2 X F2 es perpendicular al plano P y represen-
ta el momento de la componente F2 de F con respecto al punto Q
donde OL interseca a P. Por tanto, el escalar MOL, el cual sera positi-
vo si r2 X F2y OL tienen el mismo sentido y negativo en caso con-
trario, mide la tendencia de F2 a hacer rotar el cuerpo rigido alrede-
dor de OL. Como la otra componente Fi de F no tiende a hacer rotar
el cuerpo alrededor de OL, se concluye que el momento MO1 de F con
respecto a OL mide la tendencia de lafuerza F de impartirle al cuer-
po rigido un movimiento de rotacion alrededor del ejejijo OL.

3.11. Momento de una fuerza con respecto

Figura 3.27

a un eje dado
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Figura 3.29

A partir de la definicion del momento de una fuerza con respecto a
un eje, se concluye que el momento de F con respecto a un eje coorde-
nado es igual ala componente de MO alo largo de dicho eje. Al sustituir
Ade manera sucesiva en la ecuacion (3.42) por cada uno de los vectores
unitarios i, j y k, se observa que las expresiones asi obtenidas para los
momentos de F con respecto a los ejes coordenados son iguales, respec-
tivamente, a las expresiones obtenidas en la seccién 3.8 para las compo-
nentes del momento MO de F con respecto a O:

Mx Z=yFz - zFy
My » xFz (3.18)
Mz iFy - yFx

Se aprecia que de la misma forma que las componentes Fr, Fyy F, de
una fuerza F que actta sobre un cuerpo rigido miden, respectivamen-
te, la tendencia de F a mover el cuerpo rigido en las direcciones de X,
y y z, los momentos Ai*, Myy Mz de F con respecto a los ejes coorde-
nados miden, respectivamente, la tendencia de F a impartirle al cuer-
po rigido un movimiento de rotacién alrededor de los ejes x, y y z.

En general, el momento de una fuerza F aplicada en A con res-
pecto a un eje que no pasa a través del origen, se obtiene seleccionan-
do un punto arbitrario B sobre dicho eje (figura 3.29) y determinando
la proyeccion sobre el eje BL del momento MB de F con respecto a B.
Entonces, se escribe

Mbl - * 'Mg- X =(A/B x F) (3.45)

donde rA/B = rA—rB representa al vector trazado desde B hasta A
Expresando a MBL en forma de determinante, se tiene

Xy i \Xx
Mb1 *A/B yA/B Zalb (3.46)
i
Fz
Fx Fy .

donde \x, \y, Az = cosenos directores del eje BL
XA/B ~ XA ~ XB IjA/B = i/IA _ /B 2A/B = ZA ~ Zb
Fr, Fy, Fz = componentes de la fuerza F

Se debe observar que el resultado obtenido es independiente del pun-
to B seleccionado sobre el eje dado. De hecho, denotando con Mac el
resultado obtenido con un punto C diferente, se tiene

Mcl = ™ * KrA—rc) X F]
=N"[(rA~rB) x F] + X e[(rB- rc) x F]

Pero como los vectores Xy r8 —rc son .colineales, el volumen del pa-
ralelepipedo que tiene por lados a los vectores X,rB-r ¢ y F es igual
a cero, al igual que el producto triple escalar de dichos vectores (sec-
cion 3.10). Entonces, la expresion obtenida para MCt se reduce a su
primer término, el cual es la expresion empleada anteriormente para
definir a MBL. De manera adicional, a partir de la seccion 3.6 se con-
cluye que cuando se calcula el momento de F con respecto a un eje da-
do, A puede ser cualquier punto a lo largo de la linea de accion de F.



fESI
PROBLEMA RESUELTO 3.5

Sobre el cubo de lado a achia una fuerza P, como se muestra en la figura.
Determine el momento de P: a) con respecto a A, b) con respecto a la arista
AB y c) con respecto a la diagonal AG del cubo; d) con el resultado del in-
ciso ¢), determine la distancia perpendicular entre AG y FC.

mm
SOLUCION

a) Momento con respecto a A Al seleccionar los ejes X, ij yz como
se muestra en la figura, la fuerza P y el vector rp/A  AF, trazado desde A
hasta el punto de aplicacion F de P, se descomponen en sus componentes
rectangulares.
rF/A= ai-a = a(i- j)
P=(P/V2j- (P/V2k = (P/V2)(j - k)
El momento de P con respecto a A es igual a

Ma =rHAX P =a(i - j) x (P/V2)(j - k)
Ma= (@PN\"2)(i+j + k) <

b) Momento con respecto a AB. Proyectando a Ma sobre AB, se
escribe
Mas =i *M., =i «(aP/V2)(i +j + K)
Mab = aP/V2 <
Se verifica que, como AB es paralela al eje x, MAB también es la compo-
nente del momento MA.

c) Momento con respecto a la diagonal AG. El momento de P
con respecto a AG se obtiene proyectando a Ma sobre AG. Denotando con
X el vector unitario a lo largo de AG, se tiene

AG ai —ai —ak
AG ava3
Mac = X eMa = (1/V5)(i - j - k) m(fIP/V2)(i +j + K)
Mac = (aP/Ve6)(l

= (17V3)(i-j-k)

Método alternativo. EI momento de P con respecto a AG también
se puede expresar en forma de determinante:

K K 1/V3 -1/V3 -1/V3

MAY ~ *F/IA  [IFIA c¢FIA = a —a 0 = -aP/V6
Fx Fz 0 P/V2 -P/V2

d) Distancia perpendicular entre AG y FC. Primero se observa. . .
que P es perpendicular a la diagonal AG. Esto se puede comprobar con el J |J |
producto escalart P <X y verificar que dicho producto es igual a cero:

PeX=(P/V2)(]j- k) =(1/V3)(i-j- kKk=({PVE)O0- 1+1)=0
Entonces, el momento MAc, puede ser expresado como -Pd, donde d es la
distancia perpendicular desde AG hasta FC. (El signo negativo se usa puesto
que para un observador ubicado en G, la rotacién impartida al cubo por P

tiene el sentido del movimiento de las manecillas del reloj.) Recordando el
valor encontrado para MAc en el inciso c), se tiene

Mac = ~Pd = -aP/Vi d=a/VA <



RESOLUCION DE PROBLEMAS
EN FORMA INDEPENDIENTE

En los problemas correspondientes a esta seccion, se aplicara el producto escalar
o producto punto de dos vectores para determinar el anguloformado por dos vec-
tores dados y para determinar la proyeccion de unafuerza sobre un eje dado. Tam-
bién se utilizara el producto triple escalar de tres vectores para encontrar el mo-
mento de una fuerza con respecto a un eje dado y para determinar la distancia
perpendicular entre dos lineas.

1. Caélculo del anguloformado por don vectores dados. Primero se expresa
cada uno de los vectores en términos de sus componentes y se determinan las mag-
nitudes de los dos vectores. Después, se obtiene el coseno del angulo buscado con
la division del producto escalar de los dos vectores entre el producto de sus respec-
tivas magnitudes [ecuacion (3.32)].

2. Caélculo de la proyeccion de un vector P sobre un eje dado OL. En ge-
neral, se comienza con la expresion en términos de sus componentes de P y del
vector unitario A que define la direccion del eje. Se debe tener cuidado de que \
tenga el sentido correcto (esto es, de que X esté dirigido desde O hasta L). Enton-
ces, la proyeccion buscada es igual al producto escalar P mX. Sin embargo, si se co-
noce el angulo 0 que forman P y X, la proyeccidon también se puede calcular como
P cos 6.

3. Determinacion del momento Molt de una fuerza con respecto a un eje
dado OL. Se defini6 a MQOL como

Mol = X M0 = X =(r x F) (3.42)

donde X es el vector unitario a lo largo de OL y r es el vector de posicion desde cual-
quier punto sobre la linea OL hasta cualquier punto sobre la linea de accién de F.
Como fue el caso para el momento de una fuerza con respecto a un punto, elegir el
vector de posicién mas conveniente simplificara los calculos. Ademas, también se de-
be recordar la advertencia de la leccidon anterior; los vectores r y F deben tener el
sentido correcto y ser colocados en la férmula en el orden apropiado. El procedi-
miento que se debe seguir cuando se calcula el momento de una fuerza con respec-
to aun eje se ilustra en el inciso ¢) del problema resuelto 3.5. Los dos pasos esencia-
les en este procedimiento son; expresar primero a X .ry F en términos de sus com-
ponentes rectangulares para después evaluar el producto triple escalar X =(r x F)
con el fin de determinar el momento con respecto al eje. En la mayoria de los pro-
blemas tridimensionales, la forma méas conveniente para calcular ei producto triple
escalar es emplear un determinante.

Como se menciond anteriormente, cuando X esta dirigido a lo largo de uno de los
ejes coordenados, MOL es igual al componente escalar de MO a lo largo de ese eje.



4. Determinacién de la distancia perpendicular entre dos lineas. Se debe
recordar que la componente perpendicular F2 de la fuerza F es la que tiende a ha-
cer que el cuerpo rigido gire alrededor de un eje dado OL (figura 3.28). Entonces se
concluye que

Mol ~

donde Mol es el momento de F alrededor del eje OL y d es la distancia perpen-
dicular entre OL y la linea de accién de F. Esta Ultima ecuacion proporciona una téc-
nica simple para determinar d. Primero, supéngase que la fuerza F de magnitud cono-
cida F se encuentra a lo largo de una de las lineas dadas y que el vector unitario X se
ubica a lo largo de la otra linca. Después, calcule el momento MO de la fuerza F con
respecto a la segunda linea con el método que se present6 en los parrafos anteriores.
La magnitud de lacomponente paralelade F, Fi se obtiene utilizando el producto es-
calar:

Fj = F =X
El valor de F2 se determina a partir de
F2=Vf2- F

Por altimo, se sustituyen los valores de MOLy F2en la ecuacién MOL = F2 y se re-
suelve para d.

Ahora se puede comprender que el célculo de la distancia perpendicular en el inci-
so d) del problema resuelto 3.5 se simplificd debido a que P era perpendicular a la
diagonal AG. Como, en general, las dos lineas dadas no seran perpendiculares, la téc-
nica recién descrita se debe emplear cuando se desee determinar la distancia per-
pendicular entre ellas.
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Problemas

3.35 Dados los vectores P = —i +8j —3k, Q=9 — —7k. v
S = 5i —6 + 2k, encuentre los productos escalares P «Q, P =S y Q =S,

3.36 Obtenga los productos escalares B «C y B' «C, donde B = B’,
y utilice los resultados obtenidos para demostrar la identidad

cos ot cos P = %eos (a + A + " cos (a —A.

3.37 Se utilizan tres cables para sostener un contenedor corno se mues-
tra en la figura. Determine el &ngulo formado por los cables AB y AD.

3.38 Para sostener un contenedor, como se muestra en la figura, se
utilizan tres cables. Determine el dngulo formado por los cables AC y AD.

3.39 Los elementos AB, BC y C.D del marco de acero mostrado en la
figura estan unidos en B y C, asegurados mediante los cables EF y EG. Si E
es el punto medio de BC. y la tension en el cable EF es de 110 Ib, determine
a) el angulo entre EF y el elemento BC, b) la proyeccién sobre BC de la
fuerza ejercida por el cable EF en el punto E.

3.40 Los elementos AB, BC y CD del marco de acero mostrado en la
figura estan unidos en B y C, asegurados mediante los cables EF y EG. Si E
es el punto medio de BC y latension en el cable EG es de 178 Ib, determine
a) el angulo entre EG y el elemento BC, b) la proyeccion sobre BC de la
fuerza ejercida por el cable EG en el punto E.



3.41 En la figura se muestra un mastil y parte de los aparejos de un
velero. Los elementos CD y F.F pertenecen al mismo plano, CD tiene lon-
gitud de 7.5 my forma un angulo de 45° con una linea vertical que pasa por
C. Si cuando 0 = 15° la tension en la cuerda AB es de 230 N, determine
a) el angulo entre las cuerdas AB y BD, b) la proyeccion sobre BD de la fuer-
za ejercida por la cuerda AB en el punto B.

3.42 En la figura se muestra un méstil y parte de los aparejos de un
velero. Los elementos CD y EF pertenecen a mismo plano, CD tiene lon-
gitud de 7.5 my forma un angulo de 45° con una linea vertical que pasa por
C. Si cuando 0 = 10° a tensién en la cuerda BD es de 250 N, determine
a) el angulo entre la cuerda BD y el arpon CD, b) la proyeccién sobre CD
de la fuerza ejercida por la cuerda BD en el punto D.

3.43 Determine el volumen del paralelepipedo de la figura 3.25 si
a) P=@ in)i—@ in)j + (1 in)k, Q = —7 in)i -+ 6 in.)] —@ in)k y
S=(Qin)i—(in)j —@in)k, h) P= —{5in)i —(7 in)j + {4 in)k, Q =
®in)j —in)j + (5in)k, yS= —4in)i + {8in.)] —(9 in.)k.

3.44 Dados los vectores P= —3i —7j+5k, Q = —2i+j - 4k y
S = 8i + Sj —6k, determine el valor de St para el que los tres vectores son
coplanares.

3.45 La plataforma rectangular tiene bisagras en Ay B y se sostiene
mediante un cable que pasa, sin friccién, por un gancho colocado en E. Si la
tension en el cable es de 1349 N, determine el momento de la fuerza ejer-
cida por el cable en C respecto a cada uno de los ejes coordenados.

3.46 La plataforma rectangular tiene bisagras en Ay B y se sostiene
mediante un cable que pasa, sin friccion, por un gancho colocado en E. Si la
tension en el cable es de 1349 N, determine el momento de la fuerza ejer-
cida por el cable en D respecto a cada uno de los ejes coordenados.

3.47 Una cerca consiste en postes de madera y un cable de acero su-
jeto a cada poste y anclado al suelo en los puntos Ay D. Si la suma de mo-
mentos, respecto al eje z, de las fuerzas ejercidas por el cable sobre los pos-
tes ubicados en B vC es de —48 Ib =ft, determine la magnitud do T c£>cuando
Tra = 14 Ib.

Figura P3.41 y P3.42

3.48 Una cerca consiste en postes de madera y un cable de acero su-

jeto a cada poste y anclado al suelo en los puntos Ay D. Si la suma de mo-
mentos, respecto al eje tj, de las fuerzas ejercidas por el cable sobre los pos-
tes ubicados en B y C es de 156 Ib «ft, determine la magnitud de TBAcuando
Ted =75 Ib.

y

Figura P3.47 y P3.48

Figura P3.45y P3.46

Problemas
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e Una fuerza P se aplica a la palanca de un tomillo de presion. Si P
e fuerza

pertenece a un plano paralelo al planoyzy Mx= 26 N em, My = —23 N m
Yy M- = —4 N« m, determine la magnitud de P y los valores de £y 0.

Figura P3.49 y P3.50

3.50 Una fuerza P se aplica a la palanca de un tornillo de presion. Si
P pertenece a un plano paralelo al planoyzy My = —20 N einy M~ = —3.5
N em, determine el momento de Mx de P respecto al eje x cuando 6 = 60°.

3.51 El posto utilitario RC esta retenido por el cable AB como se mues-
tra en lafigura. Si la magnitud de la fuerza ejercida por el cable en ti es de
70 Ib, y el momento de esa fuerza respecto al eje x es de —763 Ib =ft, deter-
mine la longitud del poste.

Figura P3.51 y P3.52

3.52 El poste utilitario RC esta retenido por el cable AB corno se mues-
tra en lafigura. Si los momentos de la fuerza ejercida por el cable en el punto
B respecto a los ejes x y z son, respectivamente, de —900 |b =fty —3151b =
ft, determine la longitud del poste.



3.53 El. marco ACD esté articulado en Ay D y se sostiene mediante
un cable, el cual pasa por un anillo colocado en B y esta unido a ganchos en
G y H. Si la tension en el cable es de 1 125 N, determine el momento, res-
pecto a la diagonal All, de la fuerza ejercida sobre el marco por el tramo BH
del cable.

3.54 El marco ACD esta articulado en Ay D y se sostiene mediante
un cable, el cual pasa por un anillo colocado en B y estd unido a ganchos en
G y H. Si la tension en el cable es de 1 125 N, determine el momento, res-
pecto a la diagonal AD, de la fuerza ejercida sobre el marco por el tramo BG
del cable.

3.55 l,aseccion ABC'D de una pasarela inclinada en voladizo mide 2.4
m de ancho y esta parcialmente sostenida por los elementos EF y GH. Si la
fuerza compresiva ejercida por el elemento F.F sobre la pasarela en el pun-
to F es de 24.3 kN, determine el momento de esa fuerza respecto al borde
AD.

Figura P3.55 y P3.56

3.56 La seccion ABCD de una pasarela inclinada en voladizo mide 2.4
ni de ancho y esta parcialmente sostenida por los elementos F.Fy GH. Si la
fuerza compresiva ejercida por el elemento GH sobre la pasarela en el pun-
to Hes de 21.3 kN, determine el momento de esa fuerza respecto al borde
AD.

3.57 Un tetraedro rectangular tiene seis lados de longitud a. Si una
fuerza P se aplica a lo largo del borde BC como indica la figura, determine
el momento de la fuerza P respecto al borde OA

3.58 Un tetraedro rectangular tiene seis lados de longitud a. a) De-
muestre que dos bordes opuestos, como OA y BC, son mutuamente peqién-
diculares. b) Use esta propiedad y el resultado obtenido en el problema 3.57
para determinar la distancia perpendicular entre los bordes OA y BC.

Figura P3.57 y P3.58

Problemas
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Figura P3.59 y P3.60

3.59 Un maéstil se monta sobre el techo de una casa usando la mén-
sula ABCD vy lo sostienen los cables EF, EG y F.H. Si la fuerza ejercida por
el cable EF en el punto E es de 29.7 Ib, determine el momento de esa fuerza
respecto a la linea que une los puntos Del.

3.60 Un mastil se monta sobre el techo de una casa usando la mén-
sula ABCD Yy lo sostienen los cables EF, EG y EH. Si la fuerza ejercida por
el cable EG en E es de 24.6 Ib, determine el momento de esa fuerza respecto
alalinea que une los puntos D el.

3.61 Dos fuerzas Fi y F2en el espacio tienen la misma magnitud F.
Demuestre que el momento de F|] respecto a la linea de accién de F2 es
igual al momento de F2 respecto a la linea de accién de Fj.

*3.62 En el problema 3.53, determine la distancia perpendicular en-
tre el tramo BH del cable y la diagonal AD.

*3.63 En el problema 3.54, determine la distancia perpendicular en-
tre el tramo BG del cable y la diagonal AD.

*3.64 En el problema 3.59, determine la distancia perpendicular en-
tre el cable EF y la linea que une los puntos D el .

*3.65 En el problema 3.60, determine la distancia perpendicular en-
tre el cable EG vy la linea que une los puntos Del.

*3.66 En el problema 3.55, determine la distancia perpendicular en-
tre el elemento F.F y el borde AD de la pasarela.

*3.67 En el problema 3.56, determine la distancia perpendicular en-
tre el elemento GH y el borde AD de la pasarela.



3.12. MOMENTO DE UN PAR

Se dice que dosfuerzas F y —F que tienen la misma magnitud, lineas
de accion paralelas y sentidos opuestos forman un par (figura 3.30).
Obviamente, la suma de las componentes de las dos fuerzas en cual-
quier direccion es igual a cero. Sin embargo, la suma de los momen-
tos de las dos fuerzas con respecto a un punto dado no es cero. Aun-
que las dos fuerzas no originaran una traslacion del cuerpo sobre
el que estan actuando, éstas si tenderan a hacerlo rotar.

Al representar con rAy rB, respectivamente, a los vectores de po-
sicion de los puntos de aplicacion de F y —F (figura 3.31), se encuen-
tra que la suma de los momentos de las dos fuerzas con respecto a O es

rAx F + rKx (—F) = (rd- rB)x F

Si se define rA—rB = r, donde r es el vector que une los puntos de
aplicacion de las dos fuerzas, se concluye que la suma de los momen-
tos de F y —F, con respecto a O, esta representado por el vector

M=rxF (3.47)

FJ vector M se conoce como el momento del par; se trata de un vec-
tor perpendicular al plano que contiene las dos fuerzas y su magnitud
esta dada por

M = rFsen 6 = Fd (3.48)

donde d es la distancia perpendicular entre las lineas de accion de F
y —F. El sentido de M esta definido por la regla de la mano derecha.

Como el vector r en (3.47) es independiente de la eleccion del ori-
gen O de los ejes coordenados, se observa que se obtendria el mismo
resultado si los momentos de F y —F se hubieran calculado con res-
pecto a un punto O'. Por tanto, el momento M de un par es un vec-
tor libre (seccion 2.3) que puede ser aplicado en cualquier punto (fi-
gura 3.32).

A partir de la definicion del momento de un par también se con-
cluye que dos pares, uno constituido por las fuerzas F xy —Fi, y el otro
constituido por las fuerzas F2y — 2 (figura 3.33) tendran momentos
iguales si

F\di = Fsfk (3.49)

y si los dos pares se encuentran en planos paralelos (o en el mismo pla-
no) y tienen el mismo sentido.

Figura 3.33

3.12. Momento de un par 107

Figura 3.31

Figura 3.32

Fotografia 3.1 Las fuerzas paralelas de
igual magnitud ejercidas hacia arriba 'y
hacia abajo sobre los brazos de la cruceta,
son ejemplo de un par.
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0)

Figura 3.34

3.13. PARES EQUIVALENTES

La figura 3.34 muestra tres pares que actlan de manera sucesiva sobre
la misma caja rectangular. Como se vio en la seccion anterior, el Unico
movimiento que un par le puede impartir a un cuerpo rigido es una ro-
tacion. Como cada uno de los tres pares mostrados tiene el mismo mo-
mento M (la misma direccion y la misma magnitud M = 120 Ib in.), se
puede esperar que los tres pares tengan el mismo efecto sobre la caja.

b) 0)

Por mas razonable que parezca esta conclusion, no debe aceptarse
de inmediato. Aunque la intuicion es de gran ayuda en el estudio de la
mecanica, no debe ser aceptada como un sustituto del razonamiento 16-
gico. Antes de establecer que dos sistemas (o grupos) de fuerzas tienen
el mismo efecto sobre un cuerpo rigido, esto debe demostrarse con ba-
se en la evidencia experimental que se ha presentado hasta este momen-
to. Esta evidencia consiste en la ley del paralelogramo para la suma de
dos fuerzas (seccion 2.2) y en el principio de transmisibilidad (seccién
3.3). Por tanto, se establecera que dos sistemas defuerzas equivalentes
(esto es, que dichos sistemas tienen el mismo efecto sobre un cuerpo ri-
gido) si pueden transformar a uno de ellos en el otro por medio de una
o0 varias de las siguientes operaciones: 1) reemplazar dos fuerzas que ac-
tdan sobre la misma particula por su resultante, 2) descomponer a una
fuerza en dos componentes, 3) cancelar dos fuerzas iguales y opuestas
gue actUan sobre la misma particula, 4) unir a la misma particula dos
fuerzas iguales y opuestas y 5) mover una fuerza a lo largo de su linea de
accion. Cada una de estas operaciones se justifica facilmente con base
en la ley del paralelogramo o en el principio de transmisibilidad.

Ahora se procede a demostrar que dos pares que tienen el mismo
momento M son equivalentes. Primero se consideran dos pares conte-
nidos en el mismo plano y se supone que dicho plano coincide con el
plano de la figura (figura 3.35). El primer par est4 constituido por las
fuerzas F| y —F t de magnitud F1, las cuales estan localizadas a una
distancia d\ entre si (figura 3.35a), y el segundo par esta constituido
por las fuerzas F2y —F 2 de magnitud F2, localizadas a una distancia
ri2entre si (figura 3.35d). Como los dos pares tienen el mismo momen-
to M, que es perpendicular al plano de la figura, ambos pares deben
tener el mismo sentido (el cual se ha supuesto contrario al movimien-
to de las manecillas del reloj) y la relacion

F\dx = F<jd2 (3.49)
debe ser satisfecha. Para comprobar que los dos pares son equivalentes,

se debe demostrar que el primer par puede ser transformado en el se-
gundo por medio de las operaciones enumeradas con anterioridad.



a) h) 0
Figura 3.35

A] representar con A, B, C y D los puntos de interseccion de las li-
neas de accion de los dos pares, se deslizan primero las fuerzas F] y
—Fj hasta que estén unidas, respectivamente, a Ay B, como se mues-
tra en la figura 3.35b. Entonces, la fuerza Fj se descompone en una
componente P a lo largo de la linea AB y una componente Q a lo lar-
go de AC (figura 3.35c); similarmente, la fuerza —| se descompone
en —P alo largo de AB y en —Q a lo largo de BD. Las fuerzas P v —P
tienen la misma magnitud, la misma linea de accion y sentidos opues-
tos; tales fuerzas pueden moverse a lo largo de su linea de accién co-
mun hasta aparecer aplicadas en el mismo punto para que, entonces,
puedan ser canceladas. Por tanto, el par formado por Fj y —, se re-
duce al par constituido por Q y —Q.

A continuacién se comprueba que las fuerzas Q y —Q son iguales,
respectivamente, a las fuerzas — 2y F2. EIl momento del par formado
por Q v —Q puede obtenerse calculando el momento de Q con respec-
to a B; en forma similar, el momento del par formado por F] y —F] es
el momento de F [ con respecto a B. Pero, por el teorema de Varignon,
el momento de Fj es igual a la suma de los momentos de sus compo-
nentes P y Q. Como el momento de P con respecto a B es igual a ce-
ro, el momento del par formado por Q y —Q debe ser igual al momen-
to del par formado por F |y —F”~ Recordando (3.49), se escribe

Qi2=FdN\=F®2 y Q=F2

Por tanto, las fuerzas Q y —Q son iguales, respectivamente, a las fuer-
zas — 2y F2,y el par de la figura 3.35a es equivalente al par de la fi-
gura 3.35d.

Considere ahora dos pares contenidos en planos paralelos Piy P2; a
continuacién se demostrara que dichos pares son equivalentes si tienen
el mismo momento. En virtud de lo que se ha presentado hasta ahora, se
puede suponer que ambos pares estan constituidos por fuerzas que tie-
nen la misma magnitud F y que acttan a lo largo de lineas paralelas (fi-
gura 3.36« y d). Se pretende demostrar que el par contenido en el plano
P\ puede ser transformado en el par contenido en el plano P2 por medio
de las operaciones estandar que ya se mencionaron.

Considere dos planos definidos, respectivamente, por las lineas de
accién de Fi y —F 2y por las lineas de accion de —F( y F 2 (figura 3.36b).
En un punto sobre la linea de interseccion de los dos planos se unen
dos fuerzas F:)y —F 3, que son iguales, respectivamente, a F|] y —,.
El par formado por Fj y —F.j puede ser reemplazado por un par cons-
tituido por F3y —F 2 (figura 3.36¢) puesto que, obviamente, ambos pa-
res tienen el mismo momento y estan contenidos en el mismo plano.
En forma analoga, el par formado por —, y F-j puede ser reemplaza-
do por un par constituido por—F 3y F 2. Cancelando las dos fuerzas igua-

Figura 3.36

©)

d)



110 dC:c?LrJ;;?Zsarigidos: sistemas equivalentes les y opuestas F3y —F 3, se obtiene el par deseado en el plano P2 (fi-
gura 3.36i/). En este sentido, se concluye que dos pares que tienen el
mismo momento M son equivalentes si estan contenidos en el mismo
plano o en planos paralelos.

La propiedad que se acaba de establecer es muy importante para
entender correctamente la mecanica de los cuerpos rigidos. Esta pro-
piedad indica que cuando un par actia sobre un cuerpo rigido, es irre-
levante donde actUan las dos fuerzas que forman al par o cuéles son la
magnitud y la direccion que esas fuerzas tienen. Lo Unico que importa
es el momento del par (su magnitud y direccién). Los pares con el mis-
mo momento tendran el mismo efecto sobre el cuerpo rigido.

3.14. ADICION O SUMA DE PARES

Considere dos planos P\y F2que se intersecan y dos pares que actian,
respectivamente, en Pj y P2. Se puede suponer, sin perder la genera-
lidad, que el par en Pi consta de dos fuerzas F 1y —F|] perpendicula-
res a la linea de interseccion de los dos planos y que acttan, respecti-
vamente, en A y B (figura 3.37a). En forma similar, se supone que el
par en P2 consta de dos fuerzas F2y —F 2 perpendiculares a AB y que
actlan, respectivamente, en Ay B. Es obvio que la resultante R de F x
y F2y la resultante —R de -F) y —F2forman un par. Si se represen-
ta con r el vector grie une a B con A y si recordamos la definicion de
par (seccion 3.12), el momento M del par resultante queda expresado
como sigue:

M=r XR=rX(F] +F2
y, por el teorema de Varignon,
M=rXF, +rXF2

Pero el primer término en la expresion obtenida representa al momento
Mj del par en Pj y el segundo término representa al momento M2 del
par en P2. Asi se tiene

b) M=M, + M2 (3.50)

y se concluye que la suma de dos pares cuyos momentos son iguales a
Mi y M2 es un par de momento M igual a la suma vectorial de M, y
M2 (figura 3.37b).

Figura 3.37

3.15. LOS PARES PUEDEN REPRESENTARSE
POR MEDIO DE VECTORES

Como se vio en la seccion 3.13, los pares que tienen el mismo momen-
to, sin importar si actian en el mismo plano o en planos paralelos, son
equivalentes. Por tanto, no hay necesidad de dibujar las fuerzas que en
realidad forman un par dado con el proposito de definir el efecto que
dicho par tiene sobre un cueqw rigido (figura 3.38a). Es suficiente di-
bujar una flecha igual en magnitud y direccién al momento M del par
(figura 3.38b). Por otra parte, en la seccion 3.14 quedo expresado que
la suma de dos pares es otro par y que el momento M del par resul-
tante puede obtenerse mediante la suma vectorial los momentos M] y
M2, de los pares dados. Por consiguiente, los pares obedecen la ley pa-
ra la adicién de vectores y la flecha usada en la figura 3.38b para re-
presentar al par definido en la figura 3.38a puede considerarse como
un vector verdadero.
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b) ¢)

Figura 3.38

El vector que representa un par recibe el nombre de vector de par.
Obsérvese que en la figura 3.38 se us6 una flecha roja para distinguir til
vector de par, la cual representa al par misino, del momento del par, que
se representd con una flecha verde en figuras anteriores. Notese tam-
bién que se ha agregado el simbolo % a esta flecha roja con el fin de evi-
tar cualquier confusion con los vectores que representan fuerzas. El vec-
tor de par, como el momento de un par, es un vector libre. Por tanto, su
punto de aplicacion puede ser elegido en el origen del sistema de coor-
denadas si asi se desea (figura 3.38c). Ademas, el vector del momento M
se puede descomponer en componentes vectoriales My, My y Mz, las
cuales estan dirigidas a lo largo de los ejes coordenados (figura 3.38<;).
Esas componentes vectoriales representan pares que actdan, respecti-
vamente, en los planos yz, zx y xy.

3.16. DESCOMPOSICION DE UNA FUERZA DADA
EN UNA FUERZA EN O Y UN PAR

Considere una fuerza F que actla sobre un cuerpo rigido en un pun-
to A definido por el vector de posicion r (figura 3.39a). Suponga que
por alguna razén se quiere que la fuerza actie en el punto O. Aunque
F se puede mover a lo largo de su linea de accion (principio de trans-
misibilidad), no es posible moverla al punto O. que no se encuentra
sobre la linea de accion original de la fuerza, sin modificar el efecto
gue F tiene sobre el cuerpo rigido.

a) b)
Figura 3.39

Sin embargo, pueden unirse dos fuerzas al punto O, una igual a F
y otra igual a —, sin modificar el efecto que la fuerza original tiene so-
bre el cuerpo rigido (figura 3.39b). Como una consecuencia de esta
transformacion, ahora una fuerza F se aplica en O; las otras dos fuerzas

3.16. Descomposicion de una fuerza dada
en una fuerza en O y un par

v
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)
Figura 3.39 (repetida)

a)

Figura 3.40

Fotografia 3.2 La fuerza ejercida por cada mano
sobre la llave puede reemplazarse por un sistema
equivalente fuerza-par que actla sobre la tuerca.

forman un par con un momento MO = r X F. Por tanto, cualquier fuer-
za F que actle .sobre un cuerpo rigido puede ser trasladada a un punto
arbitrario Osiempre y cuando se agregue un par cuyo momento sea igual
al momento de F con respecto a O. El par tiende a impartirle al cuerpo
rigido el mismo movimiento de rotacion alrededor de O que la fuerza F
ocasionaba antes de que fuera trasladada al punto O. EIl par se represen-
ta por el vector de par M0 que es perpendicular al plano que contiene
aryaF. Como MO es un vector libre, puede ser aplicado en cualquier
lugar; sin embargo, por conveniencia, usualmente el vector de par se fi-
jaen O, junto con F, y se hace referencia a la combinacién obtenida co-
mo un sistemafuerza-par (figura 3.39c).

Si la fuerza F se hubiera trasladado del punto A a un punto diferen-
te O" (figura 3.40a y c), se tendria que calcular el momento M0<= r'
x FdeF con respecto a O’y se hubiera fijado a O' un nuevo sistema
fuerza-par constituido por F y por el vector de par Ma-, La relacion que
existe entre los momentos de F con respecto a Oy a O' se obtiene

Mo'=r'"xF=(r+s)xF=rxF+sxF
Mo' —Mo + s X F (3.51)

donde s es el vector que une a O' con O. De esta manera, el momento
MOrde F con respecto a O' se obtiene sumandole al momento MO0 de
F con respecto a O el producto vectorial s x F que representa el mo-
mento con respecto a O' de la fuerza F apheada en O.

b) 0)

Este resultado también pudo obtenerse observando que, para tras-
ladar a O' al sistema fuerza-par unido a O (figura 3.40/; v ¢), el vector
de par MO se puede mover libremente a ()*; sin embargo, para mover
la fuerza F de O a O' es necesario agregarle a F un vector de par cuyo
momento sea igual al momento con respecto a O' de la fuerza F apli-
cada en O. Por tanto, el vector de par M0-debe ser igual a la suma de
MO vy el vector s x F.

Como ya se ha mencionado, el sistema fuerza-par obtenido a partir
de trasladar una fuerza F de un punto A a un punto O consta de un vec-
tor de fuerza F y de un vector de par M0 perpendicular a F. Por el con-
trario, cualquier sistema fuerza-par que conste de una fuerza F y de un
vector de par MO que sean mutuamente perpendiculares, puede ser
reemplazado por una sola fuerza equivalente. Esto se lleva a cabo mo-
viendo la fuerza F en el plano perpendicular aMO0 hasta que su momen-
to con respecto a O sea igual al momento del par que se desea eliminar.
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PROBLEMA RESUELTO 3.6

Determine las componentes del par simple que es equivalente a los dos pa-
res mostrados.

SOLUCION

Los célculos se simplificaran si se fijan en A dos fuerzas de 20 Ib iguales y
opuestas. Esto permitird reemplazar al par original de las fuerzas de 20 Ib
por dos nuevos pares originados por fuerzas de 20 Ib, uno de los cuales se
encuentra en el plano zx; el otro se encuentra en un plano paralelo al plano
xy. Los tres pares mostrados en el croquis adjunto pueden ser representados
por tres vectores de par My, Myy M. dirigidos a lo largo de los ejes coorde-
nados. Los momentos correspondientes son

Mx = -(30 Ib)(18 in.) = -540 Ib =in.
My = +(20 Ib)(12 in.) = +240 Ib =in.
Mz = +(20 Ib)(9in.) = +180 Ib =in.

Estos tres momentos representan las componentes del par simple M, equi-
valente a los pares dados. Asi, se escribe

m.)i + (240 Ib «in.)j + (ISO Ib =in.)k

Solucién alternaliva. Las componentes del par equivalente simple
M también pueden ser determinadas calculando la suma do los momentos
de las cuatro fuerzas dadas con respecto a un punto arbitrario. Si se elige al
punto D, se escribe

M= = (18in)j x (-30 Ib)k + f(9in.)j —(12 in)k] X (=20 Ib)i

después de calcular los diversos productos Cruz se tiene

li + (240 Ib min.)j + (180 Ib =jn.)I



PROBLEMA RESUELTO 3.7

Reemplace el pary la fuerza mostrados en la figura por una sola fuerza equi-
valente aplicada a la palanca. Determine la distancia desde el eje hasta el
punto de aplicacion de esta fuerza equivalente.

SOLUCION

Primero se reemplazan la fuerza y el par dados por un sistema equivalente
fuerza-par en O. La fuerza F = —400 N)j se mueve a O y al mismo tiem-
po se agrega un momento MO igual al momento con respecto a O, de la fuer-
za en su posicion original.

MO = OB x F = [(0.150 m)i + (0.260 m)j] x (-400 N)j
k = (60 N em)k

Este par se suma al par formado por las dos fuerzas de 200 N, cuyo momen-
toesigual a —{24 N =m)k y se obtiene un par cuyo momento es igual a —84
N em)k. Este dltimo par puede ser eliminado aplicando la fuerza F en un
punto C seleccionado de manera que

Entonces, se concluye

Solucién alternativa. Como el efecto de un par no depende de su
ubicacién, el par cuyo momento es igual a —24 N em)k puede trasladarse
a B, por tanto, se obtiene un sistema fuerza-par en B. Ahora el par puede
ser eliminado aplicando la fuerza F en un punto C elegido de manera que

Asi, se concluye

(BC) cos 60° = 0.060 m —60 mm BC
OC = OB + BC = 300 mm + 120 mm



RESOLUCION DE PROBLEMAS
EN FORMA INDEPENDIENTE

En esta leccion se estudiaron las propiedades de los pares. Para resolver los pro-
blemas que se presentan a continuacion es necesario recordar que el efecto neto
de un par consiste en producir un momento M. Como dicho momento es indepen-
diente del punto con respecto al cual se calcula, M es un vector libre y, por tanto,
permanece inalterado a medida que se mueve de un punto a otro. Ademas, dos pa-
res son equivalentes (esto es, ambos tienen el mismo efecto sobre un cuerpo rigi-
do dado) si producen el mismo momento.

Al determinar el momento de un par, pueden aplicarse todas las técnicas vistas ante-
riormente para calcular momentos. Ademas, corno el momento de un par es un vec-
tor libre, debe ser determinado empleando el punto que resulte mas conveniente.

En virtud de que el Unico efecto de un par es producir un momento, es posible re-
presentar un par por medio de un vector, el vector (le par, que es igual al momento
del par. El vector de par es un vector libre y sera representado por un simbolo es-
pecial, x? para distinguirlo de los vectores de fuerza.

Al resolver los problemas propuestos de esta leccidon se tendran que llevar a cabo las
siguientes operaciones:

I. Sumar dos 0 méas pares. Esto resulta en un nuevo par cuyo momento se ob-
tiene con la suma vectorial de los momentos de los pares dados [problema resuelto
3 6],

2. Reemplazar a una fuerza por un sistema equivalente fuerza-par en un
punto especificado. Como se explico en la seccion 3.16, la fuerza del sistema
fuerza-par es igual a la fuerza original, mientras que el vector de par requerido es
igual al momento de la fuerza original con respecto al punto dado. Ademas, es im-
portante sefialar que la fuerza y el vector de par son perpendiculares entre si. Por el
contrario, se concluye que un sistema fuerza-par se puede reducir a una sola fuerza
solo si la fuerza y el vector de par son mutuamente perpendiculares (véase el si-
guiente parrafo).

3. Reemplazar un sistema fuerza-par (con F perpendicular a Mj con una
solafuerza equivalente. Obsérvese que el requisito de que F v M sean mutua-
mente perpendiculares se cumplira en todos los problemas bidimensionales. La
fuerza equivalente Unica es igual a F y se aplica en forma tal que su momento con
respecto al punto original de aplicacion sea igual a M [problema resuelto 3.7],



Problemas

3.68 Una placa de acero esta sometida a la accion de dos pares, segin
muestra la figura. Determine a) el momento del par formado por las dos
fuerzas de 40 N, h) el valor de a si el = 820 mm, y la resultante de los
dos pares es de 8 N =m en sentido contrario al de las manecillas del reloj,
¢) ladistancia perpendicular entre las dos fuerzas de 24 N si la resultante de
los dos pares es cero.

ar
Figura P3.68

3.69 Una pieza de madera laminada en la que se estan taladrando su-
cesivamente varios orificios se asegura a un banco de trabajo por medio de
dos clavos. Si el taladro ejerce un par de 12 N m sobre la pieza de made-
ra, determine la magnitud de las fuerzas resultantes aplicadas a los clavos si
éstos se encuentran a) en AyB,b) enByC,c) en AyC.

3.70 La placa de acero mostrada en la figura sostiene seis rodillos ten-
sores de 2 in. de diametro montados sobre la placa. Dos bandas planas pasan
alrededor de los rodillos, de los cuales Ay D se ajustan para que la tension en
cada banda sea de 10 Ib. Determine a) el par resultante que actlia sobre la pla-
casia = 8in.,b) el valor de a parael cual el par resultante que actlla sobre la
placa es de 480 Ib - in. en el mismo sentido que las manecillas del reloj.

Figura P3.70
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3.71 Dos clavijas de 2.4 in. de didmetro estan montadas en 4y C so-
bre una placa de acero, y dos barras estdn conectadas a la placa en By fi.
Se pasa una cuerda alrededor de las clavijas y se jala como indica la figura,
mientras que las barras ejercen fuerzas de 2.5 Ib sobre la placa tal como se
muestra, a) Determine el par resultante que acttia sobre laplacasi T = 9 Ib.
b) Si inicamente se usa la cuerda, ;en qué direccion deberia jalarse para ge-
nerar el mismo par con la minima tension? ¢) Determine el valor de esa ten-
sién minima.

Figura P3.71

3.72 Los dos ejes de un reductor de velocidad estan sometidos a la ac-
cion de los pares Mx= 18 Nemy = 7.5 N em, respectivamente. Reem-
place ambos pares por un solo par equivalente v especifique su magnitud y
la direccion de su eje.

3.73y 3.74 Si P =0, reemplace los dos pares restantes por un solo
par equivalente; especifique su magnitud v la direccion de su eje.

z
Figura P3.72

Figura P3.73y P3.76 Figura P3.74 y P3.75

3.75 Si P =90 N, reemplace los tres pares por un solo par equivalen-

te; especifique su magnitud y la direccion de su eje.

3.76 Si P = 52.5 Ib, reemplace los tres pares por un solo par equiva-

lente; especifique su magnitud y la direccion de su eje.

Problemas
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Figura P3.77

Figura P3.78

27 m 45 m

Figura P3.81

118

3.77 Durante un proceso de manufactura, se taladran simultdneamen-
te tres agujeros en una pieza de trabajo. Si los agujeros son perpendiculares a
la superficie de la pieza de trabajo, reemplace los pares aplicados a las brocas
por un solo par equivalente; especifique su magnitud y la direccién de su eje.

3.78 Una fuerza P con magnitud de 160 N se aplica a la mano de un
hombre como se muestra en la figura. Sustituya P con un sistema equivalen-
te fuer/a-par en a) el codo B, b) el hombro C.

3.79 Una fuerza vertical P de 135 N se aplica en A a la ménsula que
se muestra en la figura, la cual se sostiene por medio de los tomillos coloca-
dos en By C. a) Reemplace P con un sistema fuerza-par equivalente en B.
b) Encuentre las dos fuerzas horizontales en B y C que son equivalentes al
par obtenido en el inciso a).

3.80 Una fuerza P de 700 N se aplica en el punto A de un elemento
estructural. Reemplace P con a) un sistema equivalente fuerza-par en C,
b) un sistema equivalente constituido por una fuerza vertical en B y una se-
gunda fuerza en D.

Figura P3.79 Figura P3.80

3.81 Un remolcador ejerce una fuer/a de 2.8 kN a lo largo de su eje,
en el punto B, sobre una barcaza. Reemplace la fuerza aplicadaen B con un
sistema equivalente formado por dos fuerzas paralelas aplicadas en Ay C.

3.82 Un disefiador de jardines trata de colocar en posicién vertical un
arbol aplicando una fuerza de 54 Ib, como indica la figura. Después, dos ayu-
dantes intentan hacer lo mismo jalando, uno de ellos, en By, el otro, empu-

Figura P3.82



jando con una.fuerza paralela en C. Determine estas dos fuerzas de tal for-
ma que sean equivalentes a la fuerza Unica de 54 Ib mostrada.

3.83 Un disefiador de jardines trata de colocar en posicion vertical el
arbol do la figura P3.82 al aplicar una fuerza de 54 Ib. a) Reemplace esta
fuerza con un sistema equivalente fuerza-par aplicado en C. b) Dos ayudan-
tes intentan hacer lo mismo con el arbol, uno aplica una fuerza horizontal en
C y el otro jala en B. Determine estas dos fuerzas si son equivalentes a la
fuerza Unica dol inciso a).

3.84 Una fuerzay un par se aplican a una viga, a) Reemplace este sis-
tema con una sola fuerza F aplicada en el punto G, v determine la distancia
d. b) Resuelva el inciso a) suponiendo que se intercambian las direcciones
de las dos fuerzas de 150 Ib.

3.85 Tres trabajadores tratan de mover una caja do madera de 1x
1 x 12 ni aplicando las tros fuerzas horizontales que se muestran en la fi-
gura. a) Si P = 240 N, reemplace las tres fuerzas con un sistema fuerza-par
equivalente en A. b) Reemplace el sistema fuerza-par del inciso a) por una
sola fuerza, y determine el lugar del lado AB sobre el que deberia aplicarse,
¢) Determine la magnitud de P, de tal forma que las tres fuerzas puedan
reemplazarse por una sola fuerza aplicada en B.

Figura P3.85

3.86 Para abrir una vélvula de agua instalada en el suelo, dos trabaja-
dores aplican las fuerzas horizontales indicadas en la figura sobro la manija
do la vélvula roscada. Muestre que estas fuerzas son equivalentes a una sola
fuerza y especifique, si es posible, el punto do aplicacion de dicha fuerza so-
bre la manija ABC.

3.87 Tres cables conectados a un disco ejercen sobre éste las fuerzas
indicadas en la figura, a) Reemplace las tres fuerzas con un sistema fuerza-
par equivalente en A. b) Determine la fuerza Unica que es equivalente al sis-
tema fuerza-par obtenido on el inciso a), y especifique su punto de aplica-
cion sobre la linea que pasa por los puntos Ay D.

Figura P3.86

Figura P3.87

320 N
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120  cuerpos rigidos: sistemas equivalentes 3.88 Una fuerzay un par que pertenecen al plano tjz se aplican al ex-
de fuerza tremo de una viga de patin ancho en voladizo. Este sistema debe reempla-
zarse por una sola fuerza equivalente, a) Para 6 = 15°, determine la magni-
tud y la linea de accion de la fuerza equivalente, b) Determine el valor de 0
si la linea de accién de la fuerza equivalente debe intersecar a la linca que
pasa por los puntos B y C a 40 mm por arriba de C.

3.89 Una placa trapezoidal esta sometida a la fuerza P y al par que se
muestran en la figura. Determine «) el punto de aplicacion sobre la placa de
la fuerza F minima equivalente al sistema dado, h) la magnitud y la direc-
cion de F.

80 ruin

Figura P3.88 160 mm
i

360 N

Figura P3.89

3.90 Una fuerza excéntrica y compresiva P de 250 kN se aplica al ex-
tremo de una columna. Reemplace P con un sistema fuerza-par equivalen-
teen G.

Figura P3.90

3.91 Dos trabajadores usan bloques y polipastos conectados a la par-
te inferior de una viga | para elevar un graft tanque cilindrico. Si la tension
en la cuerda AB es de 54 Ib, reemplace la fuerza ejercida en A por la cuer-
da AB con un sistema equivalente fuerza-par en E.

3.92 Dos trabajadores usan bloques y polipastos conectados a la par-
te inferior de una viga | para elevar un gran tanque cilindrico. Si la tension
en la cuerda CD es de 61 Ib, reemplace la fuerza ejercida en C por la cuer-

Figura P3.91 y P3.92 da CD con un sistema equivalente fuerza-par en O.



3.93 Lagruade brazo mostradaen la figura se orienta de manera que
su aguildon AD sea paralelo al eje x y se utiliza para mover una caja pesada.
Si latension on el cable AB es de 10.5 kN, reemplace la fuerza ejercida por
el cable en A con un sistema equivalente fuerza-par en el centro O de la ba-
se de la grda.

3.94  Un plomero aplica una fuerza de 220 N sobre el mango de unalla-
ve. mientras retira una conexién del extremo de un tubo. Si la llave v la fuer-
za pertenecen a un plano vertical paralelo al planoyz, reemplace la fuerzacon
un sistema equivalente fuerza-par en el origen del sistema coordenado.

Figura P3.94

3.95 Una fuerza F de 63 Iby un par M de 560 Ib min. se aplican a la
esquina A del blogue mostrado en la figura. Reemplace el sistema fuerza-
par dado con un sistema equivalente fuerza-par en la esquina D.

3.96 El pulidor manual de una rectificadora industrial en miniatura
pesa 2.4 Ny su centro de gravedad esté localizado sobre el eje y. La cabeza
del pulidor esta desviada del plano xz de manera que la linea BC forma un
angulo de 25° con la direccion x. Muestre que el peso del pulidor manual y
los dos pares Mi y M2 se pueden reemplazar con una sola fuerza equivalen-
te. Ademés, suponiendo que Mj = 0.068 N emy M* = 0.065 N em. deter-
mine a) la magnitud y la direccion de la fuerza equivalente, b) el punto don-
de su linea de accion interseca al plano xz.

Figura P3.96

Figura P3.93

Figura P3.95
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Figura 3.41

3.97 Unafuerza F, de 20 Ib Vun par M, de 40 Ib =ft se aplican en la
esquina E do la placa doblada que se muestra en la figura. Si F] y Mj de-

3.17. REDUCCION DE UN SISTEMA DE FUERZAS
A UNA FUERZA Y UN PAR

Considérese un sistema de fuerzas F|, F2, F3, . . . que actian sobre
un cuerpo rigido en los puntos A], A2, A3, . . . definidos por los vecto-
res de posicion rx r2, r3, etc. (figura 3.41r/). Como se vio en la seccion
anterior, F, puede ser trasladada de Ai a un punto dado O, si se agre-
ga al sistema original de fuerzas un par de momento M (, igual al mo-
mento i'i x F] de Fj con respecto a O. Si se repite este procedimien-
tocon F2, Fi,. . ., se obtiene el sistema mostrado en la figura 3.41/?,
gue consta de: las fuerzas originales, ahora actuando en O, y los vec-
tores de par que han sido agregados. Como ahora las fuerzas son con-
currentes, pueden ser sumadas vectorial mente y reemplazadas por su
resultante R. De manera similar, los vectores de par M,, M2, M3, . . .
pueden sumarse vectorialmente y ser reemplazados por un solo vector
de par M". Por tanto, cualquier sistema de fuerzas, sin importar qué
tan complejo sea, puede ser reducido a un sistema equivalente fuerza-
parque actda en un punto dado O (figura 3.41c). Se debe observar que
mientras cada uno de los vectores de par Mi, Ma, Mr? . . ., en la fi-
gura 3.41/ es perpendicular a la fuerza que le corresponde, en gene-
ral la fuerza resultante R v el vector de par resultante M?>en la figu-
ra 3.41c no serén perpendiculares entre si.

b) c)



El sistema equivalente fuerza-par esta definido por las ecuaciones
R = 2F Mo = 2MO0 = E(r x F) (3.52)

las cuales expresan que la fuerza R se obtiene sumando todas las fuer-
zas del sistema, mientras que el momento del vector de par resultante
Mo, denominado momento resultante del sistema, se obtiene sumando
los momentos de todas las fuerzas del sistema con respecto a O.

Una vez que un sistema de fuerzas dado se lia reducido a una fuer-
za y un par que actua en el punto O, dicho sistema puede reducirse a
una fuerzay un par actuando en cualquier otro punto O'. Mientras que
la fuerza resultante R permanecerd inalterada, el nuevo momento resul-
tante Mo' sera igual a la suma de Mf, y el momento con respecto a O'
de la fuerza R unida a O (figura 3.42). Entonces se tiene

Mfr = Mo + s X R (3.53)

En la practica, la reduccion de un sistema de fuerzas dado a una so-
la fuerza R actuando en O v un vector de par Mo sera llevada a cabo en
términos de las componentes. Descomponiendo cada vector r y cada
fuerza F del sistema en sus componentes rectangulares, se escribe

_1
1

xi + fj+ ~k (3.54)
Fxi + FJ + Fzk (3.55)

'I'I
1

Al sustituir r v F en (3.52) y factorizar a los vectores unitarios i, j y Kk,
se obtiene la siguiente expresion para R y M*“:

R=Rxi + /7y + Rzk Mf, = Ai?i + Myj + M~k (3.56)

Las componentes Rx, Rr R. representan, respectivamente, las sumas
de las componentes .t, y y z de las fuerzas dadas v miden la tendencia
del sistema a impartir al cuerpo rigido un movimiento de traslacién en
la direccion de x, y 0 z. Asimismo, las componentes M*, My, Mz re-
presentan la suma de los momentos de las fuerzas dadas con respecto
a, respectivamente, los ejes X, y y z y miden la tendencia del sistema
a impartir al cuerpo rigido un movimiento de rotacion alrededor de los
ejes, X,y oz

Si se desea conocer la magnitud y la direccién de la fuerza R, éstas
se pueden obtener a partir de las componentes Rx, R,, y R, por medio de
las relaciones (2.18) y (2.19) de la seccion 2.12; célculos similares pro-
porcionaran la magnitud y la direccién del vector de par Mo-

3.18. SISTEMAS EQUIVALENTES DE FUERZAS

En la seccidn anterior se vio que cualquier sistema de fuerzas que ac-
tUa sobre un cuerpo rigido puede reducirse a un sistema fuerza-par ac-
tuando en un punto dado O. Este sistema equivalente fuerza-par ca-
racteriza completamente el efecto del sistema de fuerzas dado sobre el
cuerpo rigido. Por tanto, dos sistemas de fuerzas son equivalentes
pueden ser reducidos al mismo sistemafuerza-par en un punto dado
O. Recuérdese que el sistema fuerza par en O se define por medio de
las relaciones (3.52), se establece que dos sistemas de fuerzas Ft, F2,

3.18. Sistemas equivalentes de fuerzas

Figura 3.42

(04
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124 Cuerpos rigidos: sistemas equivalentes
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Fotografia 3.3 Al analizar el movimiento del
barco, las fuerzas ejercidas sobre éste por la
cuerda de remolque y por el remolcador de
la parte trasera se pueden reemplazar por un
sistema equivalente fuerza-par.

F3,. .., yFi, FJ, F;,. . .,que actian sobre el mismo cuerpo rigido
son equivalentes si, y s6lo si, respectivamente, las sumas de lasfuerzas
y las sumas de, los momentos con respecto a un punto dado O de las
fuerzas de los dos sistemas son iguales. Expresadas en forma matema-
tica, las condiciones necesarias y suficientes para que los dos sistemas
de fuerzas sean equivalentes son las siguientes

2F = EF' 2Mo = sm;, (3.57)

Obsérvese que para demostrar que dos sistemas de fuerzas son equiva-
lentes, la segunda de las relaciones (3.57) se debe establecer con res-
pecto a un solo punto O. Sin embargo, ésta se cumplird con respecto
acualquier punto si los dos sistemas de fuerzas son equivalentes.

Al descomponer las fuerzas y los momentos de (3.57) en sus ele-
mentos rectangulares, pueden expresarse las condiciones necesarias y
suficientes para la equivalencia de dos sistemas de fuerzas que actlan
sobre un cuerpo rigido de la siguiente manera:

2FX= ZF'x 2Fy = 2F'y 2FZ= 1Fi

3.58
LMx = 2M" XM,, = IMy 2AL = 1M". ( )

Estas ecuaciones tienen una interpretacion fisica simple; expresan que
dos sistemas de fuerzas son equivalentes si tienden a impartirle al cuer-
po rigido 1) la misma traslaciéon en las direcciones de x, yy zy 2) la
misma rotacién alrededor de los ejes x, y y z respectivamente.

3.19. SISTEMAS EQUIPOLENTES DE VECTORES

Cuando dos sistemas de vectores satisfacen las ecuaciones (3.57) o
(3.58), esto es, cuando respectivamente sus resultantes y sus momen-
tos resultantes con respecto a un punto arbitrario O son iguales, se di-
ce que los dos sistemas son equipolentes. Por tanto, el resultado que
se acaba de establecer en la seccidn anterior se puede enunciar como
sigue: si dos sistemas defuerzas que actlian sobre un cuerpo rigido son
equipolentes, entonces ambos también son equivalentes.

Es importante sefialar que este enunciado no se aplica a cualquier
sistema de vectores. Considérese, por ejemplo, un sistema de fuerzas
gue actlan sobre un conjunto independiente de particulas que no for-
man un cuerpo rigido. Es posible que un sistema de fuerzas diferentes
gue actuan sobre las mismas particulas pueda ser equipolente al prime-
ro, esto es, que dicho sistema tenga la misma resultante y el mismo mo-
mento resultante. Sin embargo, como ahora actuaran diferentes fuerzas
sobre cada una de las particulas, los efectos de dichas fuerzas sobre es-
tas particulas seran diferentes; en un caso similar, aunque los dos siste-
mas de fuerzas sean equipolentes, no son equivalentes.

3.20. OTRAS REDUCCIONES DE UN SISTEMA
DE FUERZAS

En la seccion 3.17 se vio que cualquier sistema de fuerzas que actla
sobre un cuerpo rigido puede ser reducido a un sistema equivalente
fuerza-par en O, que consta de una fuerza R igual a la suma de fuer-



zas del sistema y de un vector de par \1g cuyo momento es igual al
momento resultante del sistema.

Cuando R = 0, el sistema fuerza-par se reduce a un vector de par
Mi). Entonces, el sistema de fuerzas dado puede ser reducido a un so-
lo par, que recibe el nombre de par resultante del sistema.

A continuacién se procede a investigar las condiciones necesarias
para que un sistema dado de fuerzas pueda ser reducido a una sola
fuerza. A partir de la seccién 3.16 se concluye que un sistema fuerza-
par en O puede ser reemplazado por una sola fuerza R que actta a lo
largo de una nueva linea de accion si R y son mutuamente per-
pendiculares. Por tanto, los sistemas de fuerzas que pueden ser redu-
cidos a una sola fuerza o resultante, son aquellos sistemas para los cua-
les la fuerza R y el vector de par Mo son mutuamente perpendicula-
res. Aunque, en general, esta condicién no se cumplird para sistemas
de fuerzas en el espacio, si se cumplira para sistemas constituidos por
f) fuerzas concurrentes, 2) fuerzas coplanares o 3) fuerzas paralelas.
Estos tres casos se estudiardn en forma separada.

1. Las fuerzas concurrentes estan aplicadas en el mismo punto
y, por tanto, pueden ser sumadas directamente para obtener
su resultante R. Por consiguiente, éstas siempre se reducen
a una sola fuerza. Las fuerzas concurrentes se analizan en de-
talle en el capitulo 2.

2. Las fuerzas coplanares actian en el mismo plano, el cual se
puede suponer que es el plano de la figura (figura 3.43a). La
suma R de las fuerzas del sistema también estara en el plano
de la figura, mientras que el momento de cada fuerza con res-
pecto al O y por consiguiente, el momento resultante M”, se-
ran perpendiculares a dicho plano. De esta forma, el sistema
fuerza-paren O est4 constituido por unafuerza R y por un vec-
tor de par Mo que son mutuamente perpendiculares (figura
3.43b). Estas fuerzas pueden reducirse a una sola fuerza R,
moviendo R en el plano de la figura hasta que su momento con
respecto a O sea igual a Mf>. La distancia desde O hasta la li-
nea de accion de R es <= M<V/R (figura 3.43c).

3) b)
Figura 3.43

'‘Como el vector Mj>es perpendicular al plano de la figura, éste se lia representado por el
simbolo V Un par con sentido contrario al movimiento de las manecillas del reloj " represen-
ta a un vector que apunta hacia fuera del plano de papel y un par con el sentido de las ma-
necillas del reloj ¢ representa a un vector que apunta hacia adentro del plano de papel.
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de fuerzas

Fotografia 3.4 Las fuerzas coplanares ejercidas
por los cuatro remolcadores sobre el barco
estadounidense Pasadena podrian reemplazarse
con una sola fuerza equivalente ejercida por un
remolcador.
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Figura 3.44

Figura 3.45

«)

r x=MfyR

b)

Como se sefialé en la seccion 3.17, la reduccion de un sis-
tema de fuerzas se simplifica considerablemente si las fuerzas
se descomponen en sus componentes rectangulares. De esta
manera, el sistema fuerza-par en O esta caracterizado por las
componentes (figura 3.44a).

fi, = Rj='ZFy M*= M2 =1M0  (3.59)

Para reducir el sistema de fuerzas a una sola fuerza R, se ex-
presa que el momento de R con respecto a O debe ser igual
a Mq. Representando con x yy las coordenadas del punto de
aplicacion de la resultante y teniendo en cuenta la formula
(3.22) de la seccién 3.8, se escribe

XRy - yRx= Mo

la cual representa laecuacion de lalinea de accion de R. Tam-
bién pueden determinarse en forma directa las interseccio-
nes con el eje xy con el eje y de la linea de accién de la re-
sultante, se observa que Mf; debe ser igual al momento con
respecto a O de la componente y de R cuando R esta unida
a B (figura 3.44/;) e igual también al momento de la compo-
nente x cuando R estd unida a C (figura 3.44c).

Lasfuerzas paralelas tienen lineas de accion paralelas y pue-
den o no tener el mismo sentido. Suponga que las fuerzas son
paralelas al eje y (figura 3.45a), se observa que su suma R tam-
bién sera paralela al eje y. Por otra parte, como el momento
de una fuerza dada debe ser perpendicular a dicha fuerza, el
momento con respecto a O de cada una de las fuerzas del sis-
temay, por consiguiente, el momento resultante Mo estara en
el planozx. De esta formael sistema fuerza-par en O esta cons-
tituido por una fuerza R y un vector de par M0 mutuamente

b) )



perpendiculares (figura 3.45b). Estas fuerzas se pueden redu-
ciraunasola fuerzaR (figura3.45c) 0. si R = 0, aun solo par
cuyo momento sea igual a Mf,.

En la préctica, el sistema fuerza-par en O esta caracteri-
zado por las componentes

Ry = EFy  M?=2MX M*=2M. (3.60)

La reduccion del sistema a una sola fuerza puede efectuarse
moviendo R a un nuevo punto de aplicacién A(x, 0, z) selec-
cionado de manera que el momento de R con respecto a O
sea igual a Mo, el cual se escribe

r XR = Mg
(ti + zk) x RJ = \(“i + Mfk

Al calcular los productos vectoriales e igualar los coeficientes
de los vectores unitarios correspondientes en ambos miem-
bros de la ecuacion se obtienen dos ecuaciones escalares que
definen las coordenadas de A:

-zR,, = M*“ xRy =

Estas ecuaciones expresan que los momentos de R con res-
pecto a los ejes xy z deben ser iguales a Mf y M f, respecti-
vamente.

*3.21. REDUCCION DE UN SISTEMA DE FUERZAS
A UNA LLAVE DE TORSION O TORSOR

En el caso general de un sistema de fuerzas en el espacio, el sistema
equivalente fuerza-par en O consta de una fuerza R y un vector de par
Mf), ambos distintos de cero, que no son perpendiculares entre si (fi-
gura 3.46a). Por tanto, el sistema de fuerzas no puede ser reducido a
una sola fuerza o a un solo par. Sin embargo, el vector de par puede
ser reemplazado por otros dos vectores de par obtenidos al descompo-
ner Mq en una componente M] a lo largo de R v una componente M>
en un plano perpendicular a R (figura 3.46;). Entonces, el vector de
par M2y la fuerza R pueden reemplazarse por una sola fuerza R que
actla a lo largo de una nueva linea de accion. Por tanto, el sistema ori-
ginal de fuerzas se reduce a R y al par vector Mj (figura 3.46¢), de es-
ta forma, el sistema se reduce a R y un par que actta en el plano per-
pendicular a R. A este sistema fuerza-par, en particular, se le conoce
como llave de torsion debido a que la combinacion resultante de em-
puje y torsion es la misma que se encuentra en las operaciones de per-

a) b)
Figura 3.46

3.21. Reduccién de un sistema de fuerzas 127
a una llave de torsion o torsor

Fotografia 3.5 Las fuerzas paralelas del viento
gue actlian sobre los sefialamientos de la
carretera, pueden reducirse a una sola fuerza
equivalente. La determinacion de esta fuerza
puede simplificar el célculo de las fuerzas que
actuan sobre los soportes del marco que sostiene
los sefialamientos.
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Fotografia 3.6 La accién de empujary girar,
asociadas con la operacion de apretar un tornillo
ilustra las lineas de accién colineales de la fuerza y
el vector de par que constituyen una llave de
torsién o torsor.

foracién y enroscado, asi como en apretar o aflojar tornillos. A la linea
de accidon de R se le conoce como eje ele la llave (le torsion y a la razén
p = M\/R se le denomina paso de la llave de torsién. Por consiguiente,
una llave de torsion estd constituida por dos vectores colineales, es-
pecificamente, una fuerza R y un vector de par

Mx=:R (361)

Recuerde la expresion (3.35), obtenida en laseccion 3.9 para la proyec-
cion de un vector sobre la linea de accién de otro vector, se observa que
la proyeccion de Mo sobre la linea de accién de R es igual a

Mi =
R

Por tanto, el paso de una llave de torsién puede ser expresado comol

p=n (3-62)

Para definir el eje de una llave de torsion se puede escribir una re-
lacién que involucre al vector de posicién r de un punto arbitrario P
localizado sobre dicho eje. Fijando la fuerza resultante R y el vector
de par M, en P (figura 3.47) y expresando que el momento con res-
pecto a O de este sistema fuerza-par, es igual al momento resultante
Mo del sistema original de fuerzas, se escribe

M, + r x R= Mo (3.63)
0, de acuerdo con la ecuacion (3.61),

PR + r x R = Mf, (3.64)

'Las expresiones obtenidas para la proyeccién del vector de par sobre la linea de accién
de R y para el paso de una llave de torsion son independientes de la selecciéon del punto
O. Utilizando la relacién (3.53) de la seccion 3.17, se observa que si se hubiera empleado
un punto diferente O", el numerador en (3.62) hubiera sido

R eMf- = R «(M” + s X K!I = K*M?, + R =(s X R)
(jorno el triple producto escalar 8 mis x R) es igual a cero, se tiene que
R eMg- = R =Mg

Por tanto, el producto escalar R «Mo es independiente de la seleccién del punto O.



PROBLEMA RESUELTO 3.8

Una viga de 4.80 in de longitud esta sujeta a las fuerzas mostradas en la fi-
gura. Reduzcase el sistema de fuerzas dado a a) un sistema equivalente fuer-
za-par en A, b) un sistema equivalente fuerza-par en B y c¢) una sola fuerza
9 0 resultante.
Nota: Como las reacciones en los apoyos no estan incluidas en el sistema
de fuerzas dado, el sistema no mantendréa la viga en equilibrio.

a) Sistema fuerza-par en A. El sistema fuerza-par en A equivalente
al sistema de fuerzas dado consta de una fuerza R y de un par Mf definidos

€omo sigue:
R = XF
= (150 N)j - (600 N)j + (100 N)j - (250 N)j = -(600 N)j
= X(rx F)

= (1.61) x (—600j) + (2.8i) x (100j) + (4.8!) x (—250j)
= —{1880 N =m)k

Por tanto, el sistema equivalente fuerza-par en A esta dado por

R =600 NI Mf = 1880 Neni] 4
1 b) Sistema fuerza-par en R. Se pretende encontrar un sistema
_ fuerza par en B equivalente al sistema fuerza-par en A determinado en el in-
) y (600 N)j - . :
«| SSO N-niik cisoa). La fuerza R permanece inalterada, pero se debe determinar un nuevo
par M/j cuyo momento sea igual al momento con respecto a B del sistema
(AEE C ) fuerza-par encontrado en el inciso a). Por tanto, se tiene que
« Vg
4.8 m- (2 580 \-m)k Mg = Mf + BAXR
= -(1 880 N em)k + (-4.8 m)i x (-600 N)j
) = -(1 880 N *mjk + (2880 N em)k = +(1 000 N *m)k
8(6(K) N)j

De esta fonna, el sistema fuer/a-par en B esta dado por

VK R =600 Ni |\g:

(1 000 N-mi k

c) Fuerza Unica o resultante. La resultante del sistema de fuerzas
dado es igual a R y su punto de aplicacion debe ser tal que el momento de
R con respecto a A sea igual a M f. El cual se escribe

(600 N)j FXR =
mlpi x! x (—600 N)j = —1 880 N *m)k
m fi A J L , —*(600 N)k = -(1 880 N =m)k
. B
mV\BrS]sI y se concluye que x = 3.13 m. Por tanto, la fuerza Gnica equivalente al sis-

tema dado esta definida como

R =600 N | Xx=313m <

M I1E Ii

SM
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M$= -1 035k
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PROBLEMA RESUELTO 3.9

Se usan cuatro romolcadores para llevar a un trasatlantico a su muelle. Cada
remolcador ejerce una fuorzade 5 000 Ib en la direccion mostrada en la figu-
ra. Determine; a) el sistema equivalente fuerza-par en el mastil mayor O y
h) el punto sobre el casco donde un solo remolcador més potente deberia em-
pujai al barco para producir el mismo efecto que los cuatro remolcadores ori-
ginales.

SOLUCION

a) Sistema fuerza-par en O. Cada una de las fuerzas se descompo-
ne en sus componentes en el diagrama mostrado (las unidades empleadas
son kips). El sistema fuerza-par en O equivalente al sistema de fuerzas da-
do consta de una fuerza R y de un par M” definidos como sigue:

R = 2F
= (2.50i - 4.33)) 4 (3.00i - 4.00j) + (- 5.00j) + (3.54i + 3.54j)
= 9.041 - 9.79]

Mo = 2(r x F)

= (—90i + 50j) x (2.50i - 4.33))

+ (100K + 70j) X (3.00i - 4,(K)j)

+ (400i + 70j) x (—5.00))

+ (3(K)i - 70j) x (3.541 + 3.54))

(390 - 125 - 400 - 210 - 2000 + 1062 + 248)k
-1 035k

Por tanto, el sistema equivalente fuerza-par en O est4 dado por
R = (9.04 kips)i —(9.79 kips)j Me -(1 035 kips =ft)k
R = 13.33 kips "47.3° lo = 1035 kips -ftJ <

Comentario. Como todas las fuerzas estan contenidas en el plano do la
figura, podria haberse anticipado que la suma do sus momentos iba a ser per-
pendicular a dicho plano. Obsérvese que el momento de la componente do
cada fuerza pudo obtenerse directamente a partir del diagrama mostrado que
forma, primero, el producto de la magnitud de dicha componente con una
distancia perpendicular hasta O y luego le asigna a este producto un signo
positivo 0 negativo segun el sentido del momento.

b) Remolcador Unico. La fuerza ejercida por un solo remolcador
debe ser igual a R y su punto de aplicacion A debe ser tal que el momento
de R con respecto a O sea igual a Mo- Si se observa que el vector de posi-
cion de A es

r=xti+ 70j
se escribe

r X
(i + 70j) x (9.041 - 9.79j) = -1 035k
—x(9.79)k - 633k = -1 035k x=4L1ft <

MM
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PROBLEMA RESUELTO 3.10

Tres cables estdn unidos a una ménsula, como se muestra en la figura.
Reemplace las fuerzas que ejercen los cables por un sistema equivalente
fuerza-par en A

1999\

SOLUCION

Primero se determinan los vectores de posicion relativa trazados desde
el punto A hasta los puntos de aplicacién de cada una de las fuerzas y se
descomponen las fuerzas en sus componentes rectangulares. Observe que
Fk= (700 N)XBE, donde
BE  75i - 150j + 50k
BE ~ BE ~ 175
Con el uso de metros y newtons se tiene
rB/A= AB = 0.0751 + 0.050k  F,
rc/A = AC = 0.0751 - 0.050k  Fc = 707i - 707k
ro/la= AD = 0.100i - 010J FO = 6(K)i + 1 039j
El sistema fuerza-par en A, equivalente al sistema de fuerzas dado, cons-
ta de una fuerza R = SF y de un par = 2(r x F). La fuerza R se obtie-
ne facil al sumar, respectivamente, las componentes x. y v z de las fuerzas:
R = 2F = (1607 N)i + (439 N)j - (507 N)k <

El calculo de M” se simplifica si los momentos de las fuerzas se expresan en
forma de determinantes (seccion 3.8):

.300i - 600j + 200k

i i k
J
Mo/a x _ 0.075 0 0.050 = 30i -45k
300 -600 200
i j k
rCA X Fc — 0.075 0 -0.050 =
707 0 -707
i i k
va/a x Ed « 02100 -0.100 O - 163.9k
600 1039 O

Con la suma de las expresiones obtenidas, se tiene
M =2(r x F) = (30 N *m)i + (17.68 N *m)j + (1189 N em)k <

Las componentes rectangulares de la fuerza R y del par se muestran en
el croquis adjunto.



(240 kip*tt};
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Una losa de cimentacion cuadrada soporta las cuatro columnas mostradas en
la figura. Determine la magnitud y el punto de aplicacion de la resultante de
las cuatro cargas.

KS5S

«

SOLUCION

Primero, el sistema de fuerzas se reduce a un sistema fuerza-par en el ori-
gen del sistema de coordenadas O. Este sistema fuerza-par consta de una
fuerza R y un vector de par Mo que se definen de la siguiente forma:

Se determinan los vectores de posicion de los puntos de aplicacion de cada
una de las fuerzas y los célculos so arreglan en forma tabular.

I0i
I0i + 5k
4i + 10k

Como la fuerza R v el vector de par Vi’ son mutuamente perpendicu-
lares, el sistema fuerza-par obtenido puede reducirse alin mas a una sola
fuerza R. El nuevo punto de aplicacion de R sera seleccionado en el plano
de la losa de manera que el momento de R con respecto a O sea igual a M*.
Si se representa con r al vector de posicion del punto de aplicacién deseado
y con X'y z a sus coordenadas, se escribe

r XR
(xi + zK) x (—80j)
—80.tk + 8(tei

a partir de lo escrito, se encuentra que

80% = -280 80z = 240
X - 3.50 ft z=3.00ft

350 ft. z = 3.00 ft

wmj.

w Im m
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PROBLEMA RESUELTO 3.12

Dos fuerzas de la misma longitud P actian sobre un cubo con aristas de igual
longitud, como se muestra en la figura. Reemplace las dos fuerzas por una
llave de torsion equivalente y determine: a) la magnitud y direccion de la
fuerza resultante R, b) el paso de la llave de torsion y c) el punto donde el
eje de la llave de torsién interseca al plano yz.

SOLUCION

Sistema equivalente fuerza-par en O. Primero se determina el sis-
tema equivalente fuerza-par en el origen O. Se observa que los vectores de
posicién de los puntos de aplicacion F y D de las dos fuerzas dadas son: vt
= ai +aj yrD=aj + ak. La resultante R de las dos fuerzas y el momento
resultante de dichas fuerzas con respecto a O estan dados por

R=F1+F2=Pi+ Pj=P(it+]) o)
Mo =rE£ XF] + rDXF2= (ai + aj) x Pi + (aj +«k) X fj
= —P«k - Pax = —Pa(i + k) )

«) Fuerza resultante R. A partir de laecuacion (1) y del croquis ad-
junto se concluye que la fuerza resultante R tiene una magnitud R = fV 2,
se encuentra en el plano xy y forma angulos de 45° con los ejes x y iy, Por
tanto,

R=PV.2 ti, = 0, = 45° 0.=90° <
b) Paso de la llave de torsion. De acuerdo con la formula (3.62) de

la seccion .321 y las ecuaciones (1) y (2) que se acaban de presentar, se es-
cribe

R-Mg P(@i+j) =(~-Pa)(i + k) -P2a(\+0+0)
P= R (PV2)2 2P;,
e) Eje de la llave de torsién. A partir de los resultados anteriores y

de la ecuacion (3.61), se concluye que la llave de torsion consta de la fuerza
R encontrada en (1) y del vector de par

MizpR= —-P(i+]) = ' (i+]) )

Para determinar el punto donde el eje de la llave de torsion interseca al plano
yz, se expresa que el momento de la llave de torsién con respecto a O es
igual al momento resultante Mf, del sistema original:

Mj +r x R=Mo
o a notarquer : yj ;k ysustituir R, Mgy Mr apartir de las ecuaciones

1), @y @),
_PZ"(i + )+ (@ + k) XP( +j) = —Pai + K
F;al'_ F;a_j —Pyk + Pzj - Pzi = —Pai- Pak

Si se igualan los coeficientes de k y, después, los coeficientes dej, se encuentra
que

y —a z=al2 ~

mm

*

mBa



RESOLUCION DE PROBLEMAS
EN FORMA INDEPENDIENTE

Esta leccion estuvo dedicada a la reduccién y simplificacion de sistemas de fuerzas.
Al momento de resolver los problemas propuestos, se pide que se lleven a cabo las
operaciones que se describen a continuacion.

1. Reduccién de un sistema de fuerzas dado a unafuerza y un par que ac-
tdan en un punto dado A. La fuerza R es la resultante del sistema y se obtie-
ne sumando las fuerzas que lo constituyen; el momento del par es el momento re-
sultante del sistema y se obtiene sumando los momentos con respecto a A de las
fuerzas que lo constituyen. Asi, se tiene que

R =EF = E(r X F)

donde el vector de posicién r se traza desde A hasta cualquier punto a lo largo de
la linea de accién de F.

2. Traslacion de un sistemafuerza-par desde un punto A hasta un punto B.
Si después de que se habia reducido a un sistema fuerza-par en el punto A se desea
reducir un sistema de fuerzas dado a un sistema fuerza-par en el punto B. no se ne-
cesita llevar a cabo el calculo de los momentos de las fuerzas con respecto aB. La re-
sultante R permanece inalterada)' el nuevo momento resultante Me se puede obte-
ner sumandole a M* el momento con respecto aB de la fuerza R aplicada en A [pro-
blema resuelto 3.8]. Si se representa con s el vector trazado desde B hasta A, se pue-
de escribir

Mg = Ma +s XR

3. Verificacion de que dos sistemas de fuerzas sean equivalentes o no.  Pri-
mero se reduce cada sistema de fuerzas a un sistema fuerza-par en el mismo pun-
to arbitrario A (como se explicé en el parrafo 1). Los dos sistemas son equivalen-
tes (esto es, tienen el mismo efecto sobre el cuerpo rigido en consideracion) si los
dos sistemas fuerza-par que se obtuvieron son idénticos, esto es, si

EF = EF' y SMa=EM~”

Se debe reconocer que si no se cumple la primera de estas ecuaciones, esto es, si los
dos sistemas no tienen la misma resultante R, estos sistemas no pueden ser equiva-
lentes y, por tanto, no hay necesidad de verificar si se cumple o no la segunda ecua-
cion.

4. Reduccion de un sistema de fuerzas dado a una solafuerza. Primero se
reduce el sistema de fuerzas dado a un sistema fuerza-par en un punto conveniente
A donde dicho sistema consta de la resultante R y del vector de par M“ (esto se
lleva a cabo como se explicé en el punto 1). Se recordard, de la leccién anterior,
qgue es posible reducir ain mas el sistema a una sola fuerza sélo si lafuerza R ij el



vector de par son mutuamente perpendiculares. Con toda seguridad, éste sera
el caso para sistemas de fuerzas constituidos por fuerzas que son concurrentes,
coplanares o paralelas. En este sentido, la fuerza Unica que se desea encontrar
puede obtenerse del mismo modo que se hizo en varios problemas de la leccion
anterior, moviendo R hasta que su momento con respecto a A sea igual a M”. Con
mas formalidad se puede escribir que el vector de posicion r trazado desde A hasta
cualquier punto a lo largo de la linea de accion de R debe satisfacer la ecuacion

rXR=M"

Este procedimiento fue utilizado en los problemas resueltos 3.8, 3.9 y 3.11.

5. Reduccién de un sistema defuerzas dudo a una llave de torsién. Si el sis-
tema de fuerzas dado esta constituido por fuerzas que son concurrentes, coplana-
res o paralelas, el sistema equivalente fuerza-par en un punto A consistird de una
fuerza R y de un vector de par MA que, en general, no van a ser mutuamente per-
pendiculares. (Para verificar si R y M* son mutuamente perpendiculares, se forma
su producto escalar. Si este producto es igual a cero, entonces los vectores en cues-
tion son mutuamente perpendiculares; de lo contrario, no son perpendiculares en-
tre si.) Si R y M4 son mutuamente perpendiculares, el sistema fuerza-par (por tan-
to, el sistema de fuerzas dado) no se puede reducir a una solafuerza. Sin embargo,
el sistema se puede reducir a una llave de torsién —la combinacién de una fuerza
R y un vector de par Mj que estan dirigidos a lo largo de una linea de accién co-
muUn que se conoce como el eje de la llave de torsion (figura 3.47)—. El cociente
p = Mi/R recibe el nombre de paso de la llave de torsién.

Para reducir un sistema de fuerzas dado a una llave de torsion, se deben seguir los
siguientes pasos:

a) Reducir el sistema de fuerzas dado a un sistema equivalente fuerza-par
(R, Mq), localizado, comunmente, en el origen O.

h) Determinar el paso p a partir de la ecuacion (3.62)

P= = (3'62)
y el vector de par a partir de Mt = pR.

c) Expresar que el momento con respecto a O de la llave de torsion es igual
al momento resultante Mf, del sistema fuerza-par en O:

Mi + r x R = Mf, (3.63)

Esta ecuacion permite determinar el punto donde la linea de accién de la llave de
torsion interseca un plano especificado puesto que el vector de posicion r esta di-
rigido desde O hasta dicho punto.

Estos pasos se muestran en el problema resuelto 3.12. Aunque pueda parecer difi-
cil la determinacion de una llave de torsion y del punto donde su eje interseca a
un plano, el proceso es simplemente la aplicacion de varias de las ideas y técnicas
gue han sido desarrolladas en este capitulo. Por tanto, una vez que se ha dominado
completamente todo lo relacionado con la llave de torsién, se puede confiar en que
se ha comprendido una buena parte del capitulo 3.



Problemas

3.98 Unaviga de 5 in de longitud se somete a cierta diversidad de car-
gas. a) Reemplace cada tipo de carga con un sistema equivalente fuerza-par
en el extremo B de la viga, h) ;Cuéles de las cargas mostradas son equivalen-

tes?
100 N 600 N i 200\
0.6 KNFm
2kN-m w 2 k\- 200 N
a) b)
1200 N 800 N 200 N
m
C C igffi:- . mm-- - )
SA - .
14 IcN-ni 16 kN m A
200 N 0 d)
500 N 400 N I 10N
8.6 kiNkan |
mr-"* m sm z X =
3SkN-m 0.3 kN«
|
e) 1400 N f)
250 N I'sO n
C Ee: _ )
0.65 KN-m :
h)

3.99 Una viga de 5 m de longitud se carga de la forma indicada en la
figura. Determine qué carga del problema 3.98 es equivalente a esta carga.

3.100 Paralavigay las cargas que se muestran en la figura, determine

la fuerza Unica equivalente y la distancia desde el extremo A hasta su linea

KX oni de accién. Considere a) F,, = 200 N j, MH= 100 N *m, b) Ffi= 100 N f.
Mo = -600 Nem,c) F,, = I N A, = -200 Nem

oto0\

200 X-m
Figura P3.100



3.101 Cinco sistemas fuerza-par diferentes actian en las esquinas del
bloque de metal moldeado de la forma que muestra la figura. Determine
cual de estos sistemas es equivalente a la fuerza F = (2 Ib)j y id par de mo-
mento M = (48 Ib «in.)i + (32 Ib =in.)k ubicado en el punto A.

Figura P3.101

3.102 L masas de dos nifios sentados on los extremos Ay B de un
balancin son de 38 y 29 kg, respectivamente. Determine dénde debe sentar-
se un tercer nifio si la resultante de las fuerzas de los pesos de los tres nifios
debe pasar por C, y si la masa de la nifia es de a) 27 kg, b) 24 kg.

3.103 La figura muestra a tres excursionistas cruzando un puente. Si
sus pesos en los puntos C, D y E son de 200, 175y 135 Ib, respectivamen-
te, determine a) la distancia horizontal desde A hasta la linea de accién de
la resultante de los tres pesos sia = 3.3 ft, b) el valor de a cuando las cargas
sobre los soportes del puente en Ay B son iguales.

3.104 Al conducir un camién sobre una bascula, se determind que las
cargas sobre los ejes delantero y trasero eran de 18y 12 kN, respectivamen-
te, cuando el camion se encontraba vacio. Determine el peso y la ubicacion
de la carga mas pesada que puede transportar el camion si la carga sobre ca-
da eje no debe sobrepasar de 40 kN.

3.105 El arreglo ABCD se utiliza para aplicar fuerzas a modelos fo-
toelasticos de componentes mecanicos. Para el modelo y las fuerzas que se
muestran en la figura, considere que a = 50° y determine a) la resultante de
las fuerzas aplicadas, b) el punto donde la linea de accion de la resultante in-
terseca una linea que pasa por los puntos F y G.

3.106 El arreglo ABCD se utiliza para aplicar fuerzas a modelos foto-
elasticos de componentes mecanicos. Para el modeloy las fuerzas que se mues-
tran en la figura, a) determine el valor de a para que la linea de accion de la
resultante de las fuerzas aplicadas pase a través del modelo, 100 mm a la
derecha de la fuerza de 40 N; b) encuentre la resultante de las fuerzas apli-
cadas.

Problemas 137

Figura P3.102

Figura P3.103

12kN ISKK

Figura P3.104



138 cuerpos rigidos: sistemas equivalentes 3.107 Cuando el par M se aplica al eslabdn de un mecanismo, las fuer-
zas resultantes ejercidas sobre el eslabdn por una guiay las conexiones son co-
mo se muestran en la figura. Determine a) los valores de M ya de manera que
las fuerzas y el par aplicados puedan reducirse a una sola fuerza equivalente
cuya linea de accion pase por los puntos B v D, b) la fuerza equivalente.

3.108 Las tres fuerzas y el par que se muestran en la figura se aplican
a una ménsula angular, a) Encuentre la resultante de este sistema de fuerzas.
b) Localice los puntos donde la linea de accién de la resultante interseca las
lineas AB y BC.

Figura P3.107

Figura P3.108

3.109 En una pieza delgada de aluminio se perforan simultaneamente
cuatro orificios, las perforaciones ejercen sobre la hoja las fuerzas que se
muestran en la figura. Si las fuerzas son perpendiculares a las superficies de
la pieza, determine a) la resultante de las fuerzas aplicadas cuando a = 45°
y el punto de interseccion de la linea de accion de dicha resultante con la
linea que pasa por los puntos Ay B; b) el valor de a si la linea de accién de
la resultante debe pasar por el doblez EF.

Figura P3.109 y P3.110

3.110 En una pieza delgada de aluminio se perforan simultdneamente
cuatro orificios, las perforaciones ejercen sobre la hoja las fuerzas que se
muestran en la figura. Si las fuerzas son perpendiculares a las superficies de
la pieza, determine a) el valor de a si la resultante de las fuerzas aplicadas
es paralela a la fuerza de 2.1 kips, b) la correspondiente resultante de las
fuerzas aplicadas y el punto de interseccion de su linea de accién con la linea
gue une a los puntos Ay B.

120 N 160 N .
. 3.111 Las poleas Ay B se montan sobre el soporte CDEF. La tensién
Figura P3.111 !
en cada lado de las dos bandas es la que se muestra en la figura. Reemplace
las cuatro fuerzas con una sola fuerza equivalente y determine dénde se in-
terseca su linea de accion con el borde inferior del soporte.



3.112 Tres fuerzas y un par acttan sobre la manivela ABC. Para P = 25

Nya = 40° a) determine la resultante del sistema de fuerzas dado, fc) lo-
calice el punto de interseccion de la linea de accion de la resultante y la linea
gue une a los puntos B y C, c) localice el punto de interseccion de la li-
nea de acciéon de la resultante y la linea que pasa por los puntos Ay B.

110 N

- 150 mm 1°-200 mm-*
Figura P3.112 y P3.113

3.113 Tres fuerzas y un par actian sobre la manivela ABC. Determine
el valor de d si el sistema de fuerzas dado debe ser equivalente a cero en
a) el punto B, b) el punto D.

3.114 Cuando el seguidor AB rueda a lo largo de la superficie del ele-
mento C, ejerce una fuerza F constante y perpendicular a la superficie.
a) Reemplace F con un sistema equivalente fuerza-par en el punto D. b) Para
fc= 1ftyh = 2 ft, determine el valor de x para el cual el momento del sis-
tema equivalente fuerza-par en D es maximo.

3.115 Un componente de maquina se somete a las fuerzas mostradas
en la figura, cada una de las cuales es paralela a uno de los ejes coordena-
dos. Reemplace estas fuerzas con un sistema equivalente fuerza-par en A

3.116 Mientras se lija un bloque de madera, éste ejerce sobre el disco
del esmeril una fuerza F con magnitud de 1.8 Ib. Si las fuerzas de la banda
ejercidas sobre la polea de 5 in. de didmetro pertenecen a un plano paralelo
a yz, reemplace F y las fuerzas de las bandas con un sistema equivalente
fuerza-par en O.

Figura P3.116

Figura P3.114

Figura P3.115

Problemas
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140 cuerpos rigidos: sistemas equivalentes 3.117 El propietario de un automévil usa la llave ABC para aflojar el
perno ubicado en C. La longitud del mango AB es de 372 mm, y el auto-
movilista aplica las fuerzas Ay B sobre la llave. Si estas fuerzas son equiva-
lentes a un sistema fuerza-par en O que consta de lafuerzaR = —10 N); +
(6 N)k y el par MO = (60 N *m)i + (0.05 N *m)j —(10 N em)k, determine
las fuerzas aplicadas en Ay B cuando Ax= 2 N.

60

Figura P3.117

3.118 Al usar un sacapuntas manual, un estudiante ejerce sobre el
mecanismo las fuerzas y el par que se muestran en la figura, a) Determine
las fuerzas ejercidas en B y en C si las fuerzas y el par son equivalentes a un
sistema fuerza-par en A que consta de la fuerza R = (3.9 Ib)i + /{j —(1.1
Ib)k y el par M" = My + (1.5 Ib «ft)j - (1.1 Ib =ft)k. h) Encuentre los va-
lores correspondientes de R,. y Mx.

Figura P3.118



3.119 Un tramo de chimenea de un horno esta unido al techo en el
punto A Mientras mantiene el extremo libre de la chimenea en F, un tra-
bajador empuja en E yjala en F para alinear el extremo £ con el horno. Si
la fuerza de 50 N aplicada en F yace en un plano paralelo al plano yz, de-
termine a) el &ngulo a que forma la fuerza en F con la horizontal si el ducto
AB no debe tender a rotar respecto a la vertical; determine b) el sistema
fuerza-par on B equivalente al sistema de fuerzas dado cuando se satisface
esta condicion.

3.120 Un tramo de una chimenea para homo esta unido al techo en
el punto A. Mientras mantiene el extremo libre de la chimenea en F, un tra-
bajador empuja en E yjala en F para alinear el extremo E con el homo. Si
la fuerza de 50 X aplicada en F yace en un plano paralelo al plano yz, y
a - 60° a) reemplace el sistema de fuerzas dado con un sistema equivalente
fuerza-par en C, b) determine si el ducto CD tendera a rotar a favor o en
contra del sentido de las manecillas del reloj con relacién al codo C, visto
desde D.

3.121 Un puntal ajustable BC es utilizado para colocar una pared en
posicion vertical, se ejerce un sistema fuerza-par sobre la pared. Reemplace
este sistema fuerza-par con un sistema fuerza-par equivalente en A, de ma-
neraque R =212 Iby M = 13.25 Ib =ft.
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Figura P3.122

3.122 Mientras se repara y nivela, el frente de un portico caido se
sostiene mediante un gato de tomillo. Conforme el gato se expande ejerce
sobre el portico el sistema fuerza-par mostrado, donde R = 60 by M = 22.5
Ib «ft. Reemplace este sistema fuerza-par con un sistema equivalente fuerza-
par en C.

3.123 Una base de concreto que tiene la forma de un hexagono regu-
X lar con lados de 3 m soporta cuatro cargas sobre sus columnas, como indica

la figura. Determine la magnitud y el punto de aplicacion de la resultante de
las cuatro cargas.

7 3.124 Una base de concreto que tiene la forma de un hexagono regu-

FiguraP3.123yP3.124 lar con lados de 3 m soporta cuatro cargas sobre sus columnas, Como se mues-
tra en la figura. Determine la magnitud de las cargas adicionales que deben
aplicarse en B y F si la resultante de las seis cargas debe pasar por el centro
de la base.

3.125 1k fuerzas mostradas en la figura son la resultante de las car-
gas verticales hacia abajo ejercidas sobre las secciones del techo plano de una
construccion, y se deben a la nieve acumulada. Determine la magnitud v el
punto de aplicacion de la resultante de estas cuatro cargas.

3.126 I"as fuerzas mostradas en la figura son la resultante de las cargas
verticales hacia abajo ejercidas sobre las secciones del techo plano de unacons-
truccidn, y se deben a la nieve acumulada. Si la nieve representada por la fuer-
zade 116 kips se remueve de manera que actle en el punto E, determinea yb
si el punto de aplicacion de la resultante de las cuatro cargas esta entonces en B.



*3.127 Un grupo de estudiantes carga la plataforma de un tréiler de
2 X 4 mcon dos cajas de 0.6 X 0.6 X 0.6 my con una caja de 0.6 X 0.6 X
1.2 in. Las cajas se colocan en la parte posterior del trailer de manera que
gueden alineadas con la parte trasera y los costados de éste. Determine la
carga minima que los estudiantes deben colocar en una caja adicional de 0.6
X 0.6 X 1.2m yel sitio donde deben asegurarlaen el tréiler si ninguna parte
de las cajas debe rebasar los costados. Ademas, suponga que cada caja esta
cargada uniformemente y que la linea de accion de la resultante del peso de
las cuatro cajas pasa por el punto de interseccion de las lineas centrales y el
eje del trailer. (Sugerencia: Tome en cuenta que las cajas pueden colocarse
en los extremos o los costados.)

200 N

Figura P3.127

*3.128 Resuelva el problema 3.127 si los estudiantes desean colocar
todo el peso posible en una cuarta caja y que al menos uno de los lados de
ésta coincida con un costado del trailer.

*3.129 Una pieza de metal laminado sometida a tres fuerzas se dobla
en la forma que muestra la figura. Reemplace las tres fuerzas con una llave
de torsion equivalente, y determine a) la magnitud v la direccion de la re-
sultante R, b) el paso de la llave de torsién y ¢) el punto donde el eje de la
llave interseca al plano yz.

*3.130 Un bloque de madera est4 sometido a tres fuerzas de igual
magnitud P en las direcciones que muestra la figura. Reemplace las tres
fuerzas con una llave de torsion equivalente, y determine a) la magnitudy la
direccion de la fuerza residiante R, h) el paso de la llave de torsion y c) el
punto donde el eje de la llave interseca al plano xy.

Figura
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Figura P3.132

Figura P3.133

*3.131 Las fuerzas y los pares mostrados se aplican sobre dos torni-
llos para sujetar una placa de metal a un bloque de madera. Reduzca las
fuerzas y los pares a una llave de torsion equivalente, y determine a) la fuerza
resultante R, b) el paso de la llave de torsién y c) el punto donde el eje de
la llave interseca al plano xz.

Figura P3.131

*3.132 En un proceso de manufactura automatizado, se perforan tres
orificios simultdneamente en un blogque de aluminio, como indica la figura. Ca-
da broca ejerce una fuerza de 50 N v un par de 0.100 N =m sobre el bloque.
Si labroca A giraen sentido contrario al de las manecillas del reloj y las brocas
By C lo hacen en el mismo sentido (seguin se observa para cada broca), reduz-
ca ldsfuerzas y los pares ejercidos por las brocas sobre el bloque a una llave de
torsion equivalente, y determine a) la fuerza resultante R, b) el paso de la lla-
ve de torsion, ¢) el punto donde la llave de torsion interseca al plano xz.

*3.133 Dos pernos Ay B se aprietan aplicando las fuerzas y el par mos-
trados en la figura. Reemplace las dos llaves de torsién por una sola llave de
torsion equivalente, y determine a) laresultante R, b) el paso de la llave de tor-
sion equivalente y ¢) el punto donde el eje de esta llave interseca al plano yz.

*3.134 Dos pomos Ay B se aprietan aplicando las fuerzas y el par
mostrados en la figura. Reemplace las dos llaves de torsién por una sola llave
de torsion equivalente, v determine 0) la resultante R, b) el paso de la lla-
Ve de torsidn equivalente ye) el punto donde el eje de esta llave interseca al
plano xz.

6601b-in. 60in.

Figura P3.134



*3.135 Un asta bandera se sostiene mediante'tres cables. Si la tension
en los cables tiene la misma magnitud P, reemplace las fuerzas ejercidas so-
bre el asta por una llave de torsion equivalente y determine a) la fuerza re-
sultante R, b) el paso de la llave de torsién yc) el punto donde el eje de la
llave do torsion interseca al plano xz.

-3.136 y *3.137 Determine si el sistema fuerza-par mostrado en la
figura puede reducirse a una sola fuer/a equivalente R. Si esto es posible,
determine R y el punto donde la linea de accion de R interseca al plano yz.
Si la reduccion no puede lograrse, reemplace el sistema dado por una llave
de torsion equivalente y determine su resultante, su paso y el punto donde
su eje interseca al plano yz.

Figura P3.136 Figura P3.137

*3.138 Reemplace la llave de torsion mostrada en la figura con un sis-
tema equivalente que conste de dos fuerzas perpendiculares al eje z aplicadas,
respectivamente, en Ay en B.

*3.139 Demuestre que, en general, una llave de torsion puede ser
reemplazada por dos fuerzas seleccionadas de tal forma que tina pase a través
de un punto determinado mientras la otra esta contenida en un plano dado.

*3.140 Demuestre que una llave de torsion puede reemplazarse con
dos fuerzas perpendiculares, una de las cuales esta aplicada en un punto de-
terminado.

*3.141 Demuestre que una llave de torsién puede reemplazarse con
dos fuerzas, una de las cuales tiene una linea de accion predefinida.

Figura P3.138
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Principio de transmisibilidad

Figura 3.48

Producto vectorial de dos vectores

V=PXQ

Figura 3.49

Figura 3.50

146

REPASO Y RESUMEN
DEL CAPITULO 3

En este capitulo se estudio el efecto de fuerzas ejercidas sobre un
cuerpo rigido. Primero se aprendio a distinguir entre fuerzas exter-
nas e internas [seccion 3.2] y se vio que, de acuerdo con el princi-
pio de transmisibilidad, el efecto de una fuerza externa sobre un
cuerpo rigido permanece inalterado si la fuerza se mueve a lo largo
de su linea de accion [seccion 3.3], En otras palabras, dos fuerzas F
y F', que acttan sobre un cuerpo rigido en dos puntos distintos
tienen el mismo efecto sobre dicho cuerpo si tienen la misma mag-
nitud, la misma direccién y la misma linea de accién (figura 3.48).
Se dice que dos fuerzas como éstas son equivalentes.

Antes de proceder con el estudio de sistemas equivalentes de.
fuerzas, se presenté el concepto del producto vectorial de dos vec-
tores [seccion 3.4]. El producto vectorial

V=P XQ

de dos vectores P y Q se definid como el vector perpendicular al pla-
no que contiene aP ya Q (figura 3.49), cuya magnitud es igual a

V = PQsen6 3.1)

y que esta dirigido de manera que una persona ubicada en la parte
terminal de V verd la rotacién a través de un angulo 0 que hace al
vector P colineal con el vector Q como contraria al movimiento
de las manecillas del reloj. Se dice que los tres vectores P. Q y V
—considerados en ese orden— forman unatriada de mano derecha.
Se concluye que los productos vectoriales Q X Py P x Q estan re-
presentados por vectores iguales y opuestos. Asi, se tiene que

QxP=-(PxQ) (3.4)

Ademas, a partir de la definicion del producto vectorial de dos vec-
tores, también se concluye que los productos vectoriales de los vecto-
res unitarios i, j y k estan dados por

iXi=0 i Xj=Kk j X i= -k

y asi sucesivamente. El signo del producto vectorial de dos vectores
unitarios puede obtenerse ordenando las tres letras que representan
los vectores unitarios en un circulo, en un sentido contrario al movi-
miento de las manecillas del reloj (figura 3.50): el producto vectorial
de dos vectores unitarios sera positivo si éstos se siguen uno al otro
en un orden contrario a las manecillas del reloj y sera negativo si és-
tos se siguen uno al otro en el sentido de las manecillas del reloj.



Las componentes rectangulares del producto vectorial V de dos
vectores P y Q fueron expresadas como sigue [seccion 3.5]:

V, =P,,QZ~ PQy
yy = PzQx - PxQz (3.9)
Vz = PxQy ~ PyQx

Con el uso de un determinante también se escribi6

k
V= Pz (3.10)

Qx Qy

El momento de una fuerza F con respecto a un punto O se
definid [seccidn 3.6] como el producto vectorial

MO =rxF (3.11)

donde r es el vector de posicién trazado desde O hasta el punto de
aplicacion A de la fuerza F (figura 3.51). Si se representa con 6 el
angulo entre las lineas de accidon de r y F, se encontrd que la mag-
nitud del momento de F con respecto a O podia expresarse como

MO = rF sen 6 —Fd (3.12)

donde d representa la distancia perpendicular desde O hasta la
linea de accion de F.

Las componentes rectangulares del momento MO de unafuerza
F se expresaron [seccién 3.8] como

Mx = i/Fz - zFy
My = zFx - xFz (3.18)
M, = xFU - yFx

donde x,yy z son las componentes del vector de posicion r (figura
3.52). Usando una forma de determinante, se escribié también

; k
M,, = y z (3.19)
F,

En el caso mas general del momento de una fuerza F aplicada en
A con respecto a un punto arbitrario B, se obtuvo que

i ; k
J
MB = xa/B yA/B Za/8 (3.21)
Fx Fy Fz

donde xA/B, yA/By zA/B son las componentes del vector rA/B:

XA/B = XA ~ XB yA/B ~ A~ |B %A/B ~ %A ~ ZB

Repaso y resumen del capitulo 3 147

Componentes rectangulares del producto
vectorial

Momento de una fuerza con respecto
a un punto

Figura 3.51

Componentes rectangulares del momento

Figura 3.52
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Producto escalar de dos vectores

Figura 3.54

Proyeccion de un vector sobre un eje

Producto triple escalar de tres vectores

En el caso de problemas que involucran Gnicamente a dos di-
mensiones, se puede suponer que la fuerza F se encuentra en el
plano xy. Su momento M# con respecto a un punto B que se en-
cuentra en ese mismo plano es perpendicular al plano en cuestion
(figura 3.53) y esta completamente definido por el escalar

Mb = (XA- xB)Fy - (YA - yB)Fx (3.23)

En los problemas resueltos 3.1 al 3.4 se mostraron varios métodos
para el calculo del momento de una fuerza con respecto a un punto.

El producto escalar de dos vectores Py Q [seccion 3.9] se de-
noté por P «Q y se definié como la cantidad escalar
P «Q = PQcos 6 (3.24)

donde 6 es el angulo entre P y Q (figura 3.54). Se expreso el pro-
ducto escalar de P y Q en términos de las componentes escalares
de los dos vectores, se determiné que

P *Q = PxQx + PyQy + PzQz (3.30)

Laproyeccion de un vector P sobre un eje OL (figura 3.55) se puede
obtener formando el producto escalar de P y el vector unitario X
a lo largo de OL. Asi, se tiene que

Pol = P X (3.36)
0, con las componentes rectangulares,

Pol = Pxtos 6X+ Pticos Ot) + Pz cos 6Z (3.37)
donde 6X 8yy 6Zrepresentan los angulos que forma el eje OL con
los ejes coordenados.

El producto triple escalar de los tres vectores S, Py Q se defini6
como la expresidn escalar
S-(PXQ) (3.38)

qgue se obtuvo formando el producto escalar de S con el producto
vectorial de P y Q [seccion 3.10}. Se mostro que



<> Qy &
donde los elementos del determinante son las componentes rec-
tangulares de los tres vectores.

El momento de unafuerza F con respecto a un eje OL [sec-
cion 3.11] se definié como la proyeccién OC sobre OL del mo-
mento MO de la fuerza F (figura 3.56), esto es, se definié como el
producto triple escalar del vector unitario A, el vector de posicion
r y la fuerza F:

Mol = X Mo = X =(r x F) (3.42)

Con el uso de la forma de determinante para el producto triple es-
calar, se tiene

Mol =

donde \x, ky, kz = cosenos directores del eje OL
X,Y,zZ = componentes de r
Fx Fy, Fz = componentes de F

En el problema resuelto 3.5 se present6 un ejemplo de la determi-
nacién del momento de una fuerza con respecto a un eje inclinado.

Se dice que dosfuerzas F y —F que tienen la misma magnitud,
lineas de accion paralelas y sentidos opuestos forman un par [seccidon
3.12]. Se demostré que el momento de un par es independiente del
punto con respecto al cual se calcula dicho momento; el momento
de un par es un vector M perpendicular al plano del par e igual en
magnitud al producto de la magnitud comun de las fuerzas F y la dis-
tancia perpendicular d entre sus lineas de accion (figura 3.57).

Dos pares que tienen el mismo momento M son equivalentes,
esto es, dichos pares tienen el mismo efecto sobre un cuerpo rigido
dado [seccién 3.13]. La suma de dos pares también es un par [sec-
cion 3.14] y el momento M del par resultante se puede obtener su-
mando vectorialmente los momentos Mxy M2de los pares origina-
les [problema resuelto 3.6]. Por tanto, se concluye que un par pue-
de ser representado por un vector, conocido como el vector de par,
igual en magnitudy direccion al momento M del par [seccion 3.15],
Un vector de par es un vector libre que, si asi se desea, se puede fi-
jar al origen O y se puede separar en componentes (figura 3.58).

b) c)

Figura 3.58

Repaso y resumen del capitulo 3 149

Momento de una fuerza con respecto
asu eje

Figura 3.56

Pares

Figura 3.57
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Sistema fuerza-par

Reduccién de un sistema de fuerzas a
un sistema de fuerza-par

a)
Figura 3.60

Sistemas equivalentes de fuerzas

Reduccién adicional de un sistema de
fuerzas

Figura 3.59

Cualquier fuerza F que actiia en un punto A de un cuerpo rigi-
do puede reemplazarse por unsistemafuerza-par en un punto arbi-
trario O el cual consta de la fuerza F aplicada en O y un par de mo-
mento MO, igual al momento de la fuerza F en su posicién original
con respecto a O [seccion 3.16]; se debe sefialar que la fuerzaF y el
vector de par MO siempre son perpendiculares entre si (figura 3.59).

Se concluye que [seccion 3.17] cualquiersistema defuerzas pue-
de ser reducido a un sistemafuerza-par en un punto dado O, reem-
plazando primero cada una de las fuerzas del sistema por un sistema
equivalente fuerza-par en O (figura 3.60) para después sumar todas
las fuerzas y todos los pares determinados de esta forma con el fin
de obtener a la fuerza resultante R y al vector de par resultante Mo
[problemas resueltos 3.8 al 3.11]. Obsérvese que, en general, la re-
sultante R y el vector de par Mq no seran perpendiculares entre si.

b) c)

Con base en lo anterior, se concluyé [seccion 3.18] que, en lo
gue respecta a los cuerpos rigidos, dos sistemas de fuerzas Fj, F2,
F3, ... yF[, Fe;, F3, . . .,son equivalentes si, y s6lo si,

2F =2F' y  2MO =2MQ (3.57)

Si la fuerza resultante R y el vector de par resultante M$ son
perpendiculares entre si, el sistema fuerza-par en O puede redu-
cirse aln més a una sola fuerza resultante [seccion 3.20], Este es
el caso para sistemas que estan constituidos por: a) fuerzas concu-
rrentes (como los sistemas considerados en el capitulo 2), b) fuer-
zas coplanares [problemas resueltos 3.8 y 3.9] o c) fuerzas parale-
las [problema resuelto 3.11]. Si la resultante R y el vector de par
Mo no son perpendiculares entre si, el sistema no puede ser redu-
cido a una sola fuerza. Este, sin embargo, puede ser reducido a un
tipo especial de sistema fuerza-par que recibe el nombre de llave
de torsion, el cual consta de la resultante R y un vector de par Mj
dirigido a lo largo de R [seccidén 3.21 y problema resuelto 3.12].



Problemas de repaso

3.142  Se requiere una fuerza vertical de 800 N para remover, de la tabla
mostrada, el clavo que estd en C. Un instante antes de que el clavo comience a
salir, determine a) el momento respecto a R de la fuerza ejercida sobre el clavo,
b) la magnitud de la fuerza P que genera el mismo momento respecto a B si
a = 10°yc) lafuerza P minima que genera el mismo momento respecto a B.

3.143  Un mecanico automotriz usa el tramo de tubo AB como palanca
para tensar la banda de la polea de un alternador. Cuando el mecanico pre-
siona hacia abajo en el punto A, se genera una fuerza de 580 N sobre el al-
ternador en B. Determine el momento de la fuerza respecto al perno C si
su linea de accion pasa por O.

144 mm
mm
mm
78 mm Figura P3.143

3.144 Larampa ABCD se sostiene mediante cables colocados en las
esquinas C y D. Si la tension que se ejerce en cada uno de los cables es de
360 Ib, determine el momento respecto a A de la fuerza ejercida por a) el
cable en D, b) el cable en C.

3.145 Determine los angulos formados por los alambres AC y AD de
la red de voleibol que se muestra en la figura.

Figura P3.145

100 mm
Figura P3.142

Figura P3.144

3.146 Para levantar una caja pesada, un hombre usa un bloque y un

polipasto sujetandolos a la parte inferior de laviga | mediante el gancho colo-
cado en B. Si los momentos, respecto a los ejes y y z, de la fuerza ejercida
en B por el tramo AB de la cuerda son, respectivamente, de 100 Ib =ft v de
-400 Ib =ft, determine la distancia a.

Figura P3.146
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36 in.

Figura P3.147

Figura P3.149

3.147 La placa triangular ABC esta sostenida por apoyos de cuenca y
bola (rétula) colocados en B y D, y se mantiene en la posicion mostrada me-
diante los cables AE y CF. Si la fuerza ejercida por el cable CF en C es de
132 Ib, determine el momento de esa fuerza respecto a la linea que une los
puntos U y B.

3.148 Latension presente en el cable que estd unido al extremo C de un
aguildn ajustable ABC es de 1000 N. Reemplace la fuerza ejercida por el ca-
ble en C con un sistema equivalente fuerza-par en a) el punto A, fc) el punto B.

Figura P3.148

3.149 Un dirigible se amarra mediante un cable sujeto a la cabina en
el punto B. Si la tensién en el cable es de 250 Ib, reemplace la fuerza ejer-
cida por el cable en B con un sistema equivalente formado por dos fuerzas
paralelas aplicadas en Ay C.

3.150 Para mantener cerrada una puerta, se usa una tabla de madera
colocada entre el piso y la perilla de la puerta. La fuerza que la tabla ejerce
en B es de 45 Iby esta dirigida a lo largo de la linea AB. Reemplace esta
fuerza con un sistema equivalente fuerza-par en C.

3.151 El engrane C esta unido rigidamente al brazo AB. Si las fuerzas
y los pares mostrados se pueden reducir a una sola fuerza equivalente en A
determine dicha fuerza y la magnitud del par M.

3.152  Un buje de pléstico se inserta en un cilindro de metal de 3 in. de
didmetro como indica la figura, la herramienta de insercién ejerce fuerzas so-
bre la superficie del cilindro. (Jada fuerza es paralela a uno de los ejes coorde-
nados. Reemplace estas fuerzas con un sistema equivalente fuerza-par en C.

y

Figura P3.151 Figura P3.152



3.153 Tres nifios se encuentran parados en una balsa de 15 X 15 ft.
Los pesos de los nifios situados, respectivamente, en A, B y C son de 85, 60
y 90 Ib. Si una cuarta nifia con peso de 95 Ib se sube a la balsa, determine
donde debe estar parada si los otros nifios permanecen en la posicion que se
muestra y si la linea de accion de la resultante del peso de los cuatro nifios
debe pasar por el centro de la balsa.

Figura P3.153

Pronlkama e He wemriskUtauiuict

3.C1 La barra AB es mantenida en posicion mediante el cordon AC
cuya tension es T. Utilice un programa de computo para determinar el mo-
mento, respecto a B, de la fuerza ejercida por el cordén en el punto A en
términos de la tension Ty la distancia c. Grafique el momento respecto a B
para 320 mm 960 mmsia) T=50 N,h) T=75 N,c) T= 100 N.

Figura P3.C1

3.C2 Un tubo de 400 mm de longitud se puede deslizar libremente a
lo largo de una barra horizontal. Los extremos Ay B del tubo estan conec-
tados por cordones elésticos fijados al punto C. a) Determine el angulo ti en-
tre los dos cordones AC y BC como una funcién de x. b) Grafique el angulo
ti entre los cordones AC v BC como una funcién de x para -400 mun < x <
400 mm.

Figura P3.C2

Problemas de computadora
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Figura P3.C4

Figura P3.C5

Figura P3.C6

3.C3 Utilice un programa de cdmputo para determinar la distancia
perpendicular que hay entre la linea de accion de una fuerza F y la linea OL.
Ejecute dicho programa para resolver a) el problema 3.62, b) el problema
3.63, c) el problema 3.65.

3.C4 Un amigo le pido ayuda para disefiar recipientes donde cultivar
flores. Los recipientes deben tener 4, 5, 6 u 8 lados, los cuales pueden estar
proyectados hacia fuera 10, 20 o 30°. Utilice un programa de computo para
determinar el angulo a del bisel en cada uno de los doce disefios propuestos.
(Sugerencia: El angulo a del bisel es igual a la mitad del angulo formado por
las normales que se dirigen hacia dentro de dos lados adyacentes.)

3.C5 Una grua esta orientada de manera que el extremo del aguilén
OA de 50 ft pertenece al plano yz como se muestra en la figura. Si la ten-
sion en el cable AB es de 875 Ib, determine el momento respecto a cada eje
coordenado de la fuerza ejercida sobre A por el cable AB como una funcién
de x. Grafique cada momento como una funcion de x para —15 fts x ™ 15
ft.

3.C6 Una paciente que realiza terapia fisica descansa sobre su lado
derecho y sostiene una mancuerna de 1.5 kg en su mano izquierda, la cual
levanta lentamente a lo largo de una trayectoria circular. Si el centro de la
trayectoria esta en B y ésta pertenece al plano xy, grafique las componentes
escalares del momento del peso de la mancuerna, respecto a C, como una
funcion de 0 para —70° 40°.

3.C7 El reductor de velocidad de angulo recto horizontal que se mues-
tra en la figura pesa 40 Ib, y su centro de gravedad esta ubicado sobre el eje
(. Si Mi —An y M2 —An3, determine la fuerza Unica que es equivalente
al peso de la unidad y los dos pares que acttian sobre ella, asimismo deter-
mine el punto de coordenadas (x, 0, ¢) donde la linea de accién de la fuerza
Unica interseca al piso. Grafique xy z como funcionesde npara2s n< 6
cuandoa) A =0.75lb =ft, b)) A= 151Ib =ft,c) A= 2 |b =ft.

Figura P3.C7



3.C8 Una viga AB esta sometida a varias fuerzas verticales, como se Problemas de computadora

muestra en la figura. Con el uso de software determine la magnitud de la re-
sultante de las fuerzas y la distancia xc al punto C, el punto donde la linea
de accion de la resultante interseca a AB. Use este software para resolver el

problema 3.1030.

3.C9 Con el uso de software, determine la magnitud y el punto de
aplicacion de la resultante de las fuerzas verticales Pi, P2, ..., P,, las cuales
actdan en los puntos Al; A2, . .., A, que se encuentran en el plano xz. Use
este sofware para resolver: a) el problema 3.123 y b) el problema 3.125.

3.C10 Usando software, determine si un sistema de fuerzas y pares
puede ser reducido a una sola fuerza equivalente R, y, si es posible, deter-
mine R y el punto donde la linea de accién de R interseca al plano yz. Use
este software para resolver: a) el problema 3.136 y b) el problema 3.137.

Figura P3.C10
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4.1. INTRODUCCION

En el capitido anterior se vio que las fuerzas externas que actdan so-
bre un cuerpo rigido pueden reducirse a un sistema fuerza-par en un
punto arbitrario O. Cuando la fuerza y el par son iguales a cero, las
fuerzas externas forman un sistema equivalente a cero y se dice que el
cuerpo rigido se encuentra en equilibrio.

Por tanto, las condiciones necesarias y suficientes para el equili-
brio de un cuerpo rigido se pueden obtener igualando acero aR y a
Mg en las relaciones (3.52) de la seccion 3.17:

2F =0 2MO0=2(rXF)= (4.1)

Si se descompone cada fuerza y cada momento en sus compo-
nentes rectangulares, se pueden expresar las condiciones necesarias
y suficientes para el equilibrio de un cuerpo rigido por medio de las
seis ecuaciones escalares que se presentan a continuacion:

(4.2)
(4.3)

Las ecuaciones obtenidas se pueden emplear para determinar fuer-
zas desconocidas que estan aplicadas sobre el cuerpo rigido o reaccio-
nes desconocidas ejercidas sobre éste por sus puntos de apoyo. Se ob-
serva que las ecuaciones (4.2) expresan el hecho de que las componen-
tes de las fuerzas extemas en las direcciones x, y y z estdn balanceadas;
las ecuaciones (4.3) expresan a su vez que los momentos de las fuer-
zas externas con respecto a los ejes X,y y z también estin balanceados.
Por tanto, para un cuerpo rigido en equilibrio el sistema de fuerzas ex-
temas no le impartira un movimiento traslacional o rotacional al cuer-
po en consideracion.

Para poder escribir las ecuaciones de equilibrio para un cuerpo
rigido, es esencial identificar primero todas las fuerzas que actian so-
bre dicho cuerpo y, entonces, dibujar el diagrama de cuerpo libre co-
rrespondiente. En este capitulo se considerard primero el equilibrio
de estructuras bidimensionales sujetas a fuerzas contenidas en sus pla-
nos y se aprendera como dibujar sus diagramas de cuerpo libre. Ade-
mas de las fuerzas aplicadas sobre una estructura, se consideraran las
reacciones ejercidas sobre esta Ultima por sus puntos de apoyo. Se aso-
ciara un tipo especifico de reaccion con cada tipo de apoyo. Se apren-
dera como determinar si una estructura esti apoyada apropiadamen-
te, de forma que se pueda saber de antemano si las ecuaciones de
equilibrio podran resolverse para determinar las fuerzas y reacciones
desconocidas.

En la dltima parte del capitulo se considerara el equilibrio de es-
tructuras tridimensionales y se realizard el mismo tipo de analisis para
estas estructuras y para sus puntos de apoyo.



4.2. DIAGRAMA DE CUERPO UBRE

Al resolver un problema relacionado con el equilibrio de un cuerpo
rigido es esencial que se consideren todas las fuerzas que act(an sobre
éste; ademas, es importante excluir cualquier fuerza que no esté dada
directamente sobre dicho cuerpo. Omitir o agregar una fuerza extrafa
podria destruir las condiciones de equilibrio. Por tanto, el primer paso
en la solucién del problema es esquematizar un diagrama de cuerpo li-
bre del cuerpo rigido en consideracién. Los diagramas de cuerpo libre
ya fueron utilizados en muchas ocasiones en el capitulo 2. Sin embar-
go, en vista de su importancia para la solucién de problemas de equili-
brio, aqui se resumen los diferentes pasos que se deben seguir al mo-
mento de dibujar un diagrama de cuerpo libre.

1. Se debe tomar una decision acertada en relaciéon con la selec-
cion del cuerpo libre que sera utilizado. Después se debe se-
parar al cuerpo del suelo y de todos los demas cuerpos. Asi, se
realiza un croquis del contorno del cuerpo ya aislado.

2. Todas las fuerzas externas deben indicarse en el diagrama
de cuerpo libre. Estas fuerzas representan las acciones ejer-
cidas sobre el cuerpo libre por el suelo y por los cuerpos que
han sido separados del mismo; estas fuerzas deben aplicarse
en los diversos puntos sobre los que el cuerpo libre estaba
apoyado en el suelo o estaba conectado a otros cuerpos. Tam-
bién se debe incluir entre las fuerzas externas el peso del cuer-
po libre, puesto que representa la atraccion ejercida por la
Tierra sobre las distintas particulas que lo constituyen. Como
se vera en el capitulo 5, el peso debe aplicarse en el centro
de gravedad del cuerpo. Cuando el cuerpo libre esta consti-
tuido por varias partes, las fuerzas que dichas partes ejercen
entre si no deben incluirse entre las fuerzas externas; siem-
pre que se considere completo al cuerpo libre, son fuerzas in-
ternas.

3. Las magnitudes y las direcciones de lasfuerzas externas que
son conocidas deben sefalarse con claridad en el diagrama de
cuerpo libre. Cuando se indiquen las direcciones de dichas
fuerzas, se debe recordar que éstas son las ejercidas sobre, y
no por, el cuerpo libre. Por lo general, las fuerzas externas co-
nocidas incluyen el peso del cuerpo libre y lasfuerzas aplica-
das con un propésito en particular.

4. Lasfuerzas externas desconocidas consisten en las reacciones
a través de las cuales el suelo y otros cuerpos se oponen a un
posible movimiento del cuerpo libre. Las reacciones lo obli-
gan a permanecer en la misma posicion y, por esta razon, al-
gunas veces reciben el nombre defuerzas de restriccion. Las
reacciones se ejercen en los puntos donde el cuerpo libre es-
td apoyado o conectado a otros cuerpos y deben indicarse con
claridad. Las reacciones se estudian con mas detalle en las sec-
ciones 4.3y 4.38.

5. El diagrama de cuerpo libre también debe incluir dimensiones,
puesto que éstas se pueden necesitar para el calculo de mo-
mentos de fuerzas. Sin embargo, cualquier otro detalle debe
omitirse.
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Fotografia 4.1 Un diagrama de cuerpo libre del
tractor que se muestra en la foto incluiria todas
las fuerzas externas que acttan sobre él: el peso
del tractor, el peso de la carga en la palay las
fuerzas ejercidas por el suelo sobre las llantas.

Fotografia 4.2 En el capitulo 6 se expondra
cémo determinar las tuerzas internas en
estructuras hechas de varias piezas conectadas,
como las fuerzas en los elementos que soportan
la pala del tractor de la fotografia 4.1.
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Fotografia 4.3 Cuando el eslabén del
mecanismo de apertura del toldo para ventana se
extiende, la fuerza que éste ejerce sobre el
deslizador produce una fuerza normal aplicada
sobre la barra, lo que causa que el toldo se abra.

Fotografia 4.4 El apoyo oscilatorio del estribo
montado, que se muestra en la fotografia, se usa
para apoyar el camino sobre un puente.

Fotografia 4.5 Se muestra la expansion del
apoyo oscilatorio de un puente con plataforma de
trabes. La superficie convexa del oscilador le
permite al apoyo de la trabe moverse en forma
horizontal.

EQUILIBRIO EN DOS DIMENSIONES

4.3. REACCIONES EN LOS PUNTOS DE APOYO
Y CONEXIONES DE UNA ESTRUCTURA BIDIMENSIONAL

En la primera parte de este capitulo se considera el equilibrio de una
estructura bidimensional, esto es, se supone que la estructura que se
esté analizando y las fuerzas aplicadas sobre la misma estan contenidas
en el mismo plano. De la forma mas clara, las reacciones necesarias
para mantener a la estructura en la misma posicion también estaran
contenidas en el mismo plano.

Las reacciones ejercidas sobre una estructura bidimensional pue-
den ser divididas en tres grupos que corresponden a tres tipos de apo-
yos (puntos de apoyo) o conexiones:

1.

Reacciones equivalentes a unafuerza con una linea de accién
conocida. Los apoyos y las conexiones que originan reacciones
de este tipo incluyen rodillos, balancines, superficies sinfric-
cion, eslabones o bielas y cables cortos, collarines sobre barras
sinfriccion y pernos sinfriccion en ranuras lisas. Cada uno de
estos apoyos y conexiones pueden impedir el movimiento so6-
lo en una direccién. Los apoyos mencionados anteriormente
junto con las reacciones que producen se muestran en la figura
4.1. Cada una de estas reacciones involucra a una sola incdg-
nita, es decir, la magnitud de la reaccion; dicha magnitud de-
be representarse con una letra apropiada. La linea de accion
de la reaccién es conocida y debe indicarse con claridad en el
diagrama de cuerpo libre. El sentido de la reaccion debe ser
como se muestra en la figura 4.1 para los casos de una super-
ficie sin friccidon (hacia el cuerpo libre) o de un cable (alejan-
dose del cuerpo libre). La reaccién puede estar dirigida en uno
u otro sentido en el caso de rodillos de doble carril, eslabones,
collarines sobre barras y pernos en ranuras. Por lo general, los
rodillos de un carril y los balancines son reversibles y, por tan-
to, las reacciones correspondientes también pueden estar di-
rigidas en uno u otro sentido.

Reacciones equivalentes a unafuerza de magnitud y direccién
desconocidas. Los apoyos y las conexiones que originan reac-
ciones de este tipo incluyen pernos sin friccion en orificios
ajustados, articulaciones o bisagras y superficies rugosas. Es-
tos pueden impedir la traslacion del cuerpo rigido en todas
direcciones pero no pueden impedir la rotacion del mismo
con respecto a la conexion. Las reacciones de este grupo in-
volucran dos incégnitas que usualmente se representan por
sus componentes x y y. En el caso de una superficie rugosa,
lacomponente perpendicular a la superficie debe dirigirse ale-
jandose de ésta.

Reacciones equivalentes a unafuerza y un par. Estas reaccio-
nes se originan porapoyosfijos, los cuales se oponen a cualquier
movimiento del cuerpo libre y, por tanto, lo restringen por com-
pleto. Los soportes fijos producen fuerzas sobre toda la super-
ficie de contacto; sin embargo, estas fuerzas forman un sistema
que se puede reducir a una fuerzay un par. Las reacciones de
este grupo involucran tres incognitas, las cuales consisten en las
dos componentes de la fuerza v en el momento del par.



Apoyo o conexién

Rodillos o patines
r

Cable corto

Collarin sobre una
barra sin friccion

Perno sin friccion,
articulacién o bisagra

Superficie
sin Inccion

Balancin

Eslab6n corto

Perno sin fricciéon
en una ranura lisa

Superficie rugosa

Apoyo fijo

Figura 4.1 Reacciones en apoyos y conexiones.

Cuando el sentido de una fuerza o un par desconocido no es evi-
dente, no se debe intentar determinarlo. En lugar de ello, se supondra
arbitrariamente el sentido de la fuerza o el par; el signo de la suposi-

Reaccién Numero de
incégnitas
|
Fuerza con linea
de accion conocida
1
Fuerza con linea
de accion conocida
/
w 90° /
/ 1
/
/
Fuerza con linca
de accion conocida
2
a
Fuen a de direccion
K« .conocida
4 Id
$ 0 U
3

a

Fuerzay par

cion obtenida indicara si la respuesta fue correcta o no.

4.3. Reacciones en los puntos de apoyo y
conexiones de una estructura bidimensional



Equilibrio de cuerpos rigidos 4.4. EQUILIBRIO DE UN CUERPO RIGIDO
EN DOS DIMENSIONES

Las condiciones establecidas en la seccion 4.1 para el equilibrio de un
cuerpo rigido se vuelven méas simples para casos de estructuras bidi-
mensionales. Al seleccionar a los ejes x y y en el plano de la estructu-
ra, se tiene que

Fz=10 Mx= My =0 M. = Mq

para cada una de las fuerzas aplicadas sobre la estructura. Por tanto, las
seis ecuaciones de equilibrio derivadas en la seccion 4.1 se reducen a

2FV=0 2F,=0 2M, =0 (4.4)

y alas tres identidades triviales 0 = 0. Como se debe cumplir que 2M0
= 0 sin importar la eleccion del origen O, se pueden escribir las ecua-
ciones de equilibrio para una estructura bidimensional en la forma més
general

2F* =0 2Fy=0 2Ma=0 (4.5)

donde A es cualquier punto en el plano de la estructura. Las tres ecua-
ciones obtenidas pueden resolverse para un maximo de tres incognitas.

En la seccion anterior se vio que las fuerzas desconocidas incluyen
reacciones y que el nimero de incégnitas correspondientes a una reac-
cion depende del tipo de apoyo o conexion que origina dicha reaccion.
Como se hizo referencia en la seccion 4.3, se observa que las ecuacio-
nes de equilibrio (4.5) pueden ser empleadas para determinar las reac-
ciones asociadas con dos rodillos y un cable, un apoyo fijo o un rodillo
y un perno en un orificio ajustado, etcétera.

Observe la figura 4.2a, en la cual la armadura mostrada estd some-
tida a las fuerzas dadas P, Q y S. La armadura se mantiene en su lu-
gar por medio de un perno en Ay un rodillo en B. El perno impide
que el punto A se mueva ejerciendo una fuerza sobre la armadura que
se puede descomponer en las componentes Axy Ay, por su parte, el
rodillo impide que la armadura rote con respecto a A ejerciendo la
fuerza vertical B. El diagrama de cuerpo libre de laarmadura se mues-
tra en la figura 4.2b\ éste incluye tanto las reacciones A*, Ayy B como
las fuerzas aplicadas P, Q v Sy el peso W de la armadura. Para expre-
sar que la suma de los momentos con respecto a A, que implica todas
las fuerzas mostradas en la figura 4.2b, es igual a cero, se escribe la
ecuacion = 0, la cual puede utilizarse para determinar la mag-
nitud B puesto que dicha ecuacion no contiene a Ax 0 a Ay. Después,
para indicar que la suma de las componentes x y y de las fuerzas son
iguales a cero, se escriben las ecuaciones EF* = 0y 2F,y= 0, a partir
de las cuales se obtienen, respectivamente, las componentes Axy A,..

Se podria obtener una ecuacion adicional expresando que la suma
de momentos de las fuerzas externas con respecto a un punto distinto
de A es igual a cero. Por ejemplo, se podria escribir 2MB = 0. Sin em-
bargo, una expresion de ese tipo no contendria ninguna informacion
nueva, puesto que ya se ha establecido que el sistema de fuerzas mos-

b) trado en la figura 4.2fo es equivalente a cero. Por tanto, la ecuacién adi-
cional no seria independiente y no podria utilizarse para determinar una
cuarta incoégnita. Sin embargo, esta ecuacion senaria para verificar la so-
lucién obtenida a partir de las tres ecuaciones de equilibrio originales.

A pesar de que no se pueden poner ecuaciones adicionales a las
tres ecuaciones de equilibrio originales, cualquiera de éstas puede ser

Figura 4.2



reemplazada por otra. De esta forma, un sistema alternativo de ecua- _ 4.5. Reacciones estaticamente
. [ indeterminadas. Restricciones parciales
ciones de equilibrio es

1IFX=0 2Ma=0 =0 (4.6)

donde el segundo punto con respecto al cual se suman los momentos
(en este caso, el punto B) no puede estar ubicado en la linea paralela
al eje y que pasa a través del punto A (figura 4.2b). Estas ecuaciones
son condiciones suficientes para el equilibrio de la armadura. Las pri-
meras dos ecuaciones indican que las fuerzas extemas deben reducir-
se a una sola fuerza vertical en A. Como la tercera ecuacion requiere
que el momento de esta fuerza sea igual a cero con respecto al punto
B, el cual no esta sobre su linea de accion, la fuerza debe ser igual a
cero y el cuerpo rigido esta en equilibrio.
Un tercer posible conjunto de ecuaciones de equilibrio es

2Ma=0 2Mb=0 2MC=0 (4.7)

donde los puntos A, B 'y C no son colineales (figura 4.2¢). La primera
ecuacion requiere que las fuerzas externas se reduzcan a una sola fuer-
za en A; la segunda ecuacion requiere que esta fuerza pase a travées de
By latercera ecuacion requiere que pase a través de C. Como los pun-
tos A, B y C no son colineales, la fuerza debe ser igual a ceroy el cuer-
po rigido esta en equilibrio.

La ecuacion 2M A = 0, la cual expresa que la suma de los momentos
de las fuerzas con respecto al perno A es igual a cero, posee un significa-
do fisico mas definido que cualquiera de las otras dos ecuaciones (4.7).
Estas expresan una idea similar de balance pero lo hacen con respecto a
puntos en los cuales el cuerpo rigido no esta realmente articulado. Sin
embargo, dichas ecuaciones son tan Utiles como la primeray la seleccion
de las ecuaciones de equilibrio no debe estar indebidamente influida por
el significado fisico de las mismas. De hecho, en la practica serd desea-
ble elegir ecuaciones de equilibrio que contengan una sola incognita,
puesto que asi se elimina la necesidad de resolver ecuaciones simulta-
neas. Es posible obtener ecuaciones de una sola incognita al sumar mo-
mentos con respecto al punto de interseccion de las lineas de accidn de
dos fuerzas desconocidas o, si dichas fuerzas son paralelas, sumar las com-
ponentes perpendiculares a esa direccion comun. Por ejemplo, en la fi-
gura 4.3, en la cual la armadura mostrada se sostiene por rodillos en Ay
B y por un eslabdn corto en D, las reacciones en Ay B pueden eliminar-
se con la suma de las componentes x. Las reacciones en Ay D se elimi-
nan al sumar momentos con respecto a C, y las reacciones en B y D su-
mando momentos con respecto a D. Las ecuaciones obtenidas son

1FX=10 2MC=0 2Md =0

Cada una de estas ecuaciones contiene una sola incégnita. b)

. Fi 4.3
4.5. REACCIONES ESTATICAMENTE INDETERMINADAS. ‘gura

RESTRICCIONES PARCIALES

En los dos ejemplos considerados en la seccién anterior (figuras 4.2 y
4.3), los tipos de apoyos usados fueron tales que era imposible que el
cuerpo rigido se moviera bajo la accion de las cargas dadas o bajo cual-
quier otra condicién de carga. En casos como éstos, se dice que el cuer-
po rigido tiene restriccién completa. También se debe recordar que las
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Figura 4.4 Reacciones estaticamente
indeterminadas.

Figura 4.5
Restricciones parciales.

reacciones correspondientes a estos apoyos involucraban tres incégni-
tas, las cuales podian determinarse resolviendo las tres ecuaciones de
equilibrio. Cuando se presenta una situacion como ésta, se dice que
son reacciones estaticamente determinadas.

En lafigura 44c/ la armadura mostrada se sostiene por pernos en A
y B. Estos apoyos proporcionan maés restricciones de las necesarias para
evitar que la armadura se mueva bajo la accion de las cargas dadas o
bajo cualquier otra condicion de carga. También se observa a partir del
diagrama de cuerpo libre de la figura 4.4b que las reacciones correspon-
dientes involucran cuatro incoégnitas. Puesto que, como se sefialo en la
seccion 4.4, sélo estan disponibles tres ecuaciones de equilibrio indepen-
dientes, se tienen mas incognitas que ecuaciones; por tanto, no se pue-
den determinar todas las incognitas. Mientras que las ecuaciones 2Aia
= 0y 2Mb = 0 proporcionan, respectivamente, las componentes verti-
cales 6 (/y Ay, la ecuacién 2F* = 0 s6lo proporciona la suma Ax + Bx de
las componentes horizontales de las reacciones en Ay B. Se dice que las
componentes A* y Bx son estaticamente indeterminadas. Estas pueden
determinarse considerando las deformaciones ocasionadas en la armadu-
ra por la condicién de carga dada, pero este método esta fuera del alcan-
ce de laestéatica y corresponde al estudio de la mecanica de materiales.

Los apoyos usados para sostener la armadura mostrada en la figu-
ra 4.5a consisten en los rodillos en Ay B. Es evidente que las restric-
ciones proporcionadas por estos apoyos no son suficientes para impe-
dir que la armadura se mueva. Aunque se impide cualquier movimiento
vertical, no hay nada que evite que la armadura pueda moverse en for-
ma horizontal. Bajo estas circunstancias, se dice que la armadura tie-
ne restriccion parcial «+ En la figura 4.5b se observa que las reacciones
en Ay B solo involucran dos incégnitas. Como auln se tienen que cum-
plir tres ecuaciones de equilibrio, hay menos incognitas que ecuacio-
nes y, en general, una de las ecuaciones de equilibrio no se cumplira.
Mientras que las ecuaciones = 0 y XMijj —0 se pueden cumplir
por medio de una seleccién apropiada de las reacciones en Ay B, la
ecuacion - 0 no sera satisfecha a menos que la suma de las com-
ponentes horizontales de las fuerzas aplicadas sea igual a cero. Por tan-
to, no se puede mantener el equilibrio de la armadura de la figura 4.5
bajo condiciones generales de carga.

De lo anterior se concluye que si un cuerpo rigido tiene restric-
cion completa y si las reacciones en sus apoyos son estaticamente de-
terminadas, entonces habra tantas incégnitas como ecuaciones de equi-
librio. Cuando esta condicion no se cumple, se tiene la certeza de que
el cuerpo rigido no estd completamente restringido o de que las reac-
ciones en sus apoyos no son estaticamente determinadas; ademas, tam-
bién es posible que el cuerpo rigido no esté completamente restringi-
do y que las reacciones sean estaticamente indeterminadas.

Sin embargo, se debe sefialar que la condicion ya mencionada, aun-
que es necesaria, no es suficiente. En otras palabras, el hecho de que
el namero de incognitas sea igual al nimero de ecuaciones no garan-
tiza que el cuerpo tenga restriccion completa o que las reacciones en
sus apoyos son estaticamente determinadas. Observe la figura 4.6a en
la cual la armadura mostrada se sostiene por medio de rodillos en A,

1En ocasiones se hace referencia a los cuerpos con restriccién parcial como inestables.
Sin embargo, para evitar confusiones entre este tipo de inestabilidad, debida a un nimero
insuficiente de restricciones y el tipo de inestabilidad considerada en el capitulo 10, la cual
esté relacionada con el comportamiento de un cuerpo rigido cuando se perturba su equi-
librio, se reservara el uso de las palabras estable e inestable para este Gltimo caso.



B y E. A pesar de que existen tres reacciones desconocidas A, B y E
(figura 4.6b), la ecuacion EF, = 0 no se cumplird a menos que la su-
ma de las componentes horizontales de las fuerzas aplicadas resulte
igual a cero. Aunque hay un numero suficiente de restricciones, éstas
no estan ubicadas de manera apropiada y no existe ningun impedimen-
to para que la armadura se mueva horizontalmente. En este caso, se
dice que la armadura esta impropiamente restringida. Como solo que-
dan dos ecuaciones de equilibrio para determinar tres incognitas, las
reacciones seran estaticamente indeterminadas. Por tanto, las reaccio-
nes impropias también producen indeterminacién estética.

Otro ejemplo de restricciones impropias —y de indeterminacion
estatica— lo proporciona la armadura mostrada en la figura 4.7, la cual
esta sostenida por un perno en Ay por rodillos en B y C, que en con-
junto involucran cuatro incognitas. Como solo se dispone de tres ecua-
ciones de equilibrio independientes, las reacciones en los apoyos son
estaticamente indeterminadas. Por otro lado, obsérvese que no se pue-
de cumplir la ecuacion EMA = 0 bajo condiciones generales de carga
puesto que las lineas de accion de las reacciones B y C pasan a través
de A. Entonces, se concluye que la armadura puede rotar alrededor de
Ay, por ende, esta impropiamente restringida. *

Los ejemplos de las figuras 4.6 y 4.7 conducen a la conclusion de
gue un cuerpo rigido esta impropiamente restringido siempre que los
apoyos estén ubicados de talforma que las reacciones sean concurrentes
o paralelas,' aunque proporcionen un namero suficiente de reacciones.

En resumen, para asegurarse de que un cuerpo rigido bidimensio-
nal estd completamente restringido y de que las reacciones en sus apo-
yos son estaticamente determinadas, se debe verificar que las reaccio-
nes, involucren tres —y solo tres— incognitas v que los apoyos estén ubi-
cados de manera que no requieran que las reacciones sean concurren-
tes o paralelas.

Ixjs apoyos que involucran reacciones estaticamente indetermina-
das deben utilizarse con cuidado en el disefio de estructuras y con ple-
no conocimiento de los problemas que pueden causar. Por otra parte,
es usual que el analisis de estructuras con reacciones estaticamente in-
determinadas se realice en forma parcial por medio de los métodos de
la estatica. Por ejemplo, en el caso de la armadura de la figura 4.4, las
componentes verticales de las reacciones en Ay B se obtuvieron a par-
tir de las ecuaciones de equilibrio.

Por razones obvias, los apoyos que originan restricciones parciales
o impropias se deben evitar en el disefio de estructuras estacionarias.
Sin embargo, una estructura restringida en forma parcial o impropia
no necesariamente se colapsard; bajo ciertas condiciones de carga en
particular, se puede mantener el equilibrio. Por ejemplo, las armadu-
ras de las figuras 4.5 y 4.6 estardn en equilibrio si las fuerzas aplicadas
P Q y S son verticales. Ademas, las estructuras disefiadas para mover-
se sblo deben estar parcialmente restringidas. Por ejemplo, un carro
de ferrocarril seria de poca utilidad si estuviera completamente restrin-
gido por tener sus frenos aplicados en forma permanente.

1La rotacion de laarmadura con respecto a A requiere algo de ‘juego” en los apoyos en
B y C. En la practica siempre existird dicho juego. Ademas, se observa que si el juego es mi-
nimo, el desplazamiento de los rodillos Sy C .y por tanto, las distancias desde A hasta las li-
neas de accion de las reacciones B v C, también seran pequefias. Asi, la ecuacion 2MA=0
requiere que B y C sean muy grandes, lo cual puede causar la falla de los apoyosen By C.

1 Debido a que esta situacion surge por un arreglo o geometria inadecuados de los apo-
yos, comUnmente se hace referencia a la misma como inestabilidad geométrica.

4.5. Reacciones estaticamente
indeterminadas. Restncciones parciales

Figura 4.6 Restricciones impropias.

Figura 4.7 Restricciones impropias.
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PROBLEMA RESUELTO 4.1

Una grua fija tiene una masa de 1000 kg y se usa para levantar una caja de
2 400 kg. La grtia se mantiene en su lugar por medio de un perno en A yun
balancin en B. El centro de gravedad de la grUa esta ubicado en G. Deter-
mine las componentes de las reacciones en Ay B.

Determinacién de B. Se expresa que la suma de los momentos de
todas las fuerzas externas con respecto al punto A es igual a cero. La ecua-
cién que se obtiene no contiene a Ax ni a Ay puesto que los momentos de
A*y Ay con respecto aA son iguales a cero. Si se multiplica la magnitud de
cada fuerza por su distancia perpendicular a partir de A. se escribe

+]IMa=0.  B(L5m)- (9.81 kN)2 m) - (235 kN)(6 m) =0
B = +107.1 kN B =1071kN-* «

Como el resultado es positivo, la reaccion esta dirigida en la forma que se su-
puso.

Determinacién de A* La magnitud de A* se determina con la suma
de las componentes horizontales de todas las fuerzas externas, la cual es igual
acero.
m"SF* = O A*4B=0

A+ 1071 kN =0
Aj = -107.1 kN A*= 1071 kx <- <

Como el resultado es negativo, el sentido de A* es opuesto al que se habia
supuesto originalmente.

Determinacién de Atl. La suma de las componentes verticales tam-
bién debe ser igual a cero

+t2Fj, = 0O: Ay-981kN- 235kN =0
Ay = +33.3 kN Ay=333kNf ~

Sumando vectorialmente las componentes A* y A se encuentra gque la
reaccion en Aes 112.2 kN (i.17.30.

Comprobacion. Los valores obtenidos para las reacciones se pueden
comprobar recordando que la suma de los momentos de todas las fuerzas ex-
ternas con respecto a cualquier punto debe ser igual a cero. Por ejemplo,
considerando al punto B, se escribe

+"2Mfl = -(9.81 kN)2 m) - (23.5 kN)(6 m) 4 (107.1 kN)(L5 m) = 0

MMi ééésé
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PROBLEMA RESUELTO 4.2

Se aplican tres cargas a una viga como se muestra en la figura. La viga se
apoya en un rodillo en Ay en un perno en B. Sin tomar en cuenta el peso
de la viga, determine las reacciones en Ay B cuando P = 15 kips.

SOLUCION

Diagrama de cuerpo libre. Se dibuja un diagrama de cuerpo libre
de la viga. La reaccion en A es vertical y se representa con A La reaccion
en B se representa con las componentes Bxy By. Se supone que cada com-
ponente actla en la direccion mostrada en la figura.

Ecuaciones de equilibrio. Se escriben las tres ecuaciones de equili-
brio siguientes y se resuelven para las reacciones sefialadas:

(FLEX=0: B =0 B,=0 4

+AIMA= 0;
—(15 Kkips)(3 ft) + BA9 ft) —(6 kips)(Il ft) —(6 kips)(13 ft) = 0
BU= +21.0 kips B, = 21.() kips f

+ "Mfi=0:
-A(9 ft) + (15 kips)(6 ft) —(6 kips)(2 ft) —(6 Idps)(4 ft) = 0
A = +6.00 kips A =6.00 kips ]

Comprobacion. Se comprueban los resultados sumando las compo-
nentes verticales de todas las fuerzas externas.

+ |EFVY= +6.00 kips —15 kips + 21.0 kips —6 kips —6 kips = 0

Observacion. En este problema las reacciones en Ay B son vertica-
les; sin embargo, las razones de lo anterior son diversas. En A la viga se apo-
ya en un rodillo; por tanto, la reaccion no puede tener una componente ho-
rizontal. En B, lacomponente horizontal de la reaccion es igual a cero debido
a que se debe cumplir la ecuacion de equilibrio = 0y a que ninguna de
las otras fuerzas que actlian sobre la viga tiene una componente horizontal.

A primera vista se hubiera podido observar que la reaccion en B era ver-
tical y se pudo haber omitido la componente horizontal B*. Sin embargo, es-
ta practica no es conveniente. Al seguirla, se corre el riesgo de olvidar a la
componente Br cuando las condiciones de carga regineran su presencia (es-
to es, cuando se incluye una carga horizontal). Ademés, se encontré que la
componente Bxes igual a cero utilizando y resolviendo una ecuacién de equi-
librio, 2F.,. = 0. Al dar por hecho que Bves igual a cero, es posible no per-
catarse de que en realidad se ha hecho uso de esta ecuacién y, por tanto, se
podria perder la relacion del niumero de ecuaciones disponibles para resol-
ver el problema.
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PROBLEMA RESUELTO 4.3

Un carro de carga se encuentra en reposo sobre un carril que forma un an-
gulo de 25° con respecto a la vertical. El peso total del carro y su carga es
de 5 500 Ib y éste actlla en un punto que se encuentra a 30 in. del carril y
gue es equidistante a los dos ejes. El carro se sostiene por medio de un ca-
ble que estd unido a éste en un punto que se encuentra a 24 in. del carril.
Determine la tension en el cable y la reaccion en cada par de ruedas.

Diagrama de cuerpo libre. Se dibuja el diagrama de cuerpo libre
del carro. La reaccion en cada rueda es perpendicular a carril y la fuerza de
tension T es paralela a éste. Por conveniencia se selecciona al eje x paralelo
al carril y al eje y perpendicular al mismo. Entonces, el peso de 5 500 Ib se
descompone en sus componentes Xy Y.

Wx = +(5 500 Ib) cos 25°
W,, = -(5 500 Ib) sen 25°

+4 980 Ib
-23201b

Ecuaciones de equilibrio. Se toman momentos con respecto a A pa-
raeliminar aT y a Rj de los célculos.

+iZMa = 0. -(2 320 Ib)(25in.) (4 980 Ib)(6 in.) + A2(50 in.) =0
Rz= +1758 Ib Ro= 1758 Ib/f <

Ahora, tomando momentos con respecto a B para eliminaraT y a R3de los
calculos, se escribe

= 0. (2320 Ib)(25in.) - (4980 Ib)(6 in)) - Ry(50 in) =0
ft, = +562 Ib R, =562 b/* <

El valor de T se obtiene a partir de

\+2Fx=0: 4980Ilb- T=0
T=+49801Ib T =4980 Ib\ <

Los valores encontrados para las reacciones se muestran en el croquis ad-
junto.

Comprobacion. Para corroborar los célculos se escribe
Z'+EF,, = +562 b4+ 17581b- 2320lb =0

También pudo haberse verificado la solucion calculando los momentos con
respecto a cualquier punto distinto de A o de B.
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PROBLEMA RESUELTO 4.4

El marco mostrado en la figura sostiene una parte del techo do un pequefio
edificio. Se sabe que la tension en el cable es de 150 kN, determine la reac-
cion en el extremo fijo F.

SOLUCION

Diagrama de euerpo libre. Se dibuja el diagrama de cuerpo libre
del marco junto con el cable BDF. La reaccion en el extremo fijo E est4 re-
presentada con las componentes de fuerza Exy Eyy por el par Mg. Las otras
fuerzas que actlian sobre el diagrama de cuerpo libre son las cuatro cargas
de 20 kN y la fuerza de 150 kN ejercida en el extremo F del cable.

Ecuaciones de equilibrio. Observe que DF = v (45 m) +(6m)2=
7.5 m, se escribe

ASF* = 0; EX-+ 44(150 KN) = 0

Ex= -90.0 kN Ev=90.0 kN
+|SFV= 0 %- 4(20 KN) - -YRS/(150 KN) = 0

Ey = +200 kN Ev= 200 kNt <

+12ME£ = 0. (20 kN)(7.2 m) + (20 kN)(5.4 m) + (20 kN)(3.6 m)
+ (20 kN)(L8 M) - (150 KN)45m) + ME=0

Mt:= +180.0 kN-m Mt-= 180.0 kN emi <

PROBLEMA RESUELTO 4.5

Un peso de 400 Ib se une a la palanca mostrada en la figura en el punto A.
La constante del resorte BC es k = 250 Ib/in. y éste no se encuentra defor-
mado cuando 0 = 0. Determine la posicion de equilibrio.

i*n m

SOLUCION

Diagrama del cuerpo libre. Se dibuja el diagrama de cuerpo libre
de la palancajunto al cilindro. Represente con s la elongacion del resorte a
partir de la posicién en que éste no se encuentra deformado y observe que
s = r0, se tiene que F = ks = krd.

Ecuacion de equilibrio. Sumando los momentos de W y de F con
respecto a O, se escribe

kr2
+1EM0 =0: WIlsen 6 —r(kr6) =0 sen0= le 0
Sustituyendo los datos numéricos que fueron proporcionados se obtiene

(250 Ib/in)(3 in.)2

Senfl- (400 Ib)@in) o 007 07030

Al resolver numéricamente, se encuentra 0=0 9=1803 ~

.



RESOLUCION DE PROBLEMAS
EN FORMA INDEPENDIENTE

Se vio que las fuerzas externas que actian sobre un cuerpo rigido que se encuen-
tra en equilibrio forman un sistema equivalente a cero. Para resolver un problema
de equilibrio la primera tarea consiste en dibujar un diagrama de cuerpo libre que
sea claro y de tamafio razonable en el cual se muestren todas las fuerzas externas.
Se deben incluir tanto las fuerzas conocidas como las desconocidas.

Para un cuerpo rigido bidimensional, las reacciones en los apoyos pueden invo-
lucrar una, dos o tres incognitas dependiendo del tipo de apoyo de que se trate
(figura 4.1). Un diagrama de cuerpo libre es esencial para resolver de manera co-
rrecta un problema. Nunca se debe continuar con la solucién de un problema mien-
tras no se este seguro de que en el diagrama de cuerpo libre estan presentes todas
las cargas, todas las reacciones y el peso del cuerpo (cuando esto dltimo sea apro-
piado).

Cuando se construya el diagrama de cuerpo libre serd necesario asignar direccio-
nes a las reacciones desconocidas. Se sugiere suponer siempre que estas fuerzas ac-
tlan en una direccidn positiva, de forma que las respuestas positivas siempre im-
pliguen fuerzas actuando en una direccién positiva, mientras que los resultados
negativos impliquen siempre fuerzas que actian en una direccién negativa. De for-
ma similar, se recomienda suponer siempre que la fuerza desconocida en una ba-
rra o cable es de tension, de manera que una respuesta positiva siempre signifique
una reaccion de tension. Por otra parte, mientras que una reaccion negativa o com-
presiva es posible para una barra, es imposible para un cable y, por tanto, una res-
puesta negativa en este Ultimo caso implicard un error en la solucién al problema.

1. Se pueden escribir tres ecuaciones de equilibrio y resolverlas para tres in-
cognitas. Las tres ecuaciones pueden ser

2Fx=0 2Fy=0 2MC=o0

Sin embargo, existen varios conjuntos de ecuaciones que se pueden escribir, tales
como

XFx=0 2MA=0 2MB=10

donde el punto B se selecciona de manera que la b'nea AB no sea paralela al eje y, o
2MA= 10 2MB=0 2MC=0

donde los puntos A, B y C no se encuentran sobre una linea recta.

2. Para simplificar la solucidn resulta conveniente utilizar alguna de las técni-

cas de solucién que se presentan a continuacién, siempre y cuando sean aplicables
al caso en consideracion.



a) Sumar momentos con respecto al punto de interseccion de las lineas
de accion de dos fuerzas desconocidas, se obtiene una ecuacidon que involucra a una
sola incAgnita.

b) Sumar componentes en direccidon perpendicular a dos fuerzas para-
lelas que son desconocidas, se obtiene una ecuacion que involucra a una sola in-
cognita.

En algunos de los siguientes problemas se pedira determinar el rango permisible de
valores de la carga aplicada para un conjunto de restricciones dadas, como la reac-
cibn méxima en un apoyo o la fuerza méxima en uno o mas cables o barras. Para pro-
blemas de este tipo, primero se supone una situacion de carga maxima, (por ejem-
plo, la fuerza maxima permitida en una barra), y después se aplican las ecuaciones
de equilibrio para determinar las reacciones desconocidas correspondientes y la car-
ga aplicada. Si las reacciones satisfacen las restricciones, entonces la carga aplicada
es el valor maximo o minimo del rango permisible. Sin embargo, si la solucién viola
alguna restriccion (por ejemplo, la fuerza en un cable es compresiva), la suposicién
inicial esta equivocada y se debe suponer otra condicion de carga (para el ejemplo
previo, se asumiria que la fuerza en el cable es cero, esto es, la reaccion minima per-
mitida). Entonces, el proceso de solucion se repite con otra posible carga maxima
para completar la determinacion del rango permisible de valores de la carga apli-
cada.

Como en el capitulo 2, se recomienda escribir siempre las ecuaciones de equilibrio
de la misma forma en que se usaron en los ultimos problemas resueltos. Esto es, tan-
to las cantidades conocidas como las desconocidas se colocan en el lado izquierdo de
la ecuacién y su suma se establece como igual a cero.
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Problemas

4.1 Dos nifios estan parados sobre un trampolin que pesa 146 Ib. Si
los pesos de los nifios ubicados en C y D son, respectivamente, de 63 v 90
Ib, determine a) la reaccién en A b) la reaccion en B.

4.2  El mastil montado en un camion de 9 500 Ib se usa para descar-
gar de la plataforma la pila de tejas de 3 500 Ib que se muestra en la figura.
Determine la reaccion en las llantas a) traseras, B, b) delanteras, C.

13t
Figura P4.2

4.3 Una grda movil levanta una carga de madera que pesa W = 25
kN. El peso del mastil ABC y el peso combinado de la camioneta y el con-
ductor son los indicados en la figura. Determine la reaccion en las llantas
a) delanteras, H, b) traseras, K.

4.4  Una grda movil levanta una carga de madera que pesa W = 25
kN. Si la tension es de 25 kN en todos los tramos del cable AEF y el peso
del méstil ABC es de 3 kN, determineg, a) la tension en la varilla CD, b) la
reaccion en la articulacion B.

4.5 Para mover dos barriles con peso de 80 Ib cada uno se utiliza una
carretilla. Sin tomar en cuenta la masa de la carretilla, determine a) la fuer-
za vertical P que debe aplicarse en el manubrio para mantener el equilibrio
cuando a = 35° b) la reaccion correspondiente en cada una de las dos Hie-
das.

4.6 Resuelva el problema 4.5 si a = 40°.



4.7 Cuando los automdviles C y D se detienen sobre un puente de dos
carriles, las fuerzas que ejercen sus llantas sobre el puente son las indicadas
en la figura. Determine las reacciones totales en Ay B cuandoa)a = 2.9 m,
bya=81m

4.8 Cuando los automdviles C y D se detienen sobre un puente de dos
carriles, las fuerzas que ejercen sus llantas sobre el puente son las indicadas
en lafigura. Si ambos automdviles estan sobre el puente, determine a) el va-
lor de a para el cual la reaccion total en A es méxima, b) las reacciones to-
tales correspondientes en Ay B.

4.9 Una manivela tiene una barra de control conectada en A y dos
cuerdas unidas a los puntos B y C, como indica la figura. Para la fuerza da-
da en la barra, determine el rango de valores para la tension de la cuerda en
C cuando las cuerdas deben permanecer tensas y la tension maxima permi-
tida en una cuerda es de 36 Ib.

Figura P4.9

4.10 Se aplican tres cargas, como indica la figura, sobre una viga lige-
ra sostenida mediante cables unidos en B y D. Si se ignora el peso de la vi-
ga, determine el rango de valores de Q para los cuales ninguno de los cables
pierde tensién cuando P = 0.

4.11 Se aplican tres cargas, como indica la figura, sobre una vaga lige-
ra sostenida mediante cables unidos en B y D. Si la maxima tension permi-
sible en cada cable es de 12 kN y se ignora el peso de la viga, determine el
rango de valores de Q para los cuales la carga est4 segura cuando P = 5 kN.

Problemas

7.5 kN

0.5m
0.75m 0.75m

Figura P4.10 y P4.11
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Equilibrio de cuerpos rigidos 4.12 Cuatro cajas estan colocadas sobre una plancha de madera de 28
Ib que descansa en dos caballetes. Si las masas de las cajas ti y D son, res-
pectivamente, de 9 y 90 Ib, determine el rango de valores para la masa de

la caja A si la plancha de madera permanece en equilibrio cuando se retira la
caja C.

4.13 Para la vigay las cargas mostradas, determine el rango de valores
de la distancia a para los cuales la reaccion en B no excede los 250 N hacia
abajo o los 500 N hacia arriba.

750 N 750 N

4.14 Para las cargas dadas de la viga AB, encuentre el rango de valo-
res de la masa del cajon para los cuales el sistema estara en equilibrio si el
valor méximo permisible de las reacciones de cada soporte es de 2.5 kN y la
reaccion en E debe dirigirse hacia abajo.

Figura P4.14

4.15 Un poste AB de 24 ft de largo estad colocado en un hoyoy se
sostiene por medio de tres cables. Si las tensiones en los cables BD y BE son,
respectivamente, de 221 y 161 Ib, determine a) la tension en el cable CD y
b) la reacciéon en A



4.16 Un seguidor ABCD se mantiene contra una leva circular gracias Problemas 175
a la accion de un resorte estirado, el cual ejerce una fuerza de 6 Ib para la
posicion mostrada en la figura. Si la tension en la barra BE es de 4 Ib, de-
termine a) la fuerza ejercida sobre el rodillo en A, b) la reaccion en el co-
jinete C.

4.17 Determine las reacciones en Ay B cuandoa) a 0, h) a = 90°,
c)a = 30°

4.18 Resuelva el problema 4.17, suponiendo que la fuerza de 330 N Figura P4.16
se reemplaza con un par de 82.5 N em en el mismo sentido que las mane-
cillas del relg.

4.19 LapalancaBCD esta articuladaen C v unida a una barra de con-
trol en B. Si P = 200 X, determine a) la tension en la barra AB, b) la reac-
cion en C.

4.20 Lapalanca BCD esta articuladaen C y unida a una barra de con-
trol en fi. Si el maximo valor permisible para la reaccién en C es de 500 N,
determine la fuerza maxima P que puede aplicarse en forma segura sobre D.

4,21 Lafuerza requerida que debe ejercer la palanca ABC en Aes de
3 Ib. Sia = 30° yel resorte se ha estirado 1.2 in., determine a) la constante
k del resorte, b) la reaccion en B.

4.22 La fuerza requerida que debe ejercer la palanca ABC en Aes de
3.6 Ib. Si el resorte estirado ejecuta una fuerza de 12 Ib en C, determine
a) el valor de a, b) la reaccion en B.



176 Equilibrio de cuerpos rigidos 4.23 y 4.24 Una barra de acero se dobla para formar una ménsula de
marco. Para cada una de las ménsulas y cargas mostradas, determine las reac-
ciones en Ay B.

a) b)
Figura P4.23

looN 100 N

)

Figura P4.24

4.25 Una palanca AB est4 articulada en C y unida a un cable de con-
trol en A Si la palanca se somete a una fuerza vertical de 60 Ib en el punto
B, determine a) la tension en el cable, b) la reaccion en C.

reo I

4.26 Para el marcoy las cargas mostradas en la figura, determine las
reacciones en Ay £ cuandoa) a = 2in,b)a= 7.5in.



4.27 Un letrero se cuelga del méstil AB por medio de dos cadenas. El Problemas 177
mastil esta articulado en A y se sostiene mediante el cable BC. Si la tensién
en las cadenas DE y FH es, respectivamente, de 225y 135 N, yd = 0.39 m,
determine a) la tension en el cable BC, b) la reaccion en A

4.28 Un letrero se cuelga del mastil AB por medio de dos cadenas. El
maéstil esta articulado en A y se sostiene mediante el cable BC. Si la tension
en las cadenas DE y FH es, respectivamente, de 135y 90 N, vd = 0.462 m,
determine a) la tension en el cable BC, b) la reaccién en A

4.29 Determine la tension en el cable ABD Yy la reaccion en el sopor-
te C.

4.30 Sin tomar en cuenta la friccion y el radio de la polea, determine
la tension en el cable BCD vy la reaccion en el apoyo A cuando d —4 in.

4.32 Sin tomar en cuenta la friccién y el radio de la polea, determine 200 Mm 200 nm
a) la tensién en el cable ADB, b) la reaccion en C. Figura P4.32



178  Equilibrio de cuerpos rigidos 4.33 La barra ABC esta doblada en forma de un arco circular de ra-
dio fl. Determine a) el valor de 0 para que las magnitudes de las reacciones
en By C sean iguales, b) las reacciones correspondientes en fi y C.

4.34 La barra ABC esta doblada en forma de un arco circular de ra-
dio fl. Determine a) el valor de 6 que minimiza la magnitud de la reaccion
en C, b) las reacciones correspondientes en By C.

4.35 Sin tomar en cuenta la friccion, determine la tensién en el cable
ABD vV la reaccién en C cuando 6 = 40°.

Figura P4.33 y P4.34

Figura P4.35y P4.36

4.36 Sin tomar en cuenta la friccion, determine a) el valor de 0 para
el que la tension en el cable ABD es de 3P/4, h) la reaccion correspondien-
teen C.
5 mm 4.37 Una ménsula movil se mantiene en reposo mediante un cable
unido a C y los rodillos sin friccion colocados en Ay B. Para la carga que se
muestra en la figura, determine a) la tension en el cable, b) las reacciones
en Ay B.

50 mm

4.38 Con el proposito de cruzar una brecha, tres alpinistas posicionan
una escalera de 3.5 m de largo, como se muestra en la figura. Sin tomar en
cuenta la friccion en Ay B, y sabiendo que el montafista situado en A ejer-
ce una fuerza P horizontal sobre la punta de la escalera, determine a) las

Figura P4.37 reacciones en Ay B, b) la fuerza P.

Figura P4.38



4.39 Labarra ABCD esta doblada en forma de un arco circular de 4
in. de radio y descansa sobre superficies sin friccion en Ay D. Si el collarin
colocado en B se puede mover libremente por la barray 0 = 45°, determi-
ne a) la tension en la cuerda OB, b) las reacciones en Ay D.

4.40 Labarra ABCD esta doblada en forma de un arco circular de 4
in. de radio v descansa sobre superficies sin friccion en Ay D. Si el collarin
colocado en B se puede mover libremente por la barra, determine a) el va-
lor de $ para el cual la tension en la cuerda OB es minima, b) el valor co-
rrespondiente de la tensidn, c) las reacciones en A v D.

441 Una ménsula movil se mantiene en reposo mediante un cable
unido a E y los rodillos sin friccion mostrados en la figura. Si el ancho del
poste F(i es ligeramente menor que la distancia entre los rodillos, determi-
ne las fuerzas ejercidas sobre el poste por cada rodillo cuando a = '20°,

125 mm

200 mm

Figura P4.41

4.42 Resuelva el problema 4.41 cuando a = 30°.

4.43 Después de cortar una ranura parabdlica en la placa AD, la pla-
ca se ha colocado de manera que la ranura se ajuste a dos pernos fijos y sin
friccién en B y C. La ecuacion de la ranuraes y = x2/4, donde X y y se ex-
presan en pulgadas. Si la fuerza de entrada P = 1 Ib, determine a) la fuerza
gue cada pemo ejerce sobre la placa, b) la fuerza de salida Q.

4.8

Figura P4.43y P4.44

Figura P4.39 y P4.40

4.44 Después de cortar una ranura parabdlica en la placa AD, la pla-

ca se ha colocado de manera que la ranura se ajuste a dos pernos fijos y sin
friccién en B y C. La ecuacion de la ranuraes y = x2/4, donde X y y se ex-
presan en pulgadas. Si la fuerza maxima permisible ejercida sobre el rodillo
en el punto D es de 2 Ib, determine a) la magnitud correspondiente de la
fuerza de entrada P, b) la fuerza que cada pemo ejerce sobre la placa.

Problemas
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180  Equilibrio de cuerpos rigidos 4.45 Una pesa de 10 kg puede sostenerse en las tres formas diferen-
tes que se muestran en la figura. Si las poleas tienen radio de 1(K) mm, de-
termine en cada caso las reacciones en A.

4.46 Una banda pasa por dos poleas de 2 in. de diametro, las cuales
estan montadas sobre una ménsula como se muestra en la figura. SiM = 0
y Tj = T,, = 12 Ib, determine la reaccién en C.

1.8in.
3.2in.
Figura P4.46 y P4.47
4.47 Una banda pasa por dos poleas de 2 in. de diametro, las cuales

estan montadas sobre una ménsula como se muestra en la figura. Si M = 8
Ib «in.y Tj y T,, son iguales a 16 y 8 Ib, respectivamente, determine la reac-
cién en C.

4.48 En un experimento de laboratorio, los estudiantes cuelgan los pe-
sos que se muestran en la figura de una viga con peso insignificante, a) De-
termine la reaccion en el apoyo fijo A si el extremo D de la viga no toca el
apoyo E.b) Determine la reaccién en el apoyo fijo A si el apoyo ajustable E
ejerce sobre la viga una fuerza hacia arriba de 1.2 Ib.

4.49 En unexperimento de laboratorio, los estudiantes cuelgan las ma-
sas que se muestran en la figura de una viga con masa insignificante. Deter-
mine el rango de valores de la fuerza ejercida sobre la viga por el apoyo ajus-

Figura P4.48 y P4.49 table £ para los cuales la magnitud del par en A no excede las 20 Ib «in.



4.50 La. instalacién que se muestra en la figura esta conformada por
un elemento horizontal ABC de 5.4 kN y un elemento vertical DBE, ambos
soldados en B. La instalacion se utiliza para levantar un cajon de 16.2 kN a
una distancia de x = 4.8 m desde el elemento vertical DBE. Si la tension en
el cable es de 18 kN, determine la reaccién en £ suponiendo que el cable
a) se sujeta en F como indica la figura, b) se fija al elemento vertical en un
punto localizado a 0.4 m por encima de E.

4,51 Painstalacion que se muestra en la figura esta conformada por
un elemento horizontal ABC de 5.4 kN y un elemento vertical DBE, ambos
soldados en B, y se utiliza para levantar un cajon de 16.2 kN. Determine
a) la tension requerida en el cable ADCF si el valor méximo del par en £ es
el minimo posible, mientras .r varia desde 0.6 hasta 7 m, h) el valor maximo
correspondiente al par.

4,52 Un poste de 160 kg se emplea para sostener en C el extremo de
un cable eléctrico. Si la tension en el cable es de 540 N y éste forma un an-
gulo de 15° con la horizontal en C, determine las tensiones maximas y mini-
mas permisibles en el alambre BD si la magnitud del par en A no debe ex-
ceder los 360 N em.

4.53 Una barra uniforme AB de longitud /y masa m, sobre la que ac-
tda un par M, pertenece a un plano vertical. Los extremos de la barra estan
conectados a dos pequefios rodillos que descansan sobre superficies sin fric-
cion. a) Exprese el angulo 6 correspondiente a la posicion de equilibrio en
términos de M, m, g y Z b) Determine el valor de 0 que corresponde a la po-
sicion de equilibrio cuando M - 2.7 Nmm m =2kgyl = 0.8 m

Problemas 181

15m

Figura P4.50 y P4.51

4.54 Una varilla AB con longitud | y masa insignificante esta situada

en un plano vertical y unida a los bloques Ay B. El peso de cada blogque es
W, y los blogues estan conectados mediante una cuerda eléstica que pasa por
la polea colocada en C. Sin tomar en cuenta la friccién entre los blogues y
las guias, determine el valor de 6 para el cual la tension en la cuerda es igual

Figura P4.52
aa) cero, b) W.
Figura P4.53
Figura P4.54
4.55 Un aro uniforme y delgado, de masam y radio R, esta unido sin

friccién a un collarin mediante un pemo colocado en Ay se mantiene con-
tra un pequefio rodillo en B. El aro pertenece a un plano vertical y el colla-
rin, sobre el que actda una fuerza horizontal P, se puede mover libremente
por la barra que se muestra en la figura, a) Exprese el angulo 6 correspon-
diente a la posicion de equilibrio, expresado en términos de m, g y P. b) De-
termine el valor de 6 que corresponde a la posicion de equilibrio cuando
m=700gyP=3N.



182 Egquilibrie de euerpes rigides

Figura P4.58

4.56 Una barra uniforme con longitud de 1 my masa de 2 kg esta sus-

pendida mediante dos cuerdas AC y BC. Determine el angulo 6 correspon-
diente a la posicion de equilibrio cuando se aplica a la barra un par M con

magnitud de 3 N =m.

4.57

Una carga vertical P se aplica en

La constante del resorte es k y se encuentra sin deformar cuando 9 - 90°.
Sin tomar en cuenta el peso de la barra, determine ti) el &ngulo 6 correspon-

Adiente a la posicion de equilibrio, expresado en términos de P, k v 1. b) El

valor de 9 que corresponde a la posicion de equilibrio cuando P = \kI.

Figura P4.56

4,58 El cable AB esta enrollado en dos tambores, como se muestra en
la figura. Un resorte de torsion esta fijado al tambor A, para el cual M = k>
donde k = 58 N mmvrad y $>es el angulo de rotacion del tambor expresado
en radianes. Si la masa del bloque E es de 10 kg y el resorte de torsién no
est4 estirado cuando 9 = 0, determine el valor de 0 correspondiente al equi-

librio.

4.59 Una carga vertical P se aplica en el extremo B de la barra BC.
La constante del resorte es k, y se encuentra sin deformar cuando 9 = 0.
a) Sin tomar en cuenta el peso de la barra, determine el angulo 6 correspon-
diente a la posicion de equilibrio en términos de P. k y I. b) Determine el
valor de 9 que corresponde a la posicién de equilibrio cuando P - Z«l.

4.60 Una barra delgada AB de peso W esta unida a los bloques Ay B
gue se mueven libremente sobre las guias mostradas en la figura. El resor-
te, que tiene una constante k, se encuentra sin deformar cuando 9 = 0.
a) Sin tomar en cuenta el peso de los bloques, encuentre una ecuacion en
términos de W, k, 1 y 9 que se cumpla cuando la barra esté en equilibrio.
b) Determine el valor de 9 cuando W = 4 Ib, | —30 in. yk = 1.8 Ib/ft.

Figura P4.60



4.61 La ménsula ABC puede sostenerse en las ocho formas diferentes
mostradas en la figura. Todas las conexiones consisten en pernos sin friccion,
rodillos o eslabones cortos. Para cada caso determine: a) si la placa esta com-
pleta, parcial o impropiamente restringida, b) si las reacciones son estatica-
mente determinadas o indeterminadas y c) si en la posicion mostrada se
mantiene el equilibrio de la placa. También, cuando sea posible, calcule las
reacciones si la magnitud de la fuerza P es de 100 N.

4.62 Ocho placas rectangulares idénticas de 20 X 30 in., cada una de
las cuales tiene una masa de 50 Ib, se mantienen en el plano vertical mostrado
en la figura. Todas las conexiones consisten de pernos sin friccion, rodillos o
eslabones cortos. En cada caso, conteste las preguntas enunciadas en el pro-
blema 4.61 y, cuando sea posible, calcule todas las reacciones.

5
Figura P4.62

4.6. EQUILIBRIO DE UN CUERPO SUJETO A DOS FUERZAS

Un caso particular de equilibrio que es de considerable interés es el
de un cuerpo rigido sujeto a la accién de dos fuerzas. Por lo general,
un cuerpo que se encuentra en estas circunstancias recibe el nombre
de cuerpo sujeto a ¢ losfuerzas. A continuacion se demostrara que si un
cuerpo sujeto a dosfuerzas esta en equilibrio entonces las dosfuerzas
que actian sobre éste deben tener la misma magnitud, la misma linea
de accién y sentidos opuestos.

Considérese una placa en angulo sujeta a dos fuerzas y F2 que
actdan, respectivamente, en Ay B (figura 4.8a). Si la placa esta en equi-
librio, la suma de los momentos de F:y F2 con respecto a cualquier
eje debe ser igual a cero. Primero se suman momentos con respecto a
A. Como, obviamente, el momento de Fj es igual a cero, el momento
de F2 también debe ser igual a cero y la linea de accién de F2 debe
pasar a través de A (figura 4.8b). En forma similar, sumando momen-
tos con respecto a B se demuestra que la linea de accion de Fi debe
pasar a través de B (figura 4.8c). Por tanto, ambas fuerzas tienen la
misma linea de accion (que resulta ser la linea AB). A partir de cual-
quiera de las ecuaciones 2F,. = 0y 2Fy = 0 se observa que las fuer-
zas también deben tener la misma magnitud pero sentidos opuestos.

1) b) 11 ¢)
Figura 4.8

4.6. Equilibrio de un cuerpo sujeto

Figura P4.61

a dos fuerzas
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Equilibrio de cuerpos rigidos

Figura 4.8 (repetida)

a) b) )

Si varias fuerzas actian en dos puntos A y B, las fuerzas que ac-
than en A pueden ser reemplazadas por su resultante Fi y las de B
pueden reemplazarse por su resultante F2. Por tanto, en una forma
mas general, un cuerpo sujeto a dos fuerzas puede definirse como un
cuerpo rigido sujeto a fuerza."; que actian Unicamente en dos puntos.
Entonces, las resultantes F Ty F2 deben tener la misma magnitud, la
misma linea de accion y sentidos opuestos (figura 4.8).

En el estudio de estructuras, marcos y maquinas se vera que saber
identificar los cuerpos sometidos a la accion de dos fuerzas simplifica
la solucion de ciertos problemas.

4.7. EQUILIBRIO DE UN CUERPO SUJETO A TRES FUERZAS

Otro caso de equilibrio que es de gran interés es aquel de un cuerpo
rigido sujeto a tresfuerzas, esto es, un cuerpo rigido sobre el que ac-
tdan tres fuerzas o, en forma més general, un cuerpo rigido sometido
afuerzas que acttan sélo en tres puntos. Considérese un cuerpo rigido
bajo un sistema de fuerzas que puede reducirse a tres fuerzas Flt F2
y F3 que actdan, respectivamente, en A, B y C (figura 4.9a). A conti-
nuacion se demostrara que si el cuerpo esta en equilibrio, las lineas de
accion de las tresfuerzas deben ser concurrentes o paralelas.

Como el cuerpo rigido esta en equilibrio, la suma dé los momen-
tos de F], F2y F3con respecto a cualquier eje debe ser igual a cero.
Suponga que las lineas de accién de Fxy F2 se intersecan y al repre-
sentar su punto de interseccién con D, se suman momentos con res-
pecto a D (figura 4.97;). Como los momentos de F, y F2con respecto
a D son iguales a cero, el momento de F:i con respecto a D también
debe ser igual a cero y la linea de accion de F3 debe pasar a través de
D (figura 4.9c). Por tanto, las tres lineas de accién son concurrentes.
La Unica excepcién se da cuando ninguna de las lineas de accion se in-
tersecan; entonces, dichas lincas son paralelas.

Aunque los problemas relacionados con cuerpos sujetos a tres
fuerzas se pueden resolver por medio de los métodos generales de las
secciones 4.3 a la 4.5, la propiedad que se acaba de establecer puede
utilizarse para resolverlos en forma grafica o matematica a partir de
relaciones trigonométricas o geométricas simples.



PROBLEMA RESUELTO 4.6

Un hombre levanta una vigueta de 10 kg y de 4 in de longitud tirando de
una cuerda. Encuentre la tension T en la cuerda y la reacciéon en A

SOLUCION

Diagrama de cuerpo libre. La vigueta es un cuerpo sujeto a tres
fuerzas: su peso W, la fuerza T ejercida por la cuerda y la reaccién R ejer-
cida por el suelo en A. Se observa que

W = mg = (10 kg)(9.81 my2) = 98.1 N

Cuerpo sujeto a tres fuerzas. Como la vigueta es un cuerpo sujeto
atres fuerzas, éstas al actuar deben ser concurrentes. Por tanto, la reaccion
R pasaré a través del punto de interseccion C de las lineas de accion del peso
W'y de la fuerza de tension T. Este hecho se utilizara para determinar el an-
gulo a que forma R con la horizontal.

Trazando la linea vertical BF a través de B y la linea horizontal CD a
través de C, se observa que

AF = BF = (AB) cos 45° = (4 m) cos 45° = 2.828 m

CD = EF = AE = j(AF) = 1414 m

BD = (CD) cot (45° + 25°) = (1.414 ni) tan 20° = 0.515 m
CE = DF =BF - BD =2,828 m- 0.515 m=2.313 m

Asi, se escribe

tana = (_:__E_: _?;§_]:§__rﬂ = 1.636
AF. 1414 m

« = 586° <

Ahora se conocen las direcciones de todas las fuerzas que actian sobre la vi-
gueta.

Triangulo de fuerzas. Se dibuja un triangulo de fuerzas, como se
muestra en la figura y se calculan sus angulos interiores a partir de las di-
recciones conocidas de las fuerzas. Con el uso de la ley de los senos se es-
cribe

R 98.1 N
sen 31.4° sen 110° sen 38.6°

7= 819 N «
R = 147.8 N .=£58.6° *



RESOLUCION DE PROBLEMAS
EN FORMA INDEPENDIENTE

Las secciones anteriores cubrieron dos casos particulares de equilibrio de un cuer-
po rigido.

1. Un cuerpo sujeto a dos fuerzas es un cuerpo que estd sometido a fuer-
zas que actuan so6lo en dos puntos. Las resultantes de las fuerzas que actlian
en cada uno de estos puntos deben tener la misma magnitud, la misma linea de ac-
cién y sentidos opuestos. Esta propiedad permitira simplificar la solucion de algu-
nos problemas reemplazando las dos componentes desconocidas de una reaccion,
por una sola fuerza de magnitud desconocida pero cuya direccién es conocida.

2. Uncuerpo sujeto a tresfuerzas es un cuerpo que estd sometido afuer-
zas que actlan sdlo en tres puntos. Las resultantes de las fuerzas que actdan
en cada uno de estos puntos deben ser concurrentes o paralelas. Para resolver un
problema que involucra a un cuerpo sujeto a tres fuerzas concurrentes, se dibuja
el diagrama de cuerpo libre mostrando que estas tres fuerzas pasan a través del mis-
mo punto. Entonces, el uso de la geometria elemental permitira completar la solu-
cion utilizando un triangulo de fuerzas [problema resuelto 4.6].

A pesar de que es facil entender el principio sefialado en el parrafo anterior para
la solucion de problemas que involucran a cuerpos sometidos a la accion de tres
fuerzas, puede ser dificil dibujar las construcciones geométricas necesarias. Si se
tienen dificultades, primero se debe dibujar un diagrama de cuerpo libre de tama-
fio razonable y entonces, se debe buscar una relacidon entre longitudes conocidas o
gue se puedan calcular facilmente y una dimension que involucre a una incognita.
Esto se hizo en el problema resuelto 4.6, donde las dimensiones AE y CE, que eran
faciles de calcular, fueron empleadas para determinar el angulo a.



Problemas

4.63 Dos eslabones, uno vertical y otro horizontal, se articulan a una
rueda y sobre ellos se aplican las fuerzas mostradas en la figura. Sia = 75
mm, determine el valor de Py la reaccion en A

4.64 Dos eslabones, uno vertical y otro horizontal, se articulan a una
rueda y sobre ellos se aplican las fuerzas mostradas en la figura. Determine
el rango de valores de la distancia a para los cuales la magnitud de la reac-
cién en A no pasa de 180 N.

4.65 Resuelva el problema 4.21 usando el método de la seccion 4.7.
4.66 Resuelva el problema 4.33 usando el método de la seccion 4.7.

4.67 Una ménsula en forma de T soporta una carga de 75 Ib, segin
muestra la figura. Determine las reacciones en Ay C cuando a) a = 90°,
b) a = 45°.

4.68 Una viga uniforme que pesa 6 000 Ib se mantiene en posicion
horizontal por medio de dos cables de gria. Determine el &ngulo a y la ten-
sion en cada cable.

4.69 Para remover un clavo, se coloca un pequefio bloque de madera
debajo de una barreta y se aplica una fuerza horizontal P, como indica la fi-
gura. Si /= 88 mmy P = 130 X, determine la fuerza vertical ejercida sobre
el clavo y la reaccién en B.

4,70 Para remover un clavo, se coloca un pequefio bloque de madera
debajo de una barreta v se aplica una fuerza horizontal P, como indica la fi-
gura. Si la fuerza vertical maxima necesaria para extraer el clavo es de 2 600
X, vy la fuerza horizontal P no debe superar los 290 X, determine el mayor
valor aceptable para la distancia Z

0N
Figura P4.63 y P4.64

£

-20ft -60 ft
Figura P4.68
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188  Equilibrio de cuerpos rigidos 4.71  Un trabajador levanta una escalera con longitud de 9.2 iny ma-
sa de 53 kg, como se muestra en la figura. Sia - 1.8 my la fuerza ejercida
por el trabajador es perpendicular a la escalera, determine a) la magnitud de
la fuerza, b) la reaccion en B.

4.72 Un trabajador levanta una escalera con longitud de 9.2 my ma-
sa de 53 kg, como se muestra en la figura. Si la fuerza ejercida por el traba-
jador es perpendicular a la escalera, determine a) el valor minimo de a pa-
ra el que la componente vertical de la reaccion en ti es cero, h) la fuerza
correspondiente ejercida por el trabajador.

4.73 Para remover la tapa de una cubeta de 5 galones, se emplea la
herramienta mostrada en la figura v se aplica una fuerza hacia arriba, radial-
mente hacia fuera, sobre el borde inferior interno de la tapa. Si el borde se
apoya contra la herramienta en el punto A v se aplica una fuerza de 20 b so-

) bre el mango, determine la fuerza que actda sobre el borde.
Figura P4.71 y P4.72

Figura P4.73

4.74 Para remover la tapa de una cubeta de 5 galones, se emplea la
herramienta mostrada en la figuray se aplica una fuerza hacia arriba, radial-
mente hacia fuera, sobre el borde inferior interno de la tapa. Si la parte su-
perior y el borde de la tapa se apoyan contra la herramienta en Ay B, res-
pectivamente, y se aplica una fuerza de 14 Ib sobre el mango, determine la
fuerza que actua sobre el borde.

Figura P4.74

4.75 Un rodillo de 20 kg y 200 mm de diametro se usa sobre un sue-
lo de teja 'y descansa en el desnivel que se muestra en la figura. Si el espe-
sor de cada teja es de 8 mm, determine la fuerza P requerida para mover el
rodillo sobre las tejas cuando se le empuja hacia la izquierda.

4.76  Un rodillo de 20 kg y 2(X) mm de diametro se usa sobre un sue-
lo de teja y descansa en el desnivel que se muestra en la figura. Si el espe-
sor de cada teja es de 8 mm, determine la fuerza P requerida para mover el

Figura P4.75y P4.76 rodillo sobre las tejas cuando se le jala hacia la derecha.



4.77 La.abrazadera mostrada en la figura se usa para fijar la pieza de
trabajo C. Suponga que la maxima fuerza compresiva permisible sobre la pie-
za de trabajo es de 40 Iby, sin tomar en cuenta el efecto de la friccion en A
determine la correspondiente a) reaccion en B, b) reaccion en A, c) tension
en el tomillo.

4.78 Una pequefia grda se monta sobre la parte trasera de una camio-
neta y se usa para levantar una caja de 260 Ib. Determine a) la fuerza ejer-
cida por el cilindro hidraulico BC sobre la gria, b) la reaccion en A

Figura P4.78

4.79 El elemento ABC en forma de L se sostiene por medio de un
apoyo de pasador, instalado en C, y una cuerda inextensible unida en Ay B
que pasa sin friccién por una polea colocada en D. Determine a) la tension
en la cuerda, b) la reaccion en C.

4.80 EIl elemento ABCD se sostiene por medio de un apoyo de pasa-
dor, colocado en C, y una cuerda inextensible unida en Ay D que pasa sin
friccion por las poleas puestas en B y E. Sin tomar en cuenta el tamafio de
las poleas, determine la tensién en la cuerda y la reaccién en C.

4,81 Una palanca de gancho modificada se usa para levantar un tron-

co de 8 in. de diametro que pesa 80 Ib. Si 6 = 45° y la fuerza ejercida por el
trabajador en el punto C es perpendicular al mango de la palanca, determi-
ne a) la fuerza ejercida en C, b) la reaccion en A

*4.82 Una palanca de gancho modificada se usa para levantar un tron-
co de 8 in. de diametro que pesa 80 Ib. Si 6 = 60° y la fuerza ejercida por el
trabajador en el punto C es perpendicular al mango de la palanca, determi-
ne a) la fuerza ejercida en C, b) la reaccion en A

4.83 Resuelvael problema4.17c empleando el método de laseccion 4.7.

Figura P4.81 y P4.82

Problemas
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190 Equilibrio de cuerpos rigidos

Figura P4.85y P4.86

Figura P4.87

Figura P4.89

Figura P4.93

4.84 Resuelvael problema4.25 empleando el método de laseccion 4.7.

4.85 La barra uniforme AB de masa m y longitud L esta unida a dos
bloques, los cuales se deslizan libremente por las ranuras circulares que se
muestran en la figura. Si la barra esta en equilibrio y L = 2R, determine
a) el angulo a que forma la barra con la horizontal, b) las reacciones en Ay B.

*4.86 La barra uniforme AB de masa my longitud L estd unida a dos
bloques, los cuales se deslizan libremente por las ranuras circulares mostradas
en lafigura. Sia = 45°, determine «) el maximo valor de L para el que la ba-
rra se encuentra en equilibrio, b) las reacciones correspondientes en Ay B.

4.87 El peso total de una carretilla llena de grava es de 120 Ib. Si la
carretilla se sostiene sobre un plano inclinado a 18° en la posicion que mues-
tra la figura, determine la magnitud y la direccion de a) la fuerza ejercida
por el trabajador sobre cada mango, b) la reaccién en C. (Sugerencia: Con-
sidere que la rueda es un cuerpo sometido a dos fuerzas.)

4.88 Resuelva el problema 4.87 suponiendo que la pendiente del pla-
no es de 18° hacia abajo.

4.89 Unabarra delgada uniforme con longitud de 10 in. y peso de 0.01
Ib estd balanceada sobre un vaso que tiene didmetro interior de 2.8 in. Sin
tomar en cuenta la friccion, determine el &ngulo 6 correspondiente a la po-
sicién de equilibrio.

4.90 Una barra delgada de longitud L y peso W esta unida a dos co-
llarines que se pueden deslizar libremente a lo largo de las guias mostradas
en la figura. Si la barra esté en equilibrio, obtenga una expresion para calcu-
lar el &ngulo 6 en términos del &ngulo A

4,91 Una barra delgada de 10 kg y longitud L esta unida a dos colla-
rines que se pueden deslizar libremente a lo largo de las guias mostradas en
la figura. Si la barra esta en equilibrio y fi = 25°, determine a) el angulo 8
que la barra forma con la vertical, h) las reacciones en Ay B.

%B

4.92 Unabarra delgada de longitud L se coloca entre la clavija C y la
pared vertical. La barra soporta una carga P en su extremo A. Sin tomar en
cuenta la friccion ni el peso de la barra, determine el angulo 8 correspon-
diente a la posicion de equilibrio.

4.93 Un atleta hace “lagartijas" sobre una tabla inclinada. Sin tomar
en cuenta la friccion entre sus zapatos y la tabla, determine el valor de 6 si
este deportista desea limitar la magnitud de la fuerza total ejercida sobre sus
manos a un 80% de su peso.



4.94 Una barra delgada y uniforme de longitud 2L y peso W se apoya
sobre un rodillo colocado en D, y se mantiene en la posicion de equilibrio
mostrada en la figura mediante una cuerda de longitud a. Si L = 8 in., deter-
mine a) el angulo 9, b) la longitud a.

4.95 Unabarra delgaday uniforme de masamy longitud 4r se apoya so-
bre la superficie mostrada en la figura 'y se mantiene en la posicion de equili-
brio gracias a la fuerza P. Sin considerar el efecto de la friccién en Ay C, a) de-
termine el angulo 9, b) obtenga una expresion para P en términos de myg.

EQUILIBRIO EN TRES DIMENSIONES

4.8. EQUILIBRIO DE UN CUERPO RIGIDO
EN TRES DIMENSIONES

En la seccién 4.1 se explico que, para el caso general de tres dimensio-
nes, se requieren seis ecuaciones escalares para expresar las condicio-
nes de equilibrio de un cuerpo rigido:

2FEX=0 SFy=10 2F.
2Mx=0 2My =0 2M z

0 (4.2)
0 (4.3)

Estas ecuaciones pueden resolverse para un maximo de seis incégnitas
gue, generalmente, representaran reacciones en los apoyos o las cone-
xiones.

En la mayor parte de los problemas, las ecuaciones escalares (4.2)
y (4.3) se obtendran de modo mas practico si primero se expresan en
forma vectorial las condiciones para el equilibrio del cuerpo rigido con-
siderado. Para ello se escribe

2F =0 2MO =2(r xF)=0 (4.1)

y se expresan las fuerzas F y los vectores de posicién r en términos de
componentes escalares y vectores unitarios. Después, se calculan todos
los productos vectoriales, ya sea mediante calculo directo o con deter-
minantes (vea la seccién 3.8). Se observa que a través de una seleccion
cuidadosa del punto O se pueden eliminar de los calculos hasta tres com-
ponentes desconocidas de las reacciones. Al igualar a cero los coeficien-
tes de los vectores unitarios en cada una de las dos relaciones (4.1) se
obtienen las ecuaciones escalares deseadas.l

4.9. REACCIONES EN PUNTOS DE APOYO Y CONEXIONES
PARA UNA ESTRUCTURA TRIDIMENSIONAL

En una estructura tridimensional, las reacciones abarcan desde una so-
la fuerza de direccion conocida, que ejerce una superficie sin friccion,
hasta un sistema fuerza-par ejercido por un apoyo fijo. Por tanto, en los
problemas que involucran el equilibrio de una estructura tridimensional
pueden existir entre una y seis incégnitas asociadas con la reaccion co-
rrespondiente a cada apoyo o conexién. En la figura 4.10 se muestran
varios tipos de apoyos y conexiones con sus respectivas reacciones. Una
forma sencilla de determinar tanto el tipo de reaccién correspondiente
a un apoyo o conexion dado, como el nimero de incégnitas involucradas,
consiste en establecer cuales de los seis movimientos fundamentales

1En algunos problemas, es conveniente eliminar de la solucion las reacciones en dos puntos
Ay B escribiendo la ecuacion de equilibrio SAI” = 0, la cual implica determinar los momen-
tos de las filenas respecto al eje AB que une los puntos Ay B (vea el problema resuelto 4.10).

4.9. Reacciones en puntos de apoyo
y conexiones para una estructura

Figura P4.94

Figura P4.95

tridimensional
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192 Equilibrio de cuerpos rigidos

Fotografia 4.6 Las juntas universales que se
encuentran cominmente en las flechas motrices
de los autos y camiones de traccion trasera,
permiten la transmision del movimiento rotacional
entre dos ejes no colineales.

Fotografia 4.7 La caja de cojinetes que se
muestra en la fotografia sostiene al eje de un
ventilador usado en un taller de fundicion.

(traslacion en las direcciones x, y y z y rotacion con respecto a los ejes
X, Y Y z) estdn permitidos y cuéles de estos movimientos estan restrin-
gidos.

Por ejemplo, los apoyos de bola y cuenca o de rétula, las superfi-
cies sin friccion (lisas) y los cables s6lo impiden la traslacion en una di-
reccién y, por tanto, ejercen una sola fuerza cuya linea de accion es
conocida; asi, cada uno de estos apoyos involucra una incégnita, la cual
estd dada por la magnitud de la reaccion. Los rodillos sobre superfi-
cies rugosas y las ruedas sobre rieles impiden la traslacion en dos di-
recciones; por consiguiente, las reacciones correspondientes consisten
en dos componentes de fuerza desconocidas. Las superficies rugosas en
contacto directo y las rétulas (bola y cuenca) impiden la traslacion
en tres direcciones; por tanto estos apoyos involucran tres componentes
de fuerza desconocidas.

Algunos apoyos y conexiones pueden impedir la rotacion y la tras-
lacion; en estos casos, las reacciones correspondientes incluyen tanto
pares como fuerzas. Por ejemplo, la reacciéon en un apoyo fijo, la cual
impide cualquier movimiento (tanto de rotacién como de traslacién),
consiste en tres fuerzas y tres pares, todos desconocidos. Una junta uni-
versal disefiada para permitir la rotacion alrededor de dos ejes ejerce-
ra una reaccidn que consiste en tres componentes de fuerza y un par,
todos desconocidos.

Otros apoyos y conexiones se usan primordialmente para impedir
traslaciones; sin embargo, su disefio es tal que también impiden algu-
nas rotaciones. Las reacciones correspondientes consisten en compo-
nentes de fuerza pero también pueden incluir pares. Un grupo de apo-
yos de este tipo incluye las bisagras y los cojinetes disefiados para
soportar sélo cargas radiales (por ejemplo, las chumaceras y los cojine-
tes de rodillos). Las reacciones correspondientes consisten en dos com-
ponentes de fuerza pero pueden incluir también dos pares. Otro gru-
po incluye apoyos de pasador y ménsula, bisagras y cojinetes disefiados
para soportar tanto un empuje axial como una carga radial (por ejem-
plo, los cojinetes de bola). Las reacciones correspondientes consisten
en tres componentes de fuerza pero pueden incluir dos pares. Sin em-
bargo, estos apoyos no ejerceran pares apreciables bajo condiciones
normales de uso. Por tanto, en su andlisis s6lo se deben incluir las com-
ponentes de fuerzaa menos que se encuentre que los pares son nece-
sarios para mantener el equilibrio del cuerpo rigido o si se sabe que el
apoyo ha sido disefiado especificamente para ejercer un par (véanse
problemas del 4.128 al 4.131).

Si las reacciones involucran més de seis incdgnitas, hay més incog-
nitas que ecuaciones y algunas de las reacciones son estaticamente in-
determinadas. Si las reacciones involucran menos de seis incégnitas,
existen mas ecuaciones que incognitas y pueden no cumplirse algunas
de las ecuaciones de equilibrio bajo una condicién general de carga,
en tales circunstancias, el cuerpo rigido sélo esté parcialmente restrin-
gido. Sin embargo, bajo condiciones especificas de carga correspon-
dientes a un problema dado, las ecuaciones adicionales se reducen a
identidades triviales, como 0 = 0 y pueden descartarse; asi, aunque el
cuerpo rigido solo esta parcialmente restringido, éste permanece en
equilibrio (véanse los problemas resueltos 4.7 y 4.8). A pesar de que
se tengan seis 0 mas incognitas, es posible que no se cumplan algunas
de las ecuaciones de equilibrio. Esto puede ocurrir cuando las reac-
ciones asociadas con los apoyos son paralelas o intersecan a la misma
linea; entonces, el cuerpo rigido tiene restriccion impropia.



Fuerzas con linea de Fuerza con linea
accion conocida Cable de accion conocida
Bola Superficie sin friccion (una incognita) (una incégnita)

Rodillo sobre Dos componentes de fuerza

superficie rugosa

Rueda sobre riel

Tres componentes de fuerza

Superficie rugosa Rétula (bolay cuenca)
11
|
Junta o unién Tres componentes Tres componentes
universal de fuerzay un par Apoyo ijo cE fuerzay tres pares
Dos componentes
Risagra y cojinete que soportan sélo carga radial de fuerza (y dos pares)
Bisagra y cojinete que soportan Tres componentes de

Pasador y ménsula empuije axial y carga radial fuerza (y dos pares)

Figura 4.10 Reacciones en apoyos y conexiones.
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PROBLEMA RESUELTO 4.7

Una escalera de 20 kg que se usa para alcanzar los estantes superiores en un
almacén esta apoyada en dos ruedas con pestafias A y B montadas sobre un
riel y en una rueda sin pestafias C que descansa sobre un riel fijo a la pared.
Un hombre de 80 kg se para sobre la escalera y se inclina hacia la derecha.
La linea de accion del peso combinado W del hombre y la escalera interseca
al piso en el punto D. Determinense las reacciones en A, By C.

SOLUCION

Diagrama de cuerpo libre. Se dibuja el diagrama de cuerpo libre
de la escalera. Las fuerzas involucradas son el peso combinado del hombre
y la escalera.

W = —mgj = -(80 kg 4 20 kg)(9.81 mys2)j = -(981 N)j
y cinco componentes de reaccion desconocidos, dos en cada rueda con pes-
tafias y uno en la rueda sin pestafias. Por tanto, la escalera sélo tiene res-
triccion parcial; ésta se puede desplazar libremente a lo largo de los rieles.
Sin embargo, la escalera esta en equilibrio bajo la condicion de carga dada
puesto que se satisface la ecuacion 2F* = Q.

Ecuaciones de equilibrio. Se expresa que las fuerzas que actllan so-
bre la escalera forman un sistema equivalente a cero:
2F =0: Ayj + Ak + Byj +B-k- (981 N)j+ Ck=0
(Ay + By- 981 N)j+ (A-4B: + C)k=0 6N}
2Ma=2(r x F) =0: 1.2i x (Bvj + BX) + (0.9i - 0.6k) x (-981))
+ (0.6i + 3j - 1.2k) x Ck=0
Calculando los productos vectoriales se tienel
1.2Byk - 1.2B-j - 882.9k - 588.61 - OBCj + 3Ci =0
(3C - 588.6)i - (1.2B- + 0.6C)j + (1.2By - 882.9)k =0 2
Si se igualan a cero los coeficientes de i,j y k en la ecuacion (2), se ob-
tienen las tres ecuaciones escalares siguientes, las cuales expresan que la suma

de los momentos con respecto a cada uno de los ejes coordenados debe ser
igual a cero.

3C-5886=0 C =+196.2 N
1.2B- + 0.6C =0 B.=-98.1 N
1.2By- 8829 =0 By= +736 N
Por tanto, las reacciones en B y C son
B =+(736 N)j - (98.1 N)k C = +(196.2 Nk <
Al igualar a cero los coeficientes dej y k en la ecuacion (1), se obtienen dos
ecuaciones escalares que expresan que la suma de las componentes en las
direcciones de y y z son iguales a cero. Si se sustituyen por By, BzyC los va-
lores obtenidos anteriormente, se escribe
Ay+By-981 =0 Ay +736- 981 =0 A, = +245 N
Az+B,+C=0 Az—981 + 196.2=0 Az=-98.1 N
Se concluye que la reaccion en A es A +(245 N)j - (98.1 N)k A

' En este problema resuelto y en los problemas resueltos 4.8 y 4.9, los momentos tam-
bién pueden expresarse en forma de determinantes (véase el problema resuelto 3.10).



Diagrama de cuerpo libre. Se dibuja un diagrama de cuerpo libre
del anuncio. Las fuerzas que actdan sobre el cuerpo libre son el peso W
= —{270 Ib)j y las reacciones en A B y £. La reaccion en A es una fuerza
cuya direccion es desconocida y se representa con tres componentes des-
conocidas. Como las direcciones de las fuerzas ejercidas por los cables son
conocidas, cada una de dichas fuerzas sélo involucra una incognita: las mag-
nitudes Tbda y Tec. Como sélo hay cinco incégnitas, el anuncio tiene restric-
cion parcial. Este puede rotar libremente alrededor del eje x; sin embargo,
el anuncio esta en equilibrio bajo la condicién de carga dada puesto que se
satisface la ecuacion 2M* = 0.

Las componentes de las fuerzas Thd y T£C pueden expresarse en tér-
minos de las magnitudes desconocidas Tbd y Tec al escribir

BD = -(8 ft)i + (4 ft)j - (8 f)k BD = 12 ft
EC = -(6 ft)j + (3 ft)] + (2 f)k EC =71t
Tep = T = TBD(-fi + 3 - fk)
TEC=T « (§) = TEX-fi + fj + fk)

Ecuaciones de equilibrio. Se expresa que las fuerzas que actdian so-
bre el anuncio forman un sistema equivalente a cero:

2F =0; A+ Ay + Ak +TBD+ Ttc - (270 Ib)j =0
(AX- jTho - |TEC)i + (Ay + \TBD + jTec - 270 Ib)j

+ (Az- fTBD+ fTEQk =0 1)
2Ma=Z(rx F) = 0:

@ )i x TBO(-fi +}j - k) + (6 ft)i x reC(-fi + fj + fK)
+ (40 x (-270 Ib)j = 0

(2.667Tbd + 2.571Tt:c ~ 1080 Ib)k + (5.333TBD- 1.714TKQ)j = 0 @

Si se igualan a cero los coeficientes dej y k en la ecuacion (2), se ob-
tienen dos ecuaciones escalares que deben resolverse para Tod y Tec:

TBD = 101.3 Ib Tec = 3151b <

Al igualar a cero los coeficientes de i, j y k en la ecuacién (1), se obtienen
otras tres ecuaciones que proporcionan las componentes de A Asi, se tiene
que

A = +(338 Ib)i + (1012 lhjj - (225 Ib)k <
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PROBLEMA RESUELTO 4.9

Una tapa uniforme de un tubo que tiene un radio r = 240 mm y una masa
de 30 kg se mantiene en una posicion horizontal por medio del cable CD.
Suponga que el cojinete en B no ejerce ninguna fuerza axial, determine la
tension en el cable y las reacciones en Ay B.

SOLUCION

Diagrama de cuerpo libre. Se dibuja un diagrama de cuerpo libre
con los ejes coordenados, como se muestra en la figura. Las fuerzas que ac-
tdan sobre el cuerpo libre son el peso de la tapa

W = —mgj = —30 kg)(9.81 mM/)j = -(294 N)j

y las reacciones involucran seis incognitas: la magnitud de la fuerza T ejer-
cida por el cable, tres componentes de fuerza en la articulacion A y dos en
la articulacion B. Las componentes de T se expresan en términos de la mag-
nitud desconocida T descomponiendo al vector DC en sus componentes rec-
tangulares y escribiendo

DC = —480 mm)i + (240 mm)j —(160 minjk DC = 560 mm

= = - i { -1
T DC ®'T'+I'tb Irk

Ecuaciones de equilibrio.  Se expresa que las fuerzas que acttian so-
bre la tapa constituyen un sistema equivalente a cero:;
2F =0 ﬁ"+AJ+A.k+Bxi+Byj +T- (294N)j=0
A+ Bx—I i+ (A + By + fr - 204 N)j + (A, - [Tk=0 (1)
EMb = 2(r XF) = O
2rk x (AT + Ay + Ak)
+ (2ri + rk) X (—71 + fi] —]7TK)
+ (ri+rk) X (-294 N)j=0
(—2Ay - fT+ 294 N)ri + 2AX- fj>] + (®T- 294 N)rk=0 (2
Si se igualan a cero los coeficientes de los vectores unitarios en la ecua-

cion (2), se escriben tres ecuaciones escalares que proporcionan el siguien-
te resultado

Ax= +490 N Ay —+735 N

Al igualar a cero los coeficientes de los vectores unitarios en la ecuacion (1),
se obtienen tres ecuaciones escalares adicionales. Después de sustituir los
valores de T, Axy Al/en estas ecuaciones, se obtiene

A = +980N  Bx= +245 N Bv= +735 N
Por tanto, las reacciones en Ay B son

A= +(49.0 N)i + (735 N)j + (98.0 N)k <
B = +(245 N)i + (735 N)j <
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PROBLEMA RESUELTO 4.10

Una carga de 450 Ib esta colgada en la esquina C de un tramo
rigido de tuberia ABCD que ha sido doblado, como se mues-
tra en la figura. El tubo est4 apoyado por medio de rétulas
en Ay D, las cuales estan unidas, respectivamente, al piso y
a la pared vertical y por un cable que estd unido al punto
medio E de la porcién BC del tubo y al punto G en la pared.
Determine: a) donde debe estar ubicado el punto G si laten-
sion en el cable debe ser minima y b) el valor minimo co-
rrespondiente de la tension.

SOLUCION

Diagrama de cuerpo libre. EIl diagrama de cuerpo libre del tubo
incluye lacargaW = (—450 Ib)j, las reaccionesen AyenDylafuerzaT ejerci-
da por el cable. Para eliminar de los calculos a las reacciones en Ay en D, se
expresa que lasuma de los momentos de las fuerzas con respecto aAD es igual
acero. Si se representa con A el vector unitario a lo largo de AD, se escribe

Dk 2Mad=0: A<AE X T)+A=AC Xx W) =0 1)
El segundo término en la ecuacién (1) se puede calcular como sigue:
AC x W = (12i + 12j) x (—450j) = -5 400k
AD 12i + 12j - 6k 2. 2. i,
2ft A —AD ~ 18 _3l+s) 3
A *(AC x W) = (fi +fj - fk) «(-5 400k) = +1 800

Sustituyendo el valor obtenido en la ecuacién (1), se escribe
A=(AE x T) = -1 800 Ib =ft %)

Valor minimo de la tensidon. Recordando la propiedad conmutativa
para los productos triples escalares, se vuelve a escribir la ecuacion (2) de la
siguiente forma

T «(Ax AE) = -18001b mft ®)

la cual demuestra que la proyeccién de T sobre el vector A x AE es una
constante. Se concluye que T es minima cuando es paralela al vector

A X AE = (fi + fj - fk) x (6i + 12)) = 4i - 2j + 4k
Como el vector unitario correspondiente eSle 1 Z 3K, se escribe
Trin=T(fi - fj + fk) 4

Al sustituiraT yaA x AE en la ecuacion (3) y calcular los productos punto,
se obtiene 6T = —1 800 y, por tanto, T = —300. Al llevar este valor a la
ecuacion (4), se obtiene

Trin= —200i + 100 - 200k Tmin=300Ib <

Ubicacién de G. Como el vector EG y lafuerza T mintienen la misma
direccion, sus componentes deben ser proporcionales. Representando las
coordenadas de G con x, vy, 0, se escribe

x—6:¥—12:0—6 Xx=0 X:%ﬁg
-200 +100 -200
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RESOLUCION DE PROBLEMAS
EN FORMA INDEPENDIENTE

En las secciones que se acaban de explicar se considero el equilibrio de un cuerpo
tridimensional. Es muy importante que se dibuje un diagrama de cuerpo libre com-
pleto como primer paso en la solucion de un problema.

1. A medida que se dibuja el diagrama de cuerpo libre, se debe poner aten-
cion especial en las reacciones en los apoyos. EIl ndmero de incognitas en un
apoyo puede ir desde uno hasta seis (figura 4.10). Para decidir cudndo existe una
reaccion desconocida o0 una componente de reaccion en un apoyo, es necesario
cuestionarse si el apoyo impide el movimiento del cuerpo en una cierta direccion
o alrededor de un cierto eje.

a) Sise impide el movimiento en una cierta direccién, se debe incluir en
el diagrama de cuerpo libre una reaccion o componente de reaccién desconocida
que actda en esa misma direccion.

b) Si un apoyo impide la rotacion alrededor de un cierto eje, se debe in-
cluir en el diagrama de cuerpo libre un par de magnitud desconocida que actla
alrededor de ese mismo eje.

2. Lasfuerzas externas que actian sobre un cuerpo tridimensional consti-
tuyen un sistema equivalente a cero. Sise escribe SF = 0y XMA= 0 con res-
pecto a un punto apropiado Ay se igualan a cero los coeficientes de i,j y k en am-
bas ecuaciones, se obtienen seis ecuaciones escalares. En general, estas ecuaciones
se pueden resolver para conocer las seis incognitas que contendran.

3. Después de completar el diagrama de cuerpo libre, se puede tratar de
buscar ecuaciones que involucren el menor nimero de incdgnitas posible.
Las siguientes estrategias pueden ser de utilidad.

a) Sumar momentos con respecto a un apoyo de rétula o a una bisagra, se ob-
tienen ecuaciones en las cuales se han eliminado tres componentes de reaccion des-
conocidos [problemas resueltos 4.8 y 4.9].

b) Dibujar, si es posible, un eje a través de los puntos de aplicacién de todas
las reacciones desconocidas, excepto una, y sumar momentos con respecto a dicho
eje para obtener la ecuacion con una incognita [problema resuelto 4.10].

4. Después de dibujar el diagrama de cuerpo libre, se recomienda com-
parar el namero de incégnitas con el nimero de ecuaciones de equilibrio
escalares y no redundantes para el problema dado. Al realizar esta com-
paracion se sabrd si el cuerpo tiene restriccion apropiada o parcial y si el problema
es estaticamente determinado o indeterminado. Ademas, puesto que en capitulos
posteriores se consideraran problemas méas complejos, el conocimiento del nUmero
de incOgnitas y ecuaciones ayudara a encontrar las soluciones correctas.



Problemas

4.96 Dos bandas do transmision pasan sobre una polea de doble dis-
co unida a un eje que se sostiene mediante los cojinetes instalados en A v D.
El disco interior tiene radio de 125 mm y el radio del disco exterior mide
250 mm. Cuando el sistema esta en reposo la tension es de 90 N en ambos
tramos de la banda B y de 150 N en los dos tramos de la banda C, enton-
ces, determine las reacciones en Ay D. Suponga que el cojinete instalado en
1) no ejerce ningin empuje axial.

v

Figura P4.96 Ts

4.97 Los engranes Ay B estdn unidos a un eje sostenido por cojine-
tes instalados en C y D. Los didmetros de los engranes A y B son, respecti-
vamente, de 6 y 3 in.; sobre estos engranes actlian las fuerzas tangenciales y
radiales que se muestran en la figura. Si el sistema gira a velocidad angular
constante, determine las reacciones en Cy D. Suponga que el cojinete pues-

4.98 Resuelva el problema 4.97 suponiendo que, para el engrane A,
las fuerzas tangencial y radial estan actuando en E de tal formaque F, = (265
Ib)j + (96 Ib)k.
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200 Equilibrio de cuerpos rigidos

Figura P4.99

Figura P4.102 y P4.103

4.99 Una hoja de madera de 1.2 X 2.4 my masa de 18 kg ha sido co-
locada temporalmente contra la columna CD. Esta apoyada en Ay B sobre
pequefios bloques de madera y contra clavos salientes. Sin tomar en cuenta
la friccion de todas las superficies en contacto, determine las reacciones en
A ByC.

4.100 Para la porcion de maquina mostrada en la figura, la polea A de
100 mm de didmetro y la rueda B estan fijas a un eje sostenido por cojine-
tes instalados en C y D. El resorte tiene constante igual a 366 N/my no es-
t4 deformado cuando 6 = 0, y el cojinete puesto en C no ejerce ninguna
fuerza axial. Si 6 = 180° y la maquina esta en reposo y equilibrio, determi-
ne a) la tension T, b) las reacciones en C y D. No tome en cuenta los pesos
del eje, de la polea ni de la rueda.

4.101 Resuelva el problema 4.100 para 6 = 90°.

4.102 Una pila con varias hojas de tablarroca tiene masa de 170 kg y
reposa sobre tres bloques de madera colocados bajo sus bordes. Determine
la fuerza ejercida sobre cada bloque.

4.103 Una pila con varias hojas de tablarroca tiene masa de 170 kgy
reposa sobre tres bloques de madera colocados bajo sus bordes. Determine
la masa y la ubicacion de la cubeta més ligera de arena de forma que, cuan-
do se coloque sobre la hoja superior de tablarroca, las fuerzas ejercidas so-
bre los tres bloques sean iguales.



4.104 Dos tubos de acero AB y BC, cada uno con peso por unidad de
longitud igual a5 Ib/ft, se sueldan juntos en B y se sostienen mediante tres
alambres. Si a = 1.25 ft, determine la tension presente en cada alambre.

4.105 Para el arreglo de tuberia del problema 4.104, determine a) el
valor méximo permisible de a si el arreglo no debe ladearse, b) la tension co-
rrespondiente en cada alambre.

4,106 Una camara de 0.53 Ib de peso esta montada sobre un peque-
fio tripode de 0.44 lb. Si el peso de la camara esta uniformemente distribui-
doy la linea de accion del peso del tripode pasa por D, determine a) las com-
ponentes verticales de las reacciones en A, ti y C cuando 0 = 0, b) el méximo
valor permisible de 6 si el tripode no debe ladearse.

18 ny

Figura P4.106

4.107 Una varilla uniforme de laton con peso W y longitud 3L se do-
bla en forma de un tridngulo equilatero v después se cuelga mediante tres
alambres, como indica la figura. Determine la tension en cada alambre.

4.108 Una varilla uniforme de laton con peso W y longitud 3L se do-
bla en forma de un tridngulo equilatero y después se cuelga mediante tres
alambres, como indica la figura. Un pequefio collarin de peso W se coloca
sobre el lado BD del tridngulo y se ubica de tal forma que las tensiones de
los alambres en Ay B sean iguales. Determine a) la tension en los alambres,
h) la posicion del collarin.

4.109 Una sefial cuadrada hecha de acero esta unida al marco ABC
como indica la figura. Si la direccion del viento es perpendicular a la sefial y
ejerce una fuerza Fw de 135 N de magnitud en el centro del frente de la se-
fial, determine a) el valor de /para el cual las componentes horizontales de
las reacciones en los tres soportes son iguales, b) los valores de las compo-
nentes horizontales cuando | = 500 mm.

Figura P4.109

Problemas
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202 Equilibrio de cuerpos rigidos 4.110 Una abertura en el piso se cubre con una hoja de madera de
4.5 X 6 ft que pesa 27 Ib. La hoja de madera esta articulada en Ay B, y se
mantiene en una posicion ligeramente por arriba del piso mediante un blo-
gue pequefio, C. Determine la componente vertical de la reaccion en a) A
b) B, c) C.

0.75 ft
Figura P4.110

4.111 Resuelva el problema 4.110, pero ahora suponga que el bloque
pequefio C se coloca debajo del borde DF.a 0.75 ft de la esquina E.

4.112 El asta bandera AC de 10 ft de longitud forma un angulo de 30°
con el eje z. El asta se sostiene mediante un apoyo de rétula colocado en C
y dos tirantes delgados, BD y BE. Si la distancia BC es de 3 ft, determine la
tensién en cada tirante y la reaccion en C.

Figura P4.112

4.113 Una pieza de maquinaria de 2 720 Ib cuelga de un cable que
pasa sobre una polea colocada en E y esta unido al soporte puesto en D. El
aguilén AE se sostiene mediante una junta de rétula instaladaen Ay por me-
dio do los cables BF y CF. Determine a) las tensiones en los cables BF y CF,

Figura P4.113 h) la reaccion en A



4.114 El cable CD esta unido al mastil ABC de 10 m que se muestra
en la figura. La base A del mastil se sostiene mediante una junta de rétula,
v el mastil esté asegurado por los cables BE y BF. Si 6 = 30° y<b= 10°% yla
tension en el cable CD es de 600 N, determine a) la tension presente en los
cables BE y BF, b) la reaccién en A

4,115 EI cable CD esta unido al mastil ABC de 10 m que se muestra
en la figura. La base A del mastil se sostiene mediante una junta de rétula,
y el méstil esta asegurado por los cables BE y BF. Si €= 8oy la tension en
los cables BE y BF es de 840 y 450 N, respectivamente, determine a) el va-
lor de 6, h) la tensién en el cable CD, c) la reaccion en A

4.116 Un brazo de 2.4 m de longitud se sostiene mediante un apoyo
de rotula puesto en Cy los cables AD y BE. Determine la tensién en cada
cable y la reaccién en C.

4.117 Resuelva el problema 4.116, pero ahora suponga que la carga
de 880 N se reemplaza con dos cargas de 440 N aplicadas en Ay B.

4.118 Dos tubos de acero ABCD y EBF se sueldan juntos en B para
formar el brazo que se muestra en la figura. El brazo se sostiene mediante
un apoyo de rétula colocado en D y por medio de los cables EG e JCFH; el
cable JCFH pasa sin friccion alrededor de las poleas instaladas en C v F Pa-
ra la carga mostrada, determine la tension en cada cable y la reaccion en D.

Figura P4.118

4.119 Resuelva el problema 4.118, pero ahora suponga que la carga
de 140 Ib se aplica en B.

4.120 Latapa de la abertura de un techo pesa 75 Ib; tiene bisagras en
las esquinas Ay B, y se mantiene en la posicion deseada mediante una vari-
lla CD articulada en C. Un pasador localizado en el extremo D de la varilla
entra en uno de varios orificios perforados en el borde de la tapa. Para la po-
sicion mostrada, determine a) la magnitud de la fuerza ejercida por la vari-
lla CD, b) las reacciones en las bisagras. Suponga que la bisagra puesta en B
no ejerce ninguna fuerza de empuije axial.

Figura P4.114 y P4.115

Figura P4.116

Figura P4.120

Problemas
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204  Equilibrio de cuerpos rigidos 4.121 La palanca AB se suelda a la barra doblada BCD que esta sos-
tenida mediante cojinetes instalados en E y F y por medio del cable DC. Si
el cojinete en E no ejerce ninguna fuerza de empuje axial, determine a) la
tension en el cable DG, b) las reacciones en E y F.

4.122 La placa roctangidar mostrada en la figura tiene masa de 15 kg
y se conserva en posicion mediante las bisagras instaladas en Ay B y por me-
dio del cable EF. Si la bisagra en B no ejerce ninguna fuerza de empuje
axial, determine a) la tension en el cable, b) las reacciones en Ay B.

Figura P4.121

Figura P4.122

4.123 Resuelva el problema 4.122, pero ahora suponga que el cable
EF se reemplaza por un cable unido a los puntos E y H.

4.124 Una pequefia puerta con masa do 7 kg esta unida mediante las
bisagras A 'y B a una pared, y se sostiene en la posicién horizontal mostrada
por medio de la cuerda EFH. La cuerda pasa sin friccion alrededor de una
polea pequefia instalada en F y est4 atada a una abrazadera fija en H. Si la
bisagra puesta en A no ejerce ninguna fuerza de empuje axial, determine
a) la tensién en la cuerda, b) las reacciones en Ay B.

Figura P4.124

4.125 Resuelva el problema 4.124, pero ahora suponga que la cuerda
esta unida a la puerta en |.



4.126 La plataforma horizontal ABCD pesa 60 Ib y soporta una carga
de 240 Ib en su centro. Normalmente, la plataforma se mantiene en posicién
gracias a las bisagras colocadas en Ay B y por medio de los puntales CE y
DE. Si se retira el puntal DE, determine las reacciones en las bisagras y la
fuerza ejercida por el otro puntal CE. La bisagra puesta en A no ejerce nin-
guna fuerza de empuije axial.

4.127 Una hoja de madera de 1.2 X 2.4 m se sostiene temporalmen-
te por medio de clavos, instalados en D y E, y dos puntales de madera cla-
vados en A, B y C. El viento sopla sobre la cara oculta de la hoja de made-
ra, y se supone que su efecto puede representarse mediante una fuerza Pk
aplicada en el centro de la hoja. Si cada puntal se vuelve inseguro y comien-
za a pandearse cuando esta sujeto a una fuerza axial de 1.8 kN, determine
a) el méximo valor permisible para la magnitud P de la fuerza del viento,
b) el valor correspondiente de la componente z de la reacciéon en E. Supon-
ga que los clavos estan flojos y no ejercen ningln par.

Figura P4.127

Figura P4.126

4.128 El mecanismo tensionante para una banda de transmisién con-

siste en la polea sin friccion A, la placa de montaje B y el resorte C. Unido
a la parte baja de la placa de montaje se encuentra un bloque deslizante D
que puede moverse libremente en la ranura de la ménsula E. Si la polea y
la banda pertenecen a un plano horizontal, el tramo F de la banda es para-
lelo al eje x, y el tramo G forma un angulo de 30° con el eje x, determine
a) la fuerza en el resorte, b) la reaccion en D.

Figura P4.128

Problemas
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206  Equilibrio de cuerpos rigidos 4.129 La palanca AB se suelda a la barra doblada BCD que est4 sos-
tenida por el cojinete E y el cable DG. Si el cojinete puede ejercer una fuer-
za de empuije axial v pares respecto a ejes paralelos a los ejes x y z, determi-
ne a) la tension en el cable DG, h) la reaccion en E.

4.130 La palanca ABD puede deslizarse y girar libremente por el pa-
sador horizontal colocado en B. Si la fuerza de 24 N pertenece a un plano
paralelo al plano xy, y el pasador puede ejercer pares respecto a los ejes y y
z, determine a) las fuerzas presentes en los resortes CF y DE, b) la reaccién
en B.

Figura P4.129

4.131 Resuelva el problema 4.124, pero ahora suponga que la bisagra
en A se retira y que la bisagra en B puede ejercer pares respecto a los ejes

yy*-

4.132 El elemento rigido ABC en forma de L se sostiene mediante un
apoyo de rétula instalado en Ay tres cables. Determine la tension en cada
cable y la reaccion en A que causa la carga de 500 Ib aplicada en G.

Figura P4.132

4.133 Resuelva €] problema 4.J32, pero ahora suponga que se aplica
una carga descendente adicional de 8(X) Ib en C.



4.134 El marco mostrado en la figura se sostiene mediante tres cables Problemas 207
y un apoyo de rétula en A Para P = 0, determine la tensién en cada cable
y la reaccion en A

4.135 El marco mostrado en la figura se sostiene mediante tres cables
y un apoyo de rétulaen A ParaP —50 N, determine la tensién en cada ca-
bio v la reaccion en A

4.136 Tres barras con longitudesa = 9in, h = 6in.yc = 12 in. se
sueldan entre si para formar la componente que se muestra en la figura. Es-
ta componente se sostiene mediante las argollas colocadas en Ay C y por
medio de una muesca cortada en un blogque en el punto B. Sin tomar en
cuenta la friccién, determine las reacciones en A, B y C cuando P = 40 Ib,
Ma =36 Ib =fty Mc = 0.

4.137 Tres barras con longitudes a = 240 mm, b = 200 mmyc =
180 mm se sueldan entre si para formar la componente que se muestra en
la figura. Esta componente se sostiene mediante las argollas colocadas en A
y C y por medio de una muesca cortada en un blogque en el punto B. Sin to-
mar en cuenta la friccion, determine las reacciones en A, By C cuando P =
60 N, Ma=63 NemyMc = 13N-m,



4.138 Para limpiar la tuberia de desagiie obstruida AE, un plomero
desconecta ambos extremos del tubo e inserta una guia a través de la aber-
tura localizada en A La cabeza cortadora de la guia se conecta mediante un
pesado cable a un motor eléctrico que gira a velocidad constante mientras el
plomero introduce el cable en la tuberia. Las fuerzas ejercidas por el plome-
roy el motor sobre el extremo del cable se pueden representar mediante una
llave de torsion F = —80 N)k, M = —(144 N em)k. Determine las reaccio-
nes adicionales en B, C y D causadas por la operaciéon de limpieza. Supon-
ga que la reaccion en cada soporte consiste en dos componentes de fuerza
perpendiculares a la tuberia.

4.139 Resuelva el problema 4.138, pero ahora suponga que el plome-
ro ejerce una fuerza F = —80 N)k y que el motor se desconecta (M = 0).

4.140 Una barra uniforme AB de 525 mm de longitud y masa de 3 kg
esta unida a un apoyo de rétula en A La barra descansa sin friccion sobre
una superficie inclinada y se mantiene en la posicion que indica la figura me-
diante la cuerda BC. Si la cuerda tiene longitud de 525 mm, determine a) la
tension en la cuerda, b) las reacciones en Ay B.

4.141 La barra uniforme AB de 10 Ib se sostiene mediante un apoyo
de rétula en Ay también se apoya sobre la barra CD y la pared vertical. Sin
tomar en cuenta el efecto de la friccion, determine a) la fuerza que ejerce la
barra CD sobre la barra AB, b) las reacciones en Ay B. (Sugerencia: La fuer-
za ejercida por CD sobre AB debe ser perpendicular a ambas barras.)



4.142 Mientras se instala una canaleta ABCD de 25 kg, ésta se sujeta
a la pared mediante las bisagras E y F y se asegura con los puntales GH e 1]
en su borde exterior. Si el peso de la canaleta esta distribuido uniformemen-
te, determine la magnitud de la fuerza ejercida sobre ésta por el puntal GH
cuando se retira el puntal 1J.

4.143 Mientras se instala una canaleta ABCD de 25 kg, ésta se sujeta
a la pared mediante las bisagras £ y F y se asegura con los puntales GH e 1J
en su borde exterior. Si el peso de la canaleta esta uniformemente distribui-
do, determine la magnitud de la fuerza ejercida sobre ésta por el puntal 1J
cuando se retira el puntal GH.

4.144 El marco ACD se sostiene por medio de rétulas colocadas en A
y D y mediante un cable que pasa por un anillo en B y esta unido a ganchos
en G y H. Si en el punto C el marco soporta una carga de magnitud P - 75
Ib, determine la tensién presente en el cable.

4.145 Resuelva el problema 4.144, pero ahora suponga que el cable
GBH se reemplaza por un cable GB unido s6lo en G y B.

4.146 Dos paneles de madera de 3 X 6 ft, que pesan 30 Ib cada uno,
estan clavados entre si como se muestra en la figura. 1jOs paneles se sostie-
nen mediante apoyos de rétula en Ay F y el alambre BH. Detennine a) la
ubicacion de H en el plano xy si la tension en el alambre debe ser minima,
b) la tensiébn minima correspondiente.

4.147 Resuelva el problema 4.146 sujeto a la restriccién de que H de-
be yacer sobre el eje y.

Problemas

209
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Figura P4.151

4.148 Para regar las plantas que se muestran en la figura, un jardine-
ro une los tres tramos de tuberia AB, BC y CD adaptados con rociadores, y
sostiene el ensamble usando apoyos articulados en A v D y mediante el ca-
ble EF. Si la tuberia tiene una masa por unidad de longitud de 1.25 kg/m
determine la tension en el cable.

4.149 Resuelva el problema 4.148, pero ahora suponga que el cable
EF se reemplaza por otro cable que conectaa E y C.

4.150 El elemento ACDB de 31.5 in. de largo se sostiene mediante
apoyos de rétula en Ay B, ademas esta trisecado por los brazos CE y DF:
los cuales se sueldan al elemento. Para la carga que se muestra en la figura,
detennine la tension presente en el cable FG.

0.4 m

0.7 m

Figura P4.150

4.151 Una placa uniforme de acero ABCD mide 0.5 X 0.75 m. Tiene
masa do 40 kg y esta conectada a apoyos de rétula en Ay B. Si la placa se
apoya sin friccion en D sobre una pared vertical, determine a) la ubicacion
de D, b) la reaccién en D.



REPASO Y RESUMEN
DEL CAPITULO 4

Este capitulo estuvo dedicado al estudio del equilibrio de cuerpos ri-
gidos, esto es, a la situacion en la cual las fuerzas externas que ac-
tdan sobre un cueipo rigidoforman un sistema equivalente a cero
[seccion 4.1]. Entonces, se tiene que

2F —0  2MO=2(rx F) =0 (4.1)

Si se descomponen cada una de las fuerzas y cada uno de los momen-
tos en sus componentes rectangulares, se pueden expresar las condi-
ciones necesarias y suficientes para el equilibrio de un cuerpo rigido a
través de las seis ecuaciones escalares que se presentan a continuacion:

2FX= 0 2F, =0 2Fit=0 (4.2)
2M* =0 2MK=0 2MZ=0 (4.3)

Estas ecuaciones pueden utilizarse para determinar fuerzas desco-
nocidas aplicadas sobre el cuerpo rigido o reacciones desconocidas
ejercidas por sus apoyos.

Cuando se resuelve un problema que involucra el equilibrio de
un cuerpo rigido, es esencial considerar todas las fuerzas que actdan
sobre el cueipo. Por tanto, el primer paso en la solucién del proble-
ma debe ser dibujar un diagrama de cuerpo libre que muestre al
cuerpo en estudio y todas las fuerzas, conocidas o no, que actdan so-
bre el mismo [seccién 4.2].

En la primera parte del capitulo se estudié el equilibrio de una
estructura bidimensional; es decir, se supuso que la estructura con-
sideraday la fuerza aplicada sobre ésta estaban contenidas en el mis-
mo plano. Se vio que cada una de las reacciones ejercidas sobre la
estructura por sus apoyos podian involucrar una, dos o tres incégni-
tas, dependiendo del tipo de apoyo [seccion 4.3],

En el caso de una estructura bidimensional, las ecuaciones (4.1)
o las ecuaciones (4.2) y (4.3) se reducen a tres ecuaciones de equi-
librio, las cuales son

2Fr=20 2Fy=10 2Ma- 0 (4.5)

donde A es un punto arbitrario en el plano de la estructura [seccion
4.4], Estas ecuaciones pueden utilizarse para determinar tres incog-
nitas. A pesar de las tres ecuaciones de equilibrio (4.5) no se le pue-
den afadir ecuaciones adicionales, cualquiera de ellas puede ser
reemplazada por otra. Por tanto, se pueden escribir conjuntos alter-
nativos de ecuaciones de equilibrio como

2Fx=0 2Afa- 0 2Mb=0 (4.6)

donde el punto B se selecciona de manera que la linea AB no sea
paralela al eje y, o

2Ma=0 2UB=0 2MC=0 (4.7)

donde los puntos A, B y C no deben ser colineales.

Ecuaciones de equilibrio

Diagrama de cuerpo libre

Equilibrio de una estructura
bidimensional
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Indeterminacién estatica

Restricciones parciales

Restricciones impropias

Cuerpo sujeto a dos fuerzas

Cuerpo sujeto a tres fuerzas

Equilibrio de un cuerpo tridimensional

Como cualquier conjunto de ecuaciones de equilibrio se puede
resolver para un méximo de tres incognitas, no se pueden determi-
nar por completo las reacciones en los apoyos de una estructura ri-
gida bidimensional si éstas involucran mas de tres incégnitas; enton-
ces se dice que dichas reacciones son estaticamente indeterminadas
[seccién 4.5]. Por otra parte, si las reacciones involucran menos de
tres incdgnitas, no se mantendra el equilibrio bajo condiciones ge-
nerales de carga, entonces se dice que la estructura tiene restriccion
parcial. El hecho de que las reacciones involucren exactamente tres
incégnitas no garantiza que las ecuaciones de equilibrio pueden re-
solverse para todas las incognitas. Si los apoyos estan ubicados de
manera que las reacciones son concurrentes o paralelas, las reaccio-
nes son estaticamente indeterminadas y se dice que la estructura tie-
ne restricciones impropias.

Se presté atencion a dos casos particulares de equilibrio de un
cuerpo rigido. En la seccién 4.6 se definié a un cuerpo rigido suje-
to a dosfuerzas como un cuerpo rigido sometido a fuerzas que ac-
tdan Unicamente en dos puntos y se demostro que las resultantes Fj
y F2 de estas fuerzas deben tener la misma magnitud, la misma li-
nea de accion y sentidos opuestos (figura 4.11), esta propiedad sim-
plificar4 la solucién de ciertos problemas en los capitulos posterio-
res. En la seccién 4.7 se defini6 a un cuerpo rigido sujeto a tres
fuerzas como un cuerpo rigido sometido a fuerzas que actian soélo
en tres puntos y se demostré que las resultantes F1, F2y F3 de es-
tas fuerzas deben ser concurrentes (figura 4.12) o paralelas. Esta
propiedad proporciona un enfoque alternativo para la solucion de
problemas que involucran a cuerpos sometidos a la accién de tres
fuerzas [problema resuelto 4.6],

Figura 4.11 Figura 4.12

En la segunda parte del capitulo se explico el equilibrio de un
cuerpo tridimensional y se vio que cada una de las reacciones ejer-
cidas sobre el euepo por sus apoyos podia involucrar entre unay seis
incognitas, dependiendo del tipo de apoyo [seccién 4.8].

En el caso general del equilibrio de un cuerpo tridimensional, las
seis ecuaciones escalares de equilibrio (4.2) y (4.3) listadas al prin-
cipio de este repaso deben utilizarse y resolverse para seis incégni-
tas [seccion 4.9], Sin embargo, en la mayoria de los problemas es-
tas ecuaciones se obtendran de manera mas conveniente si primero
se escribe

2F =0 2M0 =2(rx F) =0 (4.1)

y se expresan las fuerzas F y los vectores de posicion r en términos
de componentes escalares y vectores unitarios. Entonces, se pueden
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cuando involucran

menos de seis ircialmente restrin-

gido. Aunque uerpo rigido estara
dadas con los apo-
linea.

Problemas de repaso

4.152 El valor méximo permisible para cada una de las reacciones es
de 360 N. Sin tomar en cuenta el peso de la viga, determine el rango de va-
lores de la distancia d para los cuales la viga es segura.

1N 200 N 300 N

4.153 Determine la méxima tension que puede soportar el cable AB
si el méximo valor permisible de la reaccion en C es de 1000 N.

4.154 Sin tomar en cuenta la friccion, determine la tensién en el ca-

ble ABD vy la reaccion en el apoyo C. Figura P4.152

1801b

Figura P4.153 Figura P4.154

4.155 Silatension en el alambre BD es de 300 Ib, determine la reac-
cion en el apoyo fijo C del marco que se muestra en la figura.



214  Equilibrio de cuerpos rigidos 4.156 Labarra AB se somete a la accién de un par M y a dos fuerzas,
cada una de las cuales tiene magnitud P. a) Encuentre una ecuacién en fun-
cién de 6, P My I que se cumpla cuando la barra esté en equilibrio, b) De-
termine el valor de 6 correspondiente a la posicion de equilibrio cuando
M= 1501b «in.,, P=20 Ibyl =6 in.

4.157 Unacaja de 200 Ib se sostiene mediante la grda viajera mostra-
daen lafigura. Sia = 1.5 ft. determine a) la tensién en el cable CD, b) la
reaccion en B.

4.158 Labarra AB esta doblada en forma circular y se coloca entre las
clavijas D y E. La barra soporta una carga P en el extremo B. Sin tomar en
cuenta la friccion y el peso de la barra, determine la distancia ¢ correspon-
diente a la posicién de equilibrio cuandoa = 25 mmyR = 125 mm

0.5 ft

2001b!
Figura P4.157 "----- a~

4.159 Una hoja de madera de 1.2 X 2.4 my masa de 17 kg ha sido
colocada temporalmente entre tres apoyos tubulares. El costado inferior de
la hoja se apoya sobre pequefios collarines instalados en Ay 6, y el costado
superior se apoya en el tubo C. Sin tomar en cuenta la friccion entre todas
las superficies en contacto, determine las reacciones en A, By C.

4.160 Una tapa de 30 kg instalada en la abertura de un techo tiene bi-
Figura P4.159 sagras en las esquinas Ay B. El tejado forma un angulo de 30° con la hori-
zontal y la tapa se mantiene en posicién horizontal mediante el puntal CE.
Determine a) la magnitud de la fuerza ejercida por la barra, b) las reaccio-
nes en las bisagras. Suponga que la bisagra colocada en A no ejerce ningu-
na fuerza de empuje axial.

Figura P4.160

4.161 Una placa rectangular uniforme de 285 Ib se sostiene en la posi-
cion mostrada por medio de bisagras puestas en Ay B, y mediante el cable DCE
gue pasa sin friccion por un gancho colocado en C. Si la tensién en ambos tra-
mos del cable es la misma, determine a) latension en el cable, b) las reacciones
Figura P4.161 en Ayti. Supongaque la bisagraen B no ejerce ninguna fuerza de empuije axial.



4.162 EIl elemento rigido ABF en forma de L se sostiene mediante Problemas de computadora 215
tres cables y un apoyo de rétula colocado en A Para las cargas que se mues-
tran en la figura, determine la tensién en cada cable y la reaccién en A

4.163 La barra doblada ABDE se sostiene por medio de rétulas ins-
taladas en Ay E y el cable DF. Si se aplica una carga de 600 N en C como
indica la figura, determine la tensién presente en el cable. Figura P4.163

Problemas de computadora

4.C1 Unabarra delgada AB de peso W se une a los bloques Ay B que
se mueven libremente sobre las guias mostradas en la figura. El resorte de
constante k se encuentra sin deformar cuando la barra esta en posicion ho-
rizontal. Sin tomar en cuenta el peso de los bloques, derive una ecuacion en
términos de 0, W, | y k a ser satisfecha cuando la barra esté en equilibrio.
Sabiendo que IV = 10Ibyl = 40 in., a) calcule y grafique el valor de la cons-
tante k del resorte como una funcion del angulo 0 para 15° < 0 < 40°, b) de-
termine los dos valores del angulo 9 correspondientes a la posicion de equi-
librio cuando k = 0.7 Ib/in. Figura P4.C1
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160 mm

Figura P4.C5

4.C2 Laposicion de la barra en forma de L mostrada en la figura se
controla mediante un cable conectado en el punto U. Si la barra soporta una
carga de magnitud P = 2(X) N, utilice un progama de computo para calcu-
lar y graficar la tension T en el cable como una funcion de 9 para valores de
6 desde 0 hasta 120°. Determine la tension maxima Tn&y el valor corres-
pondiente de 6.

4.C3 La posicion de una barra AB de 20 Ib se controla por medio del
bloque mostrado en la figura, éste se mueve lentamente hacia la izquierda
por la accion (le la fuer7.a P. Sin tomar en cuenta el efecto de la friccién, use
un programa de computo para calcular y graficar la magnitud P de la fuerza
como una funcion de los valores descendentes de x entre 30 in. y 0. Deter-
mine el valor méximo de P v el valor correspondiente de x.

*4.C4 EIl elemento ABC se sostiene por medio de un apoyo de pasa-
dor colocado en C y un cable rigido con longitud de 3.5 m, el cual esta co-
nectado en Ay By pasa sin friccion por una polca puesta en D. Sin tomar
en cuenta la masa de ABC y el radio de la polca, a) grafique la tension en el
cable corno una funcién de a para0 s o < 2.4 m, b) determine el valor ma-
ximo de a para el cual puede mantenerse la posicion de equilibrio.

Figura P4.C4

4.C5 y 4.C6 El resorte AB de constante k esta sin deformar cuan-
do0=0.SiR =200 mm,a =400 mmyk = 1 kN/m, use un programa de
computo para calcular y graficar la masa m correspondiente a la posicion
de equilibrio como una funcion de 0 para valores de 6 desde 0 hasta 90°. De-
termine el valor de 6 correspondiente a la posicion de equilibrio cuando

m - 2 kg.

Figura P4.C6



4.C7 Un panel de 8 X 10 in. y peso W = 40 Ib se sostiene mediante
dos bisagras colocadas en el costado AB. El cable CDE, que se une al panel
en Cy pasa sobre una polea pequefia en D, sostiene un cilindro de peso W.
Sin considerar el efecto de la friccion, use un programa de computo para cal-
cular y graficar el peso del cilindro correspondiente a la posicion de equili-
brio como una funcién de 0 para valores de 6 desde 0 hasta 90°. Determine
el valor de 0 correspondiente a la posicién de equilibrio cuando W = 20 Ib.

4.C8 Una placa circular uniforme con radio de 300 mm y masa de 26
kg se sostiene mediante tres alambres verticales espaciados uniformemente
alrededor del borde de la placa. Un bloque pequefio E de 3 kg, colocado ini-
cialmente sobre la placa en D, se mueve lentamente a lo largo del diametro
CD hasta llegar a C. a) Grafique la tension en los alambres Ay C como una
funcion de a, donde a es la distancia medida desde el bloque hasta D. b) De-
termine el valor de a para el cual la tensién en los alambres Ay C es mini-
ma.

Figura P4.C8

4.C9 La griia mostrada en la figura soporta una caja de 4 000 Ib y se
sostiene mediante una rétula colocada en Ay dos cables unidos en Dy E. Si
la grdia se encuentra en un plano vertical que forma un angulo $>con el pla-
no xy, use un programa de computo para calcular y graficar la tensién en ca-
da cable como una funcién de 4>para valores de §>entre 0 y 40°. Determi-
ne el valor de 4>para el cual la tension en el cable BE es méxima.

4.C10 La placauniforme de acero ABCD se sueldaal eje EF y se man-
tiene en la posicion mostrada mediante el par M. Si los collarines evitan que
el eje se deslice sobre los cojinetes y éste pertenece al plano yz, grafique la
magnitud M del par como una funcién de 8 para 0 < i) < 90°.

Figura P4.C10

Problemas de computadora

Figura P4.C7

Figura P4.C9
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Fuerzas distribuidas: centroides
y centros de gravedad

En la fotografia se muestra la construccién de un tramo del viaducto Skyway, el cual cruza la bahia que se
encuentra entre San Francisco y Oakland. En este capitulo se introducira el concepto del centroide de un area-
en cursos poster.ores se establecera la relacion existente entre la ubicacion del centroide y el comportamiento
de la carretera tendida sobre el viaducto.



CENTROIDES Y CENTROS
DE GRAVEDAD

s.i  Introduccién
Areas y lineas

5.2 Centro de gravedad de un cuerpo
bidimensional

5.3 Centroides de areas y linear

5.5 Placas y alambres compuestos

5.6 Determinacién de centroides por
integracion

5.7 Teoremas de Pappus-Guldinus

5.8 Cargas distribuidas en vigas

5.9 Fuerzas sobre superficies
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tridimensional. Centroide de un
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5.11 Cuerpos compuestos

5.12 Determinacion de centroides de
volimenes por integracion

‘feasif*s

Fotografia 5.1 El balance preciso de los
componentes de un movil requiere de una
comprensién de los centros de gravedad y
centroides, que son los topicos principales de
este capitulo.
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5.1. INTRODUCCION

llasta ahora se ha supuesto que la atraccion ejercida por la Tierra so-
bre un cuerpo rigido podia representarse por una sola fuerza W. Esta
fuerza, denominada fuerza de gravedad o peso del cuerpo, debia apli-
carse en el centro de gravedad del cuerpo (seccion 3.2). De hecho, la
Tierra ejerce una fuerza sobre cada una de las particulas que constitu-
yen al cuerpo. En este sentido, la accion de la Tierra sobre un cuerpo
rigido debe representarse por un gran nimero de pequefas fuerzas
distribuidas sobre todo el cuerpo. Sin embargo, en este capitulo se
aprendera que la totalidad de dichas fuerzas pequefias puede ser reem-
plazada por una sola fuerza equivalente W. También se aprendera co6-
mo determinar el centro de gravedad, esto es, el punto de aplicacion
de la resultante W, para cuerpos de varias formas.

En la primera parte del capitulo se describen cuerpos bidimensio-
nales como placas planas y alambres que estan contenidos en un pla-
no dado. Se introducen dos conceptos que estan muy relacionados con
la determinacion del centro de gravedad de una placa o de un alam-
bre: el concepto de centroide de un area o de una lineay el concepto
del primer momento de un area o de una linea con respecto a un eje
dado.

También se aprendera que el calculo del area de una superficie de
revolucion o del volumen de un cuerpo de revolucién esta directamen-
te relacionado con la determinacién del centroide de la linea o del &rea
utilizados para generar dicha superficie o cuerpo de revolucién (teore-
mas de Pappus-Guldinus). Ademas, como se muestra en las secciones
5.8 y 5.9, la determinacion del centroide de un area simplifica el ané-
lisis de vigas sujetas a cargas distribuidas y el célculo de las fuerzas ejer-
cidas sobre superficies rectangulares sumergidas, como compuertas hi-
draulicas y porciones de presas.

Al final del capitulo se aprenderd cémo determinar tanto el cen-
tro de gravedad de cuerpos tridimensionales como el centroide de un
volumen y los primeros momentos de dicho volumen con respecto a
los planos coordenados.

AREAS Y LINEAS

5.2. CENTRO DE GRAVEDAD DE UN CUERPO BIDIMENSIONAL

Para iniciar, considere una placa plana horizontal (figura 5.1). La pla-
ca puede dividirse en n elementos pequefios. Las coordenadas del pri-

IMy iw =zx A
lai.  7jW=Zy AW
Figura 5.1 Centro de gravedad de una placa.



mer elemento se representan con Xy yu las del segundo elemento se
representan con x2y y2, etc. Las fuerzas ejercidas por la Tierra sobre
los elementos de la placa seran representadas, respectivamente, con
AW, AW2, ..., AW, Estas fuerzas o pesos estan dirigidos hacia el
centro de la Tierra; sin embargo, para todos los propoésitos practicos,
se puede suponer que dichas fuerzas son paralelas. Por tanto, su resul-
tante es una sola fuerza en la misma direccion. La magnitud W de es-
ta fuerza se obtiene a partir de la suma de las magnitudes de los pesos
de los elementos:

2F,: W =AW, + AW2 + eeet+ AW,

para obtener las coordenadas x y y del punto G, donde debe aplicarse
la resultante W, se escribe que los momentos de W con respecto a los
ejes y y x son iguales a la suma de los momentos correspondientes de
los pesos elementales, esto es

SM ¢ XW =X, AW, + xX2AW2 + emm+* A\,
IM X yW = I/, AW, + y2AW2 + mmm+ y,, AW, ( }

Si ahora se incrementa el nimero de elementos en los cuales se ha di-
vidido la placa y simultaneamente se disminuye él tamafio de cada ele-
mento se obtienen, en el limite, las siguientes expresiones:

W=j dw XW =1 xdw yw =j ydw (5.2)

Estas ecuaciones definen el peso WYy las coordenadas x y y del centro
de gravedad G de una placa plana. Se pueden derivar las mismas ecua-
ciones para un alambre que se encuentra en el plano xy (figura 5.2).
Se observa que usual mente el centro de gravedad G de un alambre no
esté localizado sobre este Ultimo.

ZMV: XW=1rAW
ZMX  yW-Ztj AW

Figura 5.2 Centro de gravedad de un alambre.



222

Fuerzas distribuidas: centroides y centros
de gravedad

5.3. CENTROIDES DE AREAS Y LINEAS

En el caso de una placa plana homogénea de espesor uniforme, la mag-
nitud AW del peso de un elemento de la placa puede expresarse como

AW = yt AA

donde y = peso especifico (peso por unidad de volumen) del material
t = espesor de la placa
AA = area del elemento

En forma similar, se puede expresar la magnitud W del peso de toda
la placa como

W = ytA

donde A es el area total de la placa.

Si se emplean las unidades de uso comun en Estados Unidos, se
debe expresar el peso especifico y en Ib/ft3, el espesor t en pies y las
areas AA y A en pies cuadrados. Entonces, se observa que AWy W
estardn expresados en libras. Si se usan las unidades del SI, se debe
expresar ay en N/m\ a t en metros y a las areas AAy A en metros
cuadrados; entonces, los pesos AW y W estaran expresados en ncw-
tons.1

Si se sustituye a AWy a W en las ecuaciones de momento (5.1) y
se divide a todos los términos entre yt, se obtiene

SMy: XA = X, AA] + X2 AA2 + ee=+ X, AAN
ZMX VA = t/, AA, + y2AA2 + emm+ yn AAn

Si se incrementa el nimero de elementos en los cuales se divide el area
Ay simultdneamente se disminuye el tamafio de cada elemento, se ob-
tiene en el limite

xA —J x dA yA =) ydA (5.3)

Estas ecuaciones definen las coordenadas x y y del centro de gravedad
de una placa homogénea. El punto cuyas coordenadas son x y y tam-
bién se conoce como el centroide C del area A de la placa (figura 5.3).
Si la placa no es homogénea, estas ecuaciones no se pueden utilizar pa-
ra determinar el centro de gravedad de la placa; sin embargo, éstas aln
definen al centroide del area.

En el caso de un alambre homogéneo de seccion transversal uni-
forme, la magnitud AW del peso de un elemento de alambre puede
expresarse como

AW = ya AL
donde y = peso especifico del material

a = area de la seccidn transversal del alambre
AL = longitud del elemento

fSe debe sefialar que en el Sistema Internacional de unidades generalmente se caracte-
riza a un material dado por su densidad p (masa por unidad de volumen) en lugar de ca-
racterizarlo por su peso especifico y. Entonces, el peso especifico del material se puede
obtener a partir de la relaciéon

7=Pg

donde J = 9.81 m/s2. Corno p se expresa en kg/m™*, se observa que Yy estara expresado en
(kg/m3)(m/s2), esto es, en N/m3.



IMV. XA=£rAA
IN\IX: 1jA =lizAN
Figura 5.3 Centroide de un &rea. Figura 5.4

El centro de gravedad de un alambre coincide con el centroide C ele
la linea L que define la forma del alambre (figura 5.4). Las coorde-
nadas x y y del centroide de la linea L se obtienen a partir de las ecua-
ciones

xL:\]de yL:\]ydL (5.4)

5.4. PRIMEROS MOMENTOS DE AREAS Y LINEAS

La integral / x dA en las ecuaciones (5.3) de la seccion anterior se co-
noce como el primer momento del area A con respecto al eje y y se re-
presenta con Qy. En forma similar, la integral J y dA define el primer
momento de A con respecto al eje x y se representa con Qx. Asi se es-
cribe

Qy = I xda ox = Y da (5.5)

Si comparamos las ecuaciones (5.3) con las ecuaciones (5.5), se obser-
va que los primeros momentos del area A pueden ser expresados co-
mo los productos del area con las coordenadas de su centroide:

Qy=xA  Qx=yA (5.6)

A partir de las ecuaciones (5.6) se concluye que las coordenadas del
centroide de un area pueden obtenerse al dividir los primeros momen-
tos de dicha &rea entre el &rea misma. Los primeros momentos de un
area también son Utiles en la mecanica de materiales para determinar
los esfuerzos de corte en vigas sujetas a cargas transversales. Por altimo,
a partir de las ecuaciones (5.6) se observa que si el centroide de un area
esta localizado sobre un eje coordenado, entonces el primer momento
del area con respecto a ese eje es igual a cero. De manera inversa, si el
primer momento de un &rea con respecto a un eje coordenado es igual
acero, entonces el centroide del area esta localizado sobre ese eje.

Se pueden utilizar relaciones similares a partir de las ecuaciones
(5.5) y (5.6) para definir los primeros momentos de una linea con res-
pecto a los ejes coordenados y para expresar dichos momentos como los
productos de la longitud L de la linea y las coordenadas x y y de su cen-
troide.

5.4. Primeros momentos de areas y lineas

1A xb=2ZxA_
ZMX: yL =ZijAL
Centroide de una linea.



224 gge;:vsegi;gib”id” centroides y centros Se dice que un &area A es simétrica con respecto a un eje BB" si pa-
ra todo punto P del area existe un punto P' de esa misma area tal que
la linea PP" sea perpendicular a BB" y dicha linea esta dividida en dos
partes iguales por el eje en cuestion (figura 5.5a). Se dice (pie una li-
nea L es simétrica con respecto a un eje BB" si satisface condiciones
similares. Cuando un &rea A o una linea L posee un eje de simetria
BB’, su primer momento con respecto a BB es igual a cero y su cen-
troide esté localizado sobre dicho eje. Por ejemplo, en el caso del area
A de la figura 5.5b, la cual es simétrica con respecto al eje y, se obser-
va que para cada elemento de area dA de abscisa x existe un elemen-
to de area dA" que tiene la misma superficie y cuya abscisa es —x. Se
concluye que la integral en la primera de las ecuaciones (5.5) es igual
a cero y, por tanto, se tiene que Qf = 0. También se concluye a partir
de la primera de las relaciones (5.3) que x = 0. Por consiguiente, si un
area A o una linea L poseen un eje de simetria, su centroide C esta lo-
calizado sobre dicho eje.

Ademas, se debe sefialar que si un area o una linea posee dos ejes
de simetria, su centroide C debe estar localizado en la interseccion de
esos dos ejes (figura 5.6). Esta propiedad permite determinar de inme-
diato el centroide de areas corno circulos, elipses, cuadrados, rectan-
gulos, tridngulos equilateros u otras figuras simétricas, asi como el cen-

h) troide de lineas que tienen la forma de la circunferencia de un circulo,

) el perimetro de un cuadrado, entre otros.
Figura 5.5

a) h)
Figura 5.6

Se dice que un area A es simétrica con respecto a un centro O si
para cada elemento de &rea dA de coordenadas x y y existe un elemen-
to de area dA" de igual superficie con coordenadas —x y —y (figura
5.7). Entonces, se concluye que ambas integrales en las ecuaciones (5.5)
son iguales a cero y que Qx = Qy = 0. También, a partir de las ecua-
ciones (5.3), se concluye que x =y = 0, esto es, que el centroide del
area coincide con su centro de simetria O. En forma anéloga, si una li-
nea posee un centro de simetria O, el centroide de la linea coincidira
con el centro O.

Se debe sefialar que una figura con un centro de simetria no ne-
cesariamente posee un eje de simetria (figura 5.7) y que una figura con
dos ejes de simetria no necesariamente tiene un centro de simetria (fi-
gura 5.6a). Sin embargo, si una figura posee dos ejes de simetria que
son perpendiculares entre si, el punto de intersecciéon de dichos ejes
es un centro de simetria (figura 5.6b).

La determinacién de los centroides de areas asimétricas y de li-
neas y areas que poseen un solo eje de simetria se estudiara en las sec-
ciones 5.6 y5.7. En las figuras 5.8A v 5.8B se muestran los centroides

Figura 5.7 de formas comunes de areas y de lineas.
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Figura 5.8A Centroides de areas comunes.



226  Fuerzas distribuidas: centroides y centros
de gravedad

Figura 5.8B Centroides de formas comunes de lineas.

5.5. PLACAS Y ALAMBRES COMPUESTOS

En muchos casos, una placa plana puede dividirse en rectangulos, trian-
gulos u_otras de las formas comunes mostradas en la figura 5.8A. La
abscisa X de su centro de gravedad G puede determinarse a partir de
las abscisas Xj, X2, . . ., Xx,, de los centros de gravedad de las diferentes
partes que constituyen la placa, expresando que el momento del peso
de toda la placa con respecto al eje y es igual a la suma de los mo-
mentos de los pesos de las diferentes partes con respecto a ese mismo
eje (figura 5.9). La ordenada Y del centro de gravedad de la placa se
encuentra de una forma similar, igualando momentos con respecto al
eje x. Asi, se escribe

2M,;; X(W, + W2 + eee+ W] = x,W, + X2W2 + eme+ \V,,

2M,: Y(Wj + W2 + eee+ Wn)

y,W, + y2W2 + mmm+ y,Wn

IMy: XN\V'=IxVV
I M T1ff=1jw
Figura 5.9 Centro de gravedad de una placa compuesta.



o en forma condensada, 5.5. Placas y alambres compuestos

X2W = 'LxW  Y2W = ZyW (5.7)

Estas ecuaciones se pueden resolver para las coordenadas X y Y dei
centro de gravedad de la placa.

Qv = XZA =Z.xA
Qx= 71A=1yA
Figura 5.10 Centroide de un area compuesta

Si la placa es homogénea y de espesor uniforme, el centro de gra-
vedad coincide con el centroide C de su area. La abscisa X del centroi-
de del area puede determinarse observando que el primer momento
Qy del area compuesta con respecto al eje i/ puede expresarse como el
producto de X con el area total y como la suma de los primeros mo-
mentos denlas areas elementales con respecto al eje y (figura 5.10). La
ordenada Y del centroide se encuentra de forma similar, considerando
el primer momento £)vdel area compuesta. Asi, se tiene

XA |+ A2+ eee+ An) = + X2A2 + eeet X An
YA, + A2 + eee+ A) = [/]AI + y2A2 + mem+ y An

Qy
Qx

o en forma condensada,

Qy= XIA = 2xA  Qx= Y2A = ZyA (5.8)

Estas ecuaciones proporcionan los primeros momentos dd area com-
puesta o pueden utilizarse para obtener las coordenadas X y Y de su
centroide.

Se debe tener cuidado de asignarle el signo apropiado al momen-
to de cada area. Los primeros momentos de areas, al igual que los mo-
mentos de las fuerzas, pueden ser positivos 0 negativos. Por ejemplo,

un area cuyo centroide esta localizado a la izquierda del eje y tendra X A A

un primer momento negativo con respecto a dicho eje. Ademas al area Al Semicirculo -+

de 1M agujero se le debe asignar un signo negativo (figura 5.11). A2Rectangulo  + + +
De manera similar, en muchos casos es posible determinar el cen- completo

tro de gravedad de un alambre compuesto o el centroide de una linea A3Agujero +

compuesta dividiendo al alambre o a la h'nea en elementos mas sim- clreutar

ples (véase problema resuelto 5.2). Figura 5.11



PROBLEMA RESUELTO 51

Para el area plana mostrada en la figura, determine: a) los primeros
mentos con respecto a los ejes xytj, yb) la ubicacién do su centroide.

SOLUCION

Componentes del area. El érea se obtiene con la suma de un rec-
tangulo, un tridngulo y un semicirculo y después se resta un circulo. Uti-
lizando los ejes coordenados mostrados, se determinan el area y las coorde-
nadas del centroide para cada una de las areas componentes y luego se
introducen en la tabla que aparece en la parte inferior. El area del circulo
se indica como negativa puesto que debe restarse de las demas areas. Notese
gue la coordenada T del centroide del triangulo es negativa para los ejes
mostrados. Los primeros momentos de las areas componentes con respecto
a los ejes coordenados se calculan y se introducen en la tabla.

60 mm
Componente
Rectangulo (120)(80) = 9.6 x 103 +576 x 10'
Triangulo (120)(60) = 3.6 x 103 + 144 x 10:
Semicirculo \tt(60)2 = 5.655 x 103 +339.3 X 10:
Circulo —r(40)2 = -5.027 x 10: -301.6 x 10:

a) Primeros momentosdel area. Con las ecuaciones (5.8), se escribe

b) Ubicacion del centroide. Si se sustituyen los valores dados en la
tabla, dentro de las ecuaciones que definen el centroide de un &rea com-
puesta se obtiene

X2A = 2iA: X(13.828 x 103 mm2) = 757.7 X 103 mm3
X=548mm ~

ool



PROBLEMA RESUELTO 5.2

La figura mostrada esta hecha a partir do un pedazo de alambre delgado y
homogéneo. Determine la ubicacion de su centro de gravedad.

.mm

SOLUCION

Como la figura estd hecha de un alambre homogéneo, su centro de grave-
dad coincide con el centroide de la linea correspondiente. Por tanto, se de-
terminara dicho centroide. Si se seleccionan los ejes mostrados, con origen
en A, se determinan las coordenadas del centroide de cada segmento de li-
nea v se calculan los primeros momentos con respecto a los ejes coordena-
dos.

Segmento L in. X, in. /, in XL, in2 YL, in2
AB 24 12 0 288 0
BC 26 12 5 312 130
CA 10 0 5 0 50
EL = 60 SiL =600 SilL = 180

Con la sustitucion de los valores obtenidos en la tabla, en las ecuaciones que
definen el centroide de una linea compuesta, se obtiene

X2L
Y2L

IXL: X(60 in.) = 600 in2 X =10in.
SijL: Y(60 in.) = 180 in2 7=3 in

‘gmm

w&gﬂ:

P ili



PROBLEMA RESUELTO 5.3

Una barra semicircular uniforme de peso Wy radio r esta unida a un perno
en Ay descansa contra una superficie sin friccion en B. Determine las reac-
ciones en A v B.

SOLUCION

Diagrama de cuerpo libre. Se dibuja un diagrama de cuerpo libre
de la barra. Las fuerzas que acttan sobre la barra son su peso W, el cual esta
aplicado en el centro de gravedad G (cuya posicién se obtiene a partir de la
figura 5.8B); una reaccion en A, representada por sus componentes Aty
y una reaccion horizontal en B.

Ecuaciones de equilibrio

MSMA= 0 B@r) - WE* 1= 0

w wW
B=+ — B =
T
+zF, =0 At+B=0
w w
Ax= —B = A: = — N
77 i
+tSFy = O: Ay-W =0 Ay = Wt
Sumando las dos componentes de la reaccion en A:
A v A
= w2+ IV = A
)| I'(1+¢)
tana:VP, = 7T a - tan 1

Las respuestas también pueden expresarse como sigue:

A= 1.049W 5*72.3° B = 0.318W



RESOLUCION DE PROBLEMAS
EN FORMA INDEPENDIENTE

En esta leccion se desarrollaron las ecuaciones generales para localizar los centros de
gravedad de cuerpos bidimensionales y alambres [ecuaciones (5.2)] y los centroides de
areas planas [ecuaciones (5.3)] y de lineas [ecuaciones (5.4)]. En los problemas que se
presentan a continuacion, se deberan localizar los centroides de areas compuestas v li-
neas o tendran que determinarse los primeros momentos del area de placas compues-
tas [ecuaciones (5.8)].

1. Localizacion de centroides de areas compuestas y lineas. Los problemas re-
sueltos 5.1 y 5.2 ilustran el procedimiento que debe seguirse al resolver problemas de
este tipo. Sin embargo, hay ciertos puntos que se deben enfatizar.

0) EIl primer paso en la solucion debe ser decidir como construir el area o la linea
dada, a partir de las formas comunes de la figura 5.8. Se debe reconocer que, en el ca-
so de &reas planas, una forma en particular se puede construir de varias maneras. Ade-
mas, mostrar las diferentes componentes (como se hace en el problema resuelto 5.1)
ayudara a establecer correctamente sus centroides y sus areas o longitudes. No debe
olvidarse que, para obtener la forma deseada, es posible restar o sumar areas.

h) Se recomienda que para cada problema se construya una tabla que contenga las
areas o las longitudes y las coordenadas respectivas de sus centroides. Es esencial re-
cordar que las areas que son “removidas” (por ejemplo los agujeros) se toman como ne-
gativas. Ademaés se debe incluir el signo de las coordenadas negativas. Por tanto, siem-
pre debe observarse la ubicacion del origen de los ejes coordenados.

¢) Cuando sea posible, se deben utilizar consideraciones de simetria [seccion 5.4]
para determinar con mayor facilidad la ubicacion de un centroide.

d) En las férmulas de la figura 5.8 para el sector circular y para el arco del circulo,
el &ngulo siempre debe ser expresado en radianes.

2. Calculo de los primeros momentos de un area. Los procedimientos para ubi-
car el centroide de un &rea y para determinar los primeros momentos de un area son
similares; sin embargo, para calcular estos Ultimos no es necesario determinar el area
total. Ademés, como se sefial6 en la seccion 5.4, se debe reconocer que el primer mo-
mento de un area con respecto a un eje centroidal es igual a cero.

3. Resolucion de problemas que involucran al centro de gravedad. En los pro-
blemas que se presentan a continuacion se considera que los cuerpos son homogéneos;
por tanto, sus centros de gravedad coinciden con sus centroides. Ademas, cuando un
cuerpo que esta suspendido de un solo pemo esta en equilibrio, el pemo y el centro
de gravedad del cuerpo deben estar localizados sobre la misma linea vertical.

Pudiera parecer que muchos de los problemas en esta leccion tienen poco que ver con
el estudio de la mecénica. Sin embargo, ser capaz de localizar el centroide de formas
compuestas sera esencial en varios tdpicos que se estudiaran méas adelante.
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Figura P5.1

Figura P5.4

Figura P5.7
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400 mm-

Problemas

5.1 a 5.8 Localice el centroide del area plana mostrado en cada figura.

300 mm
270 mm
X
X
Figura P5.2 Figura P5.3
375 1
Figura P5.5 Figura P5.6
Figura P5.8
5.9 Para el area del problema 5.8, determine la relacion r2'rl tal que
i = 40/3.



5.10 Parael &rea mostrada en la figura, demuestre que sir, tiende Problemas 233
a r2, la localizacion de su centroide tiende a ser igual al centroide de
un arco circular con radio (rl 4 r2J/2.

5.11 a 5.16 Localice el centroide del area plana mostrada en cada figura.

8 in.
y )
9in.
Un cuarto
de elipse
Figura P5.11 Figura P5.12 Figura P5.13
Parabola
r=72 min
Parabola\
Vértice —f—
48 mm
L Vértice

Figura P5.15 Figura P5.16
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Figura P5.19

5.17 y 5.18 El eje horizontal x se traza a través del centroide C y di-
vide al area mostrada en dos areas componentes Ai y A2. Determine el primer
momento de cada area componente respecto al eje x y explique los resulta-
dos obtenidos.

15in

2in. 2in.
Figura P5.17 Figura P5.18

5.19 El primer momento respecto al eje x del area sombreada que se
muestra en la figura se representa mediante Qx. a) Exprese Qxen términos
de r y 0. b) Determine el valor de 6 para el cual Qxes maximo y encuentre
dicho valor méximo.

5.20 Unavigacompuesta se construye atornillando cuatro placas acua-
tro &ngulos de 60 X 60 X 12 mm, como indica la figura. Los tornillos estan
igualmente espaciados a lo largo de la viga, la cual sostiene una carga verti-
cal. Tal como se demuestra en mecénica de materiales, las fuerzas cortantes
ejercidas sobre los tomillos colocados en A 'y B son proporcionales a los
primeros momentos respecto al eje centroidal x de las &reas sombreadas con
rojo, respectivamente, en las partes a y b de la figura. Si la fuerza ejercida
en el tomillo A es de 280 N, determine la fuerza ejercida sobre el tornillo B.

60

12 mm 12 ruin

Figura P5.20



5.21 a 5.24 Uri alambre delgado y homogéneo se dobla para formar
el perimetro de la figura que se indica en cada inciso. Localice el centro de
gravedad de la figura formada con el alambre.

5.21 Figura P5.1.
5.22 Figura P5.2.
5.23 Figura P5.5.
5.24 Figura P5.8.

5.25 Una barra uniforme de acero pesa 1.75 Ib y se dobla para formar
un arco de 20 in. de radio como el que muestra la figura. La barra se sostiene
mediante un pasador puesto en Ay la cuerda BC. Determine «) la tension
en la cuerda, b) la reaccion en A

5.26 El alambre homogéneo ABCD esta doblado como indica la figura
y se sostiene mediante un pasador puesto en B. Si /= 200 mm, determine
el angulo 0 para el que el tramo BC del alambre se mantiene horizontal.

5.27 El alambre homogéneo ABCD esta doblado como indica lafigura
y se sostiene mediante un pasador instalado en B. Si 0 = 30°, determine la
longitud /para la cual el tramo CD del alambre se mantiene horizontal.

5.28 Si la figura que se muestra esti formada con un alambre homo-
géneo delgado, determine la longitud | del tramo CE del alambre para el cual
el centro de gravedad de la figura se localiza en el punto C cuando a) 0 =
15°,b) 0 = 60°

ti
Figura P5.28
5.29 Determine la distancia h tal que el centroide del area sombreada

esté tan cerca como sea posible de la linea BB* cuando a) k = 0.2, b) k =
06.

5.30 Si la distancia h es seleccionada para minimizar la distancia T

desde la linea BB" hasta el centroide del area sombreada que muestra la
figura, demuestre que tj = h.

Figura P5.29 y P5.30

Problemas

235
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5.6. DETERMINACION DE CENTROIDES
POR INTEGRACION

El centroide de un area limitada por curvas analiticas (esto es, curvas
definidas por ecuaciones algebraicas) por lo general se determina eva-
luando las integrales que aparecen en las ecuaciones (5.3) de la sec-
cion 5.3

xA=J xdA A= tdA (5.3)

Si el elemento de area dA es un pequefio rectangulo de lados dx y dy,
la evaluacion de cada una de estas integrales requiere una integracion
doble con respecto ax vy. También es necesaria una integraciéon doble
si se usan coordenadas polares para las cuales dA es un elemento de
lados dr v r dfi.

Sin embargo, en la mayoria de los casos es posible determinar las
coordenadas del centroide de un area con una sola integracion. Esto
se logra seleccionando a dA como un rectangulo o tira delgada o como
un sector circular delgado (figura 5.12A); el centroide de un rectan-
gulo delgado esta localizado en su centro v el centroide de un sector
delgado esta localizado a una distancia de fr a partir de su vértice (como
en el caso de un tridngulo). Entonces, las coordenadas del centroide
del &rea en consideracién se obtienen expresando que el primer mo-
mento del area total con respecto a cada uno de los ejes coordenados
es igual a la suma (o integral) de los momentos correspondientes de
los elementos del area. Representando con X,.jy yrl las coordenadas del
centroide del elemento dA, se escribe

o = = i xejd,A
= = TjeldA

Si el area A no se conoce aun, ésta también puede calcularse a partir
de estos elementos.

Figura 5.12A Centroides y areas de elementos diferenciales.



Las coordenadas x,/ Yy V,i del centroide del elemento del area elA
deben expresarse en términos de las coordenadas de un punto locali-
zado sobre la curva que limita al &rea en consideracién. Ademas, el area
del elemento dA debe expresarse en términos de las coordenadas de
dicho punto y de los diferenciales apropiados. Esto se ha hecho
en la figura 5.12B para tres tipos comunes de elementos; la porcion
de circulo de la parte ¢ debe utilizarse cuando la ecuacién de la curva
que limita al &rea esté dada en coordenadas polares. Deben sustituir-
se las expresiones apropiadas en las formulas (5.9) y debe utilizarse la

ecuacion de la curva que limita al area para expresar a una de las coor-
denadas en términos de la otra. De esta forma, se reduce a una sola
integracion. Una vez que se ha determinado el area y han sido evalua-
das las integrales en las ecuaciones (5.9), estas ecuaciones pueden re-
solverse para las coordenadas xyy del centroide del &rea.

Cuando una linea esta definida por una ecuacion algebraica, pue-
de determinarse su centroide al evaluar las integrales que aparecen en
las ecuaciones (5.4) de la seccion 5.3:

xL =j xdL yL =j ydL (5.4)

El diferencial de longitud dL debe reemplazarse por una de las siguien-
te expresiones, dependiendo de cual coordenada x, y 0 9, se seleccio-
ne como la variable independiente en la ecuacion utilizada para defi-
nir la linea (estas expresiones pueden derivarse con el uso del teorema
de Pitagoras):

5.6. Determinacion de centroides
por integracién

237
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Fotografia 5.2 Todos los tanques de
almacenamiento que se muestran en la fotografia
son cuerpos de revolucién. Por tanto, las areas
de sus superficies y sus volimenes pueden
determinarse con los teoremas de Pappus-
Guldinus.

Después de que se ha utilizado la ecuacion de la linea para expresar
una de las coordenadas en términos de la otra, se puede llevar a cabo
la integracion y se pueden resolver las ecuaciones (5.4) para las coor-
denadas x y y del centroide de la linea.

5.7. TEOREMAS DE PAPPUS-GULDINUS

Estos teoremas fueron formulados primero por el gebmetra griego Pap-
pus durante el siglo m después de Cristo y fueron replanteados poste-
riormente por el matematico suizo Guldinus o Guldin (1577-1643), se
refieren a superficies y cuerpos de revolucion.

Unasuperficie (le revolucion se genera mediante la rotacion de una
curva plana con respecto a un eje fijo. Por ejemplo (figura 5.13), se

O

J a J a c
Esfera Cono Toroide

Figura 5.13

puede obtener la superficie de una esfera rotando un arco semicircu-
lar ABC con respecto al diametro AC; se puede producir la superficie
de un cono rotando una linea recta AB con respecto a un eje AC y se
puede generar la superficie de un toroide o anillo rotando la circun-
ferencia de un circulo con respecto a un eje que no interseca a dicha
circunferencia. Un cuerpo de revolucién se genera mediante la rotacién
de un area plaua alrededor de un eje fijo. Como se muestra en la figura
5.14, se puede generar una esfera, un cono y un toroide rotando la
forma apropiada con respecto al eje que se indica.

Esfera Cono Toroide
Figura 5.14

TEOREMA 1. El area de una superficie de revolucion es igual a
la longitud de la curva generatriz multiplicada por la distancia reco-
rrida por el centroide de dicha curva al momento de generar la super-
ficie.

Demostracion. Considérese un elemento dL de la linea L (figura
5.15) que rota alrededor del eje x. El area dA generada por el elemento
dL es igual a 2t4j dL. Por tanto, el area total generada por L es A =
f 2vy dL. En la seccién 5.3 se encontr6 que la integral J y dL es igual



dA
Figura 5.15

a T/L, por tanto, se tiene
A = 2-nTjL (5.10)

donde 27Ttj es la distancia recorrida por el centroide de L (figura 5.15).
Se debe sefialar que la curva generatriz no debe cruzar el eje sobre el
cual rota; si lo hiciera, las dos secciones, una a cada lado del eje, gene-
rarian areas que tendrian signos opuestos y el teorema no podria apli-
carse.

TEOREMA 1I. El volumen de un cuerpo de revolucion es igual ni
area generatriz multiplicada por la distancia recorrida por el centroide
del area al momento de generar el cuerpo.

Demostracién. Considérese un elemento dA del area A, el cual se
rota con respecto al eje x (figura 5.16). El volumen dV generado por

Figura 5.16

el elemento dA es igual a 2itij dA. Por tanto, el volumen total gene-
rado por Aes V = f 2mj dA vy, puesto que la integral f tj dA es igual
a yA (seccidn 5.3), se tiene

V = 2iryA (5.11)

donde 2irTj es la distancia recorrida por el centroide de A. Es impor-
tante sefalar que el teorema no puede aplicarse si el eje de rotacion
interseca al area generatriz.

Los teoremas de Pappus-Guldinus proporcionan una forma senci-
lla de calcular las areas de superficies de revolucion y los voliumenes
de cuerpos de revoluciéon. En forma inversa, estos teoremas se emplean
para determinar el centroide de una curva plana cuando el area de la
superficie generada por la curva es conocida o para determinar el cen-
troide de un area plana cuando el volumen del cuerpo generado por
el area es conocido (véase el problema resuelto 5.8).
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PROBLEMA RESUELTO 5.4

Determine por integracion directa la localizacién del centroide de una en-
juta parabdlica.

SOLUCION

Determinacion de la constante k. El valor de k se determina susti-
tuyendox = ayy = b en laecuaciéon dada. Se tieneb - ka2ok = b/ai. Por
tanto, la ecuacion de la curva es

= — - . ,1/2
=X X= 12!
Elemento diferencial vertical. Se selecciona el elemento diferen-
cial mostrado y se determina el area total de la figura.

A—JdA:Jydx— Nx2dx = ’9‘2”0 .la.lb

El primer momento del elemento diferencial con respecto al eje y es x,,j dA,
por tanto, el primer momento de toda el area con respecto a dicho eje es

iedAz jxydx=] g dx= ¢ 2
Qy =] xa =ixydx=J xM2xgax =, , 4
Como Qv = xA. se tiene que
1 ab ab
xA:JxeidA X~ = Xx=Ta

De la misma forma, el primer momento del elemento diferencial con res-
pecto al eje x es y¢, dA y el primer momento de toda el area es

b2 _ab2»
Q=] vdA=\b<dx=1 i(iM & 2 5 10
Como Qx = i/A, se tiene que
? a _ab ab2 _ 3
YA=IYidA Vg - g0 V= wh

Elemento diferencial horizontal. Se pueden obtener los mismos re-
sultados considerando un elemento horizontal. Los primeros momentos del
rea son

Qj = jxeidA =1 {a-x)dy = — dy

Xx=/ydldA=1ly@a- x)dy =jy(a- ;WAL dy

Para determinar x y vy, las expresiones obtenidas se sustituyen nuevamente
en las ecuaciones que definen el centroide del area.
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PROBLEMA RESUELTO 5.5

Determine la ubicacion del centroide del arco mostrado.

#1p S
m im
-mm*
Como el arco es simétrico con respecto al eje x, y = 0. Se selecciona un ele-
mento diferencial, como se muestra en la figura, y se determina la longitud
del arco por integracion.
L=1idL=( rdd=rf dO=2ra
J J-a J—a
El primer momento del arco con respecto al eje y es
Qy=ixdL =1 (rcos0)(rdO) =r2i cos0dd
3 —a J—ct
= r~sen 0j“,, - ir2sena
Como Qy = xL, se escribe
X(2ra) = Er2sen a X- Xla 4
eSS
PROBLEMA RESUELTO 5.6
Determine el area de la superficie de revolucién mostrada en la figura, la
cual se obtiene rotando un cuarto de arco circidar con respecto a un eje ver-
tical.
“rbwhH
SOLUCION essiitp

De acuerdo con el teorema | de Pappus-Guldinus, el area generada es igual W P
al producto de la longitud del arco y la distancia recorrida por su centroide. P N
Refiriéndose a la figura 5.8B, se tiene que



PROBLEMA RESUELTO 5.7

El diametro exterior de una polea es 0.8 iny la seccién transversal de su co-
rona es como se muestra en la figura. Se sabe que la polea esta hecha de ace-

400 mm roy que la densidad de dicho material es p = 7.85 X 103kg/m\ determine
la masay el peso de la corona.

SOLUCION

El volumen de la corona se puede encontrar con el teorema 11 de Pappus.
Guldinus, el cual establece que el volumen es igual al producto del area de

—*1 169 mm 60 mm la seccion transversal dada por la distancia recorrida por su centroide en una
revoluciéon completa. Sin embargo, el volumen se puede determinar mas fa-
50 mmf 30 mm —j- cilmente si se observa que la seccién transversal se puede transformar a par-
tir del rectangulo I, cuya area es positiva y del rectangulo |1, cuya area es ne-
gativa.
375 mm 365 mm

Distancia viajada
Area, mmz y, mm por C, mm Volumen, mm3
| +5000 375  27r(375) = 2356 (5000)(2356) = 11.78 X 106
i I -1800 365 277(365) = 2293 (-1 800)(2 293) = -4.13 x 106

Volunen de lacorona = 7.65 X 106

Como 1 mm = 10 3m, se tiene que 1 mMm3= (10 3m)3= 10 9in3, >
obtiene V = 7.65 X 106 mm3 = (7.65 X 106)(10“9 m3) = 7.65 X 103"

m = pv = (7.85 X 103 ky/nB)(7.65 X 10~3m3)  m ~ 60.0 kg
W = mg = (60.0 kg)(9.81 nvs2) = 589 kg =in/2  W- 589 N

fai'M
PROBLEMA RESUELTO 5.8

Con los teoremas de Pappus-Guldinus, determine: a) el centroide de un area
semicircular y b) el centroide de un arco semicircular. Se debe recordar eme "WmBm
el volumen y el area superficial de una esfera son, respectivamente, f-nr

47)T2.

SOLUCION

El volumen de una esfera es igual al producto del area de un semicirculoy . ~ U
la distancia recorrida por el centroide del semicirculo en una revoluciéon  °
alrededor del eje x.

V = 2-njA firrh = QiT%‘vr‘Z} y = ?A:trt
De la misma forma, el &rea superficial de una esfera es igual al producto de
la longitud del semicirculo generatriz por la distancia recorrida por su cen-
troide en una revolucion.

. o .. -

A = 2TnjJ; 47rr - 2in7(7rr) j=— 4



SOLUCION DE PROBLEMAS
EN FORMA INDEPENDIENTE

En los problemas propuestos correspondientes a esta leccién se usaran las ecuaciones

XA =] xdA yA =] ydA (5.3)

xL =j xdL yL=1J ydL (5.4)

para localizar, respectivamente, los centroides de areas y lineas planas. Ademas, se apli-
caran los teoremas de Pappus-Guldinus (seccion 5.7) para determinar las areas de su-
perficie de revolucién y los volumenes de cuerpos de revolucion.

1. Determinacion de los centroides de areas y lineas por integracion directa.
Cuando se resuelven problemas de este tipo, se debe seguir el método de solucién mos-
trado en los problemas resueltos 5.4 y 5.5: calcular AoL, determinar los primeros mo-
mentos del area o de la h'neay resolver las ecuaciones (5.3) o (5.4) para las coordena-
das del centroide. Ademas, se debe poner atencidén especial en los siguientes puntos.

a) La solucion se inicia con la definicion o determinacion cuidadosa de cada tér-
mino en las integrales de las formulas aplicables. Es bastante recomendable mostrar en
el esquema del area o de la linea dada la eleccién que se ha hecho para dA o para dL
y las distancias a su centroide.

b) Como se explico en la seccion 5.6, lax y lay en las ecuaciones anteriores re-
presentan las coordenadas del centroide de los elementos diferenciales dA ydL. Es im-
portante reconocer que las coordenadas del centroide de dA no son iguales a las coor-
denadas de un punto localizado sobre la curva que Umita al area en consideracion. Se
debe estudiar con detalle la figura 5.12 hasta que se comprenda en forma cabal este
punto que es tan importante.

c) Para tratar de simplificar o minimizar los calculos, siempre se debe examinar la
forma del area o de la linea dada antes de definir el elemento diferencial que se utili-
zara. Por ejemplo, algunas veces es preferible utilizar elementos rectangulares que sean
horizontales en lugar de verticales. Por lo general es mejor emplear coordenadas pola-
res cuando una linea o un &rea tienen simetria circular.

d) A pesar de que la mayoria de las integraciones en esta leccidén son sencillas, en
algunas ocasiones es posible que se tengan que utilizar técnicas mas avanzadas como la
sustitucion trigonomeétrica o la integracion por partes. Por supuesto, emplear una tabla
de integrales es el método més rapido para evaluar integrales dificiles.

2. Aplicacion de los teoremas de Pappus-Guldinus. Como se mostr6 en los pro-
blemas resueltos 5.6 al 5.8, estos teoromas, que son simples pero muy utiles, permiten
aplicar el conocimiento sobre centroides para el célculo de &reas y volimenes. A pesar
de que los teoremas hacen referencia a la distancia recorrida por el centroide y a la
longitud de la curva generatriz o del &rea generatriz, las ecuaciones resultantes [ecua-
ciones (5.10) y (5.11)] contienen los productos de estas cantidades, los cuales son sim-
plemente los primeros momentos de una linea (yL) y de un &rea (yA), respectivamen-
te. Por tanto, para aquellos problemas en los cuales la linea o el area generatriz consista
de més de una forma comun, sélo se necesita determinar yL o yA; de esta manera, no
se tiene que calcular la longitud de la curva generatriz o el area generatriz.



Problemas

531 a 5.33 Determine por integracion directa el centroide del area
mostrada en cada figura. Exprese la respuesta en términos de a y h.

r ¥ =h\ke)
h
\

Figura P5.32

5.34 a 5.36 Determine por integracion directa el centroide del area
mostrada en cada figura.

Figura P5.36

5.37 y 5.38 Determine por integracion directa el centroide del area
mostrada en cada figura. Exprese la respuesta en términos de a y b.

y =k(x-a)Z

Figura P5.37



5.39 Determine por integracion directa el centroide del area mostrada
en la figura.

5.40 y 5.41 Determine por integracion directa el centroide del area
mostrada en cada figura. Exprese la respuesta en términos de a y b.

ij=2b(] - kx2)

Figura P5.40 Figura PS.41

5.42 y 5.43 Un alambre homogéneo se dobla en la forma indicada
por la figura. Determine por integracién directa la coordenada x de su cen-
troide.

*5.44  Un alambre homogéneo se dobla en la forma indicada por la fi-
gura. Determine por integracion directa la coordenada* de su centroide. Ex-
prese la respuesta en términos de a.

*5.45 y *5.46 Determine por integracion directa el centroide del area
mostrada en la figura.

29

Figura P5.45 Figura P5.46

Figura P5.39

Problemas
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Figura P5.51

15 mm
Figura P5.53

5.47 Determine el volumen y el area de la superficie del solido que
se obtiene al rotar el area del problema 5.2 respecto a a) el eje x, b) la linea
x = 19in.

5.48 Determine el volumen v el area de la superficie del sélido que
se obtiene al rotar el area del problema 5.4 respecto a a) el eje 1/ b) lalinea
y = 40 in.

5.49 Determine el volumen y el area de la superficie del solido que
se obtiene al rotar el area del problema 5.1 respecto aa) el eje .t, b) la linea
X = 400 mm.

5.50 Determine el volumen del s6lido que se genera al rotar el area
semieliptica mostrada en la figura respecto a a) el eje AA', b) el eje BB,
c) el gjey.

551 SiR =0.75in,yL = 3in, determine el volumen y el area de
la superficie del eslab6n de cadena mostrado en la figura, el cual fue hecho
a partir de una barra de 0.5 in. de diametro.

5.52 Verifique si las expresiones para los volimenes de las primeras
cuatro formas dadas en la figura 5.21 de la pagina 261 son correctas.

5.53 Se taladra un agujero de 15 mm de diametro en una pieza de
acero de 20 mm de espesor, y después se avellana como indica la figura. De-
termine el volumen de acero removido durante el proceso de avellanado.

5.54 Tres perfiles diferentes de bandas motrices se someten a un es-
tudio. Si, en todo momento, las bandas hacen contacto con la mitad de la cir-
cunferencia de su polea, determine el rea de contacto que hay entre labanda
y la polea en cada disefio.

5.55 Determine el volumen y el area de la superficie del cuerpo que
se muestra en la figura.

52 mm 42 mm



5.56 El escudete (una placa decorativa colocada sobre la parte de tu- Problemas 247
beria que sale de una pared) fue moldeado en latén como indica la figura.
Si la densidad del latén es de 8 470 kg/mi\ determine la masa del escudete.

5.57 La cubierta redondeada de una mesa de madera tiene el perfil
gue muestra la figura. Si el diametro de la cubierta es de 44 in. antes de dar-
le forma, y el peso especifico de la madera es de 0.025 1b/in3, determine el
peso del desperdicio que resulta de la produccion de 5 000 cubiertas.

Figura P5.S56
0.5 in.

0.75 in.

Figura P5.57 y P5.58

5.58 La cubierta redondeada de una mesa do madera tiene la forma
gue muestra la figura. Si a cada cubierta se le aplican tres capas de laca y
cada litro de laca cubre 500 ft2 de material, determino la cantidad de galones
de laca requeridos para darle este acabado a 5 000 cubiertas.

5.59 El reflector de aluminio de una pequefia lampara do alta inten-

sidad tiene espesor uniforme de 1 mm. Si la densidad del aluminio es de
2 800 kg/ni3, determine la masa del reflector.

Figura P5.59

*5.60 El reflector de una pequefia linterna eléctrica tiene la forma pa-
rabdlica que muestra la figura. Determine el area do la superficie interior
del reflector.

Figura P5.60
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b)
Figura 5.17

Fotografia 5.3 Los techos de las
construcciones que se muestran en la fotografia
pueden ser capaces de soportar no sélo el peso
de la nieve, sino también las cargas distribuidas
no simétricas causadas por el amontonamiento
de la nieve.

*5.8. CARGAS DISTRIBUIDAS EN VIGAS

El concepto del centroide de un &rea puede utilizarse para resolver
otros problemas distintos a los relacionados con los pesos de placas pla-
nas. Por ejemplo, considérese una viga que soporta una carga distri-
buida; esta carga puede estar constituida por el peso de los materiales
soportados directa o indirectamente por la viga o puede ser ocasiona-
da por el viento o por una presién hidrostatica. La carga distribuida
puede representarse al graficar la carga w soportada por unidad de lon-
gitud (figura 5.17); esta carga estd expresada en N/mo en lb/ft. La mag-
nitud de la fuerza ejercida sobre un elemento de viga de longitud dx
es dW = w dx, y la carga total soportada por la viga es

W = w dx
Jo

Se observa que el producto w dx es igual en magnitud al elemento de
&rea dA mostrado en la figura 5.17«. Por tanto, la carga W es igual en
magnitud al area total A bajo la curva de carga:

w fdA =

Ahora se procede a determinar donde debe aplicarse, sobre la vi-
ga, unasola carga concentrada W, de la misma magnitud W que la car-
ga distribuida total, si se deben producir las mismas reacciones en los
apoyos (figura 5.17/7). Sin embargo, debe aclararse que esta carga con-
centrada W, la cual representa la resultante de la carga distribuida da-
da, es equivalente a esta Ultima sélo cuando se considera el diagrama
de cuerpo libre de toda la viga. El punto de aplicacion P de la carga
concentrada equivalente W se obtiene expresando que el momento de
W con respecto a un punto O es igual a la suma de los momentos de
las cargas elementales dW con respecto a O:

OPW  dw

0, como dW = w dx = dAy W = A,

(OP)A = iLxdA (5.12)

Puesto que la integral representa el primer momento con respecto al
eje w del area bajo la curva de carga, ésta puede ser reemplazada por
el producto xA. Por tanto, se tiene que OP —x, donde x es la distan-
cia desde el eje w hasta el centroide C del area A (n6tese que dicho
centroide no es el centroide de la viga).

En este sentido, una carga distribuida que actla sobre una viga
puede reemplazarse por una carga concentrada, la magnitud de dicha
carga es igual al &rea bajo la curva de carga y su linea de accién pasa
a través del centroide de dicha area. Sin embargo, se debe sefalar que
la carga concentrada es equivalente a la carga distribuida dada solo en
lo que respecta a las fuerzas externas. Esta carga concentrada puede
utilizarse para determinar reacciones pero no debe ser empleada para
calcular fuerzas internas y deflexiones.



*5.9. FUERZAS SOBRE SUPERFICIES SUMERGIDAS

El procediamiento usado en la seccién anterior puede emplearse para
determinar la resultante de las fuerzas de presién hidrostatica ejerci-
das sobre una superficie rectangular sumergida en un liquido. Consi-
dérese la placa rectangular mostrada en la figura 5.18, la cual tiene una
longitud L y un ancho b, donde b se mide perpendicular al plano de
la figura. Como se sefialé en la seccion 5.8, la carga ejercida sobre un
elemento de la placa de longitud dx es w dx, donde w es la carga por
unidad de longitud. Sin embargo, esta carga también puede expresar-
se como p dA = pb dx, donde p es la presiobn manométrica en el liqui-
doly b es el ancho de la placa; por tanto, w = bp. Como la presion
manomeétrica en un liquido es p = yh, donde y es el peso especifico
del liquido y h es la distancia vertical a partir de la superficie libre, se
concluye que

w = bp —byh (5.13)

lo cual demuestra que la carga por unidad de longitud w es propor-
cional a h y, por tanto, varia linealmente con x.

De acuerdo con los resultados de la seccién 5.8, se observa que la
resultante R de las fuerzas hidrostaticas ejercidas sobre un lado de
la placa es igual en magnitud al area trapezoidal bajo la curva de cargay
su linea de accion pasa a través del centroide C de dicha area. EIl punto
V de la placa donde se aplica R se conoce como el centro de presién.*

A continuacién se consideran las fuerzas ejercidas por un liquido
sobre una superficie curva de ancho constante (figura 5.19a). Como la
determinacion por integracion directa de laresultante R de dichas fuer-
zas podria no ser facil, se considera el cuerpo libre obtenido por la se-
paracion del volumen de liquido ABD el cual esta limitado por la su-
perficie curva AB y por las dos superficies planas AD y DB como se
muestra en la figura 5.19b. Las fuerzas que actdan sobre el cuerpo li-
bre ABD son el peso W del volumen de liquido separado, la resultan-
te Ri de las fuerzas ejercidas sobre AD, la resultante R2 de las fuerzas
ejercidas sobre BD vy la resultante -R de las fuerzas ejercidas por la
superficie curva sobre el liquido. La resultante -R es igual y opuesta
y tiene la misma linea de accion que la resultante R de las fuerzas ejer-
cidas por el liquido sobre la superficie curva. Las fuerzas W, R[ y Ro
se pueden determinar mediante los métodos convencionales; una vez
gue se han encontrado estos valores, la fuerza —R se obtiene al resol-
ver las ecuaciones de equilibrio para el cuerpo libre de la figura 5.19b.
Entonces la resultante R de las fuerzas hidrostaticas ejercidas sobre la
superficie curva se obtienen invirtiendo el sentido de —R.

Los métodos presentados en esta seccion pueden emplearse para
determinar la resultante de las fuerzas hidrostaticas ejercidas sobre las
superficies de presas y de compuertas rectangulares y alabes. Las re-
sultantes de las fuerzas que actian sobre superficies sumergidas de an-
cho variable se determinarén en el capitulo 9.

'La presion p, la cual representa una carga por unidad de area, se expresa en N/m2 o
en Ib/ft2. La unidad derivada del SI N/m2 recibe el nombre de pascal (Pa).

'Observe que el &rea bajo lacurva de carga es igual a donde ' 0 es lacarga por unidad
de longitud en el ({1itro E de la placa y de acuerdo con la ecuacién (5.13), se puede escribir
fi = tVfl. = (bph)L = py.(bL) = prA

donde A representa el area de la placa. Por tanto, se puede obtener la magnitud de R si
se multiplica el area de la placa por la presién en su centro E. Sin embargo, la resultante
R debe ser aplicada en P, no en E.

5.9. Fuerzas sobre superficies sumergidas

Fotografia 5.4 Como se expuso en esta
seccion, la presa Grand Coulee soporta tres
diferentes tipos de cargas distribuidas: los pesos
de los elementos que la constituyen, las fuerzas
de presién ejercidas por el agua sobre su cara
sumergida y las fuerzas de presién ejercidas por
el suelo sobre su base.
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PROBLEMA RESUELTO 5.9

Una viga soporta una carga distribuida como lo muestra la figura; a) deter-
mine la carga concentrada equivalente y b) determine las reacciones en los

apoyos.

SOLUCION

«) Carga concentrada equivalente. La magnitud de la resultante de
la carga es igual al area bajo la curva de cargay la linea de accién de la re-
sultante pasa a través del centroide de dicha &rea. Se divide el area bajo la
curva de carga en dos triangulos v se construye la tabla que se presenta a
continuacion. Para simplificar los calculos y la tabulacién, las cargas por
unidad de longitud dadas se han convertido a kN/m

Componente A, kN X, m XA, kN em
Tridngulo 1 4.5 2 9
Triangulo 11 135 4 54
XA =180 2XxA = 63

Por tanto, X2A = ZxA:  X(18 kN) = 63 kN X=35m

La carga concentrada equivalente es

y su linea de accion esta localizada a una distancia
X=35maladerechadoA 4

b) Reacciones. La reaccion en A es vertical y se representa con A la
reaccion en B esta representada por sus componentes Bvy By. Como se
muestra en la figura, la carga dada se puede considerar como la suma de dos
cargas triangulares. La resultante de cada carga triangular es igual al area del
triangulo y actda en su centroide. Se escriben las siguientes ecuaciones de
equilibrio para el cuerpo libre mostrado:

= 0 Bv=10
+i2Ma=0.  —4.5 kN)2 ni) —(13.5 kN)(4 m) + By(6 m) = 0
B, = 105kN t
+\ZMb = 0. +(45 kN)@ m) + (135k\)(2m) - A6m) =0
A= 75 kNt

Solucioén alternativa.  La carga distribuida dada se puede reemplazar
por su resultante, la cual se determind en la parte a. Las reacciones pueden
determinarse con las ecuaciones de equilibrio =0, =0y2MB=0.
De nuevo se obtiene



PROBLEMA RESUELTO 5.10

La seccion transversal de una presa de concreto es como se muestra en la
figura. Considere una secciéon de la presa de 1 ft de espesor y determine:
a) la resultante de las fuerzas de reaccion ejercidas por el suelo sobre la base
AB de la presa y b) la resultante de las fuerzas de presion ejercidas por
el agua sobre lacara BC de la presa. Los pesos especificos del concreto y del
agua son, respectivamente, 150 Ib/ft3y 62.4 Ib/ft'.

SOLUCION

a) Reaccion del suelo. Se selecciona como cuerpo libre la seccion
de 1 ft de espesor AEFCDB de la presay el agua. Las fuerzas de reaccion
ejercidas por el suelo sobre la base AB estan representadas por un sistema
equivalente fuerza-par en A. Otras fuerzas que actlian sobre el cuerpo libre
son el peso de la presa, representado con los pesos de sus componentes Y\,
W2y W3; el peso del agua W4 y la resultante P de las fuerzas de presion
ejercidas sobre la seccion BD por el agua que se encuentra a la derecha de
dicha seccion. Asi se tiene

i(9 ft)(22 ft)(1 f){ 150 o/it3) =
(5 ft){22 fe)(I ft)(150 Ib/ft3) =
1(10 fo)(18 fO)(I ft)(150 In/ft3)
1(10 Ft)(18 fO)(I f)(62.4 I/ft3)
{(18 fO)(I f)(18 ft)(62.4 In/F3)

Ecuaciones de equilibrio
2R. =0 H- 101091b=0

+"2Ma = 0

M =1520960 Ibmft1 4

Se puede reemplazar el sistema fuerza-par obtenido por una fuerza que ac-
hia a una distancia d a la derecha de A, donde

b) Resultante R de las fuerzas ejercidas por el agua. Se elige

como cuerpo libre la seccion parabdlica de agua BCD. Las fuerzas involu-
cradas son la resultante —R de las fuerzas ejercidas por la presa sobre el
agua, el peso W4y la fuerza P. Como estas fuerzas deben ser concurrentes,
—R pasa a través del punto de interseccion G de W4y P. Se dibuja un trian-
gulo de fuerzas a partir del cual se determinan la magnitud y la direccién de
—R. Laresultante R de las fuerzas ejercidas por el agua sobre la cara BC es
igual y opuesta:

R = 12580 Ib jP36.50 <



RESOL UC1ON DE PROBLEMAS
EN FORMA INDEPENDIENTE

Los problemas en esta leccion involucran dos tipos de cargas comunes muy impor-
tantes: cargas distribuidas sobre vigas y fuerzas sobre superficies sumergidas de an-
cho constante. Como se estudié en las secciones 5.8 y 5.9 y se ilustré en los pro-
blemas resueltos 5.9 y 5.10, la determinaciéon de la fuerza equivalente Unica para
cada una de estas cargas requiere conocimiento sobre centroides.

1. Analisis de vigas sujetas a cargas distribuidas. En la seccion 5.8 se de-
mostro que una carga distribuida que actla sobre una viga puede reemplazarse por
una fuerza equivalente. La magnitud de dicha fuerza es igual al area bajo la curva
de la carga distribuida y su linea de accion pasa a través dei centroide de dicha area.
Por tanto, la solucion debe comenzar reemplazando las diversas cargas distribuidas
que actuan sobre una viga dada, por sus respectivas fuerzas equivalentes. Enton-
ces, las reacciones en los apoyos de la viga pueden determinarse empleando los mé-
todos del capitulo 4.

Cuando sea posible, las cargas distribuidas complejas deben dividirse en areas que
correspondan a las formas comunes mostradas en la figura 5.8A [problema resuel-
to 5.9]. Entonces, cada una de estas areas se puede reemplazar por una sola fuer-
za equivalente. Si asi se requiere, el sistema de fuerzas equivalentes puede redu-
cirse aun mas a una sola fuerza equivalente. A medida que se estudie el problema
resuelto 5.9, observe como se ha utilizado la analogia entre fuerza y area y las téc-
nicas para localizar el centroide de areas compuestas para analizar una viga sujeta
a una carga distribuida.

2. Resolucion de problemas que involucran fuerzas que actdan sobre cuer-
pos sumergidos. Se deben recordar los sigmentes puntos y las siguientes técni-
cas al momento de resolver problemas de este tipo.

«) La presion p a una profundidad h por debajo de la superficie libre de un li-
quido es igual a yh o pgh, donde y y p son, respectivamente, el peso especifico y
la densidad del liquido. Por tanto, la carga por unidad de longitud w que actta so-
bre una superficie sumergida de ancho constante b esta dada por

w = bp = byh = bpgh

b) La linea de accién de la fuerza resultante R que actla sobre una superficie
plana sumergida es perpendicular a dicha superficie.

¢) Para una superficie rectangular plana vertical o inclinada de anchob, la carga
que actla sobre la superficie puede representarse por medio de una carga lineal-
mente distribuida que tiene forma trapezoidal (figura 5.18). Ademas, la magnitud
de R esta dada por

R = yhEA

donde hE es la distancia vertical al centro de la superficie y A es el area de la su-

M & 1E03]

m & iak
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d) En virtud de que la presion del liquido en la superficie libre del mismo es
igua a cero, la curva de carga serd triangular (en lugar de trapezoidal) cuando el
borde superior de una superficie rectangular plana coincida con la superficie libre
del liquido. Para este caso, la linea de accién de R puede determinarse facilmente
debido a que pasa a través del centroide de una carga distribuida triangular.

e) Para el caso general, en lugar de analizar un trapezoide, se sugiere que se
use el método sefalado en la parte b del problema resuelto 5.9. Primero se divide
a la carga distribuida trapezoidal en dos tridngulos y, entonces, se calcula la magni-
tud de la resultante de cada carga triangular. (La magnitud es igual al producto del
area del triangulo por el ancho de la placa.) Observe que la linea de accion de ca-
da fuerza resultante pasa a través del centroide del tridngulo correspondiente y que
la suma de dichas fuerzas es equivalente a R. Por tanto, en lugar de utilizar R, se
pueden usar las dos fuerzas resultantes equivalentes cuyos puntos de aplicacion pue-
den determinarse facilmente. Por supuesto, la ecuacién dada para fi en el parrafo
¢ se debe utilizar cuando sélo se necesite conocer la magnitud de R.

/) Cuando la superficie sumergida de ancho constante es curva, la fuerza re-
sultante que actla sobre la superficie se obtiene al considerar el equilibrio del vo-
lumen del liquido, limitado por la superficie curva y por planos horizontales y ver-
ticales (figura 5.19). Obsérvese que la fuerza Ri de la figura 5.19 es igual al peso
del liquido que se encuentra por encima del plano AD. ElI método de solucion pa-
ra problemas que involucran superficies curvas se muestra en la parte b del pro-
blema resuelto 5.10.

En los cursos subsecuentes de mecéanica (en particular el curso de mecanica de ma-
teriales y el curso de mecanica de fluidos) se tendra una oportunidad amplia de uti-
lizar las ideas presentadas en esta leccidn.
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Problemas

5.61 y 5.62 Para lavigay las cargas mostradas en cada figura, deter-
mine a) magnitud y localizacion de la resultante de la carga distribuida,
b) las reacciones en los apoyos de la viga.

Parabola

5.63 a 5.68 Para las cargas dadas, determine las reacciones en los apo-
yos de cada viga.

1.8 kKN/in



5.69 Para la carga aplicada en la viga que se muestra en la figura, de-
termine las reacciones en jos apoyos, cuando tuu= 1.5 kN/m

3.5 kN/m

[R0)
50 kN =m B i
( \....-A c4

6m
1m

Figura P5.69 y P5.70

5.70 Determine &) la carga distribuida wO en el extremo D de la viga
ABCD para la cual la reaccién en B es cero, b) la reaccion correspondiente
en C.

571 Siw = 300 N/m, determine a) la distancia minimaa para la cual
la reaccion vertical en el apoyo B es igual a A b) las reacciones correspon-
dientes en los apoyos.

5.72 Siiv = 300 N/m determine a) la distanciaa para la cual la razon
de la reaccion vertical en el apoyo B respecto a la reaccion vertical en el so-
porte A es maxima, b) las reacciones correspondientes en los apoyos.

5.73 Una viga de nivel AB soporta tres cargas concentradas y descan-
sa sobre el suelo encima de una roca grande. El suelo ejerce una carga dis-
tribuida hacia arriba, y la roca ejerce una carga concentrada Rfl como indi-
ca la figura. Si P = 1 kip yicB = "AvA determine los valores de rvAy Rn
correspondientes al estado de equilibrio.

12 ft
15 ft 4.5 ft-
6 kips 4.5 Kips,
A B
{ i< e
i -
-3.6ftm -5.4 ft-
Figura P5.73 y P5.74
5.74 Una viga de nivel AB soporta tres cargas concentradas y descansa

sobre el suelo encima de una roca grande. El suelo ejerce una carga dis-
tribuida hacia arriba, y la roca ejerce una carga concentrada R« como indica
la figura. Si wB = QAwa, determine a) el valor méximo de P en el cual la
viga esta equilibrada, b) el valor correspondiente de wA

Problemas



256 " ayae” ribuides: cenroides ycentros En los problemas siguientes, debe usarse y = 62.4 Ib/ft3 para el poso es-
pecifico del agua dulce y yc = 150 Ib/ft * para el peso especifico del concreto
cuando se utilicen las unidades del sistema inglés. Al emplear unidades S,
se debe utilizar p = 103 kg/nB para la densidad del agua dulce y p,. —2.40
X 103 kg/milpara la densidad del concreto. (Vea la nota al pie de la pagina
222 para saber como se determina el peso especifico de un material a partir
de su densidad.)

5.75 y 5.76 La seccion transversal de un dique de concreto tiene la
forma que se muestra en la figura. Para una seccion del dique de una unidad
de ancho, determine a) las fuerzas de reaccion ejercidas por el suelo sobre
la base AB del dique, b) el punto de aplicacion de la resultante de las fuerzas
de reaccion encontradas en el inciso a), c) la resultante de las fuerzas de pre-
sién ejercidas por el agua sobre la cara BD del dique.

Figura P5.75 Vértice
Figura P5.76

5.77 Una vélvula automatica consiste en una placa cuadrada de 225 x
225 mm pivoteada respecto a un eje horizontal a través de A, localizado a
una distancia h = 90 mm por encima del borde inferior. Determine la pro-
fundidad (I del agua para la cual la valvula se abrira.

Figura P5.77y P5.78

5.78 Una valvula automatica consiste en una placa cuadrada de 225 x
225 mm pivoteada respecto a un eje horizontal a través de A Si la valvula se
abre cuando la profundidad del agua es < = 450 mm, determine la distan-
cia h desde la parte baja de la valvula hasta el pivote A

5.79 Una marisma de agua dulce drena hacia el océano a través de
una compuerta de marea automatica que tiene 4 ft de ancho y 3 ft de alto.
La compuerta se sostiene mediante bisagras ubicadas a lo largo de su borde
superior en Ay se apoya sobre un tope en B. En un momento determinado,
los niveles de agua en la marismay el océano sonh = 6 ftyd = 9 ft, res-
pectivamente. Determine la fuerza ejercida por el tope sobre la compuerta
en By la reaccién de las bisagras en A (El peso especifico del agua salada

Figura P5.79 es de 64 Ib/ft3)



5.80 EIl dique de un lago se disefia para soportar la fuerza adicional
producida por el sedimento acumulado en el fondo del lago. Si la densidad
del sedimento es equivalente a la de un liquido con densidad ps = 1.76 X
103 kg/mB y considerando que el ancho del dique es de 1 m, determine el
porcentaje de incremento en la fuerza que actta sobre la cara del dique cuan-
do se tiene una acumulacion de sedimento de 1.5 m de profundidad.

Figura P5.80 y P5.81

5.81 La base del digue de un lago se disefia para soportar hasta el 150
por ciento de la fuerza horizontal ejercida por el agua. Después de su cons-
truccion, se descubrio que se estd acumulando sedimento (el cual es equiva-
lente a un liquido de densidad pv= 1.76 X 103 kg/nB) en el fondo del lago
a razén de 20 mmv/afio. Si el ancho del dique mide 1 m, determine el ndme-
ro de afios que deben transcurrir para que el dique se vuelva inseguro.

5.82 En un canal de agua dulce, de 1.5 m de ancho, se construye un
dique temporal clavando dos tablas a los pilotes ubicados a los lados del ca-
nal Vapuntalando una tercera tabla AB contra los pilotes y el piso del canal.
Sin tomar en cuenta la friccion BC, determine a) la fuerza horizontal ejerci-
da sobre la tabla AB por cada uno de los pilotes, b) la fuerza vertical que se
ejerce sobre la superficie de la tabla AB, c) la reaccion en B.

Figura P5.82 y P5.83

5.83 En un canal de agua dulce, de 1.5 m de ancho, se construye un
dique temporal clavando dos tablas a los pilotes ubicados a los lados del ca-
nal y apuntalando una tercera tabla AB contra los pilotes y el piso del canal.
Sin tomar en cuenta la friccion, determine la magnitud y la direccion de la
tension minima requerida en la cuerda BC para mover la tabla AB.

5.84 La compuerta AB esta situada al final del canal de agua de 6 ft
de ancho y se mantiene en la posicién mostrada en la figura mediante bisa-
gras instaladas a lo largo de su extremo superior A. Si el piso del canal no
tiene friccion, determine las reacciones en Ay B.

Figura P5.84

Problemas

257



258  Fuerzas distribuidas: centroides y centros
de gravedad

16 in.
Figura P5.85y P5.86

5.85 Al final de un canal de agua dulce se encuentra una compuerta
en forma de prisma que esta sostenida por medio de un pasador y una mén-
sula colocados en A v descansa sin friccion sobre un soporte ubicado on B.
El pasador se localiza a una distancia de h = 4 in. por abajo del centro de
gravedad C de la compuerta. Determine la profundidad del agua d para la
cual se abrird la compuerta.

5.86 Al final de un canal de agua dulce se encuentra una compuerta
en forma de prisma que esté sostenida por medio de un pasador y una mén-
sula colocados en Ay descansa sin friccién sobre un soporte puesto en B.
Determine la distancia h si la compuerta debe abrirse cuando el = 30 in.

5.87 Unacompuerta colocada en el extremo de un canal de agua dul-
ce de 1 m de ancho fue fabricada con tres placas de acero rectangulares de
125 kg cada una. La compuerta esta articulada en A y descansa sin friccion
sobre un apoyo puesto en /). Si el - 0.75 m, determine las reacciones en A
y D.

Figura P5.87 y P5.88

5.88 Unacompuerta colocada en el extremo de un canal de agua dulce
de 1+ de ancho fue fabricada con tres placas de acero rectangulares de 125
kg cada una. La compuerta esta articulada en A 'y descansa sin friccion so-
bre un apoyo colocado en D. Determine la profundidad <L del agua para la
cual se abrira la compuerta.

5.89 Un canaldn para lluvia se sostiene del techo de una casa median-
te ganchos espaciados 24 in. entre si. Este canalon se obstruye y poco a po-
co se llena con agua de lluvia. Si el canalon esta lleno de agua, determine
ti) la resultante de las fuerzas de presion ejercidas por el agua sobre una sec-
cion de 24 in. de la superficie curva del canalén que so muestra en la figu-
ra, b) el sistema fuerza-par ejercido sobre uno de los ganchos que sostienen
al canal6n.

2.25in )
Vértice

4.5 in.
Parabola’

Figura P5.89



VOLUMENES

5.10. CENTRO DE GRAVEDAD DE UN CUERPO
TRIDIMENSIONAL. CENTROIDE DE UN VOLUMEN

El centro de gravedad G de un cuerpo tridimensional se obtiene divi-
diendo el cuerpo en pequefios elementos y expresando que el peso W
del cuerpo actuando en G es equivalente al sistema de fuerzas dis-
tribuidas aW que representan a los pesos de los elementos pequerios.
Al seleccionar al eje j vertical con un sentido positivo hacia arriba
(figura 5.20) y representar con r al vector de posicion de G, se escribe

Figura 5.20

gue W es igual a la suma de los pesos elementales AW y que su mo-
mento con respecto a O es igual a la suma de los momentos con res-
pecto a O de los pesos elementales.

2F: -W j = E(-AW))
2MO0: f x (~Wj) =2[r x (-AW]))] (5'13)
Se reescribe la Gltima ecuaciéon de la siguiente forma
rw X (-j) = (Ir AW) x (-j) (5.14)

se observa que el peso W del cuerpo es equivalente al sistema de pe-
sos elementales AW si se cumplen las siguientes condiciones:

W =2 AW FW = Sr AW

Si se incrementa el nimero de elementos y al mismo tiempo se dis-
minuye el tamafio de cada uno de ellos, se obtiene en el limite

W- jdw W =] rdw (5.15)

Se observa que las relaciones obtenidas son independientes de la orien-
tacion del cuerpo. Por ejemplo, si el cuerpo y los ejes coordenados fue-
ran rotados de manera que el eje ~apuntara hacia arriba, el vector uni-
tario - j seria reemplazado por —k en las ecuaciones (5.13) v (5.14),
pero las relaciones (5.15) permanecerian intactas. Descomponiendo los
vectores r y r en sus componentes rectangulares, se observa (jue la se-
gunda de las relaciones (5.15) es equivalente a las tres ecuaciones es-
calares que se presentan a continuacion

XW=jxd\V y\VvV=Ffydw zW=f zdwW (5.16)

5.10. Centro de gravedad de un cuerpo
tridimensional. Centroide de un volumen

Fotografia 5.5 Cuando el Boeing 747 fue
modificado para transportar un transbordador
espacial, fue necesario determinar el centro de
gravedad de cada nave para predecir las
caracteristicas del vuelo.



Si el cuerpo esta hecho de un material homogéneo de peso espe-
cifico -y, la magnitud dW del peso de un elemento infinitesimal se pue-
de expresar en términos del volumen dV de dicho elemento y la mag-
nitud W del peso total puede expresarse en términos del volumen total
V. Asi, se escribe

dW = ydV W =yV

Sustituyendo adW y a W en la segunda de las relaciones (5.15), se es-
cribe

v =f rav (5.17)

o, en forma escalar,
xV=Ff xdVv yW=1f ydVv zV =j zdv  (5.18)

El punto cuyas coordenadas son x, y v z también se conoce como el
centroide C del volumen V del cuerpo. Si el cuerpo no es homogéneo,
las ecuaciones (5.18) no pueden utilizarse para determinar el centro de
gravedad del mismo; sin embargo, las ecuaciones (5.18) aun definen al
centroide de su volumen.

La integral / x dV se conoce como el primer momento del volu-
men con respecto al jplano yz. De manera analoga, las integrales J y dV
y f z dV definen, respectivamente, los primeros momentos del volu-
men con respecto al plano zx y al plano xy. A partir de las ecuaciones
(5.18) se observa que si el centroide de un volumen esté localizado en
un plano coordenado, el primer momento del volumen con respecto a
dicho plano es igual a cero.

Se dice que un volumen es simétrico con respecto a un plano da-
do si para cada punto P del volumen existe un punto P' del mismo vo-
lumen tal que la linea PP" es perpendicular al plano dado y esta divi-
dida en dos partes por dicho plano. Bajo estas circunstancias, se dice
que el plano en cuestion es un plano de simetria para el volumen da-
do. Cuando un volumen V posee un plano de simetria, el primer mo-
mento de V con respecto a ese plano es igual a cero y el centroide del
volumen esté localizado en el plano de simetria. Cuando un volumen
posee dos planos de simetria, el centroide del volumen esta localizado
en la linea de interseccion de los dos planos. Finalmente, cuando un
volumen tiene tres ejes de simetria que se intersecan en un punto bien
definido (esto es, que no se intersecan a lo largo de una linea comun),
el punto de interseccion de los tres planos coincide con el centroide
del volumen. Esta propiedad permite determinar la ubicacién de los
centroides de esferas, elipsoides, cubos y paralelepipedos rectangula-
res, entre otros.

Los centroides de volimenes que no son simétricos o de volume-
nes que tienen solo uno o dos planos de simetria deben determinarse
mechante integracion (seccion 5.12). Los centroides de varios volume-
nes comunes se muestran en la figura 5.21. Se debe observar que, en
general, el centroide de un volumen de revolucion no coincide con el
centroide de su seccion transversal. Por tanto, el centroide de un he-
misferio es diferente al de un area semicircular y el centroide de un
cono es diferente al de un triangulo.
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Figura 5.21 Centroides de formas y volimenes comunes.
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el ~  yel~  “el~2
dV -zdx dy

Figura 5.22 Determinacién del centroide
de un volumen por integracién doble.

dV=irr2dx

Figura 5.23 Determinacion del centroide
de un cuerpo de revolucion.

5.11. CUERPOS COMPUESTOS

Si un cuerpo puede dividirse en varias de las formas comunes mostradas
en la figura 5.21, su centro de gravedad G puede determinarse al ex-
presar que el momento con respecto a O de su peso total es igual a la
suma de los momentos con respecto a O de los pesos de las diferentes
partes que lo componen. Si se procede de la misma forma que en la
seccién 5.10,_se_obtienen las siguientes ecuaciones que definen las
coordenadas X, Y y Z del centro de gravedad G de un cuerpo.

X2VV = 2E£W Y'LW = YyW Z2W = 25W  (5.19)

Si el cuerpo estd hecho de un material homogéneo, su centro de
gravedad coincide con el centroide de su volumen y se obtiene:

X2V = 2xV V2V =S/V  Z2V =25V  (5.20)

5.12. DETERMINACION DE CENTROIDES
DE VOLUMENES POR INTEGRACION

E | centroide de unvolumen limitado por superficies analiticas se puede
determinar al evaluar las integrales dadas en la seccion 5.10:

xV =f xdV yvV ="F ydv zV=J)zdv (5.21)

Si el elemento de volumen dV se selecciona de manera que sea igual
a un pequefio cubo de lados dx, dy y dz, la evaluacién de cada una de
estas integrales requiere una integracion triple. Sin embargo, es posi-
ble determinar las coordenadas del centroide de la mayoria de los
volumenes utilizando integracion doble si dV se selecciona de tal forma
que sea igual al volumen de un filamento delgado (figura 5.22). En-
tonces, las coordenadas del centroide del volumen se obtienen rees-
cribiendo las ecuaciones (5.21),

xV=f x,(V yVvV = | yeldV zV=1j zeldv (5.22)

y sustituyendo después las expresiones dadas en la figura 5.22 para el
volumen dV y para las coordenadas xgj, yej y zei Si se utiliza la ecuacion
de la superficie para expresar az en términos de x y y, la integracién
se reduce a una integracién doble en x y y.

Si el volumen en consideracion posee dos planos de simetria, su
centroide debe estar localizado sobre la linea de interseccion de los dos
planos. Seleccionando al eje x de manera que coincida con esta linea
se tiene

y=z=0

y la Unica coordenada que se tiene que determinar es x. Esto se pue-
de realizar con unasola integracion dividiendo el volumen dado en pla-
cas delgadas paralelas al plano yz y expresando a (A7en términos de x
y dx en la ecuacion

xV =j xeldV (5.23)

Para un cuerpo de revolucién las placas son circulares y sus volimenes
se dan en la figura 5.23.



g9-ppg
PROBLEMA RESUELTO 5.11

Determine la ubicacion del centro de gravedad del cuerpo de revolucién ho-
mogéneo gque se muestra en la figura, el cual se obtuvo al unir una semies-
fera y un cilindro v removiendo un cono. Wl

|

SOLUCION

Debido a la simetria, el centro de gravedad se encuentra sobre el eje x, co-
mo se muestra en la figura que se presenta a continuacion. El cuerpo pue-
de obtenerse suméndole una seiniesfera a un cilindro y después restandole
un cono. El volumen y la abscisa del centroide de cada una de estas compo-
nentes se obtiene a partir de la figura 5.21 y se introduce en la tabla que apa-
rece a continuacion. Entonces, se determinan el volumen total del cuerpo y
el primer momento de dicho volumen con respecto al plano yz.

60 min

(60 mm) =22.5 mm 50 mm -(100 mm) =75 mm

Componente Volumen, mm3 X, mm xV, mm4
. 1 4w ,
Semiesfera i T (60)3= 0.4524 X 106 -22.5 -10.18 X 106
Cilindro 7r(60)2(100) =  1.1310 X 106 +4-50 +56.55 X 106
Cono - j(60)2100) = -0.3770 X 106 +75 -28.28 X 10~
XV = 1.206 X 106 StV = +18.09 X 106
Por tanto,

XSV =21V:  X(1.206 x ICf mm3) = 18.09 x I(f mm
X =15 mm
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(jl

(4.5)(2)(0.5)

pr(2)2(0.5)
«77(0.5)=(0.5)
<i(0.5)2(0.5)

PROBLEMA RESUELTO 5.12

Localice el centro de gravedad del elemento de una maquina hecho de acero
que se muestra en la figura. El didmetro de cada agujero es 1 in.

SOLUCION

El elemento de maquina se puede obtener sumandole a un paralelepipedo
rectangular (1) un cuarto de cilindro (I1) y, entonces, restando dos cilindros
de 1 in. de didmetro (111 y IV). Se determinan el volumen y las coordenadas
del centroide de cada componente y se introducen en la tabla que se presen-
ta a continuacion. Entonces, al utilizar los datos que estan en la tabla se deter-
mina el volumen total y los momentos de dicho volumen con respecto acada
uno de los planos coordenados.

Por tanto.

—=

35 ¢



PROBLEMA RESUELTO 5.13

Determine la ubicacion del centroide del medio cono circular recto mostrado
en la figura.

SOLUCION

Como el plano xy es un plano de simetria, el centroide se encuentra en di-
cho planoy z = 0. Se selecciona una placa de espesor dx como el elemento
diferencial. El volumen de dicho elemento es

dV = Mnr2dx
Las coordenadas xei y yt del centroide del elemento son

xd = X 4
- AL
donde yej se obtiene a partir de la figura 5.8 (area semicircular).

Se observa que r es proporcional a x y se escribe

Asi, el volumen del cuerpo esta dado por

\E/o SV s () o ="

El primer momento del elemento diferencial con respecto al plano yz es
xej dV\ en consecuencia, el momento total del cuerpo con respecto a ese
mismo plano es

\] xeldV = \] XijTrr2) dx = j dx =

Por tanto,

.TTeh irazh2

xV =j x/dV 5 o

En forma similar, el momento del elemento diferencial con respecto al plano
zx es v,/ dV; en consecuencia, el momento total es

fyv=l £ 0 k=i (P

_irah cPh
y k - r

Por tanto,

yV=J yedV



RESOLUCION DE PROBLEMAS
EN FORMA INDEPENDIENTE

En los problemas correspondientes a esta leccion se pedira localizar los centros de grave-
dad de cuerpos tridimensionales o los centroides de sus volimenes. Todas las técnicas que
se presentaron anteriormente para cuerpos bidimensionales, como usar simetria, dividir al
cuerpo en formas comunes, seleccionar el elemento diferencial més eficiente, entre otros,
también pueden aplicarse para el caso tridimensional general.

1. Localizacioén de los ventron de gravedad de cuet”pon compuestos. En general, se
deben utilizar las ecuaciones (5.19):

XXW = XxW mi'=2yw Z2W = XzW (5.19)

Sin embargo, para el caso do un cuerpo homogéneo, el centro de gravedad del mismo coin-
cide con el centroide de su volumen. Por tanto, para este caso especifico, el centro de gra-
vedad del cuerpo también puede localizarse con las ecuaciones (5.20):

XXV = 2?7V Y2V = 1t/V Z2V = XiV (5.20)

Debe observarse que estas ecuaciones son s6lo una extension de las ecuaciones utilizadas
para los problemas bidimensionales considerados en secciones anteriores de este mismo ca-
pitulo. Como lo ilustran las soluciones de los problemas resueltos 5.11 y 5.12. los métodos
de solucion para problemas bidimensionales y tridimensionales son idénticos. Por tanto, de
nuevo se recomienda construir diagramas y tablas apropiadas cuando se analicen cuerpos
compuestos. Ademas, cuando se estudie el problema resuelto 5.12, se debe observar como
las coordenadas x y y del centroide clel cuarto do cilindro se obtuvieron mediante las ecua-
ciones para el centroide de un cuarto de circulo.

Se debe sefialar que se presentan dos casos especiales de interés cuando el cuerpo dado con-
siste de alambres uniformes o de placas uniformes hechos del mismo material.

«) Para un cuerpo hecho de varios elementos de alambre que tienen la misma seccion
transversal uniforme, el &rea A de la seccion transversal de los elementos de alambre se podra
eliminar de las ecuaciones (5.20) cuando V se reemplaza por el producto AL, donde L es la
longitud de un elemento dado. Entonces, para este caso, las ecuaciones (5.20) se reducen a

XXL = XiL YXL = Si]JL ZXL = 1zL

h) Para un cuerpo hecho de varias placas que tienen el mismo espesor uniforme, el es-
pesor t de las placas puede factorizarse y eliminarse de las ecuaciones (5.20) cuando V se
reemplaza por el producto tA, donde A es el area de una placa dada. Por tanto, en este ca-
so, las ecuaciones (5.20) se reducen a

XXA = SEA YXA = 2i/A ZEA = X-A

2. Localizacion de los centroides de volimenes por integracién directa. Corno se
explico en la seccion 5.11, la evaluacion de las integrales de las ecuaciones (5.21) se puede
simplificar seleccionando para el elemento de volumen dV un filamento delgado (figura5.22)
0 una placa delgada (figura 5.23). Por tanto, la solucion se debe iniciar con la identificacion,
de ser posible, del dV que produce integrales sencillas o dobles que son faciles de calcular.
Para cuerpos de revolucion, este elemento de volumen puede ser una placa delgada (como en
el problema resuelto 5.13) o un cascaron cilindrico delgado. Sin embargo, es importante
recordar que las relaciones que se establezcan entre las variables (como las relaciones entre r
yx en el problema resuelto 5.13) afectaran directamente la complejidad de las integrales que
se tendrén que calcular. Finalmente, conviene recordar que xc;,yeiyzejen las ecuaciones (5.22)
son las coordenadas del centroide de dV.



5.90 EIl cuerpo compuesto que se presenta en la figura se obtiene al
remover un hemisferio de radio r de un cilindro de radio R y altura 2R. De-
termine a) lacoordenaday del centroide cuando r = 32i/4, b) la relacion r/R
paralacualy = —1.2R.

5.91 Determine la coordenada y del centroide del cuerpo mostrado
en la figura.

Figura P5.90
Figura P5.91 y P5.92
5.92 Determine la coordenada z fiel centroide del cuerpo mostrado
en la figura. (Sugerencia: Use el resultado del problema resuelto 5.13.) z
Figura P5.93
5.93 Para el cuerpo mostrado en la figura, determine a) el valor de x
donde h = L/2, b) la relacion h/L para la cual x = L.
5.94 Para el elemento de maquina que se muestra en la figura, loca-
lice la coordenada y del centro de gravedad.
Figura P5.94 y P5.95
5.95 Para el elemento de maquina que se muestra en la figura, loca-

lice la coordenada z del centro de gravedad.
267
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de gravedad

Figura P5.96 y P5.97

Figura P5.100

5.96 Para la ménsula de tope que se muestra en la figura, localice la
coordenada x del centro de gravedad.

5.97 Para la ménsula de tope que se muestra en la figura, localice la
coordenada z del centro de gravedad.

5.98 Para el elemento de maquina que se muestra en la figura, loca-
lice la coordenada x del centro de gravedad.

Figura P5.98 y P5.99

5.99 Para el elemento de maquina que se muestra en la figura, loca-
lice la coordenaday del centro de gravedad.

5.100 Una hoja de metal con espesor uniforme se utiliza para fabri-
car una porcion de la teja de un techo. Localice el centro de gravedad de la
teja si estd compuesta de los tres elementos que se muestran en la figura.

5.101 Localice el centro de gravedad de la hoja de metal que se mues-
tra en la figura.

r=225in.
Figura P5.101



5.102 Localice el centro de gravedad de la hoja de metal que tiene la Problemas
forma indicada por la figura.

96 tm

45 iiiin
Figura P5.103

Figura P5.102

*5.103 La cubierta de un dispositivo electronico se forma a partir de
una hoja de metal de espesor uniforme. Localice el centro de gravedad de
la cubierta.

5.104 Localice el centro de gravedad de una canaleta hecha a partir
de una hoja metalica do espesor uniforme.

5.105 Un ducto cilindrico de 8 in. de diametro y un ducto rectangu-
lar de 4 X 8 in. se unen en la forma indicada en la figura. Localice el cen-
tro de gravedad del ensamble si se sabe que los ductos fueron fabricados con
la misma hoja de metal de espesor uniforme.

=500 nrun

Figura P5.105

5.106 El toldo para ventana que se muestra en la figura esté fabricado
a partir de una hoja de metal de espesor uniforme. Localice el centro de
gravedad del toldo. Figura P5.106



5.107 La cubierta frontal de un reloj de pared esta hecha de material
plastico delgado y tiene espesor uniforme. Localice el centro de gravedad de
ja cubierta.

r=15in.
Figura P5.107

5.108 Una varilla delgada de latén que tiene seccién transversal uni-
forme se dobla en la forma indicada por la figura. Localice su centro de
gravedad.

5.109 Un alambre delgado de acero con seccion transversal uniforme
se dobla como indica la figura, donde el arco BC es un cuarto del circulo del
radio R. Localice su centro de gravedad.

5.110 La metalisteria decorativa que esta a la entrada de un comercio
se fabrica a partir de tuberia estructural de acero. Si R = 4 ft, localice el cen-
tro de gravedad de la metalisteria.

5.111 El marco de una cubierta para equipo portatil esta construido
con tuberia de acero de didmetro uniforme. Localice el centro de gravedad
del marco.



5.112 Una lesna marcadora tiene mango de plastico y vastago y pun- Problemas
ta de acero. Si los pesos especificos del pléstico v del acero son, respectiva-
mente, de 0.0374 Ib/in.3y 0.284 Ib/in.3, localice el centro de gravedad de la

lesna.
-2in.- =3.6 ir. - -0.4in.
0.12in.
3.210n.
Figura P5.112
5.113 Una polea tensora de banda plana estd moldeada con policar-

bonato y tiene en el interior un mango de bronce. Si las densidades del po-
licarbonato y del bronce son, respectivamente, de 1 250 kg/ni’y 8 800 kg/ni\
determine la coordenada x del centro de gravedad de la polea.

5.114 Un poste para demarcar el camino en un jardin consiste en una
pirdmide regular truncada esculpida a partir de una roca con densidad de
2 570 kg/nB. La pirdmide estad montada sobre una base de acero de espesor  Figura P5.114
h. Si ladensidad del acero es de 7 860 kg/nBy la placa de acero esté disponible
en incrementos de 5 mm, especifique el espesor minimo h para el cual el
centro de gravedad del poste esta aproximadamente 300 mm por encima de
la arista superior de la base.

5.115 Tres placas de latén estan soldadas a un tubo de acero para for- 25in.
mar la base de asta bandera que se muestra en la figura. Si la pared del tubo
y cada placa tienen un espesor de 0.25 y 0.2 in., respectivamente, determine
la localizacion del centro de gravedad de la base. (Pesos especificos: laton =
0.306 Ib/in'3, acero = 0.284 Ib/in.3)

5.116 a 5.118 Determine por integracion directa los valores de x para
los dos volumenes obtenidos al hacer pasar un plano de corte vertical a través
de las formas mostradas en la figura 5.21. El plano de corte es paralelo a la
base de la forma dada y la divide en dos volimenes de la misma altura.
5.116 Una semiesfera.
5.117 Un semielipsoide de revolucion. 120--
5.118 Un paraboloide de revolucion. Figura P5.115
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272 Fuerzas distribuidas: centroides y centros 5.119 y 5.120 Localice el centroide del volumen que se obtiene al ro-
de gravedad tar el area sombreada alrededor del eje x.

Figura P5.119 Figura P5.120

5.121 Localice el centroide del volumen que se obtiene al girar el area
sombreada alrededor de la linea x = a.

*5.122 Localice el centroide del volumen generado al girar la porcién
de la curva cosenoidal mostrada alrededor del eje .t.

*5.123 Localice el centroide del volumen generado al girar la porcién
de la curva cosenoidal mostrada alrededor del eje y. (Sugerencia: Use como

elemento de volumen un cascarén cilindrico delgado de radio r y espesor
dr.)

*5.124 Muestre que para una pirdmide regular de altura h y n lados

(n =3, 4,...) el centroide del volumen se localiza a una distancia h/4 por
encima de la base.

*5.125 Una taza esférica delgada tiene radio R y espesor uniforme t.
Figura P5.125 Demuestre por integracion directa que el centro de gravedad de la taza se
localiza a una distancia de h/2 por encima de la base.

5.126 Los lados y la base de la ponchera que se muestra en la figura
tienen un espesor uniforme t. Sif<<Ayfi = 350 mm, determine la lo-
calizacion del centro de gravedad de a) la ponchera, b) el ponche.

Figura P5.126



5.127 Después rie medir y marcar un terreno, un constructor coloca
cuatro estacas para identificar las esquinas de la losa donde levantara una ca-
sa. Para suministrar el firme, el constructor vierte un minimo de 3 in. de gra-
va por debajo de la losa. Determine el volumen de grava requerido y la coor-
denada .r del centroide de este volumen. (Sugerencia: La superficie del fondo
de la grava es un plano oblicuo que puede representarse mediante la ecua-
cibny = a + hx + cz)

Figura P5.127

5.128 Mediante integracion directa, determine la coordenada 3 del
centroide del volumen que se muestra en la figura, el cual fue cortado de un
prisma rectangular mediante un plano oblicuo dado por la ecuacion y = y0
- yi(x/a) - yéfi/b).

Figura P5.128

5.129 Localice el centroide de la seccion que se muestra en la figura,
la cual fue cortada a partir de un cilindro circular mediante un plano incli-
nado.

Figura P5.129



Centro de gravedad de un cuerpo
bidimensional

Centroide de un area o linea

Primeros momentos

Propiedades de simetria

REPASO Y RESUMEN
DEL CAPITULO 5

Este capitulo estuvo dedicado primordialmente a la determinacién
del centro de gravedad de un cuerpo rigido, es decir, determinar
el punto G donde una sola fuerza W, llamada el peso del cuerpo,
se puede aplicar para representar el efecto de la atraccién de la
Tierra sobre el cuerpo en cuestion.

En la primera parte del capitulo se consideraron cuerpos bidi-
mensionales como placas planas y alambres contenidos en el plano
xy. Al sumar componentes de fuerza en la direccion vertical z y
sumar momentos con respecto a los ejes horizontales x y y [sec-
cion 5.2], se derivaron las relaciones

W:\]dW iw =ix dw yW =jydw (5.2)

las cuales definen el peso del cuerpo y las coordenadas x y y de su
centro de gravedad.

En el caso de una placa plana homogénea de espesor uniforme
[seccién 5.3], el centro de gravedad G de la placa coincide con el
centroide C del &rea A de la placa cuyas coordenadas estan definidas
por las relaciones

XA = J xdA YA —Jy dA (5.3)

De manera similar, la determinacién del centro de gravedad de un
alambre homogéneo de seccion transversal uniforme que esta con-
tenido en un plano, se reduce a la determinacion del centroide C
de la linea L que representa al alambre; asi, se tiene

xL —J xdL yL = Jy dL (5.4)

Se hace referencia a las integrales en las ecuaciones (5.3) como
los primeros momentos del area A con respecto a los ejes x y y, los
cuales se representan, respectivamente, con Qyy Qx [seccién 5.4].
Asi, se tiene

Qy = xA Qx - yA (5.6)

Los primeros momentos de una linea se pueden definir en forma
similar.

La determinacion del centroide C de un &rea o de una linea
se simplifica cuando el &rea o la linea poseen ciertas propiedades
de simetria. Si el area o la linea es simétrica con respecto a un eje,
su centroide C se encuentra sobre dicho eje; si el area o la linea



. R , . - L Repaso y resumen del capitulo 5
es simetnca con respecto a dos ejes, C esta localizado en la inter-

seccion de los dos ejes; si el area o la linea es simétrica con res-
pecto a un centro O, C coincide con O.

Las areas y los centroides de variasformas comunes estan ta- Centro de gravedad de un cuerpo
bulados en la figura 5.8. Cuando unaplaca puede dividirse en va- compuesto
rias de estas formas, las coordenadas X y Y de su centro de grave-
dad G se pueden determinar a partir de las coordenadas %, i 2>«
y yi, f/2. «==de los centros de gravedad G1, G2, ... de las diferen-
tes partes [seccion 5.5], Al igualar, respectivamente, los momentos
en relacion a los ejes y y x (figura 5.24), se tiene que

X2W = 2xW  Y2W = 2t/W (5.7)

Figura 5.24

Si la placa es homogénea y de espesor uniforme, su centro de gra-
vedad coincide con el centroide C del area de la placay las ecua-
ciones (5.7) se reducen a

Qy = X2A = 2xA Qx=Y2A = 2t/A (5.8)

De estas ecuaciones se obtienen los primeros momentos del area
compuesta o pueden resolverse para las coordenadas X y Y de su
centroide [problema resuelto 5.1], La determinacion del centro de
gravedad de un alambre compuesto se lleva a cabo de forma simi-
lar [problema resuelto 5.2].

9 K
*n

Cuando un érea esta limitada por curvas analiticas, las coor- Determinacion del centroide por integracion

denadas de su centroide pueden determinarse por integracion [sec-
cion 5.6]. Esto se puede realizar evaluando las integrales dobles en
las ecuaciones (5.3) o evaluando una sola integral que emplea uno
de los elementos de area mostrados en la figura 4.12 que tienen la
forma de un rectdngulo delgado o de un fragmento de circulo del-
gado. Al representar con xei y yej las coordenadas del centroide del
elemento dA, se tiene que

Qy = xA =] xe, dA Qx=yA = f ye,dA  (5.9)

Es ventajoso emplear el mismo elemento del &rea para el calculo
de los dos primeros momentos Qtly Qx; ademas, el mismo ele-
mento también se puede utilizar para detenninar el area A [pro-
blema resuelto 5.4].
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Teoremas de Pappus-Guldinus

b)
Figura 5.25

Cargas distribuidas

Centro de gravedad de un cuerpo
tridimensional

Centroide de un volumen

Los teoremas de Pappus-Gtddinus relacionan la determinacién
del &rea de una superficie de revolucion o el volumen de un cuer-
po de revolucién con la determinacion del centroide de la curva
generatriz o del &rea generatriz [seccion 5.7], El area A de la su-
perficie generada al rotar una curva de longitud L con respecto a
un eje fijo (figura 5.25a) es igual a

A =2m]L (5.10)

dondey representa la distancia desde el centroide C de la curva has-
ta el eje fijo. En forma similar, el volumen V del cuerpo generado al
rotar un area A alrededor de un eje fijo (figura5.25b) es igual a

V= 2-nyA (5.11)

donde y representa la distancia desde el centroide C del &area has-
ta el eje fijo.

El concepto de centroide de un area también se puede utilizar
para resolver otros problemas distintos de aquellos relacionados con
el peso de placas planas. Por ejemplo, para determinar las reaccio-
nes en los apoyos de una viga [seccion 5.8], se puede reemplazar
unacarga distribuida w por una carga concentrada W igual en mag-
nitud al area A bajo la curva de carga y que pasa a través del cen-
troide C de dicha area (figura 5.26). Se puede utilizar el mismo pro-
cedimiento para determinar la resultante de las fuerzas hidrostaticas
ejercidas sobre una placa rectangular que esta sumergida en un li-
(fuida [seccién 5.9].

La ultima parte del capitulo estuvo dedicada a la determina-
cion del centro de gravedad G de un cuerpo tridimensional. Las
coordenadas X, y y z de G se definieron por las relaciones

XW = ix dW yW=fydw zW =jzdw (5.16)

En el caso de un cuerpo homogéneo, el centro de gravedad G coin-
cide con el centroide C del volumen V del cuerpo; las coordenadas
de C estan definidas por las relaciones

XV = jxdV yV =j ydVv zV =jzdV (5.18)

Si el volumen tiene un plano de simetria, su centroide C estar4 en
dicho plano; si el volumen posee dos planos de simetria, C estara
localizado sobre la linea de interseccién de los dos planos; si el vo-
lumen tiene tres ejes de simetria que se intersecan en un solo pun-
to, C coincidira con dicho punto [seccién 5.10].



Los volumenes y los centroides de variasformas tridimensional
les coinunes estan tabulados en la figura 5.21. Cuando un”cuergo se
puede dividir en varias de estas formas, las coordenadas X, Y y Z de
su centro de gravedad G se pueden determinar a partir de las coor-
denadas correspondientes de los centros de gravedad de sus diferen-
tes partes [seccion 5.11]. Asi se tiene que

X2W = 2xW Y2W = 2y W  Z2W = laW (5.19)

Si el cuerpo estd hecho de un material homogéneo, su centro de
gravedad coincide con el centroide C de su volumen y se escribe
[problemas resueltos 5.11 y 5.12]

X2V = 23V Y2V =1lyV  Z2V =2zV  (5.20)

Cuando el volumen esta limitado por superficies analiticas, las
coordenadas de su centroide se pueden determinar por integra-

cion [seccién 5.12]. Para evitar el calculo de las integrales triples

=* ya=y. *d=f
dVv =zdxdy

Figura 5.27

en la ecuacion (5.18), se pueden usar elementos de volumen que
tienen la forma de filamentos delgados, como se muestra en la fi-
gura 5.27. Al representar con Xej, yejy zej las coordenadas del cen-
troide del elemento dV, se reescriben las ecuaciones (5.18) como

v = ji xeldV yV = ivyeldv zV= fzeldV (5.22)
J J

las cuales involucran sélo integrales dobles. Si el volumen tiene dos
planos de simetria, su centroide C esta localizado sobre la linea de
interseccidon de dichos planos. Si se selecciona al eje x de manera
que quede a lo largo de esa h'neay se divide el volumen en placas
delgadas paralelas al plano yz, se puede determinar C a partir de
la relacion

--- .V -

XV =1 xeidV (5.23)

realizando una sola integracion [problema resuelto 5.13]. Para un
cuerpo de revolucion, dichas placas son circulares y su volumen
estd dado en la figura 5.28.

Repaso y resumen del capitulo 5 277

Centro de gravedad de un cuerpo
compuesto

Determinacion del centroide por integracion

Figura 5.28



Problemas de repaso

5.130 y 5.131 Localice el centroide del area plana mostrada en la
figura.

5.132 Un alambre delgado y homogéneo se dobla para formar el
perimetro de la figura P5.130. Localice el centro de gravedad de la figura de
alambre formada de esta manera.

5.133 El alambre homogéneo ABCD esta doblado como se muestra

en la figuray se conecta a una articulaciéon colocada en C. Determine la lon-
gitud L para la cual el tramo BCD del alambre se mantiene horizontal.

Figura P5.133



5.134 Determine por integracion directa el centroide del area mos-
trada en la figura. Exprese la respuesta en términos de a y h.

Figura P5.134

5.135 Determine por integracion directa el centroide del area mos-
trada en la figura. Exprese la respuesta en términos de a y b.

Figura P5.135

5.136 Si R = 12 in., determine la capacidad, en galones, de laponchera
mostrada en la figura.

Figura P5.136

5.137 y 5.138 Para las cargas dadas, determine las reacciones en los
apoyos de la viga.

Problemas de repaso
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5.139 El laclo AB del tanque de 9 x 12 ft se sostiene mediante bisa-
gras instaladas en el fondo A y se mantiene en su lugar por medio de una

barra delgada BC. La fuerza méxima de tension que la barra puede soportar
sin fracturarse es de 40 kips, y las especificaciones de disefio requieren que
la fuerza en la barra no exceda el 20 por ciento de dicho valor. Si el tanque
se llena de agua lentamente, determine la profundidad méxima permisible <
gue puede tener el agua en el tanque.

Figura P5.139

5.140 Para el elemento de maquina que se muestra en la figura, de-
termine la coordenada x del centro de gravedad.

10.S in.
Figura P5.140

5.141 A partir de una hoja de metal de espesor uniforme-, se forma
una ménsula de montaje para componentes electrénicos. Localice el centro
de gravedad de la ménsula.

10 mm



Problemas de computadora

5.C1 Determine las coordenadas x y y del centroide del trapezoide
mostrado en la figura, si se sabe que h] = a/n2 v /o = a/n. Grafique los va-
loresdexyyparal<r<4y«=6in

5.C2 Determine la distancia h para la cual el centroide del area som-
breada esté tan alto como sea posible por encima de Vti*. Grafique la relacion
h/b como una funcion de k para 0.125 < A£ 0.875.

Figura P5.C2

5.C3 Aproxime la enjuta general mostrada en la figura usando una se-
rie de n rectangulos, cada uno con un ancho Aa y de la formabcc’b®, v des- y=
pués use software para calcular las coordenadas del centroide del area. Lo-
calice el centroide cuando: a) m=2,a=4in,h=4in;b)m=2a=4
in,h=25in;c)m=5a=4in,h=4in,ydym=5a=4in,h=25
in. En cada caso compare las respuestas obtenidas con los valores exactos de
xy i/ calculados a partir de las formulas dadas en la figura 5.8A v determi-
ne el porcentaje de error. Figura P5



5.C4 Determine el volumen y el area de la superficie del sélido que
se obtiene al rotar el area mostrada alrededor del eje y, cuando a = 80 mm
yan=1bn=2¢n=3

5.C5 La compuerta AB de ancho uniforme te se sostiene en la posi-
cion mostrada en la figura mediante una bisagra a lo largo de su extremo su-
perior A 'y por medio de un pasador localizado en el centro de su extremo
inferior B. Determine la fuerza sobre el pasador B como una funcién de la
profundidad del aguad. Grafique la fuerza sobre el pasador B como una fun-
cion de la profundidad del agua para 0.54 m< &/< 1.5 m cuando: a) iv =
0.25 m,b)w =050 m,c) w = 0.75m,d)w = 1 m. La densidad del agua
esp = 103 kg/m\

Figura P5.C5

5.C6 Un tanque abierto debe llenarse lentamente con agua. Determi-
ne la residtante y la direccion de la fuerza de presion ejercida por el agua
sobre una seccién del lado ABC del tanque, de 4 ft de ancho, como una fun-
cion de la profundidad d. Con el software, grafique la fuerza de presion co-
mo una funcién de d para0 < d £ 10 ft. El peso especifico del agua es 62.4
Ib/At3.

Figura P5.C6



5.C7 En la figura se muestra la seccion transversal de un dique de
concreto. Para un digue con una seccion de 1 m de ancho, grafique la mag-
nitud de la resultante de las fuerzas de reaccion ejercidas por el suelo sobre
la base AB del dique y de la resultante de las fuerzas de presion ejercidas
por el agua sobre la cara BC del dique, como funciones de la profundidad <
del agua para0 < << 16 m. Las densidades del concreto y el agua son, res-
pectivamente, 2.40 X 103 kg/m3y 103 kg/nB.

4m 6in

Figura P5.C7

5.C8 Unaviga esta sometida a la carga mostrada en la figura. Grafique
la magnitud de las reacciones verticales en los apoyos A y B como funciones
de ladistanciaa para0O £ a £ 3 m.

5.C9 La estructura tridimensional mostrada en la figura esta fabrica-
da a partir de cinco barras delgadas de acero del mismo diametro. Con el
software determine las coordenadas del centro do gravedad de la estructu-
ra. Ivocalice las coordenadas del centro de gravedad cuando: a) h = 40 ft,
R= 15ft,a = 90° b)h =22in,R =30in.,a =30°yc)h=70ftR =65
ft, a = 135°

5.C10 Determine la coordenada y del centroide del cuerpo que se
muestra en la figura cuando h —nb y h = n%. Grafique y como una fun-
cion de n para ambos casos usando 1< ns 10ya)b =4in,b)b =6 in,
c)b =8in

z
Figura P5.C10

Problemas de computadora

Figura P5.C9
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Figura 6.1

6.1. INTRODUCCION

Los problemas considerados en los capitulos anteriores estuvieron re-
lacionados con el equilibrio de un solo cuerpo rigido y todas las fuer-
zas involucradas eran externas a este ultimo. A continuacion se estu-
dian problemas que tratan sobre el equilibrio de estructuras formadas
por varias partes que estan conectadas entre si. Estos problemas, ade-
mas de determinar las fuerzas externas que actian sobre la estructura,
implican calcular las fuerzas que mantienen unidas a las diversas par-
tes que la constituyen. Desde el punto de vista de la estructura como
un todo, estas fuerzas sonfuerzas internas.

Por ejemplo, considérese la gria mostrada en la figura 6.1«, la cual
soporta una carga W. La grua consta de tres vigas AD, CF y BE que
estan conectadas por medio de pernos sin friccién; la grda esta apo-
yada por un pemo en Ay un cable DG. La figura 6.1b representa el
diagrama de cuerpo libre de la gria. Las fuerzas externas que se mues-
tran en el diagrama incluyen al peso W, a las dos componentes A*y Ay
de la reaccién en Ay a la fuerza T ejercida por el cable en D. Las
fuerzas internas que mantienen unidas las diversas partes de la gria
no aparecen en el diagrama. Sin embargo, si se desarma la grda y se
dibuja un diagrama de cuerpo libre para cada una de las partes que la
constituyen, las fuerzas que mantienen unidas a las tres vigas también
estaran representadas puesto que dichas fuerzas son externas desde el
punto de vista de cada una de las partes que forman la grda (figura
6.1c).

<)

Se debe sefalar que la fuerza ejercida en B por el elemento BE
sobre el elemento AD se ha representado como igual y opuesta a la
fuerza ejercida en ese mismo punto por el elemento AD sobre el ele-
mento BE; la fuerza ejercida en E por el elemento BE sobre el elemen-
to CF se muestra igual y opuesta a la fuerza ejercida por el elemento
CF sobre el elemento BE y las componentes de la fuerza ejercida en
C por el elemento CF sobre el elemento AD se presentan iguales y
opuestas a las componentes de la fuerza ejercida por el elemento AD
sobre el elemento CF. Lo anterior esta sujeto a la tercera ley de New-
ton, la cual establece que lasfuerzas de accidn y reaccién entre cuer-
pos en contacto tienen la misma magnitud, la misma linea de accion y
sentidos opuestos. Como se sefialé en el capitulo 1, esta ley, que esta
basada en la evidencia experimental, es uno de los seis principios fun-
damentales de la mecanica elemental y su aplicacién es esencial para
la solucién de problemas que involucran a cuerpos que estan conecta-
dos entre si.



En este capitulo se consideraran tres categorias amplias de estruc-
turas de ingenieria.

1. Armaduras, las cuales estan disefiadas para soportar cargasy por
lo general son estructuras estacionarias que estan totalmente
restringidas. Las armaduras consisten exclusivamente de ele-
mentos rectos que estan conectados en nodos localizados en los
extremos de cada elemento. Por tanto, los elementos de una ar-
madura son elementos sujetos a (losfuerzas, esto es, elementos
sobre los cuales actian dos fuerzas iguales y opuestas que estan
dirigidas a lo largo del elemento.

2. Armazones, los cuales estan disefiados para soportar cargas, se
usan también como estructuras estacionarias que estan to-
talmente restringidas. Sin embargo, como en el caso de la gria
de la figura 6.1, los armazones siempre contienen por lo me-
nos un elemento sujeto a varias fuerzas, esto es, un elemento
sobre el cual actian tres o0 mas fuerzas que, en general, no es-
tén dirigidas a lo largo del elemento.

3. MaAquinas, las cuales estan disefiadas para transmitir y modifi-
car fuerzas, son estructuras que contienen partes en movimien-
to. Las maquinas, al igual que los armazones, siempre contie-
nen por lo menos un elemento sujeto a varias fuerzas.

ARMADURAS

6.2. DEFINICION DE UNA ARMADURA

La armadura es uno de los principales tipos de estructuras que se usan
en la ingenieria. Esta proporciona una solucién practica y econémica
para muchas situaciones de ingenieria, en especial para el disefio de
puentes y edificios. En la figura 6.2a se muestra una armadura tipica.
Una armadura consta de elementos rectos que se conectan en nodos.
Los elementos de la armadura s6lo estdn conectados en sus extremos;
por tanto, ningun elemento continda mas alla de un nodo. Por ejem-
plo, en la figura 6.2a no existe un elemento AB, en su lugar existen dos
elementos distintos AD y DB. La mayoria de las estructuras reales es-
tan hechas a partir de varias armaduras unidas entre si para formar una
armadura espacial. Cada armadura estd disefiada para soportar aque-
llas cargas que actUan en su plano y, por tanto, pueden ser tratadas co-
mo estructuras bidimensionales.

Los elementos de una armadura, por lo general, son delgados y s6-
lo pueden soportar cargas laterales pequefias; por eso todas las cargas
deben estar aplicadas en los nodos y no sobre los elementos. Cuando se
va a aplicar una carga concentrada entre dos nodos o cuando la armadu-
ra debe soportar una carga distribuida, como en el caso de la armadura
de un puente, debe proporcionarse un sistema de piso, el cual, median-
te el uso de travesafios y largueros, transmite la carga a los nodos (figu-
ra6.3).

Los pesos de los elementos de la armadura los cargan los nodos,
aplicandose la mitad del peso de cada elemento a cada uno de los no-
dos a los que éste se conecta. A pesar de que en realidad los elemen-
tos estdn unidos entre si por medio de conexiones romachadas o sol-
dadas, es comun suponer que los elementos estan conectados por medio
de pernos; por tanto, las fuerzas que actian en cada uno de los extre-
mos del elemento se reducen a una sola fuerza y no existe un par. De
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Fotografia 6.1 En la foto se muestra una
conexion con juntas de pasador sobre el acceso
al puente de la Bahia de San Francisco y
Oakland.

b)
Figura 6.2



Travesanos

Largueros

Figura 6.3

esta forma se supone que las Unicas fuerzas que actdan sobre un ele-
mento de la armadura son una sola fuerza en cada uno de los extre-
mos del elemento. Entonces, cada elemento puede tratarse como so-
metido a la accidn de dos fuerzas, mientras que la armadura, como un
todo, puede considerarse como un grupo de pernos y elementos suje-
tos a dos fuerzas (figura 6.2b). Sobre un elemento individual pueden ac-
tuar fuerzas, como las que se muestran en cualquiera de los croquis de
la figura 6.4. En la figura 6.4a las fuerzas tienden a estirar al elemento
y éste esta en tension; en la figura 6Ab las fuerzas tienden a comprimir
al elemento y el mismo esta en compresion. En la figura 6.5 se mues-
tran algunas armaduras tipicas.

Pratt Fink
Armaduras tipicas para techo

Armaduras tipicas para puentes

\

Parte de una armadura
en voladizo Basculante

Estadio Otros tipos de armaduras

Figura 6.5



6.3. ARMADURAS SIMPLES

Considere la armadura mostrada en la figura 6.6a, la cual esta consti-
tuida por cuatro elementos conectados por medio de pernos en A, B,
C y D. Si se aplica una carga en B, la armadura se deformara hasta per-
der por completo su forma original. Por el contrario, la armadura de
la figura 6.6b, la cual estd constituida por tres elementos conectados
por medio de pernos en A, B y C, sélo se deformara ligeramente bajo
la accion de una carga aplicada en B. La Unica deformacion posible pa-
ra esta armadura es la que involucra pequefios cambios en la longitud
de sus elementos. Por tanto, se dice que la armadura de la figura 6.6b
es una armadura rigida, aqui el término rigida se ha empleado para
indicar que la armadura no se colapsara.

Figura 6.6

Como se muestra en la figura 6.6c, se puede obtener una armadu-
ra rigida més grande agregando dos elementos BD y CD a la arma-
dura triangular béasica de la figura 6.6b. Este procedimiento se puede
repetir tantas veces como se desee y la armadura resultante sera rigi-
da si cada vez que se agregan dos nuevos elementos, éstos se unen a
dos nodos ya existentes y ademas se conectan entre si en un nuevo no-
do.* Una armadura que se puede construir de esta forma recibe el nom-
bre de armadura simple.

Se debe sefialar que una armadura simple no est4 hecha necesa-
riamente a partir de triangulos. Por ejemplo, la armadura de la figura
6.6d es una armadura simple que fue construida a partir del triAngulo
ABC y se agregaron sucesivamente los nodos D, E, F y G. Por otra par-
te, las armaduras rigidas no siempre son armaduras simples, incluso
cuando parecen estar hechas de tridngulos. Por ejemplo, las armadu-
ras de Fink y Baltimore mostradas en la figura 6.5, no son armaduras
simples, puesto que no pueden construirse a partir de un solo triangu-
lo en la forma descrita en el parrafo anterior. Todas las deméas arma-
duras que se muestran en la figura 6.5 son armaduras simples, lo cual
se puede verificar facilmente. (Para la armadura K se debe comenzar
con uno de los triangulos centrales.)

En la figura 6.6 se observa que la armadura triangular bésica de la
figura 6.6b tiene tres elementos y tres nodos. La armadura de la figu-
ra 6.6¢ tiene dos elementos y un nodo adicionales, esto es, cinco ele-
mentos y cuatro nodos en total. Si se tiene presente que cada vez que
se agregan dos nuevos elementos el nimero de nodos se incrementa
en uno, se encuentra que en una armadura simple el nimero total de
elementos es m = 2n —3, donde n es el namero total de nodos.

1 os tres nodos no deben ser colineales.
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Fotografia 6.2 Dos armaduras K se usaron
como los principales componentes del puente
movil que se muestra en la foto, el cual se movia
por encima de un gran montén de mineral de
reserva. El cubo que se encuentra debajo

de las armaduras levantaba mineral y lo
redepositaba hasta que el mineral estuvo
completamente mezclado. Después, el mineral
se envi6 el molino para incorporarlo a un proceso
de produccién de acero.



290 Andlisis de estructuras

b)
Figura 6.7

Fotografia 6.3 Las armaduras para techo,
como las que se muestran en la foto, requieren
apoyo soélo en los extremos. Gracias a esto es
posible realizar construcciones con grandes
areas libres de obstaculos en el piso.

6.4. ANALISIS DE ARMADURAS MEDIANTE EL METODO
DE LOS NODOS

En la seccién 6.2 se vio que una armadura puede ser considerada como
un grupo de pernos y elementos sometidos a la accion de dos fuerzas.
Por tanto, la armadura de la figura 6.2, cuyo diagrama de cuerpo libre
se muestra en la figura 6.7a, se puede desarmar y dibujar un diagrama
de cuerpo libre para cada perno y para cada elemento (figurafi.lb). Cada
elemento esta sometido a la accién de dos fuerzas, una en cada uno de
sus extremos; estas fuerzas tienen la misma magnitud, la misma linea
de accién y sentidos opuestos (seccién 4.6). Ademas, la tercera ley de
Newton indica que las fuerzas de accidn y reaccion entre un elemento y
un perno son iguales y opuestas. Por tanto, las fuerzas ejercidas por un
elemento sobre los dos pernos a los cuales se conecta deben estar
dirigidos a lo largo de ese elemento y deben ser iguales v opuestas. Con
frecuencia se hace referencia a la magnitud comidn de las fuerzas
ejercidas por un elemento sobre los dos pernos a los que se conectacomo
lafuerza en el elemento bajo consideracién, a pesar de que esta cantidad
en realidad es un escalar. Como las lineas de accién de todas las fuerzas
internas en una armadura son conocidas, el analisis de una armadura se
reduce a calcular las fuerzas en los elementos que la constituyen y a
determinar si cada uno de dichos elementos esta en tensién o en
compresion.

Como laarmaduraen su totalidad esta en equilibrio, cada perno de-
be estar en equilibrio. El que un perno esté en equilibrio se expresa di-
bujando su diagrama de cuerpo libre y escribiendo dos ecuaciones de
equilibrio (seccién 2.9). Por tanto, si una armadura tiene n pernos, ha-
bra 2n ecuaciones disponibles, las cuales podran resolverse para 2n in-
cognitas. En el caso de una armadura simple, se tiene que m = 2n —3,
estoes, 2n = m + 3, yel nimero de incognitas que se pueden determi-
nar a partir de los diagramas de cuerpo libre de los pernos esm + 3. Es-
to significa que las fuerzas en todos los elementos, las dos componentes
de la reaccion R\ 'y la reaccidon R;j se determinan considerando los cha-
gramas de cuerpo libre de los pernos.

El hecho de que la armadura como un todo sea un cuerpo rigido
que esta en equilibrio, se puede utilizar para escribir tres ecuaciones
adicionales que involucran a las fuerzas mostradas en el diagrama de
cuerpo libre de la figura 6.7«. Puesto que estas ecuaciones no contienen
ninguna informacion nueva, son independientes de las ecuaciones aso-
ciadas con los diagramas de cuerpo libre de los pernos. Sin embargo, las
tres ecuaciones en cuestion se pueden emplear para determinar las com-
ponentes de las reacciones en los apoyos. El arreglo de pernos y elemen-
tos en una armadura simple es tal que siempre sera posible encontrar 1111
nodo que involucre Unicamente a dos fuerzas desconocidas. Estas fuer-
zas se determinan por medio de los métodos de la seccion 2.11 y sus va-
lores se transfieren a los nodos adyacentes tratandolos como cantidades
conocidas en dichos nodos, este procedimiento se repite hasta determi-
nar todas las fuerzas desconocidas.

Como ejemplo se analiza la armadura de la figura 6.7, en la que
se considera sucesivamente el equilibrio de cada perno; se inicia con
el nodo en el cual s6lo dos fuerzas son desconocidas. En dicha arma-
dura todos los pernos estan sujetos a cuando menos tres fuerzas des-
conocidas. Por tanto, primero se deben determinar las reacciones en
los apoyos considerando a toda la armadura como cuerpo libre y utili-
zando las ecuaciones de equilibrio para un cuerpo rigido. De esta for-
ma, R aes vertical y se determinan las magnitudes de R vy R/j



Entonces el nimero de fuerzas desconocidas en el nodo A se redu-
ce adosy estas fuerzas se pueden determinar considerando el equilibrio
del perno A. La reaccion RAY las fuerzas FACy F ADejercidas sobre el
perno A por los elementos AC y AD, respectivamente, deben formar un
triangulo de fuerzas. Primero se dibuja RA (figura 6.8); luego si FACy
F ADestan dirigidas a lo largo de AC y AD, respectivamente, se comple-
ta el tridngulo de fuerzas y se determina la magnitud y el sentido de F/U
y Fad. Las magnitudes FACy FAn representan las fuerzas en los elemen-
tos AC y AD. Como F AC esta dirigida hacia abajo y hacia la izquierda,
esto es, hacia el nodo A, el elemento AC empuja el perno Ay, por con-
siguiente, dicho elemento esta en compresion. Como F A4 esta dirigida
alejandose del nodo A, el elemento AD jala al perno Ay, por consiguien-
te, dicho elemento est4 en tension.

Diagrama de cuerpo libre Poligono de fuerza
Fac
P lii
/
-
-
Nodo A A Fei X Ha
- — =
Fao
>
F.,x £
1 Fdb
|
Nodo D Fim *4 -mmme 1 fub *fx: ] P
|
. i
1 Fda i
\ f(j«
*\:n
Nodo C I s =
Frd /  Fe*
i
Fon
Nodo B
R«
Figura 6.8

Ahora se procede a considerar el nodo D en el cual s6lo dos fuer-
zas, F DCy Fdb, aun son desconocidas. Las otras fuerzas que actian so-
bre dicho nodo son la carga P, la cual es un dato y la fuerza F ua ejer-
cida sobre el perno por el elemento AD. Como se sefialdé antes, esta
ultima fuerza es igual y opuesta a la fuerza F AD ejercida por el mismo
elemento sobre el perno A. Como se muestra en la figura 6.8, se pue-
de dibujar el poligono de fuerzas correspondiente al nodo D y deter-
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Figura 6.9

Fre

Figura 6.10

minar las fuerzas Fpc y F/j# a partir de dicho poligono. Sin embargo,
cuando estan involucradas mas de tres fuerzas, es mas conveniente re-
solver las ecuaciones de equilibrio = 0y SFV= 0 para las dos fuer-
zas desconocidas. Como se encuentra que ambas fuerzas se alejan del
nodo D, los elementos DC y DB jalan al perno y se concluye que am-
bos estan en tension.

Después se considera el nodo C, cuyo diagrama de cuerpo libre se
muestra en la figura 6.8. Se observa que tanto Fc-p como F GV/son co-
nocidas a partir del anéfisis de los nodos anteriores y que sélo F(;b es
desconocida. Como el equilibrio de cada perno proporciona suficien-
te informacién para determinar dos incégnitas, se obtiene una compro-
bacion del analisis realizado en este nodo. Se dibuja el triangulo de
fuerzas y se determina la magnitud y el sentido de FCb- Como FCb es-
ta dirigida hacia el nodo C, el elemento CB empuja al perno C y, por
tanto, estd en compresion. La comprobacion se obtiene al verificar que
la fuerza F(;b y el elemento CB son paralelos.

En el nodo B todas las fuerzas son conocidas. Puesto que el per-
no correspondiente esta en equilibrio, el triAngulo de fuerzas debe ce-
rrar, obteniéndose de esta forma una comprobacién adicional del ana-
lisis realizado.

Es importante sefialar que los poligonos de fuerza mostrados en la
figura 6.8 no son Unicos. Cada uno de ellos podria reemplazarse por una
configuracién alterna. Por ejemplo, el triangulo de fuerzas corres-
pondiente al nodo A podria dibujarse como el de la figura 6.9. El trian-
gulo mostrado en la figura 6.8 se obtuvo dibujando las tres fuerzas R A
Fac yf ad uniendo la parte terminal de una con la pinte inicial de otra,
en el orden en el que se encuentran sus lineas de accion, al realizar un
desplazamiento en el sentido del movimiento de las manecillas del re-
loj, alrededor del nodo A. Los otros poligonos de fuerzas en la figura 6.8
se dibujaron de la misma forma, por ello se pueden reunir en un solo
diagrama, como se ilustra en la figura 6.10. Un diagrama de este tipo,
conocido como diagrama de Maxwell, facilita en gran medida el anali-
sis grafico de problemas que involucran armaduras.

*6.5. NODOS BAJO CONDICIONES ESPECIALES DE CARGA

Observe la figura 6.11a, en la cual el nodo conecta a cuatro elementos
que estan ubicados sobre dos lineas rectas que se intersecan. El dia-
grama de cuerpo libre de la figura 6.11/? muestra que el perno A esta
sujeto a dos pares de fuerzas directamente opuestas. Por tanto, el poli-
gono de fuerzas debe ser un paralelogramo (figura 6.11c) y lasfuerzas
en elementos opuestos deben ser iguales.

IrAC

a) b) c)
Figura 6.11



A continuacion considere la figura 6.12a, en la cual el nodo mostra-
do conecta tres elementos y soporta una carga P. Dos de los elementos
se encuentran ubicados sobre la misma lineay la carga P actta a lo largo
del tercer elemento. El diagrama de cuerpo libre del perno Ay el poli-
gono de fuerzas correspondiente serdn como se muestran en la figura
6.1 Y y ¢, reemplazando a F a;; por la carga P. Por tanto, lasfuerzas en
los dos elementos opuestos deben ser iguales y lafuerza en el otro elemen-
to debe ser igual a P. En la figura 6.126 se muestra un caso de especial
interés, en el que no hay una fuerza externa aplicada en el nodo, se tie-
ne que P = 0, y lafuerza en el elemento AC es igual a cero. Por tanto, se
dice que el elemento AC es un elemento defuerza cero.

Considere ahora un nodo que conecta solo dos elementos. A partir de
la seccién 2.9 se sabe que una particula sobre la que actan dos fuerzas
estard en equilibrio si las dos fuerzas tienen la misma magnitud, la misma
linea de accion y sentidos opuestos. En el caso del nodo de la figura 6.13a,
el cual conecta a dos elementos AB y AD que se encuentran sobre la mis-
ma linea, lasfuerzas en los dos elementos deben ser iguales para que el per-
no A esté en equilibrio. En el caso del nodo de la figura 6.13/;, el perno A
no puede estaren equilibrio a menos que las fuerzas en ambos elementos
sean iguales a cero. Por tanto, los elementos conectados como se muestra
en la figura 6.13/; deben ser elementos defuerza cero.

La identificacion de los nodos que se encuentran bajo las condicio-
nes especiales de carga mencionadas en los parrafos anteriores, permiti-
ra que el andlisis de una armadura se lleve a cabo mas rapido. Por ejem-
plo, considere una armadura tipo Howe cargada, como se muestra en la
figura 6.14; todos los elementos representados por lineas en color seran
reconocidos como elementos de fuerza cero. El nodo C conecta a tres
elementos, dos de los cuales se encuentran sobre la misma lineay no es-
ta sujeto a cargas externas; por tanto, el elemento BC es un elemento de
fuerza cero. Si se aplica el mismo razonamiento al nodo K, se encuentra
gue el elementoJK también es un elemento de fuerza cero. Ahora, el no-
doJ estd en la misma situacion que los nodos C y K, entonces el elemen-
to 1 debe ser un elemento de fuerza cero. La observacion de los nodos
C,J y K revela que las fuerzas en los elementos AC y CE son iguales, las
fuerzas en los elementos HJ yJL son también iguales, asi como las fuer-
zas en los elementos IK y KL. Regresando la atencién al nodo Z donde
lacargade 20 kN y el elemento 111 son colincales, se observa que la fuer-
zaen el elemento HI es de 20 kN (tension) y que las fuerzas en los ele-
mentos G1 e IK son iguales. De esta manera, se concluye que las fuerzas
en los elementos GZ, IK y KL son iguales.

Se debe observar que las condiciones descritas en el parrafo ante-
rior no pueden aplicarse a los nodos B y D de la figura 6.14 y seria err6-
neo suponer que la fuerzaen el elemento DE es de 25 kN o que las fuer-
zas en los elementos AB y BD son iguales. Las fuerzas en estos elemen-
tos y en los restantes se encuentran con el analisis de los nodos A, B, D,
E, F, G, Hy L en laforma habitual. Por tanto, hasta que se esté familia-
rizado con las condiciones que permiten aplicar las reglas establecidas en
esta secciodn, se debe dibujar el diagrama de cuerpo libre de todos los per-
nos y escribir las ecuaciones de equilibrio correspondientes (o dibujar
los poligonos de fuerzas correspondientes) sin importar si los medios
considerados se encuentran bajo una de las condiciones especiales de
carga que se describieron anteriormente.

6.5. Nodos bajo condiciones especiales

Figura 6.12

Figura 6.13

Figura 6.14

de carga

b)
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Figura 6.15

Fotografia 6.4 Las armaduras tridimensionales
0 espaciales se usan para las torres de
transmisiéon de energia eléctrica y sefiales en
estructuras de techo y para aplicaciones a naves
espaciales, como en los componentes de la
Estacion Espacial Internacional.

Un comentario final en relacion con los elementos de fuerza cero:
estos elementos no son indtiles. Por ejemplo, a pesar de que los ele-
mentos de fuerza cero de la figura 6.14 no soportan ninguna carga ba-
jo las condiciones mostradas, es probable que los mismos elementos
podrian soportar alguna si se cambiaran las condiciones de carga. Ade-
mas, incluso en el caso considerado, estos elementos son necesarios pa-
ra soportar el peso de la armadura y para mantener a esta Ultima con
la forma deseada.

*s .« . ARMADURAS EN EL ESPACIO O ESPACIALES

Cuando varios elementos rectos se unen en sus extremos para formar
una configuracion tridimensional, la estructura obtenida recibe el nom-
bre de armadura en el espacio o espacial.

En la seccién 6.3 se establecié que la mayoria de las armaduras ri-
gidas bidimensionales elementales consistian de tres elementos unidos
en sus extremos para formar los lados de un triangulo; al agregar dos
elementos a esta configuracion bésica y conectandolos en un nuevo no-
do, se obtiene una estructura rigida mas grande, la cual fue definida
como una armadura simple. En forma similar, la armadura rigida bési-
ca en el espacio esta constituida por seis elementos unidos en sus ex-
tremos para formar los lados de un tetraedro ABCD (figura 6.15a). Si
se agregan tres elementos a esta configuracién bésica, como los ele-
mentos AE. BE v CE. uniéndolos a los tres nodos existentes v conec-
tandolos en un nuevo nodo, se puede obtener una estructura rigida
mas grande, la cual se define como una armadura simple en el espacio
(figura 6.15fc). Observe que el tetraedro bésico tiene seis elementos v
cuatro nodos y que cada vez que se agregan tres elementos el nime-
ro de nodos se incrementa en uno, se concluye que en una armadura
espacial simple el nimero total de elementos es ni = 3n —6, donde n
es el nimero total de nodos.

Si una armadura espacial debe tener restriccion completa y si las
reacciones en sus apoyos deben ser estaticamente determinadas, los
apoyos deben consistir en una combinacion de bolas, rodillos y rétulas
que proporcionen un total de seis reacciones desconocidas (véase sec-
cion 4.9). Estas reacciones desconocidas se determinan al resolver las
seis ecuaciones que expresan que la armadura tridimensional esta en
equilibrio.

A pesar de que los elementos de una armadura en el espacio es-
tan unidos por conexiones soldadas o remachadas, se supone que cada
nodo consiste en una conexién tipo rétula. Por tanto, no se aplicara
ningun par a los elementos de la armadura y cada elemento puede tra-
tarse como un elemento sometido a la accién de dos fuerzas. Las con-
diciones de equilibrio para cada nodo estaran expresadas por las tres
ecuaciones SFt = 0, “"Fy = 0y 2F. = 0. Entonces, en el caso de una
armadura simple en el espacio que contiene n nodos, escribir las con-
diciones de equilibrio para cada nodo proporcionara un total de 3n
ecuaciones. Como rn = 3n —6, estas ecuaciones seran suficientes pa-
ra determinar todas las fuerzas desconocidas (las fuerzas en los m ele-
mentos Y las seis reacciones en los apoyos). Sin embargo, para evitar la
necesidad de resolver ecuaciones simultaneas, se debe tener cuidado
en seleccionar nodos en un orden tal que ninguno involucre méas de
tres fuerzas desconocidas.

1 os cuatro nodos no deben estar localizados en un plano.



20001) 1000 1Ib PROBLEMA RESUELTO 6.1 m - m

Con el uso del método de los nodos, determine la fuerza en cada uno de los

A B C
elementos de la armadura mostrada.

8 ft

SOLUCION

20001 1000 Ib (Cuerpo libre: armadura completa. Se dibuja un diagrama de cuer-

12 fi- po libre de toda la armadura. Las fuerzas que actdan en este cuerpo libre
consisten en las cargas aplicadas y en las reacciones en C ven E. Se escri-
t ben las ecuaciones de equilibrio siguientes.

+f2Mc = 0 (2000 Ib)(24 ft) + (1 000 Ib)(12 ft) - E(6 ft) = 0
i E = +10 000 Ib E = 10000 Ib]

fife — 2t -4ZF, =0 Cr=0

+T2F,, =0 -2 000Ib- 1000 Ib+ 10000 Ib+ Cy=0
Cy= -7 000 Ib C, = 7000 IbJ,

2000 I1.

f Cuerpo libre: nodo A. EIl nodo sujeto a dos fuerzas desconocidas,
2000 1b esto es, a las fuerzas ejerudgs por los elementos AB y AD. Se usa un trian-
gulo de fuer/as para determinar FASy F A3 Se observa que el elemento AB
F jala al nodo y, por tanto, dicho elemento esta en tension. Ademas, el ele-
I\ mento AD empuija al nodo y, por tanto, dicho elemento esta en compresion.
Las magnitudes de las dos fuerzas se obtienen a partir de la proporcién

2000 Ib a F =
F3b AD IJE§

FU=1500IbT 4
fad = 2500ibc <

2500 Ib

Cuerpo libre: nodo D. Como la fuerza ejercida por el elemento AD
ya se determind, ahora sélo se tienen dos incognitas involucradas con este $r*:
nodo. De nuevo se usa un triangulo de fuerzas para determinar las fuerzas ™M
desconocidas en los elementos DB y DE.

Fdb ~ Foa Fdo=2500IbT 4
Foe ~ 2(5)Foa Fde=3000I)C <



iBA- 1

1000 Ib

h frij — 3 io0 ")

/

3JV.%= 3
3000 Ib
E = 10000 Ib

Cuerpo libre: nodo B. Como en este nodo actllan mas de tres fuerzas,
se determinan las dos fuerzas desconocidas FBc y Fbe resolviendo las ecua-
ciones de equilibrio 2F* = 0 y ~2Fy = 0. De manera arbitraria se supone que
ambas fuerzas desconocidas actiian hacia fuera del nodo, esto es, que los ele-
mentos estan en tensidn. El valor positivo obtenido para Fflc indica que la
suposicion hecha fue correcta, por tanto, el elemento BC esta en tension. El
valor negativo de FBE indica que la suposicion hecha fue incorrecta, por tanto,
el elemento BE est4 en compresion.

+fS F =0: -1 000 - f<2500) - fF,,,;=0

Fua = -3 750 Ib Fu, =37501bC 4
>2F* = O: FBC ~ 1500 - ](2500) - (3 750) = 0

Fgc = +5250 Ib Fbc=5250 1) T

Cuerpo libre: nodo E. Se supone que la fuerza desconocida F£C ac-
tda hacia fuera del nodo. Si se suman las componentes X, se escribe

»2F =0 Fec + 3000 + f(3 750) = 0
Fec = “8750 Ib For=870IbC <

Al sumar las componentes ¥/, se obtiene una comprobacién de los calcu-
los realizados

+t2Ft/= 10000 - |(3750) - f(8 750)
= 10000 —3 000 —7 000 = 0 (queda comprobado)

Cuerpo libre: nodo C. Con los valores de Fcfly Fc;i,, calculados pre-
viamente, se pueden determinar las reacciones Cxy Cy considerando el equi-
librio de este nodo. Como dichas reacciones ya se determinaron a partir del
equilibrio de toda la armadura, se obtendran dos verificaciones de los calcu-
los realizados. También se pueden usar los valores calculados de todas las
fuerzas que acttian sobre el nodo (fuerzas en los elementos y reacciones) y
comprobar que éste se encuentra en equilibrio:

Im 1

M

p f.l



RESOLUCION DE PROBLEMAS
EN FORMA INDEPENDIENTE

En esta leccién se aprendio a utilizar el método de los nodos para determinar las fuerzas en
los elementos de una armadura simple, esto es, en una armadura que se puede construir a
partir de una armadura triangular basica a la que se agregan dos nuevos elementos a la vez
conectados a un nuevo nodo. Se debe observar que el analisis de unaarmadura simple siem-
pre puede llevarse a cabo por el método de los nodos.

La solucion constara de los siguientes pasos:

1. Dibujar un diagrama de cuerpo libre de toda la armadura y utilizarlo para de-
terminar las reacciones en los apoyos.

2. Esimportante sefialar que la seleccion del primer nodo no es Gnica. Unavez que
se han determinado las reacciones en los apoyos de la armadura, se selecciona cualquiera de
dos nodos como punto de partida para el andlisis. En el problema resuelto 6.1 se comenzé en
el nodo Ay se procedio, consecutivamente, con los nodos D, B, E y C; sin embargo, también
se pudo haber comenzado en el nodo C, procediendo después, consecutivamente, con los no-
dos E,B,DyA. Por otra parte, unavez que se ha seleccionado el primer nodo, en algunos ca-
sos se puede llegar a un punto en el analisis a partir del cual ya no se puede continuar. Enton-
ces se debe comenzar de nuevo a partir de otro nodo para terminar la solucion del problema.
Como hay més de una fonna de resolver un problema, se recomienda bosquejar la solucién
antes de comenzar a llevar a cabo cualquier célculo.

3. Localizar un nodo que conecte s6lo dos elementos ij dibujar un diagrama de
cuerpo libre de su perno. Este diagrama de cuerpo libre sirve para determinar la fuerza
.desconocida en cada uno de los elementos. Si s6lo estan involucradas tres fuer/as (las dos.
fuerzas desconocidas y una fuerza conocida), probablemente se encontrara que es mas
conveniente dibujar y resolver el triangulo de fuerzas correspondiente. Si estan involucradas
mas de tres fuerzas, se deben escribir y resolver las ecuaciones de equilibrio para el pemo,
£FX= 0y "ZFy = 0, suponiendo que los elementos estan en tension. Una respuesta positiva
significa que el elemento esta en tension y una respuesta negativa se refiere a que el elemento
esta en compresion. Unavez que se han encontrado las fuerzas, se deben introducir sus valores
en un croquis de laarmadura, con una T para indicar tension y una C para indicar compresion.

En la seccion 6.4 se expuso cdmo usar un triangulo de fuerzas para determinar las fuer-
zas desconocidas en un nodo, y en el problema resuelto 6.1 se aplicd esta técnica a los nodos
Ay D. En cada uno de estos casos no se especificaron, en el diagrama de cuerpo libre corres-
pondiente, las direcciones de las fuerzas desconocidas de un nodo, sélo se mostraron sus
lineas de accidn. Por tanto, cuando se construye un triangido de fuerzas, se debe dibujar pri-
mero la fuerza conociday después agregar las lineas de accidn de las fuerzas desconocidas, re-
cordando que las fuerzas se deben arreglar de punta a cola para formar un triangulo. Las di-
recciones de las fuerzas desconocidas se establecen hasta el Gltimo paso.

4. Después, se debe localizar un nodo en el cual séio lasfuerzas en dos de los ele-
mentos que se conectan a éste alin son desconocidas. Se debe dibujar el diagrama de
cuerpo libre del pemo y utilizarlo como se indico en el punto anterior para determinar las
dos fuerzas desconocidas.

Se debe repetir este procedimiento hasta que lasfuerzas en todos los elementos
de la armadura hayan sido determinadas. Como previamente se usaron las tres ecuacio-
nes de equilibrio asociadas con el diagrama de cuerpo libre de toda la armadura para deter-
minar las reacciones en los apoyos, se tendran tres ecuaciones adicionales. Estas ecuaciones
sirven para comprobar que los célculos se realizaron en fonna correcta.



Problemas

6.1 as.s Utilice el método de los nodos para determinar la fuerza
presente en cada elemento de las armaduras que muestran las siguientes fi-
guras. Establezca si los elementos estan en tension o en compresion.

375 1b
6 kN

298



6.9 Determine la fuerza presente en cada elemento de la armadura problemas 299
gue muestra la figura. Establezca si los elementos estan en tensién o en com-
presion.

6.10 Determino la fuerza presente en cada elemento de la armadura
Gambrel para techo mostrada en la figura. Establezca si los elementos se en-
cuentran en tensién o en compresion.

Figura P6.10

6.11 Determine la fuerza presente en cada elemento de la armadura
para techo de medio copete que muestra la figura. Establezca si los elementos
estan en tension 0 en compresion.

6.12 Determine la fuerza presente en cada elemento de la armadura
Fink para techo que muestra la figura. Establezca si los elementos estan en
tension o en compresion.

6.13 Resuelva el problema 6.12 suponiendo que se elimina la carga de
2.8 kN aplicada en E.

6.14 Determine la fuerza presente en cada elemento de la armadura
para techo mostrada en la figura. Establezca si los elementos estan en ten-
sién 0 en compresion.

Figura P6.14



300 Aanaisis de estructuras 6.15 Para la armadura Gambrel de techo que muestra la figura, de-
termine la fuerza presente en los elementos CG y CJ y en caria elemento lo-
calizado a la derecha de la linea central de la armadura. Ademas, establezca
si los elementos se encuentran en tension o en compresion.

6.16 Para la armadura Gambrel de techo que muestra la figura, de-
termine la fuerza presente en los elementos CG y Cl y en cada elemento lo-
calizado a la derecha de la linea central de la armadura. Ademés, establezca
si los elementos se encuentran en tensién o en compresion.

6.17 Para la armadura de techo invertida tipo Howe que muestra la
figura, determine la fuerza presente en el elemento DE yen cada uno de los
elementos localizados a la izquierda de DE. Ademas, establezca si los ele-
mentos se encuentran en tensién o en compresion.

6.18 Para la armadura de techo invertida tipo Howe que muestra la
figura, determine la fuerza presente en cada elemento localizado a la dere-
cha de DE. Ademas, establezca si los elementos estan en tension o en com-
presion.

Figura P6.17 y P6.18

6.19 Para la armadura de techo que muestra la figura, determine la
fuerza presente en cada elemento localizado a la izquierda del elemento FG.
Ademas, establezca si los elementos se encuentran en tensién o en compre-

sion.
1.25m
iomiom iomiom
Figura P6.19 y P6.20
6.20 Para laarmadurade techo que muestra la figura, determine lafuer-

za presente en el elemento FG y en cada elemento localizado a la derecha de
FG. Ademas, establezca si los elementos estan en tension o en compresion.



6.21 La porcion de armadura mostrada representa la parte superior Problemas 301
de una torre para lincas de transmision de energia eléctrica. Para las cargas
mostradas, determine la fuerza presente en cada elemento localizado por en-
cima de HJ. Ademas, establezca si los elementos se encuentran en tension o
en compresion.

=

Figura P6.21

6.22 Paralatorrey las cargas del problema 6.21, y si Fc,, = Fj4 = 5K
Ib Cy Feh = 0, determine la fuerza presente en el elemento HJ y en cada
elemento localizado entre HJ y NO. Ademés, establezca si los elementos se
encuentran en tensién o en compresion.

6.23 Para la armadura de techo que muestra la figura, determine la
fuerza presente en cada elemento localizado a la izquierda dol elemento GIL
Ademas, establezca si los elementos estan en tension o en compresion.

6.24 Para la armadura de techo que muestra la figura, determine la
fuerza presente en el elemento GH y en cada elemento localizado a la dere-
cha de GH. Ademas, establezca si los elementos estan en tensién o en com-
presion.



302  Analisis de estructuras 6.25 Determine la fuerza presente en cada elemento de la armadura
que muestra la figura. Establezca si los elementos estan en tension o en com-
presion.

6.26 Determine la fuerza presente en cada elemento de la armadura
que muestra la figura. Establezca si los elementos se encuentran en tension
0 en compresion.

6.27 Determine si las armaduras de los problemas 6.14, 6.15 y 6.23
son armaduras simples.

6.28 Determine si las armaduras de los problemas 6.21, 6.25 y 6.29
son armaduras simples.

6.29 y 6.30 Para la armaduray las cargas que se muestran en la figu-
ra, determine los elementos de fuerza cero.

Figura P6.29 Figura P6.30

6.31 y 6.32 Para laarmaduray las cargas que se muestran en cada fi-
gura, determine los elementos de fuerza cero.

Figura P6.31 Figura P6.32



6.33 y 6.34 Para la carga dada, determine los elementos de fuerza ce-
ro presentes en cada armadura que muestran las figuras.

6.35 Determine los elementos de fuerza cero presentes en la armadu-
ra del a) problema 6.9, b) del problema 6.29.

*6.36 La armadura mostrada en la figura consta de seis elementos y
se sostiene mediante dos eslabones cortos instalados en los nudos A, B y C.
Determine la fuerza presente en cada elemento para P = —940 N)j y

Q=0

*6.37 La armadura que muestra la figura consta de seis elementos y
esta sostenida mediante dos eslabones cortos situados en los nudos A,B y C.
Determine la fuerza presente en cada elemento paraP = —940 N)jy Q =
(987 N)k.

Figura P6.38

*6.38 La porcion de torre para lineas de transmision de energia eléc-
trica que muestra la figura consta de nueve elementos, y est4 sostenida me-
diante una rétula colocada en B y eslabones cortos en C, Dy E. Para las car-
gas dadas, determine la fuerza presente en cada elemento.

*6.39 La armadura que muestra la figura consta de nueve elementos
y se sostiene mediante dos eslabones cortos instalados en los nudos A, B y
C. Para la carga dada, determine la fuerza presente en cada elemento.

120 mm

Figura P6.36 y P6.37

Figura P6.39
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304  Anaiisis de estructuras *6.40 La armadura mostrada en la figura consta de 18 elementos y se
sostiene mediante una rétula en A, dos eslabones cortos en B y un eslabon
corto en G; a) verifique que la armadura es simple, que estd completamente
restringida y que las reacciones en sus apoyos son estaticamente determi-
nadas, y b) para las cargas aplicadas, determine la fuerza en cada uno de los
seis elementos que se unen en el nodo E.

*6.41 Laarmadura mostrada en la figura consta de 18 elementos y se
sostiene mediante una rétula en A, dos eslabones cortos en B y un eslabon
corto en G; a) verifique que la armadura es simple, que estd completamen-
te restringida y que las reacciones en sus apoyos son estaticamente determi-
nadas, y b) para las cargas aplicadas, determine la fuerza en cada uno de los
seis elementos que se unen en el nodo G.

6.7. ANALISIS DE ARMADURAS POR EL METODO
DE SECCIONES

Figura P6.40y P6.41 El método de los nodos es el mas eficiente cuando se deben determinar
las fuerzas en todos los elementos de una armadura. Sin embargo, si so-
lo se desea encontrar la fuerza en un elemento o en un nimero muy re-
ducido de elementos, el método de secciones es el mas eficiente.
Suponga que se desea determinar la fuerza en el elemento BD de
la armadura que se muestra en la figura 6.16<7. Para llevar a cabo esta
tarea, se debe determinar la fuerza con la cual el elemento BD actla
sobre el nodo B o sobre el nodo D. Si se utilizara el método de los no-
dos, se seleccionaria al nodo B o al nodo D como el cuerpo libre. Sin
embargo, también se selecciona como cuerpo libre a una porcién mas
grande de la armadura, compuesta por varios nodos y elementos, siem-
pre y cuando la fuerza deseada sea una de las fuerzas externas que ac-
than sobre dicha porcién. Ademas, si se selecciona la porcion de la ar-
madura de manera que solamente se tenga un total de tres fuerzas
desconocidas actuando sobre la misma, la fuerza deseada se puede ob-
tener al resolver las ecuaciones de equilibrio para la porcion de la ar-
madura en cuestién. En la practica, la porcién de la armadura que de-
be utilizarse se obtiene pasando una .seccion a través de tres elementos
de la armadura, de los cuales uno debe ser el elemento deseado, esto
es, dicha porcién se obtiene dibujando una linea que divida a la arma-
dura en dos partes completamente separadas pero que no interseque
b) a mas de tres elementos. Cualquiera de las dos porciones de la arma-
Figura 6.16 dura que se obtenga después de que los elementos intersecados han
sido removidos puede utilizarse como el cuerpo libre.'

En la figura 6.16a se ha pasado la seccién nn a través de los ele-
mentos BD, BE y CE vy se ha seleccionado la porcion ABC de la arma-
dura como el cuerpo libre (figura 6.16?;). Las fuerzas que actlan sobre
el diagrama de cuerpo libre son las cargas Pl y  que estan aplicadas
en los puntos Ay B y las tres fuerzas desconocidas FBD, FBE y FCE.
Como no se sabe si los elementos removidos estaban en tensién o com-
presion, de manera arbitraria se dibujaron las tres fuerzas alejandose
del cuerpo libre como si los elementos estuvieran en tension.

"Kn el andlisis de ciertas armaduras, se pasan secciones que intersectan a mas de tres
elementos; entonces se pueden determinar las fuerzas en uno, o posiblemente en dos, de
los elementos intersectados si se pueden encontrar ecuaciones de equilibrio que involucren
Unicamente a una incégnita (véanse los problemas 6.60 a 6.63).



El hecho de que el cuerpo rigido ABC esta en equilibrio se puede
expresar con tres ecuaciones, las cuales pueden resolverse para encon-
trar tres fuerzas desconocidas. Si s6lo se desea determinar la fuerza
FBD, solo se necesita escribir una ecuacién, siempre y cuando dicha
ecuacién no contenga a las otras incognitas. Por tanto, la ecuacion

= 0 proporciona el valor de la magnitud FBD de la fuerza FBn
(figura 6.16/;). Un signo positivo en el resultado indicard que la su-
posicion original en relacion con el sentido de FBD fue correcta y que
el elemento BD esta en tension; un signo negativo indicara que la su-
posicién original fue incorrecta y que BD estd en compresién.

Por otra parte, si solo se desea encontrar la fuerza ice, sc debe es-
cribir una ecuacion que no involucre a F BMo a F /K en este caso, laecua-
cion apropiada es = 0. Un signo positivo para la magnitud FCE de
la fuerza deseada muestra que la suposicién hecha fue correcta, esto es,
que el elemento esta en tensién y un signo negativo indica que la supo-
sicion fue incorrecta, esto es, que el elemento esta en compresion.

Si s6lo se desea encontrar la fuerza F BE, la ecuacién apropiada es
EFy = 0. De nuevo, a partir del signo del resultado se determina si el
elemento esté en tensiéon o en compresion.

Cuando se determina Unicamente la fuerza de un solo elemento,
no se tiene disponible una forma independiente de comprobar los
célculos realizados. Sin embargo, cuando se han determinado todas las
fuerzas desconocidas que acttian sobre el cuerpo libre, se pueden ve-
rificar los calculos escribiendo una ecuacion adicional. Por ejemplo, si
Fbd, F/% y Fce se determinan de la manera sefialada en los parrafos
anteriores, los calculos pueden comprobarse verificando que EFV= 0.

*6.8. ARMADURAS FORMADAS POR VARIAS
ARMADURAS SIMPLES

Considere dos armaduras simples ABC y DEF. Si estas armaduras estan
conectadas por tres barras BD, BE y CE, como se muestra en la figura
6.17«, entonces formaran en conjunto una armadura rigida ABDF. Las
armaduras ABC y DEF' también se pueden combinar en una sola arma-
dura rigida uniendo los nodos B y D en un solo nodo B y conectando los
nodos C y E por medio de unabarra CE (figura6.17;). Laarmadura que
se obtiene de esta forma se conoce como una armadura Fink. Se debe
sefialar que las armaduras de la figura 6.17« y b no son armaduras sim-
ples; éstas no se pueden construir a partir de una armadura triangular a
la que se agregan sucesivamente pares de elementos en la forma descri-
ta en la seccién 6.3. Sin embargo, estas armaduras son rigidas, como se
verifica al comparar los sistemas de conexiones empleados para mante-
ner juntas las armaduras simples ABC y DEF (tres barras en la figura
6.17ay un perno y una barra en la figura 6.176) con los sistemas de apo-
yos presentados en las secciones 4.4y 4.5. Las armaduras que estan he-

3)

Figura 6.17

b)

68 Armaduras formadas por varias
armaduras simples

Figura 6.16b (repetida)
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Figura 6.18

e estructuras

Figura 6.19

chas a partir de varias armaduras simples conectadas rigidamente se co-
nocen como armaduras compuestas.

En una armadura compuesta, el nimero de elementos m y el nd-
mero de nodos 1t aun estan relacionados por la formula m = 2n —3.
Esto puede corroborarse observando que, si una armadura compuesta
estd apoyada por un pemo sin fricciéon y un rodillo (involucrando asi
tres reacciones desconocidas), el nimero total de incognitas es m + 3
y dicho namero debe ser igual al nUmero 2n de ecuaciones que se ob-
tienen al expresar que los n pernos estan en equilibrio; por tanto
se concluye que rn = 2n —3. Las armaduras compuestas que estan
apoyadas por un pemo y un rodillo, o por un sistema equivalente de
apoyos, son estaticamente determinadas, rigidas y completamente res-
iringidas. Esto se refiere a que todas las reacciones desconocidas y las
fuerzas en todos los elementos pueden determinarse mechante los mé-
todos de la estatica y que la armadura no se colapsara ni se movera.
Sin embargo, no todas las fuerzas en los elementos se pueden deter-
minar por el método de los nodos, a menos que se resuelva un gran
nimero de ecuaciones simultaneas. Por ejemplo, en el caso de la ar-
madura compuesta de la figura 6.17a, es mas eficiente pasar una sec-
cion a través de los elementos BD, BE y CE para determinar las fuer-
zas en los mismos.

Ahora suponga que las armaduras simples ABC y DEF estan co-
nectadas por cuatro barras BD, BE, CD v CE (figura 6.18). Ahora, el
ndmero de elementos m es mayor que 2n —3; por tanto, resulta una
armadura hiperestatica y se dice que uno de los cuatro elementos BD,
BE, CD, o CE es redundante. Si la armadura est4 apoyada por un per-
no en Ay por un rodillo en F, el nimero total de incognitas es rn + 3.
Comom > 2n —3, ahorael numero m + 3 de incdgnitas es mayor que
el nimero 2n de ecuaciones independientes que se tienen disponibles;
en consecuencia, la armadura es estaticamente indeterminada.

Por dltimo, sup6ngase que las dos armaduras simples ABC y DEF
estan unidas por un pemo, como se muestra en la figura 6.190. El nu-
mero de elementos m es menor que 2n —3. Si la armadura est4 apo-
yada por un pemo en Ay un rodillo en F, el nUmero total de incégni-
tasesm + 3. Comom < 2n —3, ahora el nimero m + 3 de incognitas
es menor que el nimero 2n de ecuaciones de equilibrio que se deben
cumplir; por tanto, la armadura no es rigida y se colapsara bajo su pro-
pio peso. Sin embargo, si se usan dos pernos para apoyarla, la armadu-
ra se vuelve rigida y no se colapsara (figura 6.19fo). Ahora se observa
que el nimero total de incégnitas esm + 4 yes igual al nUmero 2n de
ecuaciones. En términos mas generales, si las reacciones en los apoyos
involucran r incognitas, la condicion para que una armadura compues-
ta sea estaticamente determinada, rigida y por completo restringida es
rn + r = 2n. Sin embargo, aunque esta condicidn es necesaria, no es
suficiente para el equilibrio de una estructura que deja de ser rigida
cuando se separa de sus apoyos (véase seccion 6.11).



PROBLEMA RESUELTO 6.2

16 Kips
———=

Determine la fuerza en los elementos E:y @ de Ia armadura mostrada en
la figura.

SOLUCION

s Cuerpo libre: armadura completa. Se dibuja un diagrama de cuer-
po libre de toda la armadura; las armaduras externas que actian sobre este
cuerpo libre consisten en las cargas aplicadas y las reacciones en B yJ. Se
escriben las siguientes ecuaciones de equilibrio.

+12M8 = O
—28 kips)(8 1ty (28 Kkips)(24 ft) - (16 kips)(10 ft) + /(32 ft) = 0
] = +33 kips  J = 33 kipsl
iiiiPl
Bx + 16 kips = 0 m
Bx = —16 kips B, = 16 kips*—

+iZM; = 0
(28 kips)(24 ft) + (28 kips)(8 ft) (16 kips)(10 ft) - By(32 ft) = 0
BY = +23 kips  B¥/= 23 kipsj

Fuerza en el elemento EF. Se pasa la seccion nn a través de la ar-
madura de manera que solo interseque al elemento EF ya otros dos elemen-
tos adicionales. Después de que se han removido los elementos interseca-
dos, laporcion del lado izquierdo de la armadura se selecciona como el cuerpo
libre. Se observa que estan involucradas tres incognitas; para eliminar las dos
fuerzas horizontales, se escribe

+TSFy/= 0: +23 kips —28 kips =0
FlJ-= -5 kips
El sentido de F£F se selecciond suponiendo que el elemento EF esta en ten-

sion; el signo negativo obtenido indica que en realidad el elemento esta en
compresion.

F..=5kipsC 4

16 kips
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Fuerza en el elemento GI. Se pasa la seccion mm através de la ar-
madura de manera que solo interseque al elemento G7y a otros dos elemen-
tos adicionales. Después de que se han removido los elementos interseca-
dos, se selecciona la porcion del lado derecho de la armadura como el cuerpo
libre. Otra vez estan involucradas tres fuerzas desconocidas; para eliminar las
dos fuerzas que pasan a través del punto H se escribe

+*i2\f,, = O: (33 kips)(8 ft) - (16 kips)(I0 ft) + FcA10 ft) = 0
Fcj ——10.4 kips FGi = 104 kipsC 4
BBfaiSB8SBsffiBB~8MsBI%&asgaEBSaWM 8g8glfe
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PROBLEMA RESUELTO 6.3

Determine la fuerza en los elementos FH, GH y Gl de la armadura para
techo mostrada en la figura.

ap ‘™M f1 - Pu~fgl
SOCUTION

Cuerpo libre: armadura completa. A partir del diagrama de cuer-
po libre para toda la armadura se encuentran las reacciones en Ay L:

A= 1250 KNT L = 7.50kNt
Se observa que
FG _ 8m _ _ .
tana = G- 1Bm- 0.5333 a = 28.07

Fuerza en el elemento GI. Se pasa la seccion nn a través de la ar-
madura, como se muestra en la figura. Con el uso de la porcién HLI de la
armadura como el cuerpo libre, se obtiene el valor de Faj al escribir
+4+SAIH = 0: (7.50 kN)(10 m) - (1 KN)(5 m) - Fc/(5.33 m) =0

FG = +13.13 kN Fer=1313Kk\ T <

Fuerza en el elemento FH. El valor de Ffh se obtiene a partir de la
ecuacion 2AIC = 0. Se mueve FFH a lo largo de su linea de accion hasta que
actde en el punto F, donde se descompone en sus componentes X y y. Ahora,
el momento de Ffh con respecto al punto G es igual a (Ffh cos a)(8 in).

+"i2Mti = O:
(7.50 KN)(15 m) —(1 kN)(20 m) —(1 kN)(5 m) + (Ffh cos a)(8 m) = 0
Ffh = -13.81 kN Ffh = 1381 kN C <

Fuerza en el elemento GH. Primero se observa que

0 =43.15°

Entonces, el valor de FCH se determina descomponiendo la fuerza FCH en
sus componentes X y y en el punto G y al resolver la ecuacion "2ML = 0.

=0 (1 KN)(10 m) + (1 kN)(5 m) + (FGHcos /Z3)(15m) = 0
Fch = -1.371 kN Fch = 1-371 kKN C =

7.50 kN



RESOLUCION DE PROBLEMAS
EN FORMA INDEPENDIENTE

El método de los nodos es el mejor método cuando se desean determinar las fuerzas
en todos los elementos de una armadura simple. Sin embargo, el método de secciones
descrito en esta seccién es mas eficiente cuando se desea encontrar la fuer/aen un so-
lo elemento o las fuerzas en pocos elementos de una armadura simple. EI método de
secciones también debe emplearse cuando la armadura no es una armadura simple.

A. Para determinar lafuerza en un elemento dado de una armadura por el
método de secciones, se deben seguir los siguientes pasos:

1. Dibujar un diagrama de cuerpo libre de toda la armadura y utilizar di-
cho diagrama para determinar las reacciones en los apoyos.

2. Pasar una seccion a través de tres elementos de la armadura, de los cuales
debe ser el elemento de interés. Después de que se han removido estos elemen-
tos, se obtendran dos porciones separadas de la armadura.

3. Seleccionar una de las dos porciones de la armadura que se han obte-
nido y dibujar su diagrama de cuerpo libre. Dicho diagrama debe incluir tan-
to a las fuerzas externas aplicadas sobre la porcién seleccionada, como a las fuer-
zas ejercidas sobre esta ultima por los elementos intersecados antes de que dichos
elementos fueran removidos.

4. Ahora se pueden escribir tres ecuaciones de equilibrio, las cuales se pueden
resolver para encontrar las fuerzas en los tres elementos intersecados.

5. Una alternativa consiste en escribir una sola ecuacion, la cual pueda re-
solverse para la fuerza en el elemento de interés. Para esto, primero se debe ob-
servar si las fuerzas ejercidas sobre el cuerpo libre por los otros dos elementos son
paralelas o si sus lineas de accidon se intersecan.

a) Si las fuerzas son paralelas, éstas se pueden eliminar escribiendo una
ecuaciéon de equilibrio que involucre componentes en una direccion perpendicular
a la de estas dos fuerzas.

b) Si sus lineas de accidn se intersecan en un punto H, estas fuerzas pue-
den eliminarse escribiendo una ecuacién de equilibrio que involucre momentos con
respecto a H.

6. Se debe recordar que la seccion que se utilice debe intersecar sélo a tres
elementos. Esto se debe a que las ecuaciones de equilibrio en el paso 4 sélo se re-
suelven para tres incégnitas. Sin embargo, se puede pasar una seccion a través de
mas de tres elementos con el fin de encontrar la fuerza en uno de los mismos, siem-
pre y cuando se pueda escribir una ecuacion de equilibrio que contenga so6lo a di-
cha fuerza como incdgnita. Este tipo de situacion especial se encontrara en los pro-
blemas del 6.60 al 6.63. Por otro lado, a pesar de que el método de los nodos ha
sido considerado en forma separada del método de secciones, se debe tener en
cuenta que estas dos técnicas se pueden usar en forma secuencia! para determinar



la fuerza en el elemento dado de una armadura, cuando la fuerza no puede ser de-
terminada usando una sola seccién.

Ji. En los problemas 6.64 al 6.67 se pedira calcular las fuerzas de tension en los
contravientos activos de las armaduras (las fuerzas en los otros contravientos son
iguales a cero). Para determinar las fuerzas en cada par de contravientos, se
comienza por determinar las reacciones en los soportes para después pasar una sec-
cion a través de la armadura, la cual pasa por el par de contravientos. Después de
seleccionar la porcion de armadura que serd analizada y de dibujar su diagrama
de cuerpo libre, se debe suponer cudl contraviento estd actuando y se debe usar
unaecuacion de equilibrio para determinar la fuerza en ese contraviento. Si la fuerza
es de tensidn, la suposicion fue correcta; si no, el anélisis debe repetirse suponiendo
que el otro contraviento integrante del par es el que esta activo. Sin embargo, a
menudo se puede deducir cudl es el contraviento activo al examinar el diagrama de
cuerpo libre, puesto que una sumatoria mental de las fuerzas externas (cargas y
reacciones en los soportes) indicara cudl contraviento debe actuar para que exista
el equilibrio (recordando que la fuerza en un contraviento sélo puede ser de ten-
sion).

C. En relacion con las armaduras (fue estdn completamente restringidas y
determinadas:

1. Se debe sefialar que cualquier armadura simple que esta simplemente
apoyada es una armadura completamente restringida y detenninada.

2. Para determinar si cualquier otra armadura es completamente restrin-
gida y determinada o no, primero se debe contar el niumero m de sus elemen-
tos, el nimero n de sus nodos y el nimero r de las componentes de reaccion en
sus apoyos. Entonces, se debe comparar la suma rn + r, que representa el name-
ro de incégnitas, con el producto 2», que representa el nimero de ecuaciones de
equilibrio independientes que se tienen disponibles.

a) Sim + r < 2n, hay menos incégnitas que ecuaciones. Por tanto, algunas de
las ecuaciones no se cumplen; la armadura sélo esté parcialmente restringida.

b) Si m + r > 2n, hay mas incégnitas que ecuaciones. Por tanto, no se pue-
den determinar algunas de las incégnitas; la armadura es indeterminada.

c) Sim + r = 2n, hay tantas incognitas como ecuaciones. Sin embargo, esto
no significa que pueden determinarse todas las incégnitas y cumplirse todas las
ecuaciones. Para establecer si la armadura es completa o impropiamente restringi-
da se debe tratar de determinar las reacciones en sus apoyos y las fuerzas en sus
elementos. Si todas se encuentran, la armadura es completamente restringida y de-
terminada.



Problemas

6.42 Una armadura para piso se carga en la forma que muestra la fi- 50 1b 500 1b 500 1b 375 Ib 250 Ib 250 Ib 12511,

gura. Determine la fuerza presente en los elementos CF, EF y EG.

6.43 Una armadura para piso se carga en la forma que muestra la fi-
gura. Determine la fuer/a presente en los elementos FI, HI y HJ.

6.44 Una armadura abovedada para techo se carga como indica la fi-

gura. Determine la fuerza presente en los elementos BD, BE y CE. Figura P6.42 y P6.43

6.45 Una armadura abovedada para techo se carga en la forma que
muestra la figura. Determine la fuerza presente en los elementos GJ, 1J e
IK.

6.46 Una armadura Pratt de cuerdas paralelas se carga como indica la
figura. Determine la fuerza presente en los elementos CE, DE y DF.

Am am- aim- -im- I @l by

1.5 kN

1.5 kX
1.3 kN '

0.5 in jjj

Figura P6.46 y P6.47

6.47 Una armadura Pratt de cuerdas paralelas se carga en la forma
que muestra la figura. Determine la fuerza presente en los elementos Gl, GJ

yH

6.48 Una armadura Howe tipio tijera para techo se carga como indica
la figura. Determine la fuerza presente en los elementos UF, DG y EG.

6.49 Una armadura Howve tipo tijera para techo se carga en la forma

gue muestra la figura. Determine la fuerza presente en los elementos GI, HI
y HJ, Figura P6.48 y P6.49
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Figura P6.55

6.50 Una armadura Fink para techo se carga como indica la figura.
Determine la fuerza presente en los elementos BD, CD y CE.

6.51 Una armadura Fink para techo se carga corno indica la figura.
Determine la fuerza presente en los elementos FH, FG y EG.

6.52 Una armadura para techo se carga en la forma que muestra la fi-
gura. Determine la fuerza presente en los elementos CE, DE y EF.

126t 12ft 12ft 12ft 12ft 12 ft

6.53 Una armadura para techo se carga como indica la figura. Deter-
mine la fuerza presente en los elementos GI, HI e 1J.

6.54 Unaarmadura para techo se carga en la forma que muestra la fi-
gura. Determine la fuer/a presente en los elementos FH, GJy GI.

6kips

de 3 ft, determine la fuerza presente en los elementos IK, JL yJAI.



6.56 Una armadura abovedada para techo se carga como indica la fi-
gura. Determine la fuerza presente en los elementos BE, CE y DF.

6.57 Una armadura abovedada para techo se carga como indica la fi-
gura. Determine la fuerza presente en los elementos HJ, 1)y GI.

*6.58 Una armadura arqueada para techo se carga como indica la fi-
gura. La longitud de todas las cuerdas exteriores, AC, CE,. .., y OQ, es de
1 my lade las almas AB, CD, EF, ...,y RQ es de 0.4 in. Determine la
fuerza presente en los elementos CE, CF y DF. (Sugerencia: Las cuerdas in-
teriores y exteriores en cada panel de la armadura no son paralelas.)

*6.59 Una armadura arqueada para techo se carga como indica la fi-
gura. La longitud de todas las cuerdas exteriores, AC, CE,. ..,y OQ, es de
1 my la de las almas AB, CD, EF, ...,y RQ es de 0.4 m. Determine la
fuerza presente en los elementos GI, GJ e 1J. (Sugerencia: Las cuerdas in-
teriores y exteriores en cada panel de la armadura no son paralelas.)

Figura P6.58 y P6.59

6.60 Para la armadura mostrada en la figura, determine la fuerza pre-

sente en los elementos DG y FH. (Sugerencia: Use la seccion aa.)

Figura P6.60 y P6.61

6.61 Para la armadura mostrada en la figura, determine la fuerza pre-
sente en los elementos 1L, GJ v HK. (Sugerencia: Comience con los pernos
I yJ y después use la seccion bh.)

6.62 Para la armadura mostrada en la figura, determine la fuerza pre-
sente en los elementos IK y HK. (Sugerencia: Use la seccién aa.)

6.63 Para la armadura mostrada en la figura, determine la fuerza pre-
sente en los elementos FI y EG. (Sugerencia: Use la seccion bh.)

Figura

P6.62 y P6.63

Problemas
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Figura P6.66

6.64 Los elementos diagonales del panel central de la armadura mos-
trada en la figura son muy ligeros y soélo pueden actuar en tension; estos ele-
mentos se conocen como contravientos. Determine la fuerza presente en los
elementos BD y CE y en el contraviento que actéia cuando P = 12 kN.

6.65 Resuelva el problema 6.64 cuando P = 6 kN.

6.66 y 6.67 1.0s elementos diagonales de los paneles situados al cen-
tro de la armadura que muestra la figura son muy ligeros y solamente pue-
den actuar en tension; estos elementos se conocen como contravientos. Pa-
ra las cargas mostradas, determine la fuerza presente en el elemento DE y
en los contravientos que estan actuando.

Figura P6.67

6.68 Los elementos diagonales CF y DE de la armadura que muestra
la figura son muy ligeros y solamente pueden actuar en tension; tales ele-
mentos son conocidos como contravientos. Determine la fuerza presente en
los elementos CF y DE y en el contraviento que actlia cuando P = 0.

Figura P6.68 y P6.69

6.69 Los elementos diagonales EH y FG de la armadura que muestra
la figura son muy ligeros y solamente pueden actuar en tension; tales ele-
mentos son conocidos como contravientos. Determine la fuerza presente en
los elementos EG y FH y en el contraviento que actda cuando P = 40 kN.



6.70 a 6,75 Clasifique las estructuras mostradas en cada figura como
completa, parcial o impropiamente restringidas; si la estructura es comple-
tamente restringida, clasifiquela como estaticamente determinada o indeter-
minada. (Todos los elementos pueden actuar tanto en tensiébn como en com-
presion.)

Figura P6.75

Problemas

g-i D
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Figura 6.20

ARMAZONES Y MAQUINAS

6.9. ESTRUCTURAS QUE CONTIENEN ELEMENTOS
SUJETOS A FUERZAS MULTIPLES

Bajo la denominacion de armaduras, bastidores o armazones se con-
sideran estructuras totalmente constituidas por pernos y elementos
rectos sujetos a la accién de dos fuerzas. Se sabia que las fuerzas que ac-
tuaban sobre los elementos estaban dirigidas a lo largo de los mismos.
Ahora se consideraran estructuras en las cuales por lo menos uno de los
elementos es un elemento sujeto a la accién defuerzas maltiples, esto
es, un elemento sobre el que acttan tres o més fuerzas. En general, di-
chas fuerzas no estaran dirigidas a lo largo de los elementos sobre los
cuales actuan; su direccion es desconociday, por tanto, se deben repre-
sentar por dos componentes desconocidas.

Los armazones y las maquinas son estructuras que contienen elemen-
tos sometidos a la accién de varias fuerzas. Los armazones estan disefia-
dos para soportar cargas y son estructuras estacionarias totalmente restrin-
gidas. Las méquinas estan disefiadas para transmitir y modificar fuerzas;
estas pueden 0 no ser estacionarias y siempre tendran partes moviles.

6.10. ANALISIS DE UN ARMAZON

Como un primer ejemplo del analisis de un armazén, se retomara el
ejemplo de una grda que soporta determinada carga W que ya fue des-
crito en la seccion 6.1 (figura 6.20a). El diagrama de cuerpo libre para
la estructura completa se muestra en la figura 6.20b. Este diagrama se
puede utilizar para determinar las fuerzas externas que actlan sobre la
estructura. Primero, al sumar momentos con respecto a A, se determi-
na la fuerza ejercida por el cable; entonces, si se suman componentes x
yy se determinan las componentes Ary A, de la reaccion en el pemo A

Con el fin de determinar las fuerzas internas que mantienen unidas
a las diversas partes del armazon, éste se debe desensamblar y dibujar un
diagrama de cuerpo libre para cada una de las partes que la constituyen
(figura 6.20c). Primero se deben considerar los elementos sometidos a la
accion de dos fuerzas. En este armazon, el elemento BE es el Gnico sobre
el que actlan dos fuerzas. Las fuerzas que actUan en cada uno de los ex-
tremos de este elemento deben tener la misma magnitud, la misma linea
de accidn y sentidos opuestos (seccion 4.6). Por tanto, dichas fuerzas es-
tan dirigidas a lo largo de BE y se representaran, respectivamente, por
F/i(;y - F BE. De modo arbitrario, se supondré que su sentido es como se
muestra en la figura 6.20c; después, el signo obtenido para la magnitud
comun Fbe de estas dos fuerzas confirmara o negara esta suposicion.

Enseguida se consideran los elementos sometidos a la accion de
varias fuerzas, los elementos sobre los que actiian tres o mas fuerzas.
De acuerdo con la tercera ley de Newvvton, la fuerza ejercida en B por
el elemento BE sobre el elemento AD debe ser igual y opuesta a la
fuerza F BK ejercida por AD sobre BE. En forma similar, la fuerza ejer-
cida en E por el elemento BE sobre el elemento CF debe ser igual y
opuesta a la fuerza — BE ejercida por CF sobre BE. Por tanto, las fuer-
zas que el elemento sometido a la accién de dos fuerzas BE ejerce so-
bre AD y CF son iguales, respectivamente, a — BE 'y F //; estas fuer-
zas tienen la misma magnitud FBE y sentidos opuestos y deben estar
dirigidas como se muestra en la figura 6.20c.

Dos elementos sometidos a la accion de varias fuerzas estan co-
nectados en C. Como no se conocen ni la magnitud ni la direccion de



las fuerzas que actuan en C, dichas fuerzas se representaran por sus
componentes x y y. Las componentes Cr y Cy de la fuerza que actia
sobre el elemento AD seran dirigidas de manera arbitraria hacia la de-
rechay hacia arriba. De acuerdo con la tercera ley de Newton, las fuer-
zas ejercidas por el elemento CF sobre AD vy las fuerzas ejercidas por
el elemento AD sobre CF son iguales y opuestas, las componentes de
la fuerza que actta sobre el elemento CF deben estar dirigidas hacia
la izquierda y hacia abajo; dichas componentes se representaran, res-
pectivamente, por —Cxy —Cy. Si la fuerza C* en realidad esta dirigi-
da hacia la derecha y la fuerza —Cvhacia la izquierda se determinara
después, a partir del signo de su magnitud comun Cv, un signo positi-
vo indicara que la suposicién hecha fue correcta y un signo negativo
indicara que la suposicion fue incorrecta. Los diagramas de cuerpo li-
bre de los elementos sujetos a la accion de fuerzas multiples muestran
las fuerzas externas que actian en A, DyF.1

Ahora se pueden determinar las fuerzas internas considerando el
diagrama de cuerpo libre de cualquiera de los dos elementos sometidos
ala accion de varias fuerzas. Por ejemplo, seleccionando el diagrama de
cuerpo libre correspondiente al elemento CF, se escriben las ecuacio-
nes2McC = 0, = 0y 2FV—Q0, las cuales proporcionan, respectiva-
mente, los valores de las magnitudes FBE, Cyy Cx. Estos valores se pue-
den comprobar verificando que el elemento AD también se encuentra
en equilibrio.

Se debe sefialar que en la figura 6.20 se supuso que los pernos for-
maban una parte integral de uno de los dos elementos que conectaban
dichos pernos y, por tanto, no fue necesario dibujar sus diagramas de
cuerpo libre. Esta suposicion siempre se puede utilizar para simplificar
el analisis de los armazones y las maquinas. Sin embargo, cuando un per-
no conecta atres 0 mas elementos, o cuando un perno conecta a un apo-
yoy ados o mas elementos o cuando se aplica una cargaen un perno de-
be tomarse una decision clara con relacion al elemento seleccionado al
cual se supondra que pertenece el perno. (Si son elementos sujetos a la
accion de fuerzas multiples se debe unir el perno a uno de dichos ele-
mentos.) Entonces, deben identificarse las diversas fuerzas ejercidas so-
bre el perno. Esto se ilustra en el problema resuelto 6.6.

6.11. ARMAZONES QUE DEJAN DE SER RIGIDOS CUANDO
SE SEPARAN DE SUS SOPORTES

La grua analizada en la seccién 6.10 estaba constnida de manera que
podia mantener la misma forma sin la ayuda de sus apoyos; por tanto, se
considero a la gria como un cuerpo rigido. Sin embargo, muchos arma-
zones o estructuras se colapsarian si se separan de sus apoyos; en conse-
cuencia, dichos armazones no pueden considerarse como cuerpos rigi-
dos. Por ejemplo, considere el armazén mostrado en la figura 6.21a, el
cual consta de dos elementos AC y CB que soportan, respectivamente,

'No es necesario utilizar un signo menos para distinguir a la fuerza ejercida por un ele-
mento sobre otro de fuerzaigual v opuesta ejercida por el segundo elemento sobre el prime-
ro, puesto que ambas fuerzas pertenecen a diferentes diagramas de cuerpo libre y, por tan-
to, no pueden confundirse facilmente. F,n los problemas resueltos se usa el mismo simbolo
para representar a fuerzas iguales y opuestas que estan aplicadas sobre distintos cuerpos li-
bres. Se debe sefialar que, bajo estas circunstancias, el signo obtenido para una componen-
te de fuerza dada no relaciona directamente el sentido de dicha componente con el sentido
del eje coordenado correspondiente. En lugar de esto, un signo positivo indica que el senti-
do supuesto para esa componente en el diagrama de cuerpo libre es correcto y un signo ne-
gativo indica que dicho sentido es incorrecto.
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Figura 6.21

a las cargas P y Q que actuian en los puntos medios de dichos elemen-
tos; los elementos estan soportados por pernos en Ay By. estan conec-
tados por medio de un perno en C. Este armazén no mantendra su for-
ma si se separa de sus apoyos; por tanto, se debe considerar que esta he-
cho de dos partes rigidas distintas AC y CB.

Las ecuaciones SF* = 0, E = 0v SM = 0 (con respecto a cual-
quier punto dado) expresan las condiciones paraelequilibrio de un cuer-
po rigido (capitulo 4); por tanto, deben utilizarse en conjunto con los dia-
gramas de cuerpo libre correspondientes a cuerpos rigidos, es decir, los
diagramas de cuerpo libre para los elementos AC y CB (figura 6.21/?).
Como los dos elementos en cuestidn estan sujetos a la accion de fuerzas
multiples, y se emplean pernos en los apoyos y en la conexién, cada una
de las reacciones en Ay B y las fuerzas en C se deben representar por
medio de dos componentes. De acuerdo con la tercera ley de Newton,
las componentes de la fuerza ejercida por CB sobre AC y las componen-
tes de lafuerza ejercida por AC sobre CB estar&n representadas por vec-
tores que tienen la misma magnitud y sentidos opuestos; por tanto, si el
primer par de componentes esta constituido por C* vC;/, el segundo es-
tara representado por —Cvy —C1tl. Se observa que actdan cuatro com-
ponentes de fuerzas desconocidas sobre el cuerpo libre AC, mientras
que s6lo pueden emplearse tres ecuaciones independientes para expre-
sar que dicho cuerpo esta en equilibrio; de manera similar, cuatro incog-
nitas estan asociadas con el cuerpo libre CB, pero s6lo se tienen tres
ecuaciones independientes. Sin embargo, s6lo estan involucradas seis in-
cognitas diferentes en el analisis de los dos elementos y, en conjunto, es-
tan disponibles seis ecuaciones para expresar que ambos elementos es-
tdn en equilibrio. Escribiendo 2M X/= 0 para el cuerpo libre AC y
2Mb = 0 para el cuerpo libre CB, se obtienen dos ecuaciones simulta-
neas que pueden resolverse para la magnitud comin Cx de las compo-
nentes Cxy —Cvy para la magnitud comin Ctl de las componentes C(
y ~C,r Enseguida se escribe = 0y 2Fy—0 para cada uno de los
dos cuerpos libres con el fin de obtener, sucesivamente, las magnitudes
A, A. Bry By_

Puesto que las fuerzas que acttan sobre el cuerpo libre AC satisfa-
cen las ecuaciones de equilibrio EF* = 0, 2FV= 0y 2M = 0 (con res-
pecto a cualquier punto dado) se satisfacen por las fuerzas que actlian
sobre el cuerpo libre AC y debido a que dichas ecuaciones también se
satisfacen por las fuerzas que acttian sobre el cuerpo libre CB, ahora se
puede observar que las tres ecuaciones de equilibrio también deben
cumplirse cuando se consideran simultaneamente las fuerzas que acttian
sobre los dos cuerpos libres. Como las fuerzas internas en C se cancelan
entre si, se concluye que las fuerzas externas mostradas en el diagrama
de cuerpo libre para el propio armazon ACB (figura 6.21c-) del>en satis-



a) b)
Figura 6.21 (repetida)

facer las ecuaciones de equilibrio, a pesar de que el armazon en anali-
sis no es un cuerpo rigido. Dichas ecuaciones se utilizan para determi-
nar algunas de las componentes de las reacciones en Ay fi. Sin embar-
go, también se concluye que no se pueden determinar por completo las
reacciones a partir del diagrama de cuerpo libre para el armazén com-
pleto. Por tanto, es necesario desensamblar el armazoén y considerar los
diagramas de cuerpo libre de las partes que lo constituyen (figura 6.21b),
aun cuando sélo se deseen determinar las reacciones externas. Lo ante-
rior se debe a que las ecuaciones de equilibrio obtenidas para el cuerpo
libre ACB son condiciones necesarias, pero no suficientes, para el equi-
librio de una estructura que no es rigida.

El método de solucién descrito en el segundo parrafo de la presen-
te seccidn involucrd ecuaciones simultaneas. A continuacion se presenta
un método maés eficiente, el cual utiliza tanto al cuerpo libre ACB como
alos cuerpos libres AC y CB. Si se escribe SAla = 0y SMB = 0 para el
cuerpo libre ACB, se obtienen Brjy Ar Escribiendo ;Me = 0, £EFA= 0
v2Fy = 0 parael cuerpo libre AC se obtienen, sucesivamente, Ax, Cxy
Cy. Por ultimo, al escribir 2F* = 0 para ACB, se obtiene Bx.

Se sefiald con anterioridad que el analisis del armazén de la figu-
ra6.21 involucra seis componentes de fuerzas desconocidas y seis ecua-
ciones de equilibrio independientes. (Las ecuaciones de equilibrio pa-
ra el armazén completo se obtuvieron a partir de las seis ecuaciones
originales y, por tanto, no son independientes.) Ademas, se corrobord
gue en realidad se podian determinar todas las incognitas y satisfacer
todas las ecuaciones. Por tanto, el armazon considerado es estaticamen-
te determinado y rigido.f En general, para determinar si una estructu-
ra es estaticamente determinada y rigida, se debe dibujar un diagrama
de cuerpo libre para cada una de las partes que la constituyen y con-
tar el nimero de reacciones y de fuerzas internas que estan involucra-
das. También se debe determinar el nimero de ecuaciones de equili-
brio independientes (excluyendo las ecuaciones que expresan el equi-
librio de la estructura completa o de grupos de partes componentes
gue ya se han analizado). Si hay méas incognitas que ecuaciones, la es-
tructura es estaticamente indeterminada. Si hay menos incégnitas que
ecuaciones, la estructura no es rigida. Si hay tantas incognitas como
ecuaciones y si se pueden determinar todas las incdgnitas y satisfacer
todas las ecuaciones bajo condiciones generales de carga, la estructura
es estaticamente determinada y rigida. Sin embargo, si debido a un
arreglo impropio de los elementos y apoyos no se pueden determinar
todas las incdgnitas ni satisfacer todas las ecuaciones, la estructura es
estaticamente indeterminada y no es rigida.

'La palabra rigido se usa para indicar que el armazén mantendra su forma mientras per-
manezca unido a sus apoyos.



PROBLEMA RESUELTO 6.4

En el armazon que se muestra en la figura, los elementos ACE y BCD es-
tdn conectados por medio de un perno en C y por el eslabon DE. Para la
condicién de carga mostrada, determine la fuerza en el eslabon DE y las com-
ponentes de la fuerza ejercida por los elementos BCD en C.

60 inrn 100 mm
HEM

Cuerpo libre: armazén completo. Como las reacciones externas in-
volucran soélo tres incognitas, se calculan dichas reacciones considerando el

160 mm diagrama de cuerpo libre para todo el armazén.
+t2Fy=20: Ay —480 N=0 Ay = +480 N\ =480 N]|
+iZMa = 0: -(480 N)(100 mm) B(160 mm) =0

B =+300 N B = 300 N—
-+>2FV= 0 B +Ar—0
300N+ Ar=20 A*= -300 N A. =300 N<-

Elementos. Ahora se desensambla el armazon. Como s6lo dos ele-

100 mm mentos estan conectados en C, las componentes de las fuerzas desconocidas

a =tan-i— =28.07° que actlian sobre ACE y BCD son, respectivamente, iguales y opuestas y se

supone que estan dirigidas como se muestra en la figura. Se supone que el

60 mm 100 mm eslabon DE esta en tension y ejerce fuerzas iguales v opuestas en D y E, las

300 N cuales estan dirigidas como muestra la figura.

Cuerpo libre: elemento BCD. Con el cuerpo libre BCD, se escribe

+)2MC = O
~(Fde Sen «)(230 mm) —(300 N)(80 mm) —(480 N)(100 mm) = 0
FDE= -561 N Ede =561 NC <

A2Fr=0: O* —Fdecosa + 300 N=10

Cx- (-561 N) cos 28.07° + 300 N =0 Cx= -795 N
+'1"2Fy = 0: Cy—Faesena —480 N=0

C, - (-561 N)sen28.07°- 480N =0 Cy= +216 N

A partir de los signos obtenidos para Cxy Cy se concluye que las componen-
tes de fuerza Cr y Cy ejercidas sobre el elemento BCD estan dirigidas, res-
pectivamente, hacia la izquierda y hacia arriba. Asi se tiene

Cx= 795 ,Cy =216 Nf <

Cuerpo libre: elemento ACE (comprobacion). Se comprueban los
calculos considerando el cuerpo libre ACE. Por ejemplo,

-

100 mm +*i2Ma = (Fde cos @)(300 mm) + [FDE sen a)(100 mm) - Cr(220 mm) E sa
= (-561 cos a)(300) + (-561 sen a)(100) - (-795)(220) =0
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PROBLEMA RESUELTO 6.5

Determine las componentes de las fuerzas que actlian sobre cada elemento
del armazén que se muestra en la figura.

Cuerpo libre: armazon completo. Como las reacciones externas in-
volucran solo tres incognitas, se calculan dichas reacciones considerando el
diagrama de cuerpo libre para el armazon completo.

+*2ME = 0 -(2400 N)(3.6 m) + F(4.8 m) =0
F= +I1800 N

+T2Fy= 0 -2 400 N+ 1800 N+ Ey=0
Ev= +600 N

-t»2Fr = 0O ET=0

Elementos. Ahora se desensambla el armazén: como sélo estan co-
nectados dos elementos en cada nodo, en la figura se muestran componen-
tes iguales y opuestos sobre cada elemento en cada nodo.

Cuerpo libre: elemento BCD

+1iZMii = 0: -(2400 N)(3.6m) + C,24tn)=0 Cv= +3600 N
+"i2MC = 0: —2400 N)(1.2m) + By24 m) =0 B, = +1200 N
-~mSF, = 0: ~BX+ Cx=10

Se observa que ni Bx ni Cx se obtienen considerando solo al elemento BCD.
Los valores positivos obtenidos para Bt'y Ctlindican que las componentes de
fuerza B,; y Cy estan dirigidas como se supuso.

Cuerpo Ubre: elemento ABE

+T2*fA=0: Bx(2.7m) =0
m>1FX= 0: +BX- Ax=0
+T2F¥ = 0: ~Ay + Bv+ 600 N=0
-Ay + 1200N+ 600 N=0

Cuerpo libre: elemento BCD. Ahora, regresando al elemento BCD
se escribe

»2F, = O -B, +Cr=0 0+ CX=o

Cuerpo libre: elemento ACF (comprobaciéon). Ahorayase han de-
terminado todas las componentes desconocidas; para comprobar los resulta-
dos se verifica que el elemento ACF esté en equilibrio.

+\2MC = (1800 N)(2.4 m) - Ay(2.4 m) - AX{2.7 m)
= (1800 N)(2.4 m) —(1 800 N)(2.4 m) —0 = 0 (queda comprobado)



PROBLEMA RESUELTO 6.6

Una fuerza horizontal de 600 Ib se aplica sobre el perno A del armazon
mostrado en la figura; determine las fuerzas que acttian sobre los dos ele-
mentos verticales del armazon.

SOLUCION

Cuerpo libre: armazén completo. Se selecciona al armazén com-
pleto en cuerpo libre; a pesar de que las reacciones involucran a cuatro in-
cognitas, se pueden determinar E;/ y F,yescribiendo

+]2Me = 0:  -{600 Ib)<10 ft) + Fy(6 ft) = 0

Fy = +1000 Ib FK= 1000 Ibf 4
+tSF,, = 0: Ey+ Fy=0
Ey=-1000 Ib Ev= 1000 Ib] 4

Elementos. Las ecuaciones de equilibrio para el armazén completo
no son suficientes para determinar Er y Fx. Ahora se deben considerar los
diagramas de cuerpo libre de los distintos elementos que constituyen al ar-
mazén para continuar con la solucién del problema. Al desensamblar el ar-
mazon, se supondra que el perno A esta unido al elemento sujeto a la accion
de varias fuerzas ACE vy, por tanto, que la fuerza de 600 Ib esta aplicada so-
bre dicho elemento. Ademas, también se debe sefialar que AB y CD son ele-
mentos sujetos a dos fuerzas.

Cuerpo libre: elemento ACE
+T2Fj, = 0 ~F A+ 4FCd- 10001Ib=0
+<]2Me = 0: -(600 Ib)(10 ft) - (-ifFabX10 ft) - (8FCD)(25ft) =0
Si se resuelven simultaneamente estas ecuaciones, se encuentra que
Fab = ~1040 Ib Fcl) = +1560 Ib 4

Ixis signos obtenidos indican que el sentido supuesto para FCd fue correcto
y que el sentido supuesto para FAB fue incorrecto. Ahora, sumando compo-
nentes X,
mU2FX= 0; 600 Ib + f (-1040 Ib) + §(+1560 Ib) + E, =0

Ex= —1080 Ib Er= 1080 lb<— 4

Cuerpo libre: armazén completo. Como ya se ha determinado E vse
puede regresar al diagrama de cuerpo libre para el armazén completoy escribir

=0 600 1b- 1080 Ib+ Fx=10
Fx= +480 Ib Fv=480II>» 4
Cuerpo libre: elemento BDF (comprobacion). Se pueden compro-
bar los calculos realizados verificando que las fuerzas que actlan sobre el
elemento BDF satisfacen la ecuacion EAIB = 0.
+1SMb = —(§ FCD)(2.5 ft) + (F*)(7.5 ft)
= -§(1560 Ib)(2.5 ft) + (480 Ib)(7.5 ft)
= —3600 Ib mft + 3600 Ib =ft = 0 (queda comprobado)

BM



RESOLUCION DE PROBLEMAS
EN FORMA INDEPENDIENTE

En esta leccidon se aprendi6 a analizar armazones que contienen uno o mas elemen-
tos sujetos a la accion de fuerzas multiples. En los problemas propuestos que apa-
recen a continuacion se pedira calcular las reacciones externas ejercidas sobre el
armazon y las fuerzas internas que mantienen unidos a sus elementos.

Cuando se resuelven problemas que involucran armazones que contienen uno o
mas elementos sujetos a la accion de fuerzas multiples, se deben seguir los siguien-
tes pasos:

1. Dibujar un diagrama de cuerpo libre del armazdn completo. Se usa este
diagrama de cuerpo libre para calcular, en la medida de lo posible, las reacciones
en los apoyos. (En el problema resuelto 6.6 sélo se pudieron encontrar dos de las
cuatro componentes de reaccion a partir del diagrama de cuerpo libre del armazén
completo.)

2. Desensamblar el armazon y dibujar un diagrama de cuerpo libre para
cada uno de sus elementos.

3. Considerar primero a los elementos sujetos a dosfuerzas, se apUcan fuer-
zas iguales y opuestas a cada uno de los elementos sujetos a dos fuerzas en los pun-
tos en que éstos se conectan a otro elemento. Si el elemento sujeto a dos fuerzas
es un elemento recto, dichas fuerzas estaran dirigidas a lo largo del eje del elemen-
to. Si en este momento no se puede decidir si un elemento esta en tension o en
compresion, se supone que el elemento esta en tension y se dirigen ambasfuerzas
haciafuera del elemento. Como estas fuerzas tienen la misma magnitud descono-
cida, a ambas se les da el mismo nombre y, para evitar cualquier confusién poste-
rior, No se usa un signo positivo 0 un signo negativo.

4. Después se consideran los elementos sujetos tifuerzas multiples. Para ca-
da uno de estos elementos, se muestran todas las fuerzas que actlian sobre el mis-
mo, incluyendo las cargas aplicadas, las reacciones y las fuerzas internas en las
conexiones. Se debe indicar la magnitud y direccién de cualquier reaccién o com-
ponente de reaccion que se encontré anteriormente a partir del diagrama de cuer-
po libre para el armazén completo.

a) Donde un elemento sujeto afuerzas multiples esta conectado a un ele-
mento sujeto a dosfuerzas, se debe aplicar al elemento sujeto a fuerzas multiples
una fuerza igual y opuesta ala fuerza dibujada en el diagrama de cuerpo libre corres-
pondiente al elemento sujeto a dos fuerzas, asignandole el mismo nombre.

b) Donde un elemento sujeto afuerzas maultiples esta conectado a otro
elemento sujeto afuerzas maltiples, se usan componentes horizontales y verti-
cales para representar a las fuerzas internas que actlan en ese punto, puesto que
ni la magnitud ni la direcciéon de dichas fuerzas es conocida. La direccién que se
selecciona para cada una de las dos componentes de fuerza ejercidas sobre el primer
elemento sujeto a fuerzas multiples es arbitraria, pero se deben aplicar componentes
defuerza iguales y opuestas representadas con el mismo nombre del otro elemento
sujeto a fuerzas multiples. No se debe usar un signo positivo o negativo.



5. Ahorase pueden determinar lasfuerzas internas, al igual que aquellas reac-
ciones que adn no se han determinado.

a) Eldiagrama de cuerpo libre de cada uno de los elementos sujetos a fuerzas
multiples puede proporcionar tres ecuaciones de equilibrio.

b) Para simplificar la solucién, se debe buscar una forma de escribir una
ecuaciéon que involucre a una sola incognita. Si se puede localizar un punto donde
se intersequen todas las componentes de fuerza desconocidas excepto una, se ob-
tendra una ecuacidn con una sola incégnita sumando momentos con respecto a di-
cho punto. Si todas las fuerzas desconocidas son paralelas excepto una, se obten-
dra una ecuacion con una sola incégnita si se suman componentes de fuerza en una
direccion perpendicular a la de las fuerzas paralelas.

c¢) Como la direcciéon de cada una de lasfuerzas desconocidas se selec-
ciond de manera arbitraria, no se puede determinar si la suposicion hecha fue
correcta hasta que se haya completado la solucion. Para llevar a cabo esto, se debe
considerar el signo del valor encontrado para cada una de las incégnitas; un signo
positivo significa que la direccién que se seleccioné fue correcta; un signo negativo
significa que la direccidn es opuesta a la direccidon que se supuso.

6. Para ser mas efectivo y eficiente a medida que se procede con la solucion,
se deben observar las siguientes reglas:

a) Sise puede encontrar una ecuacién que involucre a una sola incégni-
ta, se debe escribir esa ecuacion y resolverla para esa incognita. De inmediato se de-
be reemplazar esa incognitapor el valor que se encontré en cualquier lugar que apa-
rezca en los otros diagramas de cuerpo libre. Este proceso se debe repetir buscando
ecuaciones de equilibrio que involucren a uria sola incognita hasta que se hayan de-
terminado todas las fuerzas internas y todas las reacciones desconocidas.

b) Si no se puede encontrar una ecuaciéon que involucre a una sola in-
cognita, se tendra que resolver un par de ecuaciones simultaneas. Antes de llevar
a cabo esto, se debe verificar que se han mostrado los valores de todas las reac-
ciones que se obtuvieron a partir del diagrama de cuerpo libre para el armazén
completo.

c) El namero total de ecuaciones de equilibrio para el armazén completo y
para los elementos individuales serd mayor que el namero de fuerzas y reacciones
desconocidas. Una vez que se han encontrado todas las reacciones y todas las fuerzas
internas, se pueden emplear las ecuaciones que no se utilizaron para comprobar la
exactitud de los calculos realizados.



Problemas

6.76 Determine las componentes de todas las fuerzas que actlan so-
bre el elemento ABCD del ensamble que muestra la figura.

6.77 Para el armazén y la carga mostrados en la figura, determine la
fuerza que achia sobre el elemento ABC en a) B, b) C.

6.78 Para el armazon y la carga mostrados en la figura, determine las
componentes de todas las fuerzas que acttian sobre el elemento DECF.

6.79 Resuelva el problema 6.78 suponiendo que la carga de 480 N se
reemplaza por un par, en el mismo sentido que las manecillas del reloj, con
magnitud de 4(X) N m aplicado al elemento DECF en el punto F.

6.80 Un arocon radio de 8 in. esta unido mediante un pasador al pun-
to Ay se sostiene por medio de la barra BC, lacual se fija en el punto C con
un collarin que puede moverse a lo largo del aro. Para la posicién en que
6 = 35°, determine «) la fuerza presente en la barra BC, b) la reaccion en A

6.81 Resuelva el problema 6.80 cuando 0 = —20°.

6.82 Parael armazon y la carga mostrados en la figura, determine las
componentes de todas las fuerzas que actdan sobre el elemento ABCD.

6.83 Resuelva el problema 6.82 suponiendo que la carga de 180 N se

reemplaza por un par de 60 N *mde magnitud, el cual actta en el mismo sen-
tido que las manecillas del reloj y se aplica sobre el elemento CEF en el pun-
toF.

174 in->-|-»-4 in.—I2 »]2»|
in. Zin.

Figura P6.76
6
10
Figura P6.77
(0
n
Figura P6.80
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Figura P6.88

6.84 Determine las componentes de las reacciones en Ay £ cuando se
aplica una fuerza de 24 Ib dirigida verticalmente hacia abajo en a) B, b) D.

6.85 Determine las componentes de las reacciones en Ay E cuando se
aplica una fuerza de 320 N dirigida verticalmente hacia abajo en a) B, b) D.

6.86 Determino las componentes de las reacciones en Ay E si el ar-
mazon esta cargado con un par de 192 Ib «in. de magnitud, el cual act(ia en
sentido contrario al de las manecillas del reloj y se aplica en a) B, b) D.

Figura P6.85y P6.87

6.87 Determine las componentes de las reacciones en Ay £ si el ar-
mazon esta cargado con un par de 120 N em de magnitud, el cual actla en
sentido contrario al de las manecillas del reloj y se aplica en a) B, a) D.

6.88 Si se aplica sobre el armazén un par que actda en el mismo senti-
do que las manecillas del reloj y tiene magnitud de 180 Ib «ft, determine to-
das las fuerzas ejercidas sobre el elemento Al en a) el punto D, b) el punto E.

6.89 Lacargade 120 N que se muestra en la figura puede moverse a
lo largo de su linea de accién y, por tanto, aplicarse en A, b 0 E. Determi-
ne las componentes de las reacciones en B y F si la carga de 120 N se apli-
caena) A b) D c)E.

6.90 Lacargade 120 N se eliminay un par de 48 N *m que actla en
el mismo sentido que las manecillas del reloj se aplica, sucesivamente, en A,
D y E. Determine las componentes de las reacciones en B y F cuando el par
se aplicaen a) A, b) D, c¢) E.

6.91 a) Muestre que cuando un armazon sostiene una polea en A, la
carga equivalente del armazon y de cada una de las partes que lo constitu-
yen puede obtenerse quitando la polea y aplicando en A dos fuerzas iguales
y paralelas a las fiier/as que ejerce el cable sobre la polea, b) Muestre que
si uno de los extremos del cable se fija al armazon en el punto B, también
debe aplicarse en B una fuerza de magnitud igual a la tensién presente en
el cable.

b)
Figura P6.91



6.92 Dos tubos de 10 in. de didmetro (tubo 1y tubo 2) se sostienen
cada 10 ft mediante un armazon pequefio como el que se muestra en la fi-
gura. Si la masa combinada por unidad de longitud de cada tubo y su conte-
nido es de 22 Ib/ft y se suponen superficies sin friccion, determine las com-
ponentes de las reacciones en Ay £ cuando a = 0.

6.93 Resuelva el problema 6.92 cuandoa = 14 in.

6.94 Si la polea mostrada en la figura tiene un radio de 60 mm, de-
termine las componentes de las reacciones en Ay E.

6.95 Si la polea que muestra la figura tiene un radio de 75 mm, de-
termine las componentes de las reacciones en Ay B.

6.96 El tractor y las unidades transportadoras mostradas en la figura
se conectan mediante un perno vertical localizado 60 in. detras de las rue-
das del tractor, y la distancia desde C hasta D es de 30 in. El centro de gra-
vedad del tractor de 50 kips esta localizado en G,,,, mientras que los centros
de gravedad de la unidad transportadora de 18 kips y de la carga de 16 kips
se localizan, respectivamente, en Gcy G;. Si el tractor esta en reposo sin apli-
car sus frenos, determine a) las reacciones en cada una de las cuatro niedas,
b) las fuerzas ejercidas sobre el tractor en Cy D.

Figura P6.96

6.97 Resuelva el problema 6.96 suponiendo que se elimina la carga de

16 kips.

Figura P6.92

Figura P6.95

r=5in.

Problemas

327

240\



328

Andlisis de estructuras

6.98 Para el armazén y la carga mostrados en la figura, determine les-
componentes de todas las fuerzas que actdan sobre el elemento ABD.

Dimensiones en mm
Figura P6.98

6.99 Para el armazény la carga mostrados en la figura, determine las
componentes de todas las fuerzas que acttian sobre el elemento GBEH.

Dimensiones en nitn

Figura P6.99

6.100 Para el armazon y la carga mostrados en la figura, determine las
componentes de las fuerzas que actiian sobre el elemento ABC en By C.



1

6.101 Parael armazon y la carga mostrados en la figura, determine las
componentes de las fuerzas que actdan sobre el elemento ABC en B y C.

Figura P6.101

6.102 Una mujer do 56 kg se para en el punto C de la escalera plega-
ble mostrada en la figura. La mitad del peso de la mujer es soportado por
las patas que se observan en la vista lateral. Determine las componentes de
la fuerza ejercida en E sobre la pata BE suponiendo que el borde inferior
de cada pata no es paralelo al piso, por lo que se produce rodamiento en los
puntos Ay B. No torne en cuenta la masa de la escalera, y suponga que el
piso esta libre de friccion.

6.103 Una mujer de 56 kg se para en el punto C de la escalera plega-
ble mostrada en la figura. La mitad del peso de la mujer es soportado por
las patas que se observan en la vista lateral. El borde inferior de cada pata
no es paralelo al piso, por lo que puede producirse rodamiento de cuatro for-
mas. en AyB,en AyB', en A'yB, oen A" yB'. No tome en cuenta la ma-
sa de la escaleray suponga que el piso esté libre de friccion para determinar
a) la combinacién de puntos de rodamiento para la que la fuerza en el ele-
mento FG es méaxima, b) el valor correspondiente de la fuerza en FG.

6.104 El eje del arco ABC con tres articulaciones es una parabola con
vérticeen B. Si F = 14 kipsy Q = 21 kips, determine a) las componentes de
la reaccion en A, b) las componentes de la fuerza ejercida sobre el segmen-
to AB en B.

6.105 El eje del arco ABC con tres articulaciones es una pardbola con
vértice en B. Si F = 21 kipsy Q = 14 kips, determine a) las componentes de
la reacciéon en A, b) las componentes de la fuerza ejercida sobre el segmen-
to AB en B.

6.106 Para el armazon y la carga mostrados en la figura, determine
a) la reaccién en D, b) la fuerza en elemento BF, si P = 411 by Q = 0.

6.107 Para el armazédn y la carga mostrados en la figura, determine
a) lareaccion en D, b) la fuerza en elemento BF, si P =0y Q = 274 Ib.
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Figura P6.108

Figura P6.110

6.108 Dos elementos paralelos, ABC y DEF, se colocan entre dos pa-
redes y se conectan mediante el eslabon BE. Sin considerar la friccion entre
los elementos y las paredes, determine el rango de valores de la distancia a
para los cuales puede soportarse la carga P.

6.109 a 6.111 El armazon que se muestra en la figura consta de los
elementos ABCD y EFGH, y de dos eslabones que conectan dichos elemen-
tos. Para la carga dada, determine la fuerza presente en cada eslabon.

800 N
Figura P6.109

Figura P6.111

6.112 Los elementos ABC y CDF, se articulan en el punto C y se sos-
tienen mediante los cuatro eslabones AF, BG, GD y EH. Para la carga mos-
trada, determine la fuerza presente en cada eslabon.

6.113 Tres vigas de madera, cada una con longitud de 3a, se clavan
entre si para formar el sistema de soporte mostrado en la figura. Suponien-
do que en las conexiones solo se ejercen fuerzas verticales, determine las
reacciones verticalesen A DyF.

Figura P6.113



6.114 Cuatro vigas de madera, cada una con longitud de 2a, se clavan Problemas 331
entre si en sus puntos medios para formar el sistema de soporte mostrado
en la figura. Si en las conexiones s6lo se ejercen fuerzas verticales, determi-
ne las reacciones verticalesen A, D, Ey H.

Figura P6.114

6.115 a 6.117 Cada uno de los armazones que se muestran en la fi-
gura consta de dos elementos en forma de L conectados mediante dos esla-
bones rigidos. Para cada armazdn, determine las reacciones en los apoyos e
indique si es o no rigido.

Figura P6.115

Figura P6.116

-a»k 2am

a)
Figura P6.117
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Fotografia 6.5 La lampara que se muestra
puede colocarse en muchas posiciones. La
fuerza en sus resortes y las fuerzas internas en
sus nodos se pueden determinar mediante la
consideracion de varios cuerpos libres.

Figura 6.24

6.12. MAQUINAS

Las maquinas son estructuras disefiadas para transmitir y modificar
fuerzas. No importa si éstas son herramientas simples o incluyen me-
canismos complicados, su propésito principal es transformar fuerzas de
entrada enfuerzas de salida. Por ejemplo, considere unas pinzas de
corte que se emplean para cortar un alambre (figura 6.22a). Si se apli-
can dos fuerzas iguales y opuestas P y —P sobre sus mangos, éstas ejer-
ceran dos fuerzas iguales y opuestas Q y —Q sobre el alambre (figura
6.22/7).

Figura 6.22

Para determinar la magnitud Q de las fuerzas de salida cuando se
conoce la magnitud P de las fuerzas de entrada (o a la inversa, para de-
terminar P cuando se conoce Q), se dibuja un diagrama de cuerpo libre
de las pinzas por sis6las, mostrando las fuerzas de entrada Py -P vy las
reacciones -Q y Q que el alambre ejerce sobre las pinzas (figura 6.23).

Figura 6.23

Sin embargo, como las pinzas forman una estructura que no es rigida, se
debe utilizar una de las partes que la constituyen como un cuerpo libre
para poder determinar las fuerzas desconocidas. Por ejemplo, en la fi-
gura 6.24a, si se toman momentos con respecto a A, se obtiene la rela-
cion Pa = Qb, lacual define a la magnitud de Q en términos de Po ala
magnitud de P en términos de Q. Se puede emplear el mismo diagrama
de cuerpo libre para determinar las componentes de la fuerza interna en
A; de esta forma, se encuentraque Ax= 0yA¥= P + Q.

En el caso de maquinas mas complejas, es necesario utilizar varios
diagramas de cuerpo libre y, posiblemente, se tendran que resolver
ecuaciones simultaneas que involucren fuerzas multiples internas. Los
cuerpos libres se deben seleccionar de manera que incluyan a las fuer-
zas de entrada y a las reacciones de las fuerzas de salida, v el nimero
total de componentes de fuerzas desconocidas involucradas no debe
ser mayor que el nimero de ecuaciones independientes que estan dis-
ponibles. Antes de tratar de resolver un problema, es recomendable
conocer si la estructura considerada es determinada o no. Sin embar-
go, no tiene caso discutir la rigidez de una maquina puesto que ésta
incluye partes moéviles y por ende, no debe ser rigida.



PROBLEMA RESUELTO 6.7

Un elevador hidraulico se emplea para levantar una caja de
1 000 kg. El elevador consta de una plataformay dos eslabo-
nes idénticos sobre los cuales los cilindros hidraulicos ejercen
fuerzas iguales. (En la figura solo se muestra uno de los cilin-
dros y uno de los eslabones.) Cada uno de los elementos EDB
y CG tienen una longitud de 2a y el elemento AD esta suje-
to con un pemo en el punto medio de EDB. Si la caja se co-
loca sobre la plataforma de modo que la mitad de su peso sea
soportado por el sistema que se muestra, determine la fuer-
zaejercida por cada cilindro para levantar la caja cuando 6 =
60°, a = 0.70 my L = 3.20 m. Demuestre que el resultado
obtenido es independiente de la distancia d.

SOLUCION

La maquina en consideracion consta de la plataforma y del
eslabon. Su diagrama de cuerpo libre incluye una fuerza de
entrada F oh ejercida por el cilindro, al peso |W, y a reaccio-
nes en E y G, cuyas direcciones se muestran en la figura. Co-
mo estan involucradas mas de tres incégnitas, no se utilizara
este diagrama de cuerpo libre. Se desensambla el mecanismo
y se dibuja un diagrama de cuerpo libre para cada una de las
partes que lo constituyen. Se observa que AD, BC y CG son
elementos sujetos a dos fuerzas. Ya se supuso que el elemen-
to CG est4 en compresién; ahora se supone que los elemen-
tos AD y BC estén en tension y las fuerzas ejercidas sobre
éstos se dirigen como se muestra en la figura. Se utilizaran
vectores iguales v opuestos para representar las fuerzas ejer-
cidas por los elementos sujetos a dos fuerzas sobre la plata-
forma, sobre el elemento BDE y sobre el rodillo C.

HSSH

JO



Cuerpo libre: plataforma ABC.

-+>2FX= 0 Fad cos 9 =0 Fad =0
+T2F, =0 B+C-\W=0 B+C=jw (1)

Cuerpo libre: rodillo C. Se dibuja un triangulo de fuerzas y se ob-
tiene Fac = C cot 9.

v 7r Fv

Cuerpo libre: elemento BDE. Recordando que FAD= 0,

+"i2Me = 0: Foli cos ($£—90°)a —B(2a cos 0) —FBC(2a sen 9) = 0
Fuua sen $>—B(2a cos 9) —(C cot 9)(2a sen 9) =0
FCHsen &—2(B + C) cos 6=0

Recordando la ecuacién (1), se tiene que

cos 9
™ =
F™, Wsen & 2
y se observa que el resultado obtenido es independienle de d. A

Primero se aplica la ley de los senos al tridngulo EDH, se escribe

sen<$ _ sen8

. EH
EH - DH sen ¢ ot sen 9 3)

Ahora, con la ley de los cosenos se tiene que

(DH)2=a2+ L2- 2aL cos 9
= (0.70)2 + (3.20)2 - 2(0.70)(3.20) cos 60°
(DH)2 = 8.49 DH =291 m

También se observa que
W = mg = (1 000 kg)(9.81 nv¥s2) = 9810 N = 981 kN

Sustituyendo en (2) el valor de sen $>obtenido en (3) y con los datos numéri-
cos, se escribe

Fdh=W M ~ e_ (981 k N2~ cot60°
EH 320 m

Fan = 5.15 kN <



RESOLUCION DE PROBLEMAS
EN FORMA INDEPENDIENTE

Esta leccion estuvo dedicada al analisis de maquinas. Como éstas estan disefiadas para trans-
mitir o modificar fuerzas, siempre contienen partes méviles. Sin embargo, las maquinas que
se consideraran aqui siempre estaran en reposo y se estara trabajando con el conjunto de
fuerzas requeridas para mantener el equilibrio de la maquina.

Las fuerzas conocidas que acttian sobre una méaquina reciben el nombre defuerzas de en-
trada. Una maquina transforma lasfuerzas de entrada en fuerzas de salida, como las fuer-
zas de corte aplicadas por las pinzas de la figura 6.22. es fuerzas de salida se determinan
encontrando las fuerzas iguales v opuestas a las fuerzas de salida que se deben aplicar so-
bre la maqguina para mantener su equilibrio.

En la leccién previa se analizaron armazones; ahora se utilizara casi el mismo procedimiento
para analizar maquinas:

1. Dibujar un diagrama de cuerpo libre de la maquina completa y utilizarlo para
determinar tantas fuerzas desconocidas ejercidas sobre la maquina como sea posible.

2. Desensamblar la maquina y dibujar uti diagrama de cuerpo libre para cada uno
de los elementos que la constituyen.

3. Considere primero a los elementos sujetos a dos fuerzas, se aplican fuerzas igua-
les y opuestas a cada uno de los elementos sujetos a dos fuerzas en aquellos puntos donde
éstos se conectan a otros elementos. Si en este momento no se puede establecer si el ele-
mento esta en tensién o en compresion, solo se supone que el elemento esta en tension y
se dirigen ambas fuerzas hacia afuera del elemento. Como estas fuerzas tienen la misma
magnitud desconocida, a ambas se les asigna el mismo nombre.

4. Después se consideran los elementos sujetos a fuerzas multiples. Para cada uno
de estos elementos se deben mostrar todas las fuerzas que acttan sobre el mismo, incluyendo
cargas Yy fuerzas aplicadas, reacciones y fuerzas internas en las conexiones.

a) Donde un elemento sujeto a fuerzas multiples estd conectado a un elemento
sujeto a dosfuerzas, se aplica a aquella fuerza igual y opuesta a la fuerza dibujada en el
diagrama de cuerpo libre de éste, asignandole el mismo nombre.

b) Donde un elemento sujeto afuerzas multiples estd conectado a otro elemen-
to sujeto afuerzas maltiples, se usan componentes horizontales y verticales para repre-
sentar a las fuerzas internas en dicho punto. Las direcciones que se seleccionan para cada
una de las dos componentes de fuerza ejercidas sobre el primer elemento sujeto a fuerzas
multiples son arbitrarias, pero se deben aplicar componentes defuerza iguales y opuestas y
con el mismo nombre al otro elemento.

5. Se pueden escribir ecuaciones de equilibrio después de que se han terminado los
diagramas de cuerpo libre.

a) Para simplificar la solucion, siempre que sea posible se deben escribir y resolver
ecuaciones de equilibrio que involucren a una sola incognita.

b) Como la direccion de cada una de lasfuerzas desconocidas se seleccion¢ de
manera arbitraria, al final de la solucién se debe determinar si la suposicion fue correcta
0 no. Para esto se considera el signo del valor encontrado para cada una de las incognitas.
Un signo positivo indica que la suposicién fue correcta y un signo negativo indica que la su-
posicion fiie incorrecta.

6. Por dltimo, se debe verificar la solucidon sustituyendo los resultados obtenidos en
una ecuacion de equilibrio que no se haya utilizado previamente.



Figura P6.118 y P6.119
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6.118 La guillotina que muestra la figura se usa para cortar laminas
para tarjetas de circuitos electrénicos. Si P = 400 N, determine a) la com-
ponente vertical de la fuerza ejercida sobre la cuchilla de corte en , b) la
reaccion en C.

6.119 La guillotina mostrada en la figura se usa para cortar laminas
para tarjetas de circuitos electronicos. Sin tomar en cuenta el espesor de la
cuchilla de corte, y sabiendo que se requiere una fuerza cortante vertical de
3 kN sobre E para cortar la ldmina, determine a) la magnitud de la fuerza P
aplicada, b) la reaccion en C.

6.120 La prensa que muestra la figura se utiliza para grabar un sello
pequefio en E. Si P = 250 N, determine a) la componente vertical de la fuer-
za ejercida sobre el sello, b) la reaccion en A

Figura P6.120y P6.121

6.121 La prensa que se muestra en la figura se utiliza para grabar
un sello pequefio en E. Si la componente vertical de la fuerza ejercida sobre
el sello debe ser de 900 N, detennine a) la fuerza vertical P requerida, b) la
reaccion correspondiente en A

6.122 La varilla de control CE pasa a través de un orificio horizontal
perforado en el cuerpo de la mordaza acodada que muestra la figura. Deter-
mine a) la fuerza Q requerida para mantener la mordaza en equilibrio, b) la
fuerza correspondiente en el eslab6n BD.



6.123 El mecanismo de candado de doble mordaza acodada que mues-
tra la figura se utiliza para mantener al elemento G contra el apoyo. Si
a - 60°, determine la fuerza ejercida sobre G.

6.124 El mecanismo de candado de doble mordaza acodada que mues-
tra la figura se utiliza para mantener al elemento G contra el apoyo. Si
a = 75° determine la fuerza ejercida sobre G.

6.125 El mecanismo de doble rétula que muestra la figura se usa en
una maguina sacabocados. Si los eslabones AB y BC tienen longitud de 6 in.
cada uno, determine el par M necesario para mantener al sistema en equi-
librio cuando $>= 20°.

180 11y
Figura P6.125y P6.126

6.126 El mecanismo de doble rétula mostrado en la figura se usa en
una maguina sacabocados. Si los eslabones AB y BC tienen longitud de 6 in.
cada unoy M = 660 Ib =in., determine el angulo d>cuando el sistema se en-
cuentra en equilibrio.

6.127 Unafuerza P de 160 N de magnitud se aplica sobre el desliza-
dor del mecanismo motriz de cuatro barras que muestra la figura. Para cada
una de las posiciones dadas, determine el par M necesario para mantener el
equilibrio del sistema.

a)
Figura P6.127 y P6.128

6.128 Un par M de 6 N *m de magnitud se aplica sobre el eslabon

de entrada del mecanismo motriz de cuatro barras que muestra la figura. Pa-
ra cada una de las posiciones dadas, determine la fuerza P necesaria para
mantener el equilibrio del sistema.

Figura P6.123 y P6.124
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6.129 El brazo BCD se conecta mediante pernos a un collarin en Cy
a la manivela AB en B. Sin tomar en cuenta el efecto de la friccion, deter-
mine el par M necesario para mantener al sistema en equilibrio cuando 0 = 0.

338 Andlisis de estructuras

6.130 El brazo BCD se conecta mediante pernos a un collarin en Cy
a la manivela AB en B. Sin tomar en cuenta el efecto de la friccion, deter-
mine el pai- M necesario para mantener al sistema en equilibrio cuando
9 = 45°,

6.131 y 6.132 Dos barras se conectan mediante un bloque deslizan-
te como se muestra en la figura. Sin tomar en cuenta el efecto de la friccion,
determine el par MAnecesario para mantener al sistema en equilibrio.

Figura P6.131 Figura P6.132

6.133y 6.134 Labarra CD esta unida al collarin D y pasa a través de
un collarin soldado en el extremo B de la palanca AB. Sin tomar en cuenta
el efecto de la fricciéon, determine el par M necesario para mantener al sis-
tema en equilibrio cuando 0 = 30°.

Figura P6.133



6.135 Un barril pequefio con peso de 250 Ib es levantado mediante
un par de tenazas como indica la figura. Si a = 5 in., determine las fuerzas
ejercidas sobre la tenaza ABD en B y D.

H 18 in. H
Figura P6.135

6.136 Las tenazas que se muestran en la figura se usan para aplicar
una fuerza total de 45 kN hacia arriba en la tapa de una tuberia. Determine
las fuerzas ejercidas en D y F sobre la tenaza ADF.

6.137 El transportador de plataformas que se muestra en la figura se
usa para jalar una plataforma cargada a la parte trasera de un camion. Si
P = 21 kN, determine las fuerzas ejercidas en Gy ji sobre la tenaza FGH.

160 mui

160 mm

Figura P6.137

6.138 El transportador de tambores que se muestra en la figura se usa
para levantar un tambor de acero. Si el poso del tambor y su contenido es
de 110 Ib, determine las fuerzas ejercidas en Fy H sobre el elemento DFH.

6.139 Un cilindro hidraulico operado manualmente fue disefiado pa-
ra utilizarse en sitios donde el espacio es muy limitado. Determine la mag-
nitud de la fuerza ejercida sobre el piston instalado en D cuando se aplican
dos fuerzas de 90 Ib como indica la figura.

90 Ib

Figura P6.139 90 li>

Figura P6.136

Figura P6.138

Problemas
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6.140 La herramienta mostrada en la figura se utiliza para apretar ter-
minales sobre alambres eléctricos. Si un trabajador aplica fuerzas de magni-
tud P = 135 N a los mangos, determine la magnitud de las fuerzas de suje-
cién que se ejercen sobre la terminal.

Dimensiones en mm
Figura P6.140
6.141 Las tijeras podadoras de palanca compuesta que se muestran en
la figura pueden ajustarse mediante el pemo A en varias posiciones de trin-
quete sobre la cuchilla ACE. Si se necesitan fuerzas verticales de 1.5 kN pa-
racompletar el corte de una rama pequefia, determine la magnitud P de las

fuerzas que deben aplicarse sobre los mangos de las tijeras cuando éstas se
ajustan como indica la figura.

10

Figura P6.141

6.142 Una abrazadera de sujecion en C es usada para prensar dos pla-
cas de acero doj in. Determine la magnitud de las fuerzas de sujecion pro-
ducidas cuando se aplican dos fuerzas de 30 Ib, como indica la figura.

30 Ib

0.3 in.

30 Ib

6.143 Determine la fuerza P que debe ser aplicada la conexion articu-
lada BCD para mantener el equilibrio en la posicién indicada por la figura.



6.144 En laposicion cerrada que muestra la figura, la abrazadera ac6- Problemas
dada ejerce en A una fuerza vertical de 270 Ib sobre el bloque de madera,
el mango CF descansa contra el tope situado en G. Determine la fuerza
necesaria para liberar la abrazadera. (Sugerencia-. Para liberar la abrazadera,
las fuerzas de contacto en G deben ser cero.)

110 mm =
0 mm 40 mm 28 mm

Figura P6.145
Figura P6.144

6.145 El cortador de huesos mostrado en la figura se utiliza en pro-
cedimientos quirdrgicos para cortar huesos pequefios. Determine la magni-
tud de las fuerzas ejercidas sobre el hueso colocado en E cuando se aplican
dos fuerzas de 100 N como indica la figura.

6.146 Para cortar una pequefia rama colocada en F se usan tijeras po-
dadoras, los mangos AD y BE pivotean respecto al pemo B y la cuchilla AC
pivotea respecto al pemo fijo A, mientras que el perno C puede deslizarse
libremente en la ranura del mango BE. Determine la magnitud de las fuer-
zas ejercidas sobre la rama cuando se aplican dos fuerzas de 250 N a los man-
gos, segun muestra la figura.

6.147 El brazo de extension telescdpica ABC se emplea para elevar a
un trabajador hasta una altura situada por encima de alambres telefénicos v
eléctricos. Para la extension que muestra la figura, el centro de gravedad del
brazo de 1400 Ib se localiza en el punto G. El trabajador, la cubeta y el equi-
po unido a ésta pesan 450 Ib y tienen un centro de gravedad combinado en
C. Determine la fuerza ejercida en B por el cilindro hidraulico BD cuando  piqura P6 147
0= 35°
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342  Andlisis de estructuras 6.148 La posicion del carrete DE perteneciente a una grUa esta par-
cialmente controlada por medio de dos sistemas idénticos de eslabén y cilin-
dro hidraulico, de los cuales sélo se muestra uno. El carrete contiene un ro-
llo de 3 000 Ib de cable eléctrico en la posicion indicada. Si la carga soportada
por el sistema que se muestra en la figura es de 1500 Ib, determine a) la
fuerza ejercida por el cilindro hidraulico en el punto G, b) las componentes
de la fuerza ejercida sobre el elemento BCF en el punto C.

Figura P6.148

6.149 El brazo de extension telescépica ABC es empleado para levan-
tar una plataforma con trabajadores de la construccién. La masa conjunta de
los trabajadores y la plataforma es de 240 kg y su centro de gravedad com-
puesto se localiza directamente por encima de C. Para la posicién en que
0 = 24°, determine a) la fuerza ejercida en B por el cilindro hidraulico BD,
b) la fuerza ejercida sobre el carro de apoyo en A

6.150 Una dala de concreto de 500 kg se sostiene mediante una ca-
dena v un arnés, los cuales estan unidos al cubo situado en el extremo fron-
tal de la retroexcavadora que muestra la figura. La accién del cubo es con-
trolada por dos mecanismos idénticos, de los cuales sélo se muestra uno. Si
este mecanismo soporta la mitad de los 500 kg de la dala, determine la fuer-
za presente en a) el cilindro CD, b) el cilindro FH.

0.6m
Figura P6.149

Dimensiones en mm
Figura P6.150

6.151 En el sistema planetario de engranes mostrado en la figura, el ra-
dio del engrane central Aesa = 24 mm, el radio de cada engrane planetario es
b, vel radio del engrane exterior E es (a + 2b). Se aplica un par de magnitud
Ma = 15 N mmen el mismo sentido que las manecillas del reloj sobre el engra-
ne central A, y se aplica un par de magnitud Ms = 75 N *men un sentido con-
trario al de las manecillas del reloj sobre el brazo BCD. Si el sistema esta en
F. equilibrio, determine «) el radio b que deben tener los engranes planetarios,
Figura P6.151 b) la magnitud del par M£ que debe aplicarse sobre el engrane exterior E.



6.152 1/)s engranes AyU se fijan rigidamente a los ejes horizontales

gue se sostienen mediante cojinetes sin friccion. Determine a) el par MO que
debe aplicarse al eje DEF para mantener el equilibrio, b) las reacciones en
Cy H.

*6.153 Dos ejes ACy CF, los cuales estan contenidos en el plano ver-
tical xtj, se conectan mediante una junta universal instalada en C. Los coji-
netes puestos en B y D no ejercen ninguna fuerza axial. Un par con magni-
tud de 50 N *m (que acttia en el sentido de las manecillas del reloj cuando
se ve desde el eje positivo x) se aplica sobre el eje CF en F. En el instante
gue el brazo de la pieza transversal unida al eje CF queda en posicion hori-
zontal, determine «) la magnitud del par que debe aplicarse al eje AC en A
para mantener el equilibrio, b) las reacciones en B, D y E. (Sugerencia: La
suma de los pares ejercidos sobre la pieza transversal debe ser igual a cero.)

Figura P6.153

*6.154 Resuelva el problema 6.153 suponiendo que el brazo de la pie-
za transversal unida al eje CF esta en posicion vertical.

*6.155 Las tenazas mecanicas de gran tamafio que muestra la figura
se emplean para asir una placa gruesa de metal HJ de 1500 Ib. Si no existe
deslizamiento entre los asideros de las tenazas y la placa en H yJ, determi-
no las componentes de todas las fuerzas que actdan sobre el elemento EFH.
(Sugerencia: Considere la simetria de las tenazas para establecer las relacio-
nes que hay entre las componentes de la fuerza que actta sobre EFH en E
y las componentes de la fuerza aplicada sobre CDF en D.)

2.5in

Figura P6.152

Figura P6.155

1-2 fH
r—2.6 ft-*
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Andlisis de armaduras

Armaduras simples

Método de los nodos

REPASO Y RESUMEN
DEL CAPITULO 6

En este capitulo se aprendi6 a determinar lasfuerzas internas que
mantienen unidas a las distintas partes de una estructura.

La primera mitad del capitulo estuvo dedicada al andlisis de ar-
maduras, es decir, el analisis de estructuras constituidas porelemen-
tos rectos que estan conectados Unicamente en sus extremos. Como
los elementos son delgados e incapaces de soportar cargas laterales,
todas las cargas deben estar aplicadas en las uniones o nodos; por
tanto, una armadura esta constituida por pernos y por elementos su-

jetos a dosfuerzas [seccion 6.2],

Se dice que una armadura es rigida si esta disefiada de modo
que no se deformara mucho o se colapsara bajo laaccion de unacar-
ga pequefa. Una armadura triangular constituida por tres elemen-
tos conectados en tres nodos es una armadura rigida (figura 6.25a).
De la misma forma, también sera una armadura rigida la que se
obtiene agregandole a dicha armadura triangular dos nuevos ele-
mentos y conectandolos en un nuevo nodo (figura 6.25h). Las arma-
duras que se obtienen repitiendo este procedimiento reciben el
nombre de armaduras simples. Se puede comprobar que en una ar-
madura simple el namero total de elementos es m = 2n —3, don-
de n es el nUmero total de nodos [seccion 6.3].

Por el método de los nodos [seccion 6.4] se pueden determinar
las fuerzas en los distintos elementos de una armadura simple. Pri-
mero, se obtienen las reacciones en los apoyos considerando a toda
la armadura como un cuerpo Ubre. Después se dibujael diagrama de
cuerpo libre para cada pemo, mostrando las fuerzas ejercidas sobre
el mismo por los elementos o0 apoyos que éste conecta. Como los ele-
mentos que constituyen a la armadura son elementos rectos sujetos
a dos fuerzas, la fuerza ejercida por un elemento sobre el pemo esta
dirigida a lo largo de dicho elemento y, por tanto, sélo se desconoce
su magnitud. En el caso de unaarmadura simple, siempre se pueden
dibujar los diagramas de cuerpo libre de los pernos en un orden tal
que Unicamente se incluyen dos incégnitas en cada diagrama. Estas
fuerzas se obtienen a partir de las dos ecuaciones de equilibrio co-
rrespondientes 0 —si solo estan involucradas tres fuerzas— a partir



pio, para >

de la figura 6.260, se pasa una seccion a través de los elementos
BD, BE y CE, se remueven dichos elementos y se usa la porcion
ABC de la armadura como un cuerpo libre (figura 6.26;>). Si se es-
cribe SM/r = Q se determina la magnitud de la fuerza r Ba, la cual
representa la fuerza en el elemento BD. Un signo positivo indica
gue el elemento estd en tensidn; un signo negativo indica que el
elemento estd en compresion [problemas resueltos 6.2 y 6.3],

Figura 6.26

El método de secciones es i
puestas, esto es, armaduras que no se pueden construiril-
armadura triangular bésica de la figura 6.25a, pero que se
conectando rigidamente varias armaduras simples [seccion 6.8]. Si las
armaduras simples que constituyen a la armadura compuesta han si-
do conectadas en forma apropiada (por medio de unpemoy i
bon o por medio de tres eslabones que no son concurrentes i
lelos) y si la estructura resultante esta bien apoyada (por rae '
pemo y un rodillo), laarmadura compuesta serAestéaticamente i
minada, rigida y completamente restringida. Entonces se j
siguiente condicion necesaria —pero no suficiente—: m + r -
donde m es el nUmero de elementos, r es el nimero de in
representan a las reacciones en los apoyos y n es el nimero de i

Armaduras compuestas
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Armazones y maquinas

Andlisis de un armazén

Elementos sujetos a fuerzas mdltiples

Analisis de una maquina

La segunda parte del capitulo estuvo dedicada al analisis de
armazones y maquinas. Ambas son estructuras que contienen ele-
mentos sujetos a fuerzas maultiples, sobre los cuales actian tres o
mas fuerzas. Los armazones estan disefiados para soportar cargas
y usualmente son estructuras estacionarias totalmente restringidas.
Las maquinas estan disefiadas para transmitir o modificar fuerzas
y siempre contienen partes moviles [seccion 6.9].

Para analizar un armazoén, primero se considera al armazon
completo como un cuerpo libre y se escriben tres ecuaciones de
equilibrio [seccion 6.10]. Si el armazon permanece rigido cuando
se separa de sus apoyos, las reacciones involucran sélo tres incog-
nitasy se pueden determinar a partir de dichas ecuaciones de equi-
librio [problemas resueltos 6.4 y 6.5}. Por otra parte, si el armazén
deja de ser rigido cuando se separa de sus apoyos, las reacciones
involucran mas de tres incégnitas y no pueden determinarse todas
las inc6gnitas a partir de las ecuaciones de equilibrio para el arma-
z6n completo [seccién 6.11; problema resuelto 6.6].

Cuando se desensambla el armazon y se identifican los diversos
elementos que lo constituyen como elementos sujetos a dos fuerzas
o elementos sujetos a fuerzas multiples, se supone que los pernos for-
man una parte integral de uno de los elementos que éstos conectan.
Se dibuja el diagrama de cuerpo Ubre de cada uno de los elementos
sujetos a fuerzas multiples, observando que cuando dos elementos
sujetos a fuerzas multiples estan conectados al mismo elemento su-
jeto a dos fuerzas, este Ultimo actia sobre los elementos sujetos a
fuerzas maltiples confuerzas iguales y opuestas de magnitud desco-
nocida pero cuya direccion es conocida. Cuando dos elementos
sujetos a fuerzas multiples estdn conectados por un pemo, éstos
ejercen entre sifuerzas iguales y opuestas cuya direccidn es desco-
nocida, las cuales se deben representar por dos componentes desco-
nocidas. Entonces se pueden resolver las ecuaciones de equilibrio
obtenidas a partir de los diagramas de cuerpo libre de los elementos
sujetos a fuerzas multiples para determinar las distintas fuerzas in-
ternas [problemas resueltos 6.4 y 6.5]. También pueden emplearse
las ecuaciones de equilibrio para completar la determinacion de las
reacciones en los apoyos [problema resuelto 6.6], De hecho, si el ar-
mazon es estaticamente determinado y rigido, los diagramas de cuerpo
libre de los elementos sujetos a fuerzas multiples pueden proporcio-
nar un numero de ecuaciones igual al nUmero de fuerzas desconoci-
das (incluyendo las reacciones) [seccidon 6.11], Sin embargo, como se
sugirio, es conveniente considerar primero el diagrama de cuerpo li-
bre para el armazén completo con el fin de minimizar el nUmero de
ecuaciones que se deben resolver de manera simultanea.

Para analizar una maquina, ésta se desensambla y con el mis-
mo procedimiento empleado para un armazon, se dibuja el diagra-
ma de cuerpo Ubre de cada uno de los elementos sujetos a fuerzas
multiples. Las ecuaciones de equilibrio correspondientes proporcio-
nan \t&uerzas de salida ejercidas por la maquina en términos de las
fuerzas de entrada que se le aplican, asi como lasfuerzas internas
en cada una de las conexiones [seccion 6.12; problema resuelto 6.7],



Problemas de repaso

6.156 Utilice el método de los nudos para determinar la fuerza pre-
sente en cada elemento de la armadura que muestra la figura. Establezca si
los elementos se encuentran en tensidn 0 en compresion.

6.157 En laarmaduratipo tijera para techo que muestra la figura, de-
termine la fuerza presente en cada elemento localizado a la derecha del ele-
mento FG. Ademas, establezca si los elementos se encuentran en tensién o
en compresion.

0.5 kip

0.5 Kij

6ft 16ft
Figura P6.157

6.158 Determine la fuerza presente en cada miembro de la armadu-
ra mostrada en la figura. Establezca si los elementos se encuentran en ten-
sién o0 en compresion.

6.159 Una armadura plana de paso para techo se carga en la forma
que muestra la figura. Determine la fuerza presente en los elementos CE,
DE y DF.

6.160 Una armadura para el techo de un estadio se carga como indi-
ca la figura. Determine la fuerza presente en los elementos AB, AG y FG.

6.75 ft
6.75 ft
Figura P6.156
25 m 25 m

Figura P6.158

Figura P6.159
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9ft , 9ft

Figura P6.161

Figura P6.163

9 ft

9 ft

6.161 Parala armadura mostrada en la figura, determine la fuerza pre-
sente en los elementos AF y EJ cuando P = Q —2 kips. (Sugerencia: Use la
seccién aa.)

6.162 Parael armazon y la carga mostrados en la figura, determine las
J2tt  componentes de todas las fuerzas que acttian sobre el elemento ABC.

1
\

10.8 ft—|
Figura P6.162

6.163 Determine las componentes de las reacciones en B y E si el ra-
dio de la polea mide 1.25 in.

6.164 Si P=15 Ny Q =65 N, determine las componentes de las
fuerzas ejercidas sobre a) el elemento BCDF en CyD, bj el elemento ACEC
en E.

6.165 Para el sistema y la carga que se muestran en la figura, deter-
mine a) la fuerza P requerida para mantener el equilibrio, b) la fuerza co-
rrespondiente en el elemento BD, c) la reacciéon correspondiente en C.

i00 N
Figura P6.165



6.166 Determine la magnitud de las fuerzas de sujecion ejercidas so-
bre la tuerca a lo largo de la linea aa cuando se aplican dos fuerzas de 240

N sobre los mangos como indica la figura. Suponga que los pasadores Ay D
se deslizan libremente sobre las ranuras de las pinzas.

«

Figura P6.166

6.167 Las tijeras parajardin mostradas en la figura constan de dos cu-
chillas y dos mangos. Los mangos y las cuchillas se unen, respectivamente,
por medio del perno C y el perno D. La cuchilla izquierda y el mango del
lado derecho estdn unidos mediante el pemo A, y la cuchilla derecha y el
mango del lado izquierdo con el perno B. Determine la magnitud de las fuer-
zas ejercidas sobre una rama pequefa colocada en E cuando se aplican dos
fuerzas de 20 Ib en los mangos de las tijeras, como indica la figura.

Problemas de repaso
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Problemas de computadora

6.C1 Para la carga mostrada, determine la fuerza en cada elemento de
la armadura como una funcion de la dimension a. Grafique la fuerza en cada
elemento para40in. S < 240 in., considerando las fuerzas de tensién como
positivas y las fuerzas de compresion como negativas.

6.C2 Una sola fuerza de 3.75 kips debe aplicarse en uno de los nodos
numerados de la armadura Fink que se muestra en la figura. Calcule la fuerza
en el elemento CD aplicando la carga sucesivamente en losnodos 1, 2,..., 9.

6.C3 El piso de un puente se apoya sobre largueros soportados por vi-
gas transversales de piso, como se muestra en la figura 6.3. Los extremos de
las vigas se unen a los nodos superiores de dos armaduras, una de las cuales
se muestra en la figura P6.C3. Como parte del disefio del puente, se desea
simular el comportamiento de la armadura cuando pasa un camién de 3 kips
sobre el puente. Si la distancia entre los ejes del camiéon esb = 7.5 ft y su-
poniendo que el peso del camidn se distribuye por igual sobre sus cuatro rue-
das, use software eomputacional para calcular y graficar las fuerzas genera-
das por el camién en los elementos BH y GH como una funcion de x para 0
S iS 57.5 ft. A partir de los resultados obtenidos, determine: a) la fuerza
de tension maxima en BH, b) la fuerza de compresion méaxima en BH yc) la
fuerza de tension méxima en GH. En cada caso, indique el valor correspon-
diente de x.



6.C4 Si sabe que el radio de la polea es de 300 mm, grafique la mag- Problemas de computadora
nitud de las reacciones en Ay G como funciones de 6 para0 < 0 < 90°.

6.C5 El disefio de un sistema de robot necesita del mecanismo de dos
barras mostrado. Las barras AC y BD se conectan mediante un bloque des-
lizante en D, como se muestra en la figura. Sin tomar en cuenta el efecto de
la friccion, calcule y grafique el par MAnecesario para mantener las barras
en equilibrio, considerando valores de 6 desde 0 hasta 120°. Para los mismos
valores de 0, calcule y grafique la magnitud de la fuerza F ejercida por la ba-
rra AC sobre el blogue deslizante.

Figura P6.C5

6.C6 En la figura se presenta la magnitud de la fuerza P aplicada al
piston del sistema de una maquina, durante una revolucién de la manivela
AB. Grafique la magnitud del par M, necesario para mantener al sistema en
equilibrio, como una funcion de 0 para0sf)< 2ir.

Figura P6.C6

6.C7 El larguero ABC se mantiene en la posicién horizontal median-
te un puntal con autoaseguramiento, que consiste de dos partes BDE y EDF
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articuladas en £ y apoyadas una contra la otra en D. Determine la fuerza P,
necesaria para liberar el puntal, como una funcién del angulo 6. Se sabe que

la masa del larguero es de 18 kg, grafique la magnitud de P como una fun-
cion de 0 para 0o< < 90°.

80 min
—240 irmi—
A B C
. SXM-i <o
30 mm
Figura P6.C7

6.C8 Para el mecanismo mostrado en la figura, la posicion de la barra
AC se controla mediante el brazo BD. Para la carga aplicada, calcule y gra-
fique la reaccion en Ay el par M, necesario para mantener al sistema en
equilibrio, como una funcién de 0 para —30° £ 0 S 90°. Como parte del pro-
ceso de disefio del mecanismo, determine: a) el valor de 0 para el cual M es
méxima y el valor correspondiente de My b) el valor de 0 para el cual la
reaccion en A es maxima y la magnitud correspondiente de esta reaccion.

3.2 ki\
1.5m

Figura P6.C8

6.C9 La barra CD esta unida al collarin D y pasa a través de un co-
llarin soldado en el extremo B de la palanca AB. Como un paso inicial en el
disefio de la palanca AB, use software de computadora para calcular y graficar

Figura P6.C9



la magnitud M, del par necesario para mantener el equilibrio del sistema,
como una funcién de 0 para 15° 90°. Determine el valor de 8 para el
cual M es minimo y el valor correspondiente de M.

*6.C10 La podadora de arboles que se muestra en la figura se usa para
cortar una rama de 25 mm de diametro. Si la tensién en la cuerda es de 70
N, y sin tomar en cuenta los radios de las poleas, grafique la magnitud de la
fuerza ejercida sobre la rama por la cuchilla BC como una funcién de 6 para
O si < 90° donde el filo cortante de la cuchilla est4 en posicion vertical y
apenas hace contacto con la rama cuando 6 = 0. (Sugerencia: Suponga que
la linea de accion de la fuerza que actla sobre la rama pasa a través de su
centro y que es perpendicular a la cuchilla. También suponga que los tramos
AD y AE de la cuerda son paralelos a la linea que une a los puntos Ay E.)

Detalle tle podaderas

10 min

0.3 m

25 mm

Figura P6.C10

Problemas de computadora
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Figura 7.1

Figura 7.2

*7.1. INTRODUCCION

En los capitulos anteriores se estudiaron dos problemas basicos que in-
volucraban estructuras: 1) determinacion de las fuerzas externas que
actdan sobre tina estructura (capitulo 4) v 2) determinacion de las
fuerzas que mantienen unidos a los distintos elementos que constituyen
a una estructura (capitulo 6). Ahora se analizara el problema de la de-
terminacion de las fuerzas internas que mantienen unidas a las distin-
tas partes de un elemento dado.

Primero se analizaran las fuerzas internas en los elementos de un
armazén como la grua considerada en las secciones 6.1 y 6.10, obser-
vando que mientras las fuerzas internas en un elemento recto sometido
a la accion de dos fuerzas s6lo pueden producir tension o compresion
en dicho elemento, las fuerzas internas en cualquier otro tipo de ele-
mento usualmente también producen corte yflexion.

La mayor parte de este capitulo estara dedicada al anélisis de las
fuerzas internas en dos tipos importantes de estructuras de ingenieria,
llamadas:

1. Vigas: las cuales usualmente son elementos prismaticos rec-
tos y largos diseflados para soportar cargas aplicadas en va-
rios puntos a lo largo del elemento.

2. Cables: son elementos flexibles capaces de soportar sélo ten-
sién y estan diseflados para soportar cargas concentradas o
distribuidas. Los cables se utilizan en muchas aplicaciones de
ingenieria, como en puentes colgantes y lineas de transmision.

*7.2. FUERZAS INTERNAS EN ELEMENTOS

Consideremos el elemento recto sujeto a la accion de dosfuerzas AB
(figura 7.1a). De la seccion 4.6, se sabe que las fuerzas F y —F que ac-
tian en A y B, respectivamente, deben estar dirigidas a lo largo de AB
en sentidos opuestos y deben tener la misma magnitud F. Ahora con-
sidere que se corta al elemento en C. Para mantener el equilibrio de
los cuerpos libres AC y CB obtenidos de esta manera, se debe aplicar
sobre AC una fuerza -F igual y opuesta a F, y sobre CB una fuerza
F igual y opuesta a -F (figura 7.1b). Estas nuevas fuerzas estan di-
rigidas a lo largo de AB en sentidos opuestos y tienen la misma mag-
nitud F. Como las dos partes AC y CB estaban en equilibrio antes de
que se cortara el elemento, deben haber existido en éste fuerzas in-
ternas equivalentes a las nuevas fuerzas. Se concluye que en el caso de
un elemento recto sujeto a la accién de dos fuerzas, las fuerzas inter-
nas que ejercen entre si las dos partes del elemento son equivalentes
afuerzas axiales. La magnitud comdn F de estas fuerzas no depende
de la ubicacién de la seccion C y recibe el nombre de fuerza en el ele-
mento AB. En el caso considerado, el elemento esta en tensién y se es-
tirard bajo la accién de fuerzas internas. En el caso representado en la
figura 7.2, el elemento estd en compresion y disminuira su longitud
bajo la accién de las fuerzas internas.

Ahora, considere un elemento sujeto a fuerzas multiples. TOmese
por ejemplo el elemento AD de la grda anahzada en la seccién 6.10;
esta gria se muestra nuevamente en la figura 7.3a y en la figura 7.3b
se muestra el diagrama de cuerpo libre del elemento AD. Ahora se cor-
ta el elemento AD eny y se dibuja un diagrama de cuerpo libre para
cada una de las porciones del elementoJD y AJ (figura 7.3c y d). Si se
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considera el cuerpo libre JD, se encuentra que se mantendra su equi-
librio si se aplica en] una fuerza F para balancear la componente ver-
tical de T, una fuerza V para balancear la componente horizontal de T
y un par M para balancear el momento de T con respecto alJ. De nue-
vo se concluye que debieron haber existido fuerzas internas enJ antes
de que se cortara el elemento AD. Las fuerzas internas que actGian en
laparteJD del elemento AD son equivalentes al sistema fuerza-par que
se muestra en la figura 7.3c. De acuerdo con la tercera ley de Newton,
las fuerzas internas que actian sobre AJ deben ser equivalentes a un
sistema fuerza-par igual y opuesto, como se muestra en la figura 7.3d.
Es obvio que la accion de las fuerzas internas en el elemento AD rio
se limita a producir tensidén o compresion corno en el caso de los ele-
mentos rectos sujetos a la accion de dos fuerzas; por otro lado, las fuer-
zas internas también producen corte yflexion. La fuerza F es unafuer-
za axial-, la fuerza V recibe el nombre defuerza cortante y el momento
M del par se conoce como el momentoflector oflexor enJ. Se obser-
va que cuando se determinan las fuerzas internas en un elemento, se
debe indicar sobre qué parte del elemento se supone que actdan di-
chas fuerzas. En la figura 7.3c se bosquejan las deformaciones que ocu-
rriran en el elemento AD. EIl andlisis real de estas deformaciones es
parte del estucho de la mecénica de materiales.

Es necesario sefialar que en un elemento sujeto a dosfuerzas que
no es recto, las fuerzas internas también son equivalentes a un sistema
fuerza-par. Esto se muestra en la figura 7.4, donde el elemento sujeto
a dos fuerzas ABC ha sido cortado en D.

Figura 7.4

7.2. Fuerzas internas en elementos 357
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Fotografia 7.1 El disefio del eje de una sierra
circular debe tomar en cuenta las fuerzas internas
que resultan de las fuerzas aplicadas a los
dientes de la cuchilla. En un punto dado del eje,
estas fuerzas internas son equivalentes a un
sistema fuerza-par consistente en fuerzas axiales
y cortantes y en un par que representa los
momentos de corte y de torsion.
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Reacciones y fuerzas en las conexiones. Se determinan las reac-
ciones y las fuerzas que acttian sobre cada uno de los elementos del armazon;
esto se llevod a cabo en el problema resuelto 6.5 y los resultados encontrados
se repiten a continuacion.

a) Fuerzas internas en /. Se corta el elemento ACF en el punto/y
se obtienen las dos partes que se muestran en la figura. Las fuerzas internas
enJ estan representadas por un sistema equivalente fuerza-par y se deter-
minan al calcular el equilibrio de cualquiera de las partes en que ha sido di-
vidido el elemento. Si se considera el diagrama de cuerpo libre A], se escribe

+"EAfy = O -(1 800 N)(1.2m)+M=0
M= +2 160 N em
+\2FI =0 F - (1800 N) eos 41.7° =

M=2160 Nem' 4

F=+1344 N F=1344 N\ 4
+/*2Fi, = 0 -V + (1800 N)sen41.7° =0
V= +1197 N

Por tanto, las fuerzas internas en] son equivalentes a un par M, auna fuerza
axial F y a una fuerza cortante V. El sistema fuerza-par interno que actia so-
bre la parte JCF es igual y opuesto.

h) Fuerzas internas en K. Se corta el elemento BCD en Ky se ob-
tienen las dos partes que se muestran en la figura. Si se hace el diagrama de
cuerpo libre BK, se escribe

+\2Mk = O (1200 N)(1.5m +M=0
M= -1800 N em M=1800N mJ] 4
A2F* =0 F=0 =0 4
+?2Fy=0: -1200 N- V=0
= —1200 N V=1200 Nt 4

r-mm
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RESOLUCION DE PROBLEMAS
EN FORMA INDEPENDIENTE

En esta leccion se aprendié a determinar las fuerzas internas en un elemento del
armazon. Las fuerzas internas en un punto dado de un elemento recto sujeto a dos
fuerzas se reducen a una fuerza axial, pero en todos los demas casos dichas fuerzas
internas son equivalentes &sistemasfuerza-par constituidos por unafuerza axial F,
unafuerza cortante V y un par M que representa al momentoflector en dicho punto.

Para determinar las fuerzas internas en un punto dado] de un elemento de un ar-
mazon, se deben seguir los siguientes pasos.

1. Dibujar un diagrama de cuerpo libre para el armazon completo y se uti-
liza para determinar las reacciones que sean posibles en los apoyos.

2. Desensamblar el armazoén y dibujar un diagrama de cuerpo libre para
cada uno de sus elementos. Se deben escribir tantas ecuaciones de equilibrio co-
Mo sean necesarias para encontrar todas las fuerzas que actdian sobre el elemento
en el cual esta localizado el punto /.

3. Cortar el elemento en el puntoJ y dibujar un diagrama de cuerpo libre
para cada una de las dos partes del elemento que se han obtenido de esta forma,
aplicando en el punto J de cada porcion las componentes de fuerza y el par que
representan las fuerzas ejercidas por la otra porcidon. Note que estas componentes
de fuerza y pares tienen la misma magnitud pero sentidos opuestos.

4. Seleccionar uno de los dos diagramas de cuerpo libre que se han dibuja-
do y utilizarlo para escribir tres ecuaciones de equilibrio para la porcién correspon-
diente del elemento.

«) Si se suman momentos con respecto aJ y se igualan a cero, se obtendra
una ecuacion que proporcionara el momento flector en el puntoJ.

b) Si se suman componentes en direcciones paralelas y perpendiculares
al elemento en el puntoJ y se igualan a cero se obtendréan, respectivamente, la fuer-
za axial y la fuerza cortante.

5. Cuando se escriban los resultados, se debe tener cuidado de especificar
la parte del elemento que se utiliz6, puesto que las fuerzas y los pares que actian
en las dos partes tienen sentidos opuestos.

Puesto que la solucion de los problemas propuestos correspondientes a esta leccion
requieren la determinacion de las fuerzas que ejercen entre si los distintos elemen-
tos de un armazon, se deben repasar los métodos utilizados en el capitulo 6 para
resolver este tipo de problemas. Por ejemplo, cuando los armazones involucran po-
leas y cables, se debe recordar que las fuerzas ejercidas por una polea sobre un ele-
mento del armazon al cual esta unida tienen la misma magnitud y direccidon que las
fuerzas ejercidas por el cable sobre la polea [problema 6.91],
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Problemas

7.1 Parael armazdn y la carga del problema 6.99, determine las fuer-
zas internas en el punto | localizado a la mitad de la distancia entre los pun-
tosByE.

7.2 Parael armazony lacarga del problema 6.78, determine las fuerzas
internas en el punto].

7.3 Parael armazonylacarga del problema 6.82, determine las fuerzas
internas en el puntoJ.

7.4 Para el armazon y la carga del problema 6.85;> determine las
fuerzas internas en el punto B.

7.5 Determine las fuerzas internas en el punto] de la estructura que
muestra la figura.

7.6 Determine las fuerzas internas en el punto K de la estructura que
muestra la figura.

7.7 y 7.8 Una barra semicircular descansa sobre una superficie hori-
zontal. como indica la figura. Si la barra semicircular tiene una masa de 9 kg
determine, sin tomar en cuenta la friccion entre la barra y la superficie, las
fuerzas internas en el punto].

J

ju7 150 mm Ni
aM 0 m b

Figura P7.7 Figura P7.8

7.9 Unavarilla esta doblada en forma de arco circular, cuyo radio mide
4 in., como indica la figura. Para la carga dada, determine las fuerzas inter-
nas en el punto] si 6 = 30°.

7.10 Una varilla esté doblada en forma de arco circular, cuyo radio mi-
de 4 in., como indica la figura. Para la carga dada, determine a) el sitio donde
el valor del momento flector es maximo, b) las fuerzas internas en ese punto.



7.11 Dos elementos que constan cada uno de un tramo recto y otro

en forma de un cuarto de circulo, con 8.4 in. de radio, soportan una carga
de 120 Ib en D y se conectan como indica la figura. Determine las fuerzas
internas en el punto].

7.12 Dos elementos que constan cada uno de un tramo recto y otro
en forma de un cuarto de circulo, con 8.4 in. de radio, soportan una carga
de 120 Ib en D y se conectan como indica la figura. Determine las fuerzas
internas en el punto K.

7.13 El eje del elemento curvo AB es una pardbola con vértice en A
Si se aplica una carga vertical P con magnitud de 1.8 kN en A, determine las
fuer/as internas enJ cuando h = 240 mm, L = 800 mmya = 480 mm.

7.14 Si el eje del elemento curvo AB es una parabola con vértice en
A, determine la magnitud y la ubicacion del maximo momento flector.

7.15 Si el radio de cada polea mide 200 mm, no tome en cuenta el
efecto de la friccion para determinar las fuerzas internas en el punto] del
armazon que muestra la figura.

Figura P7.15y P7.16

7.16 Si el radio de cada polea mide 2(X) mm, no tome en cuenta el
efecto de la friccion para determinar las fuerzas internas en el punto K del
armazoén que muestra la figura.

7.17 Si el radio de cada polea mide 125 mm, no tome en cuenta el
efecto de la friccion para determinar las fuerzas internas en el puntoJ del
armazon que muestra la figura.

7.18 Si el radio de cada polea mide 125 mm, ignore el efecto de la
fricciony determine las fuerzas internas en el punto K del armazon que mues-
tra la figura.

Figura P7.17 y P7.18

Problemas

361



362  Fuerzas en vigas y cables 7.19 Una tuberia de 5.6 in. de didmetro esta sostenida cada 10 ft por
un armazon pequefo, el cual consta de dos elementos como indica la figu-
ra. Si el peso combinado por unidad de longitud de la tuberia y su conteni-
do es de 18.5 Ib/ft, v sin tomar en cuenta el efecto de la friccion, determine
las fuerzas internas en el puntoJ.

7.20 Una tuberia de 5.6 in. de diametro esta sostenida cada 10 ft por
un armazon pequefio, el cual consta de dos elementos como indica la figu-
ra. Si el peso combinado por unidad de longitud de la tuberia y su conteni-
do es de 18.5 Ib/ft, e ignorando el efecto de la friccion, determine las fuer-
zas internas en el punto K

a) b) c)
Figura P7.21

7.21 y 7.22 Una fuerza P se aplica a una barra doblada, la cual se sos-
tiene mediante un rodillo y un apoyo de pasador. Para cada uno de los tres
casos mostrados en las figuras, determine las fuerzas internas en el punto /

a) b) ©)
Figura P7.22

7.23 y 7.24 Una barra de peso W y seccion transversal uniforme es-
ta doblada en forma de un cuarto de arco circular y se sostiene como indi-
can las figuras. Determine el momento flector en el punto] cuando 0 = 30°.



7.25 Para la barra del problema 7.23, determine la localizacion y mag-

nitud del momento flector maximo.

7.26 Para la barra del problema 7.24, determine la localizacion y mag-
nitud del momento flector maximo.

7.27 Una barra de peso WY seccién transversal uniforme esta dobla-
da en forma de arco circular de radio r como indica la figura. Determine el
momento flector en el puntoJ cuando 8 = 30°.

7.28 Una barra de peso W y seccion transversal uniforme esta dobla-
da en forma de arco circular de radio r como indica la figura. Determine el
momento flector en el punto] cuando 8 = 120°.

VIGAS

*7.3. DIFERENTES TIPOS DE CARGAS Y APOYOS

Un elemento estructural disefiado para soportar cargas que sean apli-
cadas en varios puntos a lo largo del elemento se conoce como viga.
En la mayoria de los casos, las cargas son perpendiculares al eje de la
viga y Unicamente ocasionaran corte y flexion sobre ésta. Cuando las
cargas no formen angulo recto con la viga, también produciran fuerzas
axiales en ella.

Por lo general, las vigas son barras prismaticas rectas y largas. El
disefio de una vaga para que soporte de la manera més efectiva las car-
gas aplicadas es un procedimiento que involucra dos partes: 1) deter-
minar las fuerzas cortantes y los momentos flectores producidos por las
cargas, y 2) seleccionar la seccion transversal que resista de la mejor
forma posible a las fuerzas cortantes y a los momentos flectores que se
determinaron en la primera parte. Aqui se estudiara la primera parte
del problema de disefiar vigas, la segunda parte corresponde al estu-
dio de la mecanica de materiales.

Una viga puede estar sujeta a cargas concentradas Pj, P2, ... , ex-
presadas en newtons, libras o sus multiplos, kilonewtons y Idlolibras (fi-
gura 7.5a), a una carga distribuida w, expresada en N/m, kN/m, Ib/ft o
kips/ft (figura 7.5b), 0o a una combinacién de ambas cargas. Cuando la
cargaw por unidad de longitud tiene un valor constante sobre una parte
de laviga (como entre Ay B en la figura 7.5b), se dice que la carga esta
uniformemente distribuida a lo largo de esa parte de laviga. La determi-
nacién de las reacciones en los apoyos se simplifica considerablemente
si se reemplazan las cargas distribuidas por cargas concentradas equiva-
lentes, como se explico en la seccidén 5.8. Sin embargo, esta sustitucion
no debe llevarse a cabo o, por lo menos, se debe realizar con cuidado,
cuando se calculan las fuerzas internas (vea el problema resuelto 7.3).

Las vigas se clasifican de acuerdo con la forma en que estén apo-
yadas. En la figura 7.6 se muestran varios tipos de vigas que se usan
con frecuencia. La distancia L existente entre los apoyos recibe el nom-
bre de claro. Se debe sefialar que las reacciones se determinaran siem-
pre y cuando los apoyos involucren UGnicamente tres incognitas; de
estar involucradas méas de tres incognitas, las reacciones seran estatica-
mente indeterminadas y los métodos de la estatica no seran suficien-
tes para determinarlas; bajo estas circunstancias, se deben tomar en
consideracion las propiedades de la viga relacionadas con su resisten-

7.3. Diferentes tipos de cargas y apoyos

C
Figura P7.27y P7.28

a) Cargas concentradas

b) Carga distribuida
Figura 7.5
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364 Fuerzas en vigas y cables

Vigas
estaticamente
determinadas

a) Viga simplemente apoyada

Vigas
estaticamente
indeterminadas
La2-

d) Viga continua

Figura 7.6
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Fotografia 7.2 Las fuerzas internas en el paso

a desnivel varian conforme el camién lo cruza.

A

b) Viga con voladizo ¢) Viga en voladizo

e) Viga fija en un extremoy
simplemente apoyada en el otro

/) Viga fija

cia a la flexion. Aqui no se muestran vigas apoyadas en dos rodillos, las
cuales estan sélo parcialmente restringidas y se moveran bajo ciertas
condiciones de carga.

Algunas veces dos 0 mas vigas estan conectadas por medio de ar-
ticulaciones para formar una sola estructura continua. En la figura 7.7
se muestran dos ejemplos de vigas articuladas en un punto H. Se de-
be sefalar que las reacciones en los apoyos involucran cuatro incégni-
tas, las cuales no pueden determinarse a partir del diagrama de cuerpo
libre del sistema constituido por dos vigas. Sin embargo, éstas pueden
ser determinadas considerando por separado el diagrama de cuerpo li-
bre para cada una de las vigas; aqui estan involucradas seis incégnitas
(incluyendo dos componentes de fuerza en la articulacion) y estan dis-
ponibles seis ecuaciones de equilibrio.

*7.4. FUERZA CORTANTE Y MOMENTO FLECTOR EN UNA VIGA

Considere una viga AB que esta sujeta a varias cargas concentradas y
distribuidas (figura 7.8c). Se busca determinar la fuerza cortante y el
momento flector en cualquier punto de la viga. Aunque en el ejemplo
la viga esta simplemente apoyada, el método se puede aplicar a cual-
quier tipo de viga estaticamente determinada.

Primero se determinan las reacciones en Ayen B seleccionando
toda la viga como un cuerpo libre (figura 7.8b); si se escribe =0
y 2MB = 0 se obtienen, respectivamente, R/j v RA

Para determinar las fuerzas internas en C, se corta lavigaen C y se
dibujan los diagramas de cuerpo libre correspondientes a las partes AC
y CB de la viga (figura 7.8c). Con el diagrama de cuerpo libre para la
parte AC, se puede determinar la fuerza cortante V en C igualando a
cero la suma de las componentes verticales de todas las fuerzas que
actian sobre AC. En forma similar se puede encontrar el momento
flector M en C igualando a cero la suma de los momentos con respecto
a C de todas las fuerzas y todos los pares que actian sobre AC. Sin em-
bargo, otra alternativa seria utilizar el diagrama de cuerpo libre para la
parte CBfy determinar la fuerza cortante V' y el momento flector M’
igualando a cero la suma de las componentes verticales y la suma de los
momentos con respecto a C de todas las fuerzas y todos los pares que
actlian sobre CB. Apesar de que laseleccion del cuerpo libre que se usa-

*La fuerzay el par que representan las fuerzas internas que actian sobre CB ahora seran
representadas con V' y M\ en lugar de representarlas con —V'y -M como se habia he-
cho anteriormente, con el fin de evitar confusiones cuando se aplique la convencién de sig-
nos que se va a presentar mas adelante en esta seccion.
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ra puede facilitar el calculo de los valores numeéricos de la fuerza cortan-
te y el momento flector, hace que sea necesario indicar sobre qué parte
de la viga estan actuando las fuerzas internas consideradas. Por tanto, si
se van a calcular y a registrar con eficiencia los valores de la fuerza cor-
tante y del momento flector en todos los puntos de la viga, se debe en-
contrar una forma que permita evitar la especificacion cada vez de la
porcion de la viga que se utilizd como el cuerpo libre. Para lograr esto,
se adoptaran las siguientes convenciones:

Al determinar la fuerza cortante en una viga, siempre se supondré
que las fuerzas internas V y V' estan dirigidas como se muestra en la fi-
gura 7.8c. Cuando se obtiene un valor positivo para su magnitud comin
V. esto indica que la suposicién hecha fue correctay que en realidad las
fuerzas cortantes estan dirigidas de la fonna que se muestra en la figu-
ra. Cuando se obtiene un valor negativo para V, esto indica que la supo-
sicién hecha fue incorrecta y que las fuerzas cortantes estan dirigidas en
el sentido opuesto. Por tanto, para definir completamente las fuerzas
cortantes en un punto dado de la vaga sélo se necesita registrar la mag-
nitud V con un signo positivo o negativo. Por lo general, se hace refe-
rencia al escalar V como lafuerza cortante en un punto dado de la vaga.

En forma similar, siempre se supondré que los pares internos M y
M" estan dirigidos como se muestra en la figura 7.8c. Cuando se ob-
tiene un valor positivo para su magnitud M, a la cual se hace referen-
cia cominmente como el momento flector, esto indicard que la supo-
sicion hecha fue correcta mientras que un valor negativo indicara que
la suposicién fue incorrecta. En resumen, con la convencién de signos
que se acaba de presentar se establece lo siguiente:

Se dice que lafuerza cortante Vy que el momentoflector M en un
punto dado de una viga son positivos cuando lasfuerzas y los pares in-
ternos que actdan sobre cada parte de la viga estan dirigidos como se
muestra en lafigura 7.9a.

Estas convenciones son mas faciles de recordar si se observa que:

1. Lafuerza cortante en C es positiva cuando lasfuerzas exter-
fias (las cargas y las reacciones) que actlan sobre la viga tien-
den a cortar a lo largo en C como se indica en lafigura 7.9b.

7.4. Fuerza cortante y momento flector 365
en una viga

a) Fuerzas internas en la seccion
(fuerza cortante positivay momento flector positivo)

b) Efecto de las fuerzas externas
(fuerza cortante positiva)

C) Efecto de las fuerzas externas
(momento flector positivo)
Figura 7.9
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2. El momentoflector en C es positivo cuando lasfuerzas exter-
nas que actdan sobre la viga tienden aflexionar a la viga, como
se indica en lafigura 7.9c.

También puede ser Gtil sefalar que la situacion descrita en la figu-
ra 7.9, en la cual los valores de la fuerza cortante y del momento flec-
tor son positivos, es precisamente la situacién que ocurre en la mitad
izquierda de una viga apoyada que soporta una sola carga concentrada
gue actua en su punto medio. Este ejemplo en particular se presenta
completo en la siguiente seccion.

*7.5. DIAGRAMAS DE FUERZA CORTANTE
Y DE MOMENTO FLECTOR

Ahora que se han definido claramente la fuerza cortante y el momento
flector en lo referente a su magnitud y a su sentido, se pueden registrar
sus valores en cualquier punto de unaviga graficando dichos valores con-
tra la distancia x medida desde un extremo de la viga. Las graficas que
se obtienen de esta manera reciben el nombre de diagrama defuerza
cortante y diagrarna de momentoflector, respectivamente. Como ejem-
plo, considere una viga apoyada AB que tiene un claro L y que esta so-
metida a una sola carga concentrada P que actla en su punto medio D
(figura 7.10a). Primero se determinan las reacciones en los apoyos a par-
tir del diagrama de cuerpo libre para laviga completa (figura 7.10;>); de
esta forma, se encuentra que la magnitud de cada reaccion es igual aP /2.

Después se corta la viga en un punto C localizado entre Ay D y se
dibujan los diagramas de cuerpo libre para las partes AC y CB (figura
7.10c). Si lafuerza cortante y el momentoflector son positivos, se diri-
gen las fuerzas internas V y V' y los pares internos My M' como se in-
dicaen lafigura 7.9a. Si se considera el cuerpo libre AC y se escribe que
la suma de las componentes verticales y la suma de los momentos con
respecto a C de todas las fuerzas que actian sobre el cuerpo libre son
iguales acero, se encuentraque V= +Pf2y M = +Px/2. Por tanto, la
fuerza cortante y el momento flector son positivos; lo anterior se puede
corroborar observando que la reaccion en A tiende a cortar y a flexionar
laviga en C de la forma mostrada en la figura 7.9b y ¢. Se puede grafi-
car VyAi entre Ay D (figura 7.10c y/); la fuerza cortante tiene un va-
lor constante V = P /2, mientras que el momento flector aumenta lineal-
mente desde M = 0en x = 0 hastaM = PL/4 enx = L/2.

Ahora, si se corta lavigaen un punto E localizado entre D vB y se con-
sidera el cuerpo libre EB (figura 7.10d), se escribe que la suma de las com-
ponentes verticales y la suma de los momentos con respecto a£ de las fuer-
zas que actlan sobre el cuerpo libre son iguales a cero. De esta forma se
obtiene V = —P/2y M = P(L —x)/2. Por tanto, la fuerza cortante es ne-
gativay el momento flector es positivo; lo anterior se puede corroborar ob-
servando que la reaccion en ti flexiona lavigaen E de la forma indicada en
la figura 7.9c pero tiende a cortarla de manera opuesta a la mostrada en la
figura 7.9b. Ahora se pueden completar los diagramas de fuerza cortante y
momento flector de lafigura 7. IQeyfl lafuerzacortante tiene un valor cons-
tante V = —P/2 entre Dy B, mientras que el momento flector decrece li-
nealmente desde M = PL/4enx = L/2 hastaM = Oenx = L.

Es necesario sefialar que cuando una viga solo estd sometida a car-
gas concentradas, la fuerza cortante tiene un valor constante entre las
cargas y el momento flector varia linealmente entre éstas, pero cuando
una viga estd sometida a cargas distribuidas, la fuerza cortante y el mo-
mento flector varian en forma diferente (véase problema resuelto 7.3).
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PROBLEMA RESUELTO 7.2

Dibuje los diagramas de fuerza cortante y momento flector para la viga y las
condiciones de carga que se muestran en la figura.

SOLUCION

Cuerpo libre: viga completa. A partir del diagrama de cuerpo libre
para toda la viga se encuentran las reacciones en B y en D:

Rb =46 kN | Rd = 14 kN \

Fuerza cortante y momento flector. Primero se determinan las fuer-
zas internas justo a la derecha de la carga de 20 kN aplicada en A Con-
siderando la porcion de la viga que esta a la izquierda de la seccion 1 como
un cuerpo libre y suponiendo que V y Ai son positivos (de acuerdo con la
convencion estandar), se escribe

+T2F, =0 -20kN- Vi=0 V, = -20 kN
+2M, =0 (20 kN)(O m) + Mi =0 Mi = 0

Después, se considera como un cuerpo libre a la porcion de la viga ubi-
cada a la izquierda de la seccidn 2 y se escribe

+T2F, =0 -20 kN- V2= 0 V2= -20 kN
+]1IM2=0: (20 kN){25m) + M2=0 M2= -50 kN =in

De fonna similar, se determinan la fuerza cortante y el momento flec-
tor en las secciones 3, 4, 5 y 6 a partir de los diagramas de cuerpo libre
mostrados en la figura. Asi, se obtiene

V3= +26 kN M3 = -50 kN em
V4= +26 kN M4 = +28 kN em
Vs = -14 kN M5 = +28 kN em
V6 =-14 kN Mii=0

Para varias de las secciones anteriores, los resultados se obtienen més fécil-
mente si se considera como un cuerpo libre la parte de la viga que esta a la
derecha de la seccion de interés. Por ejemplo, considerando la porcion de
la viga que esta a la derecha de la seccion 4, se escribe

+T2Fy=0. V4- 40kN+ 14kN =0 V4= +26 kN
+1IM4=0.  -M4+ (14kN)2m) =0 M4 = +28 kN m

Diagramas de fuerza cortante y de momento flector. Ahora se
pueden graficar los seis puntos mostrados en los diagramas de fuerza cortan-
te y de momento flector. Como se sefialé en la seccién 7.5, la fuerza cortan-
te tiene un valor constante y el momento flector varia linealmente entre car-
gas concentradas; por tanto, se obtienen los diagramas de fuerza cortante y
momento flector que se muestra en el diagrama.
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PROBLEMA RESUELTO 7.3

Dibuije los diagramas de fuerza cortante y momento flector para la viga AB.
La carga distribuida de 40 Ib/in. so extiende sobre 12 in. de la viga, desde A
hasta C, y la carga de 400 Ib se aplica en E.

Cuerpo libre: viga completa. Se determinan las reacciones consi-
derando la viga completa como un cuerpo libre.

B,,(32 in) - (480 Ib)(6 in) - (400 Ib)(22 in) = 0

By = +365 Ib B,=3651Ibt
(480 Ib)(26 in.) + {400 Ib)(10 in.) - A(32in) =0
A= +5151b A=5151Ibt
Bx=0 B,=0

Ahora, la carga de 400 Ib se reemplaza por un sistema equivalente fuerza-
par que actla sobre la viga en el punto D.

Fuerza cortante y momento flector. Desde A hasta C. Se deter-
minan las fuerzas internas a una distancia x a partir del punto A consideran-
do la parte de la viga que esta a la izquierda de la seccion 7. La parte de la
carga distribuida que actta sobre el cuerpo libre se reemplaza por su resul-
tante y so escribe

+tXFv=0: 515 - 40%- V=0 V =515 - 40x
+2M| = 0: —515¢ + 40x(|x) + M =0 M = 515* - 20x2

Como el diagrama de cuerpo libre mostrado puede utilizarse para todos los
valores de x menores que 12 in., las expresiones obtenidas para V v M son
validas a lo largo de la region 0 < x < 12 in.

Desde C hasta D. Considerando la parte de la viga que estd a la
izquierda de la seccion 2 y reemplazando nuevamente la carga distribuida
por su resultante, se obtiene

*SF, =0 515- 480- V=0 V=351b
+1SM2=0. —515v+480(r- 6) + M=0 M= (2880 + 35*) Ib =in.

Estas expresiones son vélidas en la region 12 in. < %< 18 in.

Desde D hasta B. Con la porcion de la viga que esta a la izquierda
de la seccion 3, se obtienen los siguientes resultados para la region 18 in. <
x<32 in.

+1XFy=0. 515- 480- 400-V=0 V=-3651Ib
+"2M., = 0 —bB15* + 480(t- 6) - 1600 + 400(x - 18) + M = 0
M = (11 680 - 365*) Ib =in.

Diagramas de fuerza cortante y de momento flector. Ahora se
pueden graficar los diagramas de fuerza cortante y de momento flector para
toda la viga. Se observa que ol par que esta aplicado en D cuyo momento es
igual a 1 600 Ib =in. introduce una discontinuidad en el diagrama de mo-
mento flector.



RESOLUCION DE PROBLEMAS
EN FORMA INDEPENDIENTE

En esta leccion se aprendid a determinar lafuerza cortante Vy el momentoflector
M en cualquier punto de una viga. También se aprendi6 a dibujar el diagranm de
fuerza cortante y el diagrama de momentoflector para la viga graficando, respecti-
vamente, V y M contra la distancia x medida a lo largo de la viga.

A. Determinacion de lafuerza cortante y el momento flector en una viga.
Para determinar la fuerza cortante V y el momento fiector M en un punto dado C
de una viga, se deben seguir los siguientes pasos.

1. Dibujar un diagrama de cuerpo libre para la viga completa y utilizarlo
para determinar las reacciones en los apoyos de la viga.

2. Cortar la viga en el punto C vy, con las cargas originales, seleccionar una de
las dos porciones de la viga que se han obtenido.

3. Dibujarel diagrama de cuerpo libre de la porcidn de la viga que se haya
seleccionado, mostrando:

a) Tms cargas y las reacciones ejercidas sobre esa parte de la viga, reem-
plazando cada una de las cargas distribuidas por una carga concentrada equivalente,
como se explicé en la seccion 5.8.

b) Imfuerza cortante y el parflector que representan lasfuerzas inter-
nas en C. Para facilitar el registro de la fuerza cortante V y del momento Héctor
M después que éstos han sido determinados, se debe seguir la convencion indica-
da en las figuras 7.8 y 7.9. Por tanto, si se usa la parte de la viga ubicada a la iz-
quierda de C, se aplica en C una fuerza cortante V dirigida hacia abajo y un par
flector M dirigido en un .sentido contrario al movimiento de las manecillas del re-
loj. Si se esta utilizando la porcién de la viga ubicada a la derecha de C, se aplica
en C unafuerza cortante V' dirigida horda arriba y un parflector M' dirigido en
el sentido del movimiento de las manecillas del reloj [problema resuelto 7.2].

4. Escribir las ecuaciones de equilibrio para la porcién de la viga que se
ha seleccionado. Se resuelve la ecuacion = 0 para V y la ecuacién 2MC= 0
para M.

5. Registrar los valores de Vy M con el signo obtenido para cada uno de
éstos. Un signo positivo para V significa que las fuerzas cortantes en C sobre cada
una de las dos porciones de la viga estan dirigidas como se muestra en las figuras
7.8 y 7.9; un signo negativo significa que las fuerzas cortantes tienen un sentido
opuesto. En forma similar, un signo positivo para M significa que los pares Hécto-
res eri C estan dirigidos como se muestra en las figuras y un signo negativo signi-
fica que los pares flectores tienen un sentido opuesto. Ademas, un signo positivo
para M significa que la concavidad de la viga en el punto C esta dirigida hacia arri-
ba mientras que un signo negativo significa que dicha concavidad esta dirigida ha-
cia abajo.

(continua)



B. Dibujo de los diagramas de fuerza cortante y de momento flector para
una viga. Estos diagramas se obtienen al graficar, respectivamente, V y M contra
la distancia x medida a lo largo de la viga. Sin embargo, en la mayoria de los casos
s6lo se necesita calcular los valores de V y M en unos cuantos puntos.

1. Para una viga que soporta Unicamente cargas concentradas, se observa
que [problema resuelto 7.2]:

a) El diagrama defuerza cortante consiste en segmentos de lineas hori-
zontales. Por tanto, para dibujar el diagrama de fuerza cortante de la viga s6lo se
necesitara calcular el valor de V justo a la izquierda o justo a la derecha de los pun-
tos donde se aplican las cargas o las reacciones.

b) El diagrama de momento flector consiste de segmentos de lineas rec-
tas oblicuas. Por tanto, para dibujar el diagrama de momento flector de la viga s6-
lo se necesitara calcular el valor de M en los puntos donde se aplican las cargas o
las reacciones.

2. Para una viga (jue soporta cargas uniformemente distribuidas, es nece-
sario sefialar {problema resuelto 7.3] que bajo cada una de las cargas distribuidas
se tiene lo siguiente:

a) El diagrama de fuerza consiste de un segmento de una linea recta
oblicua. Por tanto, sélo se necesita calcular el valor de V donde empieza y termina
la carga distribuida.

b) El diagrama de momentoflector consiste de un arco de pardbola. En
la mayoria de los casos sélo se necesita calcular el valor de M donde empieza vy ter-
mina la carga distribuida.

3. Para una viga con una carga mas complicada, es necesario considerar el
diagrama de cuerpo libre de una porcion de la viga de longitud arbitraria x y de-
terminar V' y M como funciones de x. Es posible que se tenga que repetir este pro-
cedimiento varias veces puesto que por lo general V y M estan representadas con
diferentes funciones en distintas partes de la viga [problema resuelto 7.3].

4. Cuando se aplica un par a una viga, la fuerza cortante tiene el mismo va-
lor en ambos lados del punto de aplicacion del par pero en el diagrama de momen-
to flector presentara una discontinuidad en dicho punto, incrementandose o dismi-
nuyendo en una cantidad igual a la magnitud del par. Observe que un par se puede
aplicar directamente a la viga o puede resultar a partir de la aplicacién de una car-
ga sobre un elemento curvo que esta unido rigidamente a la viga [problema resuel-
to 7.3].



Problemas

7.29 a 7.32 Paralavigay las cargas mostradas en las figuras, a) trace

los diagramas de fuerza cortante y de momento flector, b) determine los valo-
res absolutos maximos de la fuer/a cortante v del momento flector.

7.33y 7.34 Paralavigay las cargas mostradas en las figuras, a) trace
los diagramas de fuerza cortante y de momento flector, b) determine los va-
lores absolutos maximos de la fuerza cortante v del momento flector.

1ki kips
P - P 10 kips 8 kip: 4 Kips
ID E
4 f i E
2 kips
36ft 3ft sft 36ft 18t 2.7ft
Figura P7.33 Figura P7.34

7.35y 7.36 Para lavigay las cargas mostradas en las figuras, a) trace
los diagramas de fuerza cortante y de momento flector, b) determine los va-
lores absolutos maximos de la fuerza cortante v del momento flector.

1.8 KN/m

7.37 y 7.38 Paralavigay las cargas mostradas en las figuras, a) trace
los diagramas de fuerza cortante y de momento flector, h) determine los va-
lores absolutos maximos de la fuerza cortante y del momento (lector.

(-=-U-m- 28 - 1.5a
Figura P7.32

0.54 kN 1.35 kN
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Figura P7.35

Figura P7.38
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12 Ib/in.
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Figura P7.39

Bk.Vm

Figura P7.42

Figura P7.43

Figura P7.44

Figura P7.47

7.39 y 7.40 Paralaviga v las cargas mostradas en las figuras, a) trace
los diagramas de fuerza cortante y de momento flector, b) determine los va-
lores absolutos maximos de la fuerza cortante y del momento flector.

12 kN/i 12kN/rn

Figura P7.40 Figura P7.41

7.41 y 7.42 Si se supone que la reaccion del suelo sobre la viga AB
gue muestra cada figura esta dirigida hacia arriba y es uniformemente dis-
tribuida, a) trace los diagramas de fuerza cortante y de momento flector,
h) determine los valores absolutos maximos de la fuerza cortante y del mo-
mento flector.

7.43 Si se supone que la reaccion del suelo sobre lavigaAB que mues-
tra la figura esté dirigida hacia arriba y es uniformemente distribuida, a) tra-
ce los diagramas de fuerza cortante y do momento flector, b) determine los
valores absolutos méximos de la fuerza cortante y del momento flector.

7.44 Si la reaccién del suelo sobre la viga AB que muestra la figura
esta dirigida hacia arriba y es uniformemente distribuida, ya = 0.3 m, a) tra-
ce los diagramas de fuerza cortante y de momento flector, b) determine los
valores absolutos maximos de la fuerza cortante v del momento flector.

7.45y 7.46 Trace los diagramas de fuerza cortante y de momento flec-
tor para la viga AB, y determine los valores absolutos méaximos de la fuerza
cortante y del momento flector.

Figura P7.45 Figura P7.46

7.47 Dos pequefias secciones de angulo, CE y DF, se atornillan a la
viga uniforme AB con peso de 900 Ib, y el elemento estructural se sostiene
temporalmente por medio de los cables verticales EC y FH como indica la
figura. Una segunda viga que descansa sobre lavigaAB en | ejerce una fuerza
hacia abajo de 810 Ib sobre AB. Si a = 0.9 ft y sin tomar en cuenta el peso
de las secciones de angulo, a) trace los diagramas de fuerza cortante y de
momento flector para la viga AB, h) determine los valores absolutos méxi-
mos de la fuerza cortante y del momento flector en la viga.

7.48 Resuelvael problema 7.47 paraa = 1.8 ft.



7.49 Trace los diagramas de fuerza cortante y de momento flector para

la viga AB, y determine los valores absolutos maximos de la fuerza cortante
y del momento flector.

Figura P7.49

7.50 Sin tomar en cuenta el tamafio de la polea colocada en G, a) tra-
ce los diagramas de fuerza cortante y de momento flector para la viga AB
gue muestra la figura, b) determine los valores absolutos maximos de la fuer-
za cortante y del momento flector.

7.51 Para la viga del problema 7.44, determine a) la distanciaa para
la cual el valor absoluto méaximo del momento flector en la viga sea minimo,
b) el valor correspondiente de JAJnéx (Sugerencia: Trace el diagrama de mo-
mento flector e iguale los valores absolutos maximos positivos y negativos que
se obtengan en el diagrama.)

7.52 Para el elemento estructural del problema 7.47, determine a) la
distancia a para la cual el valor absoluto méximo del momento flector en la
viga AB sea minimo, b) el valor correspondiente ce]M|méx (Vea la sugeren-
cia del problema 7.51.)

7.53 Para laviga que muestra la figura, determine a) la magnitud de
P cuyo valor maximo del momento flector sea minimo, b) el valor correspon-
diente de |Mnfa (Vea la sugerencia del problema 7.51.)

7.54 Para la vigay las cargas mostradas, determine a) la distancia a
para la cual el valor absoluto méximo del momento flector en la viga sea mi-
nimo, b) el valor correspondiente de]jM]niix (\Vea la sugerencia del problema
7.51)

i4 kN 16 kN
rc 1w ,
) 1
i} HKN
[«—0.75 M2 ——- 1 m-———- -1 a m

Figura P7.54

7.55 SiP = Q = 500 Ib, determine a) la distanciaa para la cual el valor
absoluto méximo del momento flector en la viga AB que muestra la figura
sea minimo, b) el valor correspondiente de Afmix (Vea la sugerencia del
problema 7.51.)

7.56 Resuelva el problema 7.55 suponiendo que P = 250 Iby Q = 500
Ib.

125m 12m
Figura P7.53

Figura P7.55

16 in.
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Figura 7.11

b)

*7.57 Para reducir el momento flector de la viga en voladizo AB que
muestra la figura, se fijan de manera permanente un cable y un contrapeso en
el extremo ti. Determine la magnitud del contrapeso para la cual el valor ab-
soluto maximo del momento flector en la viga sea lo més pequefio posible, asi
como el valor correspondiente de fTiax Considere a) el caso en que la car-
ga distribuida se aplica permanentemente sobre la viga, b) el caso més gene-
ral en que la carga distribuida puede aplicarse o removerse.

*7.6. RELACIONES ENTRE CARGA, FUERZA CORTANTE
Y MOMENTO FLECTOR

Si una viga sostiene més de dos o tres cargas concentradas, o cuando so-
porta cargas distribuidas, es muy probable que el método para graficar
las fuerzas cortantes y los momentos flectores descrito en la seccion 7.5
se vuelva muy laborioso. La elaboracion del diagrama de fuerza cortan-
te y, especialmente, la del diagrama de momento flector, se simplifica-
réan en gran medida si se toman en consideracion ciertas relaciones que
existen entre la carga, la fuerza cortante y el momento flector.

Considérese una viga simplemente apoyada AB que soporta una
carga distribuida w por unidad de longitud (figura 7.11a), y sean C y
C dos puntos sobre la viga separados por una distancia Ax entre si. La
fuerza cortante y el momento flector ubicados en C estaran represen-
tados, respectivamente, con Vy M, las cuales se supondran positivas;
la fuerza cortante y el momento flector localizados en C seran repre-
sentados mediante V + AVy M + AM.

Ahora se separa el tramo de viga CC y se traza su diagrama de
cuerpo libre (figura 7.1 \b). Las fuerzas ejercidas sobre el cuerpo libre
incluyen una carga de magnitud w Ax y las fuerzas y los pares internos
gue actiian en C y C*. Como se ha supuesto que la fuerza cortante y
el momento flector son positivos, las fuerzas y los pares estaran dirigi-
dos en la forma indicada por la figura.

Relaciones entre carga y fuerza cortante. Se escribe que la
suma de las componentes verticales de las fuerzas que actdan sobre el
cuerpo libre CC es igual a cero:

V- V+AV)- wAx =0
AV = —w Ax
Al dividir ambos lados de la ecuacién anterior entre Ax, y haciendo
luego que Ax tienda a cero, se obtiene
dv

dx -W (7.1)

La formula (7.1) indica que para una viga de la forma que muestra la
figura 7.11a, la pendiente dV/dx de la curva de fuerza cortante es ne-



gativa; ademas, el valor absoluto de la pendiente en cualquier punto es
igual a la carga por unidad de longitud en dicho punto. Si se integra la
ecuacién (7.1) entre los puntos C y D, se obtiene

Vd - Vc = - f°w dx (7.2)
C

VD ~ Vc ——(area bajo la curva de carga entre C y D) (7.29

Obsérvese que también se pudo haber obtenido este resultado consi-
derando el equilibrio de la porcion CD de la vaga, puesto que el area
bajo la curva de carga representa la carga total aplicada entre CyD .

Es necesario sefialar que la ecuacion (7.1) no es valida en un punto
donde se aplica una carga concentrada; como se vio en la seccién 7.5,
la curva de fuerza cortante es discontinua en dicho punto. En fonna
similar, las ecuaciones (7.2) y (7.2") dejan de ser vélidas cuando se apli-
can cargas concentradas entre CyD, puesto que dichas ecuaciones no
toman en consideracion el cambio brusco en la fuerza cortante oca-
sionado por una carga concentrada. Por tanto, las ecuaciones (7.2) y
(7.2") s6lo se deben aplicar entre cargas concentradas sucesivas.

Relaciones entre lafuerza cortante y el momento flector. Re-
gresando al diagrama de cuerpo libre de la figura 7.11;>, ahora se escri-
be que la suma de los momentos con respecto a C' es igual a cero y se
obtiene

AX
M+ AM) —M —V Ax + WAX—2~ =0

AM = V Ax —\w(AXx)2

Si se dividen ambos lados de la ecuacién anterior entre Ar y se hace
gue Ax tienda a cero, se obtiene

SRV (7.3)

La ecuacion (7.3) indica que la pendiente dM/dx de la curva de mo-
mento flector es igual al valor de la fuerza cortante. Esto es cierto en
cualquier punto donde la fuerza cortante tenga un valor bien definido,
es decir, en cualquier punto donde no se aplique una fuerza concen-
trada. Ademas, la ecuacién (7.3) también muestra que la fuerza cor-
tante es igual a cero en aquellos puntos donde el momento flector es
maximo. Esta propiedad facilita el calculo de los puntos donde es mas
probable que la viga falle bajo flexion.

Si se integra la ecuacién (7.3) entre los puntos C y i), se obtiene

Mo —Mc —F "vdx (7.4)
c

Mp ;—Mc —area bajo Igﬁ,lrva de fugﬁ;za COEWQWF&CIEP (7.4%
Obsérvese que se debe considerar que el area bajo la curva de fuerza
cortante es positiva en aquellos lugares donde la fuerza cortante es posi-
tiva 'y que el area es negativa donde la fuerza cortante es negativa. Las
ecuaciones (7.4) y (7.4") son validas cuando se aplican cargas concen-
tradas entre CyD, y siempre y cuando se haya dibujado correctamente
la curva de fuerza cortante. Sin embargo, dichas férmulas dejan de ser
vélidas si se aplica un par en un punto localizado entre CyD, puesto
que las formulas en cuestién no consideran el cambio brusco en el mo-
mento flector ocasionado por un par (véase problema resuelto 7.7).
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Figura 7.12

d)

Ejemplo. Considere unaviga apoyada AB que tiene un claro L y que so-
porta nna carga distribuida de manera uniforme w (figura 7.12a). A partir del
diagrama de cuerpo libre para toda la viga se determina la magnitud de las reac-
ciones en los apoyos RA= Rfi - tvL/2 (figura 7.12b). Después, se dibujael dia-
grama de fuerza cortante. Cerca del extremo A de la viga, la fuerza cortante es
igual a Ra, esto es, igual a wL/2, como puede corroborarse considerando una
porcién muy pequefia de la viga como un cuerpo libre. Entonces, utilizando la
ecuacion (7.2) se puede determinar la fuerza cortante V a cualquier distancia x
a partir de A. Asi se escribe

V —VA= —IO ivdx = —wx
V = VA- wx = - WX = tv(™M- - Xj

En este sentido, lacurva de fuerza cortante es una linea recta oblicua que cru-
za el eje x en x = L/2 (figura 7.12c). Ahora considere el momento flector,
primero se observa que MA = 0. Entonces, el valor M del momento flector a
cualquier distancia x a partir de A se puede obtener a partir de la ecuacion
(7.4); asi se tiene que

M- Ma= i Vdx
0
M=£ tv(™- xjdx ="j{Lx- X2

La curva de momento flector es una parabola. EI méaximo valor del momen-
to flector ocurre cuando x = L/2, puesto que V (y por tanto, dM/dx) es igual
a cero para dicho valor de x. Si se sustituye x = L/2 en la Gltima ecuacion,
se obtiene M,Nk= wL2H.

En la mayoria de las aplicaciones de ingenieria sélo se necesita co-
nocer el valor del momento flector en unos cuantos puntos especificos.
Una vez que se ha dibujado el diagrama de fuerza cortante y después de
que se ha determinado el valor de M en uno de los extremos de la viga,
se puede obtener el valor del momento flector en cualquier punto, cal-
culando el area bajo la curva de fuerza cortante y utilizando la ecuacién
(7.4"). Por ejemplo, como MA = 0 para la viga de la figura 7.12, el mé-
ximo valor del momento flector para la vaga se puede obtener midiendo
el area del triangulo sombreado en el diagrama de fuerza cortante:

1 L wL _ ivL2
oy 22 2 8

En este ejemplo, lacurva de cargaes unalinea recta horizontal, la cur-
vade fuer/acortante es una linea recta oblicuay la curva de momento flec-
tor es una parabola. Si la curva de carga hubiera sido una linea recta obli-
cua (polinomio de primer grado), la curva de fuerza cortante habria sido
una parabola (polinomio de segundo grado) y la curva de momento flector
hubiera sido cubica (polinomio de tercer grado). Las curvas de fuerza cor-
tante y momento flector siempre seran, respectivamente, unoy dos grados
mayores que lacurvade carga. Por tanto, unavez que se han calculado unos
cuantos valores de la fuerza cortante v del momento flector, se deberan po-
der bosquejar los diagramas de fuerza cortante y momento flector sin te-
ner que determinar las funciones V(x) y M(x). Los bosquejos obtenidos
seran mas precisos si se hace uso del hecho de que en cualquier punto don-
de las curvas son continuas, la pendiente de la curva de fuerza cortante es
igual a —w y la pendiente de la curva de momento flector es igual a V.
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PROBLEMA RESUELTO 7.4

Dibuje los diagramas de fuerza cortante y momento flector para la viga y las
condiciones de carga mostradas en la figura.

SOLUCION

Cuerpo libre: viga completa. Si se considera a toda la viga como un
cuerpo libre, se determinan las reacciones:

+*&Ma = 0:
D(24 ft) —(20 Idps)(6 ft) —(12 kips)(14 ft) —(12 Idps)(28 ft) = 0
D = +26 kips D = 26 kips T
+tSF¢=0:  At—20 kips —12 kips + 26 kips - 12 kips = 0
Av = +18 kips Ay = 18 Kips j

También se debe sefalar que tanto en A como en E el momento flector es
igual a cero: por tanto, se obtienen dos puntos (indicados por medio de pe-
guefios circulos) del diagrama de momento flector.

Diagrama de fuerzacortante. ComodV/dx = ~w, se encuentra que
la pendiente del diagrama de fuerza cortante es igual a cero (esto es, que la
fuerza cortante es constante) entre cargas concentradas y reacciones. La fuer-
za cortante en cualquier punto se determina dividiendo la viga en dos partes
y considerando a cualquiera de dichas partes como un cuerpo libre. Por ejem-
plo, utilizando la porcién de la viga que esta a la izquierda de la seccion 1, se
obtiene la fuerza cortante entre By C:

+fSFy = 0:  +18 kips —20 kips —V = 0 V= —2 kips

Ademas, también se encuentra que la fuerza cortante es igual a +12 kilolibras
(kips) justo a laderechadel punto D y que lafuerza cortante es igual a cero en
el extremo E. Como la pendiente dV/dx ——tv es constante entre D y F, el
diagrama de fuerza cortante es una linea recta entre estos dos puntos.

Diagrama de momento flector. Se recuerda que el area bajo lacur-
va de fuerza cortante entre dos puntos es igual al cambio en el momento
flector entre esos mismos dos puntos. Por conveniencia, se calcula el area de
cada porcién del diagrama de fuerza cortante y se indica el valor obtenido
en ese mismo diagrama. Gomo se sabe que el momento flector MAen el ex-
tremo izquierdo es igual a cero, se escribe

Mb - Ma = +108 Mo = +108 kips =ft
Mc - Mb= - 16 Mc = + 92 kips =ft
Mu - Mc = - 140 Mp = - 48 kips =ft

Me - MD= + 48 ME=0

Como se sabe que ME es igual a cero, se obtiene una comprobacién de los
célculos realizados.

Entre las cargas concentradas y reacciones la fuerza cortante es cons-
tante; por tanto, la pendiente dM/dx es constante y se dibuja el diagrama de
momento flector conectando los puntos conocidos con lineas rectas. Entre
Dy £, donde el diagrama de fuerza cortante es una linea recta oblicua, el
diagrama de momento flector es una parabola.

A partir de los diagramas para V'y M se observa que Vnix = 18 kips y

= 108 kips ft.
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PROBLEMA RESUELTO 7.5

Dibuje los diagramas de fuerza cortante y momento flector para la vigay las
condiciones de carga mostradas en la figura y determine la ubicacién y mag-
nitud del momento flector maximo.

Cuerpo libre: viga completa. Si se considera toda la viga como un
cuerpo libre, se obtienen las reacciones

R, =80 kNt Rc = 40 kN |

Diagrama de fuerza cortante. La fuerza cortante justo a la derecha
del punto A es VA= +80 kN. Como el cambio en la fuerza cortante entre
dos puntos es igual al negativo del area bajo la curva de carga entre los mis-
mos dos puntos, se obtiene VVHescribiendo

VB~VA= -(20 kN/m)6 m) = -120 kN
VB= -120 + VA= -120 + 80 = -40 kN

Como la pendiente dV/dx = —w es constante entre Ay B, el diagrama de
fuerza cortante entre estos dos puntos esta representado por una linea rec-
ta. Entre B y C, el area bajo la curva de carga es igual a cero; por tanto,

Ve - VB=0 Vc = VB= -40 kN
y la fuerza cortante es constante entre B 'y C.

Diagrama de momento flector. Se observa que el momento flector
en cada uno de los extremos de la viga es igual a cero. Para determinar el
méximo momento flector se tiene que localizar la ubicacion de la seccién D
de laviga donde V = 0. Asi se escribe

VD- VA= -wx
0- 80 kN = -(20 kKN/m)x

y, resolviendo para x: Xx=4m 4

El méximo momento flector ocurre en el punto D donde se tiene que
dM/dx = V = 0. Se calculan las areas de las distintas porciones del diagrama
de fuerza cortante y se indican los valores obtenidos (entre paréntesis) en ese
mismo diagrama. Como el area del diagrama de fuerza cortante entre dos pun-
tos es igual al cambio en el momento flector entre esos mismos dos puntos, se
escribe

Md - Ma = +160 kN em Mn = +160 kN m
Mb - Md = - 40 kN m Mb = +120 kN m
Mc - Mb = -120 kN em Mc =0

El diagrama de momento flector consta de un arco de parabola seguido por
un segmento de linea recta; la pendiente de la parabola en A es igual al valor
de V en dicho punto.

El maximo momento flector es igual a

= +160 kN =in <

E
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PROBLEMA RESUELTO 7.6

Elabore los diagramas de fuerza cortante y de momento flector para la viga
en voladizo que se muestra en la figura.

SOLUCION

Diagrama de fuerza cortante. Se encuentra que en el extremo libre
de la viga VA= 0. Por otra parte, entre Ay B, el area bajo la curva de carga
es igual a “Wod. Con la informacién anterior, se encuentra el valor de Vg es-
cribiendo

VB- VA= - 2 Vs= "2

Entre B y C, la viga no soporta ninguna carga externa; por tanto Vc = VAi.
En A, se tiene que w = w0, y de acuerdo con la ecuacion (7.1), la pendien-
te de la cun a de fuerza cortante esta dada por dV/dx = ~wO0, mientras que
en B la pendiente es dV/dx = 0. Entre Ay B, la carga decrece linealmente
y el diagrama de fuerza cortante es parab6lico. Entre By C, w = 0y el dia-
grama de fuerza cortante es una linea horizontal.

Diagrama de momento flector.  Se observa que en el extremo libre de
laviga Ma = 0. Se calculael area bajo la curva de fuerza cortante y se escribe
Mo Ma= -w? Mu— 3w

Mc Mb = \u>0a(L - a)
Mc = — —u)

El bosquejo del diagrama de momento flector se completa recordando que
dM/dx = V. Se encuentra que entre Ay B el diagrama esta representado por
una curva cubica con pendiente cero en A, y entre B y C esta representado
con una linea recta.

PROBLEMA RESUELTO 7.7

Sobre la viga sencilla apoyada AC actlla un par de magnitud T que se aplica
en el punto B. Dibuje los diagramas de fuerza cortante v momento flector
para la viga.

SOLUCION

Diagrama de cuerpo libre: viga completa, Se toma toda la viga
como un cuerpo libre y se obtiene

R=rt Rc=rl

Diagramas de fueiva cortante y momento flector. La fuerza cor-
tante en cualquier seccidn es constante e igual a T/L. Como el par esta apli-
cado en B, el diagrama de momento flector es discontinuo en dicho punto;
asi el momento flector decrece bruscamente en una cantidad igual a T.

I"PiS
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RESOLUCION DE PROBLEMAS
EN FORMA INDEPENDIENTE

En esta leccion se aprendié a utilizar las relaciones que existen entre la carga, la
fuerza cortante v el momento flector para simplificar la tarea de dibujar los dia-
gramas de fuerza cortante y momento flector. Estas relaciones son

v 7.1

dx ~ W 7.1

7.3

dx (7.3)

V/] —Vc = —(area bajo la curva de carga entre C y D) (7.2Y

Mj} —Mc = (&rea bajo la curva de fuerza cortante entre C y D) (7.4Y

Tomando en cuenta las relaciones anteriores, se puede utilizar el siguiente proce-
dimiento para dibujar los diagramas de fuerza cortante y momento flector para una
viga.

1. Dibujar un diagrama de cuerpo Ubre para toda la viga y utilizarlo para
determinar las reacciones en sus apoyos.

2. Dibujar el diagrama de fuerza corlante. Al igual que en la leccién anterior,
esto se puede llevar a cabo cortando la viga en varios puntos y considerando el dia-
grama de cuerpo libre de una de las partes de la vaga que se obtienen de esta for-
ma [problema resuelto 7.3]. Sin embargo, se puede considerar uno de los siguien-
tes procedimientos alternativos.

a) Lafuerza cortante Ven cualquier punto de la viga es igual a la suma
de las reacciones ;/de las cargas que se encuentran a la izquierda de dicho
punto; una fuerza que actla hacia arriba se considera como positiva y una fuerza
gue actua hacia abajo se considera como negativa.

b) Para una viga que soporta una carga distribuida, se puede comenzar
a partir de un punto donde se conoce el valor de V y utilizar consecutivamente la
ecuacion (7.2") para encontrar el valor de V en todos los deméas puntos de interés.

3. Dibujar el diagrama de momento flector utilizando el siguiente procedi-
miento.

a) Se calcula el 4rea bajo cada porcion de la curva de fuerza cortante,
asignandole un signo positivo a las areas localizadas por encima del eje X y un signo
negativo a las areas localizadas por debajo del eje x.

b) Se aplica consecutivamente la ecuacién (7.4") [problemas resueltos 7.4
y 7.5], comenzando a partir del extremo izquierdo de laviga, donde M = 0 (excepto
si en ese extremo se aplica un par o si la viga es una viga en voladizo con su ex-
tremo izquierdo fijo).

c) Se debe tener cuidado de mostrar una discontinuidad en el diagrama de mo-
mento flector en el punto en el que se aplica un par sobre la viga, incremen-
tando el valor de M en dicho punto en una cantidad igual a la magnitud del par, si
este Ultimo tiene un sentido afavor del novimiento de las manecillas del reloj o dis-
minuyendo el valor de M en una cantidad igual a la magnitud del par, si este Ul-



timo tiene un sentido contrario al movimiento de las manecillas del reloj [problema
resuelto 7.7],

4. Determinar la ubicacion y la magnitud de JA]m,v EI maximo valor abso-
luto del momento flector ocurre en uno de los dos puntos en los que dM/dx = 0,
esto es, de acuerdo con la ecuacion (7.3), en un punto donde V es igual a cero o
cambia de signo. Por tanto, se tiene que:

a) Se determina a partir del diagrama de fuerza cortante, el valor de
IM en el que Vcambia de signo; esto ocurrird en los puntos donde actlan car-
gas concentradas [problema resuelto 7.4],

b) Se determinan los puntos en los que V=0 vy los valores correspon-
dientes de [M]J; esto ocurrird bajo una carga distribuida. Para encontrar la distan-
ciax entre el punto C, donde empieza la carga distribuida, y un punto £, donde la
fuerza cortante es igual a cero, se emplea la ecuacién (7.2"); aqui, para Vc se usa
el valor conocido de la fuerza cortante en el punto C, para Vn se usa el valor de
cero, se expresa el area bajo la curva de carga como una funcién de x [problema
resuelto 7.5].

5. La calidad de los dibujos de los diagramas se puede mejorar si se re-
cuerda que, de acuerdo con las ecuaciones (7.1) , (7.3), en cualquier punto dado,
la pendiente de la curva V es igual a -w y la pendiente de la curva M es igual a V.
En particular, en los dibujos se deben mostrar claramente los puntos en los que la
pendiente de las curvas es cero.

6. Por Gltimo, para vigas que soportan una carga distribuida que esta ex-
presada como mm funciéon w(x), se debe recordar que la fuerza cortante V se
puede obtener integrando la funcién - i, el momento flector M puede obte-
nerse integrando V(x) [ecuaciones (7.3) , (7.4)].



Problemas

7.58 Use el método de la seccién 7.6 para resolver el problema 7.29.
7.59 Use el método de la seccion 7.6 para resolver el problema 7.30.
7.60 Use el método de la seccion 7.6 para resolver el problema 7.31.
Figura P7.64 . Ly
7.61 Use el método de laseccion 7.6 para resolver el problema 7.32.
v 7.62 Use el método de la seccion 7.6 para resolver el problema 7.34.

| 7.63  Use el método de la seccién 7.6 para resolver el problema 7.35.

7.64 y 7.65 Para lavigay las cargas mostradas en cada figura, a) trace
los diagramas de fuerza cortante y de momento flector, b) determine los va-
K36 Flomeee - 3t lores absolutos méaximos de la fuerza cortante y del momento flector.

L
9 Kips 1.5 kips/ft  *

Figura P7.65 7.66 Use el método de la seccion 7.6 para resolver el problema 7.37.

120 NW/m 7.67 Use el método de la seccion 7.6 para resolver el problema 7.38.

7.68 Use el método de la seccién 7.6 para resolver el problema 7.39.
7.69 Use el método de la seccién 7.6 para resolver el problema 7.40.

7.70y 7.71 Paralavigay las cargas mostradas en cada figura, a) trace
los diagramas de fuerza cortante v de momento flector, b) determine los va-
lores absolutos méximos de la fuerza cortante y del momento flector.

2 KN/m 4.5 kN/m
2.5 kN/m

=-45 m-*-

Figura P7.71

Figura P7.72 Figura P7.73

7.72 y 7.73 Para lavigay las cargas que se muestran en cada figura,
a) trace los diagramas de fuerza cortante y de momento flector, b) determine
la magnitud y la ubicacién del momento flector maximo.
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7.74 Para la viga mostrada en la figura, trace los diagramas de fuerza
cortante y de momento flector y determine el valor absoluto maximo del mo-
mento flector sabiendo que a) P = 7 kips, b) P = 10 kips.

Figura P7.74

. . . L600 Ib
7.75 Para la viga mostrada en la figura, trace los diagramas de fuerza 800 Ib/ft
cortante y de momento flector y determine la magnitud y la ubicacion del ﬂ-TTTTTTT

valor absoluto maximo del moinento flector.

7.76 Paralavigay las cargas mostradas en la figura, «) trace los dia-= 0 flom ._at_a:
gramas de fuerza cortante y de momento flector, b) determine la magnitud
Figura P7.75

y la ubicacion del valor absoluto méximo del momento flector.

>~ 2 M—Ii —2 m—«
20 kN/m 20 kK\/m
fe DIl kneni ~

SR Y p— [ I P >
Figura P7.76

7.77 Resuelva el problema 7.76 suponiendo que el par de 24 kN em
se aplica en D en sentido contrario al de las manecillas del reloj.

7.78 Para la viga AB mostrada en la figura, a) trace los diagramas de
fuerza cortante y de momento flector, b) determine la magnitud y la ubi-
cacion del valor absoluto maximo del momento flector.

7.79 Resuelva el problema 7.78 suponiendo que la fuerza de 2 kips
aplicada en E esta dirigida hacia arriba.



384 Fuerzas en vigas y cables 7.80 y 7.81 Para laviga v las cargas mostradas en cada figura, a) ob-
tenga las ecuaciones de las curvas de la fuerza cortante y del momento flec-
tor, b) trace los diagramas do fuerza cortante y de momento flector, c) de-
termine la magnitud y la ubicacion del momento flector maximo.

7.82 Para laviga mostradaen la figura, a) trace los diagramas de fuerza
cortante y de momento flector, b) determine la magnitud y la ubicacion del
momento flector maximo. (Sugerencia: Obtenga las ecuaciones de las curvas
de la fuerza cortante y del momento flector para el tramo CD de la viga.)

7.83 La acumulacion de nieve produce una carga distribuida sobre la
superficie, dicha carga puede aproximarse mediante la curva de carga cubica
mostrada por la figura. Obtenga las ecuaciones de las cunas de la fuerza cor-
tante y del momento flector y determine el momento flector maximo.

Figura P7.83

*7.84 La viga AB mostrada en la figura se somete a una carga uni-
formemente distribuida de 1000 N/my a dos fuerzas desconocidas P v Q.
Si el calculo experimental del valor del momento flector es de —395 N em
en A y de —215 N mmen C, a) determine P y Q, b) trace los diagramas de
fuerza cortante y de momento flector para la viga.

*7.85 Resuelva el problema 7.84 suponiendo que la carga uniforme-
mente distribuida de 1000 N/m se extiende a lo largo de toda la viga AB.

4K N/m Q *7.86 La viga AB mostrada en la figura se somete a una carga uni-
formemente distribuida y a dos fuerzas desconocidas P y Q. Si el célculo ex-
perimental del valor del momento flector es de +2.7 kN em Cy +2.5 kN =
m en D, cuando a = 2 m, a) determine P y Q, b) trace los diagramas de
fuerza cortante y de momento flector para la viga.
6 m- »wm—

Figura P7.86 *7.87 Resuelva el problema 7.86 cuandoa = 1.35 m



CABLES

*7.7. CABLES CON CARGAS CONCENTRADAS

Los cables se utilizan en muchas aplicaciones de ingenieria como puen-
tes colgantes, lineas de transmision, teleféricos, contravientos para to-
rres altas, etc. Los cables pueden dividirse en dos categorias de acuer-
do con las cargas (pie actuan sobre ellos: 1) cables que soportan cargas
concentradas y 2) cables que soportan cargas distribuidas. En esta sec-
cion se examinaran solo los cables de la primera categoria.

Considere un cable unido a dos puntos fijos A y B que soporta n
cargas concentradas verticales Pt, Pg, ... , P,, (figura 7.13a). Se supone
que el cable esflexible, esto es, que su resistencia a la flexion es pe-
guefa y se puede despreciar. Ademas, también se supone que el peso
del cable es susceptible de ser ignorado en comparacion con las cargas
que soporta. Por tanto, cualquier porcién del cable entre dos cargas con-
secutivas se puede considerar como un elemento sujeto a dos fuerzasy,
por consiguiente, las fuerzas internas en cualquier punto del cable se re-
ducen a unafuerza de tension dirigida a lo largo del cable.

Se supone que cada una de las cargas se encuentra en una linea ver-
tical dada, esto es, que la distancia horizontal desde el apoyo A hasta ca-
da una de las cargas es conocida; ademas, también se supone que se
conocen las distancias horizontal y vertical entre los apoyos. Se busca
determinar la forma del cable, esto es, la distancia vertical desde el apo-
yo A hasta cada uno de los puntos CA (s, .. ., C,,. y también se desea
encontrar la tension T en cada uno de los segmentos del cable.

Figura 7.13

Primero se dibuja un diagrama de cuerpo libre para todo el cable
(figura 7.13b). Como la pendiente de las porciones del cable unidas en
Ay B no se conoce, cada una de las reacciones en Ay B deben repre-
sentarse con dos componentes. Por tanto, estan involucradas cuatro in-
cognitas y las tres ecuaciones de equilibrio que se tienen disponibles
no son suficientes para determinar las reacciones en Ay fi." De esta
manera, se debe obtener una ecuacion adicional considerando el equi-
librio de una porcion del cable. Lo anterior es posible si se conocen las
coordenadas x y y de un punto D del cable. Dibujando el diagrama de

fEs obvio que el cable no es un cuerpo rigido; por tanto, las ecuaciones de equilibrio
representan condiciones necesarias pero no suficientes (véase seccion 6.11).

7.7. Cables con cargas concentradas

Fotografia 7.3 Como el peso del cable del
transporte para esquiadores que se muestra en
la foto es despreciable comparado con el peso
de las sillas y los esquiadores, los métodos de
esta seccion pueden usarse para determinar la
fuerza en cualquier punto del cable.
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a)

b)
Figura 7.14

h)
Figura 7.13 (repetida)

cuerpo libre del segmento AD del cable (figura 7.14a) y escribiendo
2Mo = 0, se obtiene una relacion adicional entre las componentes es-
calares Axy Ay y se pueden determinar las reacciones en Ay B. Sin
embargo, el problema continuaria siendo indeterminado si no se cono-
cieran las coordenadas de D, a menos que se proporcionara otra rela-
cién entre Axy Ay (o entre Bxy By). Como se indica por medio de las
lineas discontinuas en la figura 7.13/?. el cable podria colgar en varias
formas posibles.

Una vez que se han determinado Axy At se puede encontrar fa-
cilmente la distancia vertical desde A hasta cualquier punto del cable.
Por ejemplo, considerando el punto C2 se dibuja el diagrama de cuer-
po libre de laporcién AC2del cable (figura 7.\Ab). Si se escribe 2AIG! =
0, se obtiene una ecuacion que se puede resolver para i2. Al escribir
2Fr = 0y 1Fy = 0 se obtienen las componentes de la fuerza T que re-
presenta la tension en la porcion del cable que esta a la derecha de C2.
Se observa que T eos 0 = —AXx; por tanto, la componente horizontal de
lafuerza de tension siempre es la misma en cualquier punto del cable.
Se concluye que la tension T es maxima cuando eos 9 es minimo, es-
to es, en la porcién del cable que tiene el mayor &ngulo de inclinacion
9. Obviamente, dicha porcion del cable debe ser adyacente a uno de
los apoyos del cable.

*7.8. CABLES CON CARGAS DISTRIBUIDAS

Considere un cable que esta unido a dos puntos fijos Ay B y que sopor-
ta unacarga distribuida (figura 7.15a). En la seccién anterior se vio que
para un cable que soporta cargas concentradas, la fuerza internaen cual-
quier punto es una fuerza de tension dirigida a lo largo del cable. En el
caso de un cable que soporta una carga distribuida, éste cuelga toman-
do la forma de una curvay la fuerza interna en el punto D es una fuer-
za de tension T dirigida a lo largo de la tangente de la airva. En esta
seccion se aprendera a determinar la tension en cualquier punto de un
cable que soporta una carga distribuida dada. En las secciones siguien-
tes se determinara la forma que adopta el cable para dos tipos particu-
lares de cargas distribuidas.

Considerando el caso mas general de carga distribuida, se dibuja
el diagrama de cuerpo libre de la porcion del cable que se extiende
desde el punto mas bajo C hasta un punto D del cable (figura 7.15b).
Las fuerzas que actlan sobre el cuerpo libre son la fuerza de tension
TO0en C, lacual es horizontal, la fuerza de tension T en D, la cual esta



Figura 7.15

dirigida a lo largo de la tangente al cable en D y la resultante W de la
fuerza distribuida, soportada por la porcion CD del cable. Si se dibuja
el tridngulo de fuerzas correspondiente (figura 7.15c), se obtienen las
siguientes relaciones:

Tcos6=T0 Tsen0 =W (7.5)

fomm—- w
T=WTI + W2 tan 6 —
| (o]

(7.6)

A partir de las relaciones (7.5), es evidente que la componente hori-
zontal de la fuerza de tension T es la misma en cualquier punto y que
la componente vertical de T es igual a la magnitud W de la carga me-
dida a partir del punto mas bajo. Las relaciones (7.6) muestran que la
tensién T es minima en el punto mas bajo y maxima en uno de los dos
puntos de apoyo.

*7.9. CABLE PARABOLICO

Ahora suponga que el cable AB soporta una carga distribuida de ma-
nera uniforme a lo largo de la horizontal (figura 7.16«). Se puede su-
poner que los cables de los puentes colgantes estan cargados de esta
forma puesto que el peso del cable es pequefio en comparacion con el
peso de la calzada. La carga por unidad de longitud (medida enforma
horizontal) se representa con w y se expresa en N/m o en Ib/ft. Selec-
cionando ejes coordenados con su origen en el punto mas bajo C del
cable, se encuentra que la magnitud W de la carga total soportada por
el segmento del cable que se extiende desde C hasta el punto D de
coordenadas Xy Yy estd dada por W = wx. De esta forma, las relacio-
nes (7.6) que definen la magnitud y la direccién de la fuerza en D, se
convierten en

T=VTI + w2 tan 6 = %’f 7.7)
a

Ademés, la distancia desde D hasta la linea de accion de la resultante
W es igual a la mitad de la distancia horizontal que hay desde C hasta
D (figura 7.16fc). Si se suman momentos con respecto a D, se escribe

+T2Md = 0: wx- - TOoy =0

Figura 7.16

7.9. Cable parabdlico 387
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a)

Figura 7.17

Fotografia 7.4 En los puentes colgantes para
cruzar rios y estuarios la calzada esta sostenida
por cables. El puente Verazani-Narrows, el cual
conecta Staten Island y Brooklin en la ciudad de
Nueva York, tiene el claro mas largo de todos los
puentes en Estados Unidos.

y, resolviendo paray, se obtiene

tvx

Y ot (7.8)
Esta es la ecuaciéon de una parabola con un eje vertical y con su vérti-
ce en el origen del sistema de coordenadas. Por tanto, la curva forma-
da por cables que estan cargados uniformemente a lo largo de la hori-
zontal es una parabola.1

Cuando los apoyos A y B del cable tienen la misma elevacion, la
distancia L entre los apoyos se conoce como el claro del cable y la dis-
tancia vertical h desde los apoyos hasta el punto mas bajo se llama \afle-
cha del cable (figura 7.17a). Si se conocen el claro y la flecha del cable
y si la carga por unidad de longitud horizontal w esta dada, se puede en-
contrar la tensién minima TO sustituyendo x = L/2 yy = h en la ecua-
cion (7.8). Entonces, las ecuaciones (7.7) proporcionaran latensiony la
pendiente en cualquier punto del cable y la ecuacion (7.8) definira la for-
ma del cable.

Cuando los apoyos tienen elevaciones diferentes, no se conoce lapo-
sicion del punto méas bajo del cable y se deben determinar las coordena-
das XA ya 'y xb, Yji de los apoyos. Con ese propdsito, se expresa que las
coordenadas de A v B satisfacen la ecuacion (7.8) y que xH—xA= L y
ya ~ ya = d, donde L vd representan, respectivamente, las distancias
horizontal y vertical entre los dos apoyos (figura 7.17/j y c).

La longitud del cable desde su punto mas bajo C hasta su apoyo
B se puede obtener a partir de la férmula

g3_r fl + (41)2dx (7.9)
Si se obtiene la diferencial de la ecuacién (7.8) se obtiene la derivada
dy/dx —wx/T(\si se sustituye este resultado en la ecuacién (7.9) y se
utiliza el teorema del binomio para expandir el radical en una serie in-
finita, se obtiene

22 fxu W owx®
% - r 1+ dx =] 1+ + dx
JO 270 8Tq
W8  whd
B = 1+ +
X 6Tq 40T,
Y, COMo wxb/2T0 = yB,
sB = xB (S*\* 7.10)
3 ) S {x8)

La serie converge para valores de la relacion yB/xB menores que 0.5;
en la mayoria de los casos, dicha relacién es menor y sélo es necesario
calcular los dos primeros términos de la serie.

fLos cables que cuelgan bajo la acciéon de su propio peso no estan cargados uniforme-
mente a lo largo de la horizontal v, por tanto, no forman una parabola. Sin embargo, cuan-
do el cable esta lo suficientemente tenso, el error que se comete al suponer una forma pa-
rabdlica para cables que cuelgan bajo laaccién de su propio peso es pequefio. En la siguiente
seccion se presentard una exposicion completa sobre este tipo de cables.
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PROBLEMA RESUELTO 7.8

El cable AE soporta tres cargas verticales en los puntos indicados. Si el pun-

20t to C estaa 5 ft por debajo del apoyo izquierdo, determine: a) la elevacion de
" ! los puntos B y D, y h) la pendiente maxima y la tension maxima en el cable.
ips
*15 ft-*
SOLUCION
Reacciones en los apoyos. Las componentes de reaccion ATy A,, se
determinan de la siguiente forma:
Cuerpo libre: todo el cable
+*2M£ = O:
Ar(20 ft) —A,,(60 ft) + (6 kips)<d0 ft) + (12 kips)(30 ft) + (4 kips)(15 ft) = 0
20A, - 60Aj, + 660 =0
Cuerpo Ubre: ABC
+"2MC= 0: —A-(0 ft) - Ay(30 ft) + (6 kips)(10 ft) = 0
-5A, - 30Ay+ 60 =0
Si se resuelven en forma simultanea las dos ecuaciones, se obtiene
Aj. = —18 kips Al. = 18 kips <
Ay = +5 kips A, =5 kipst
a) Elevacién de los puntos B y D.
Cuerpo libre: AB. Considerando la porcion AB del cable como un
cuerpo libre, se escribe
+\2MB = 0: (18 kips)t/fl —(5 kips)(20 ft) = 0
yB = 5,56 ft por debajode A
Cuerpo libre: ABCD. Con el uso de la porcion ABCD del cable como
un cuerpo libre, se escribe
+"i2MD = 0:
_ —18 Idps)t/;j —(5 kips)(45 ft) + (6 kips)(25 ft) + (12 Idps)(15 ft) = 0
-ISkips ifi) = 5.83 ft por encimade A A
1417 1t b) Pendiente y tensiébn maximas. Se observa que la pendiente ma-

5.83ft ximaocurre en la porcion DE. Como la componente horizontal de la tension
es constante e igual a 18 kilolibras, se escribe

14.1

tan 9 = 15 ft 9 =434
18 ki
K= 10 9P 1
cos 8
b2
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PROBLEMA RESUELTO 7.9

Un cable ligero esta unido a un apoyo en A, pasa sobre una polea pequefia <*

en B y soporta una carga P. Si se sabe que la flecha del cable es de 0.5 my
gue la masa por unidad de longitud del cable es de 0.75 kg/m determine;
a) la magnitud de la carga P, h) la pendiente del cable en B y ¢) la longitud
total del cable desde A hasta B. Como la relacion entre la flecha y el claro
es pequefia, suponga que el cable es parabolico. Ademés, se ignora el peso
del tramo del cable que va desde B hasta D.

SOLUCION

a) Carga P. Se representa con C al punto méas bajo del cable y se di-
buja el diagrama de cuerpo libre correspondiente a la porcién CB del cable.
Suponiendo que la carga esta uniformemente distribuida a lo largo de la ho-
rizontal, se escribe

w = (0.75 kg/m)(9.81 nvs2) = 7.36 \Vm
La carga total para el tramo CB del cable estd dada por
W = wxB —(7.36 N/m)(20 m) = 147.2 N

y se aplicajusto a la mitad entre C y B. Sumando momentos con respecto a
B, se escribe

IMH

+2MB=10:  (147.2 N)10 m) - To(0.5m) = 0 TO=2944 N
A partir del tridngulo de fuerzas se obtiene

Ts=Vi?, + W2
= V(2944 N)2+ (147.2 N)2= 2948 N

Como la tensién en ambos lados de la polea es la misma, se encuentra que

P=Tk=2948 N <

b) Pendiente del cable en H.  Ademas, a partir del tridngulo de fuer-
zas se obtiene que 1p
w 1472 N
"iw N *0"5

9=29 <

C) Longitud del cable. Aplicando la ecuacion (7.10) entre C y B, se
escribe

se

_omb 2/05m\ = 20.00833 m
=@M 3(20m) =20

La longitud del cable entre Ay B es el doble de este valor,
Longitud = 2so = 40.0167 m ~

J



RESOLUCION DE PROBLEMAS
EN FORMA INDEPENDIENTE

En los problemas propuestos correspondientes a esta seccidon se tendran que apli-
car las ecuaciones de equilibrio a cables que se encuentran en un plano vertical. Se
supone que un cable no puede resistir flexion, por tanto, la fuerza de tension en el
cable siempre esta dirigida a lo largo del mismo.

A. En la primera parte de esta leccién se consideraron cables sujetos a car-
gas concentradas. Como no se toma en cuenta el peso del cable, éste permane-
ce recto entre las cargas.

La solucion de un problema constara de los siguientes pasos:

1. Dibujar un diagrama de cuerpo libre para todo el cable mostrando las
cargas y las componentes horizontal y vertical de la reaccidon en cada uno de los
apoyos. Se usa este diagrama de cuerpo libre para escribir las ecuaciones de equi-
librio correspondientes.

2. Se enfrentara una situacion en la cual se tienen cuatro componentes des-
conocidas y soélo se cuenta con tres ecuaciones de equilibrio (véase la figura
7.13). Por tanto, se debe encontrar alguna informacién adicional, como la posicién
de un punto sobre el cable o lapendiente del cable en un punto dado.

3. Después de que se ha identificado el punto del cable donde existe infor-
macién adicional, se corta el cable en dicho punto y se dibuja el diagrama de
cuerpo libre correspondiente a una de las dos secciones del cable que se han ob-
tenido de esta manera.

a) Si se conoce la posicion del punto donde se lia cortado el cable, escri-
biendo 2M = 0 con respecto a dicho punto para el nuevo cuerpo libre, se obten-
dréa la ecuacion adicional que se requiere para resolver las cuatro componentes des-
conocidas de las reacciones [problema resuelto 7.8].

b) Si se conoce la pendiente de la porcién del cable que se ha cortado, es-
cribiendo 2Fx= 0y 1,Fy = 0 para el nuevo cuerpo Ubre, se obtendran dos ecua-
ciones de equilibrio que, junto con las tres ecuaciones originales, pueden resolver-
se para las cuatro componentes de reaccion y para la tension del cable en el punto
donde éste fue cortado.

4. Para encontrar la elevacion en un punto dado del cable y la pendiente
y la tensidn en el mismo una vez que se han encontrado las reacciones en los apo-
yos, se debe cortar el cable en dicho punto y dibujar un diagrama de cuerpo libre
para una de las dos secciones que se han obtenido de esta manera. Si se escribe
SM = 0 con respecto al punto en cuestidn se obtiene su elevacion. Al escribir 2F< =
0y 2Fy = 0 se obtienen las componentes de la fuerza de tensién, a partir de las
cuales se encuentra facilmente la magnitud y la direccién de esta ultima.

(continda)



5. Para un cable que soporta s6lo cargas verticales, se observa que la com-
ponente horizontal de lafuerza de tension es la misma en cualquier punto. Se con-
cluye que, para un cable como éste, la tension méaxima ocurre en la parte mas in-
clinada del cable.

ti. En la segunda parte de esta seccion se consideraron cables que sopor-
tan una carga uniformemente distribuida a lo largo de la horizontal. En este
caso la forma del cable es parabdlica.

La solucion de un problema requerird de uno o mas de los siguientes conceptos:

1. Sise coloca el origen del sistema de coordenadas en el punto mas bajo
del cable y se dirigen los ejes x yy, respectivamente, hacia la derecha y hacia arri-
ba, se encuentra que la ecuacion de la parabola es

La tension minima en el cable ocurre en el origen, donde el cable es horizontal y
la tension méxima ocurre en el apoyo donde la pendiente es maxima.

2. Silos apoyos del cable tienen la misma elevacidn, la flecha h del cable es
la distancia vertical desde el punto més bajo del cable hasta la linea horizontal que
une a los dos apoyos. Para resolver un problema que involucra un cable parabdli-
co de este tipo, se debe escribir la ecuacién (7.8) para uno de los apoyos; dicha
ecuacion se puede resolver para una incognita.

3. Si los apoyos del cable tienen elevaciones distintas, se debera escribir la
ecuacion (7.8) para cada uno de los apoyos (véase la figura 7.17).

4. Para encontrar la longitud del cable desde el punto més bajo hasta uno de
los apoyos, se puede utilizar la ecuacion (7.10). En la mayoria de los casos solo se
deberan calcular los dos primeros términos de la serie.

En el problema resuelto 7.9 se considerd un cable colgando bajo su propio peso.
Se observa que, para los cables en tension, sus pesos por unidad de longitud en la
direccion horizontal son aproximadamente constantes. Esta fue la condicion externa
de carga de los cables analizados en la seccion 7.9. Por tanto, si w se toma ahora
como el peso por unidad de longitud de los cables, es posible aplicar los resultados
obtenidos para este tipo de cargas externas al caso especial de cables en tensién col-
gando bajo sus propios pesos.



Problemas

7.88 Para las dos cargas sostenidas por el cable ABCD como indica la
figura, y sabiendo que dc = 0.75 m, determine a) la distanciadB, b) las com-
ponentes de la reaccion en A, c) el valor maximo de la tension en el cable.

7.89 Para las dos cargas sostenidas por el cable ABCD como indica la
figura, y sabiendo que el valor maximo de la tension en el cable es de 3.6
kN, determine a) la distancia dB, b) la distancia dc.

7.90 El cable ABCDE soporta las tres cargas que muestra la figura. Si
dc = 12 ft, determine a) las componentes de la reaccion en E, b) el valor
méximo de la tension en el cable.

7.91 EIl cable ABCDE soporta las tres cargas que muestra la figura.
Determine la distancia dc si el valor maximo de la tensién en el cable es de
5 kips.

7.92 El cable ABCDE soporta las tres cargas que muestra la figura. Si
dc = 1.8 m, determine a) la reaccion en E, b) las distancias dijj y do.

7.93 EIl cable ABCDE soporta las tres cargas que muestra la figura.
Determine a) la distancia dc para la cual el tramo CD del cable permanece
en posicion horizontal, b) las reacciones correspondientes en los apoyos.

7.94 Una tuberia de petroleo esta sostenida cada 6 ft mediante sus-
pensores verticales fijados al cable como indica la figura. Debido al peso com-
binado de la tuberiay su contenido, cada suspensor experimenta una tension
de 4(X) Ib. Sidc - 12 ft, determine a) la tension maxima en el cable, b) la
distancia dn.

Figura P7.94

7.95 Resuelva el problema 7.94 suponiendo que dc —9 ft.

7.96 El cable ABC sostiene las dos cajas que muestra lafigura. Sib = 9
ft, determine a) la magnitud requerida de la fuerza horizontal P, b) la dis-
tancia correspondiente a.

7.97 EI cable ABC sostiene las dos cajas que muestra la figura. De-
termine las distancias ay b cuando se aplica una fuerza horizontal P de 25
Ib de magnitud en C.

Figura P7.92 y P7.93

Figura P7.96 y P7.97
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Figura P7.98 y P7.99
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Figura P7.100y P7.101

Figura P7.103

7.98 Un cable ABCD se mantiene en la posicion que indica la figura
gracias a una fuerza P aplicada en B y a un bloque fijo puesto en C. Si la
fuerza P tiene magnitud de 1.32 kN, determine a) la reaccion en A, b) la ma-
sam requerida del blogue, ¢) la tensién en cada tramo del cable.

7.99 Un cable ABCD se mantiene en la posicién que indica la figura
gracias a una fuerza P aplicada en B y a un bloque fijo puesto en C. Si la
masa m del blogue es de 150 kg, determine a) la reaccion en D. b) la fuer-
za P requerida, ¢) la tensién en cada tramo del cable.

7.100 Dos semaforos estan suspendidos temporalmente del cable
ABCDE. Si el semaforo ubicado en D tiene una masa de 34 kg, determine
a) la masa del semaforo localizado en C, b) la tension requerida en el cable
BF para mantener el sistema en la posicion que indica la figura.

7.101 Dos semaforos se hallan suspendidos temporalmente del cable
ABCDE. Si el seméaforo ubicado en C tiene una masa de 55 kg, determine
a) la masa del seméforo localizado en D, b) la tension requerida en el cable
BF para mantener el sistema en la posicion que indica la figura.

7.102 Un alambre eléctrico que tiene masa por unidad de longitud de
0.6 kg/m esté atado entre dos aisladores de la misma altura y separados por
60 m. Si la flecha del alambre mide 1.5 m, determine a) la tensién méxima
en el alambre, b) la longitud del alambre.

7.103 En lafigura se muestran dos cables del mismo diametro que se
atan a la torre de transmisién en el punto B. Como la torre es delgada, la
componente horizontal de la resultante de las fuerzas ejercidas por los ca-
bles en B debe ser cero. Si la masa por unidad de longitud de los cables es
de 0.4 kg/m determine a) la flecha requerida A, b) la tensién méxima en ca-
da cable.

7.104 Cada cable del puente Golden Cate sostiene una carga w =
11.1 kips/ft a lo largo de la horizontal. Si el claro L mide 4 150 ft y la flecha
h es de 464 ft, determine para cada cable a) la tension méaxima, b) la longi-
tud.

7.105 El claro central del puente George Washington, tal como se
construyé originalmente, consiste en una via uniforme suspendida por cua-
tro cables. La carga uniforme que sostiene cada cable a lo largo de la hori-
zontal eraw = 9.75 kips/ft. Si el claro L mide 3 500 ft y la flecha h es de 316
ft, determine para la configuracion original a) la tension méaxima en cada ca-
ble, b) la longitud de cada cable.

7.106 Para marcar la posicion de las barandillas sobre los postes de
una cerca, el propietario de un terreno ata una cuerda al poste situado en A,
pasa la cuerda por un pedazo corto de tubo fijo al poste colocado en B, y ata
el extremo libre de la cuerda a una cubeta llena de ladrillos que tiene un pe-
so total de 60 Ib. Si el peso por unidad de longitud de la cuerda es de 0.02
Ib/ft y se supone que Ay ti estan a la misma altura, determine a) la flecha
h, b) la pendiente de la cuerda en B. No tome en cuenta el efecto de la fric-
cion.

Figura P7.106



7.107 Un barco pequefio se ata a un embarcadero con una cuerda de
5 ni de longitud como indica la figura. Si la corriente ejerce una fuerza
de 300 N dirigida desde la proa hasta la popa sobre el casco del barco, y la
masa por unidad de longitud de la cuerda es de 2.2 kg/m determine a) la
tension méxima en la cuerda, b) la flecha h. [Sugerencia: Aplique Gnicamen-
te los primeros dos términos de la ecuacion (7.10).]

7.108 El claro central del puente Verrazano-Narrows consiste en dos
vias suspendidas por cuatro cables. El disefio del puente torna en cuenta
el efecto de cambios extremos de temperatura, los cuales generan que en el
centro del claro la flecha varie desde hw —386 ft en invierno hasta hs = 394
ft en verano. Si el claro es L = 4 260 ft, determine el cambio en la longitud
de los cables debido a variaciones extremas do temperatura.

7.109 La masa total del cable ACB es de 10 kg. Suponiendo que la
masa de este cable esta distribuida uniformemente a lo largo de la horizon-
tal, determine a) la flecha h, b) la pendiente del cable en A

Figura P7.109

7.110 Cada cable de los claros laterales del puente Golden Cate sos-
tiene una cargaw - 10.2 kips/ft a lo largo de la horizontal. Si para los claros
laterales la distancia maxima vertical h desde cada cable hasta la linea recta
AB es de 30 ft, y ésta se localiza en el punto medio del claro como indica la
figura, determine a) la tension méxima en cada cable, b) la pendiente en B.

7.111  Antes de ser alimentada dentro de una imprenta localizada al
lado derecho de D, una hoja continua de papel cuyo peso por unidad de lon-
gitud es de 0.18 Ib/ft pasa por los rodillos colocados en Ay B. Suponiendo
gue la curva formada por la hoja es parabdlica, determine a) la ubicacion del
punto méas bajo C, b) la tensibn maxima en la hoja.

Figura P7.111

7.112 La cadena AB mostrada en la figura sostiene la viga horizontal
uniforme cuya masa por unidad de longitud es de 85 kg/m Si la tensién ma-
xima en el cable no excede los 8 kN, determine a) la distancia horizontal a
desde A hasta el punto més bajo de la cadena C, b) la longitud aproximada
do la cadena.

7.113 La cadena AB mostrada en la figura tiene longitud do 6.4 m v
sostiene la viga horizontal uniforme cuya masa por unidad dc longitud es de
85 kg/m Determine a) la distancia horizontal a desde A hasta el punto més
bajo de la cadena C, b) la tension méaxima en la cadena.

Problemas

Figura P7.107

496 ft

10.2 kips/ft
Figura P7.110

0.9 m

Figura P7.112 y P7.113
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Figura 7.18

«)

*7.114 El cable AB de claro L y una viga simplemente apoyada A'B*
gue tiene el mismo claro se someten a las mismas cargas verticales mostra-
das en la figura. Demuestre que la magnitud del momento flector en un pun-
to C' de lavigaes igual al producto Tji, donde Tfies la magnitud de la com-
ponente horizontal de la fuerza do tension presente en el cable y h es la
distancia vertical entre el punto C y una linea recta que une a los puntos de
apoyo Ay fi.

7.115 a 7.118 Utilice la propiedad establecida en el problema 7.114
para resolver cada problema que se indica a continuacion, resolviendo pri-
mero el problema correspondiente relacionado con la viga.

7.115 Problema 7.89%a.
7.116 Problema 7.92b.
7.117 Problema 7.9422.
7.118 Problema 1.95b.

*7.119 Muestre que la curva formada por un cable que tiene una carga
distribuida w(x) esté definida por la ecuacion diferencial d j/dx2 = w(x)/TO0,
donde TO es la tension presente en el punto més bajo.

*7.120 Utilice la propiedad establecida en el problema 7.119 para de-
terminar la curva formada por un cable de claro L y pandeo h que tiene una
carga distribuida w —tX0eos (m /L), donde x se mide a partir del punto
medio del claro. También determine los valores méximo y minimo de la ten-
sion presente en el cable.

*7.121 Si el peso por unidad de longitud del cable AB es wo/cos” 6,
demuestre que la curva formada por este cable es un arco circular. (Suge-
rencia: Use la propiedad establecida en el problema 7.119.)

*7.10. CATENARIA

Ahora considérese un cable AB que soporta una carga uniformemente
distribuida a lo largo del misino cable (figura 7.18rt). Los cables que
cuelgan bajo la accion de su propio peso estan cargados de esta forma.
La carga por unidad de longitud, medida a lo largo del cable, se repre-
senta con w y se expresa en N/m o en Ib/ft. La magnitud W de la car-
ga total soportada por un tramo del cable de longitud s, el cual se ex-
tiende desde el punto més bajo C hasta un punto D, esta dada por W
as Al sustituir este valor de W en la ecuacién (7.6), se obtiene la ten-
sién presente en el punto D.

T=Vr,i +u>V

W - ws

b) c)



Para simplificar los calculos subsecuentes, se introduce la constante c =
TO/w. Entonces se escribe

Tu = wc W = ws T=tu/ c2+ 2 (7.11)

En la figura 7. IHb se muestra el diagrama de cuerpo libre para la
porciéon CD del cable. Sin embargo, este diagrama no puede utilizarse
para obtener directamente la ecuacion de la curva que adopta el cable
puesto que no se conoce la distancia horizontal desde D hasta la linea de
accion de laresultante W dc la carga. Para obtener dicha ecuacion, pri-
mero se escribe que la proyeccion horizontal de un pequefio elemento
de cable de longitud ds es dx = ds eos 9. Se observa a partir de la figu-
ra7.18c que 9 = T(/T ycon las ecuaciones (7.11), se escribe

toe ds ds

dx = dseos 9 = ds =

T wV 7T72 Vi+«v
Si se selecciona el origen O del sistema de coordenadas a una distancia
directamente por debajo de C (figura 7.18a), se integra desde C(0, c)
hasta D(x, y), se obtienel

ds
X - senh — = ¢ senh 1—
Vi + 2c2 c

Esta ecuacion, que relaciona la longitud s de la porcion CD del cable
y la distancia horizontal x, se puede escribir de la siguiente forma:

X
s —c senh — (7.15)
c

Ahora se puede obtener la relacion entre las coordenadas x v ij es-
cribiendo dy = dx tan 6. Observe que a partir de la figura 7.18c que
tan ti —W/To y con las ecuaciones (7.11) y (7.15), se escribe

. w S X
dtj = dx tan 9 = —dx = C—dx = senh C—dx

1Esta integral se puede encontrar en todas las tablas de integrales estandar. 1,a funcién
z = senh'lu
(que se lee “arco seno hiperbdlico de u”) es el inverso de la funcién u = senh z (que se lee
“seno hiperbdlico de z"). Esta funcion y la funcién » = cosh z (que se lee “coseno hiper-
bélico dc z”) estan definidas de la siguiente forma:
u = senh z = jj(e~ —e~2) Vv = coshz = ;(e2 + e~*)
Los valores numéricos de las funciones senh z y cosh z se encuentran en las tablas defun-
dones hiperbélicas. Ademas, estas funciones también se pueden calcular en la mayoria de
las calculadoras, ya sea directamente o a partir de las definiciones que se acaban de pre-
sentar. Se recomienda al estudiante consultar cualquier libro de céalculo para una descrip-
cion completa de las propiedades de estas funciones. En esta seccidn so6lo se utilizan las
siguientes propiedades, las cuales se pueden derivar directamente a partir de las defini-
ciones que se presentaron con anterioridad:

d senh z d cosh z
— — =coshz — ~N— =senhz (7.12)

senh 0 = 0 cosh0=1 (7.13)
cosh2z - senh2z =1 (7.14)

7.10. Catenaria 397

Fotografia 7.5 En esta secci6n se exponen las
fuerzas sobre los apoyos y las fuerzas internas
en los cables de las lineas eléctricas que se
muestran en la fotografia.
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Si se integran desde C(0, c) hasta D(X, y) y con las ecuaciones (7.12) y
(7.13), se obtiene la siguiente expresion

—c = ,senh —dx = ¢ cosh — = ¢c”~cosh——1
y i <

1
o
(¢]
o
w
>

i

1

1

i
o

ti —c

la cual se reduce a

(N

¢, cosh . (7.16)

Esta es la ecuacién de una catenaria con eje vertical. La ordenada ¢
del punto maés bajo C recibe el nombre de parametro de la catenaria.
Elevando al cuadrado ambos lados de las ecuaciones (7.15) y (7.16),
restandolas y tomando en cuenta la ecuacion (7.14), se obtiene la si-
guiente relacion entre y y s:

(7.17)

Al resolver la ecuacion (7.17) para 2y llevando este residtado a la dlti-
ma de las relaciones (7.11.), se pueden escribir dichas relaciones de la
siguiente forma:

TO = wc W = ws T —wy (7.18)

La dltima relacion indica que la tensiéon en cualquier punto D del ca-
ble es proporcional a la distancia vertical desde D hasta la linea hori-
zontal que representa al eje x.

Cuando los apoyos A y B del cable tienen la misma elevacion, la
distancia L entre los apoyos recibe el nombre de claro del cable y
la distancia vertical h desde los apoyos hasta el punto mas bajo C se
conoce como laflecha del cable. Estas definiciones son las mismas que
las proporcionadas para el caso de cables parabdlicos, pero se debe se-
fialar que, debido a la forma en que se seleccionaron los ejes coorde-
nados, ahora la flecha h estd dada por

h=yA- ¢ (7.19)

También se debe sefialar que ciertos problemas sobre catenarias involu-
cran ecuaciones trascendentales, las cuales deben resolverse por medio
de aproximaciones sucesivas (véase problema resuelto 7.10). Sin embar-
go, cuando el cable est4 bastante tenso, se puede suponer que la carga
esta uniformemente distribuida a lo largo de la horizontal y la catenaria
puede reemplazarse por una parabola. Esto simplifica en gran medida
la solucion del problemay el error que se introduce es pequefio.

Cuando los apoyos Ay B tienen distintas elevaciones, no se conoce
la posiciéon del punto maés bajo del cable. Entonces, el problema puede
resolverse en forma similar a la sefialada para cables parabdlicos, ex-
presando que el cable debe pasar a través de los apoyos, que XK —xA =
L y que yfi —yA=d, donde L y d representan, respectivamente, las
distancias horizontal y vertical entre los dos apoyos.



IE p i

T

ik

mmm
a's

BU

i Sfii-issSsit

PROBLEMA RESUELTO 7.10

Un cable uniforme que pesa 3 Ib/ft se suspende entre dos puntos Ay B, co-
mo se muestra en la figura. Determine a) los valores de la tension maxima y
minima en el cable y b) la longitud del cable.

Ecuacion del cablc. EIl origen de las coodenadas se coloca a una dis-
tanciac por debajo del punto mas bajo del cable. De esta forma, la ecuacion
del cable esta dada por la ecuacién (7.16),

ti = ¢ cosh s
Las coordenadas del punto B son las siguientes
xB = 250 ft yB= 100 + ¢
Si se sustituyen estas coordenadas en la ecuacion del cable, se obtiene

250
100 + ¢ = ¢ cosh

100 250
+ 1= cosh

El valor de ¢ se determina suponiendo valores de prueba sucesivos, como se
muestra en la siguiente tabla:

c 250 100 100 + i cosh 250
c c c c
300 0.833 0.333 1.333 1.367
350 0.714 0.286 1.286 1.266
330 0.758 0.303 1.303 1.301
328 0.762 0.305 1.305 1.305

Tomando ¢ = 328, se tiene que
i/b= 100 + c = 428 ft

a) Valores maximo y minimo de la tension. Con las ecuaciones
(7.18), se obtiene

Tnin=To=wc = (3 Ib/ft)(328 ft) Thk, =984 Ib
Tméx = Tb = wyB = (3 Ib/ft)(428 ft)  Timiv= 1284 Ib

b) Longitud del cable. La mitad de la longitud del cable se en-
cuentra al resolver la ecuacion (7.17):

o sde-cd  fob—yd cz=(428) - (328)  sCB=275ft
Por tanto, la longitud total del cable esta dada por

sAB = 2sCb = 2(275 ft) sS\B=550ft A

§Us



RESOLUCION DE PROBLEMAS
EN FORMA INDEPENDIENTE

En la dltima seccion de este capitulo se aprendio a resolver los problemas que in-
volucran a un cable que soporta una carga uniformemente distribuida a lo largo del
mismo. La forma que adopta el cable es la de una catenaria y esta definida por la
ecuacion:

y=¢ cosh:— (7.16)

1. Es necesario recordar que el origen de las coordenadas para una cate-
naria esta localizado a una distancia ¢ directamente por debajo del punto
mas bajo de la catenaria. La longitud del cable desde el origen hasta cualquier
punto se expresa como

®= C senh — (7.15)
c

2. Primero se deben identificar todas las cantidades conocidas ij descono-
cidas. Entonces se considera cada una de las ecuaciones que fueron presentadas
en la seccion (ecuaciones 7.15 a 7.19) y se resuelve una ecuacién que contiene so-
lo una incégnita. Se sustituye el valor encontrado de esta forma en otra ecuacién y
se resuelve esta Gltima para otra incégnita.

3. Si se proporciona laflecha h. se utiliza la ecuacién (7.19) para reemplazar
y por h + ¢ en la ecuacién (7.16) si x es conocida [problema resuelto 7.10], o en la
ecuacion (7.17) si se conoce s, y se resuelve la ecuacién obtenida para la constan-
te c.

4. Muchos de los problemas que se encontraran involucran una solucion
por medio de prueba tj error de una ecuacién que involucra a un seno o a un cose-
no hiperbolicos. El trabajo se puede simplificar llevando un registro de los calculos
realizados en una tabla, como se hizo en el problema resuelto 7.10. Por supuesto,
también se puede usar una técnica de solucién numeérica basada en una compu-
tadora o calculadora. u.

i
5. Es necesario tener en cuenta que la ecuacion definitoria puede tener mas
de una solucién. Para ayudar a visualizar esta posibilidad, se recomienda primero
graficar la ecuacion y después resolverla para su raiz o sus raices. Si hay mas de una
raiz, se debe determinar cudl de éstas corresponde a soluciones fisicamente posi-
bles.



Problemas

7.122 Dos escaladores, separados por una distancia de 10 in, perma-
necen do pie mientras sostienen los extremos de la cuerda de 12 m de lon-
gitud como indica la figura. Si la masa por unidad de longitud de la cuerda
es de 0.07 kg/m determine a) la flecha h, b) la magnitud de la fuerza ejer-
cida sobre la mano de un escalador.

7.123 Una cadena de 60 ft de longitud y 120 Ib de peso se suspendo
entre dos puntos que estan a la misma altura. Si la flecha es de 24 ft, deter-
mino a) la distancia entre los apoyos, h) la tensibn méxima en la cadena.

7.124  Un cable de tranvia aéreo, cuya longitud es de 500 ft y pesa 2.8
Ib/ft, estéd suspendido entre dos puntos ubicados a la misma altura. Si la fle-
cha es de 125 ft, determine a) la distancia horizontal entre los soportes,
b) la tensiébn méaxima en el cable.

7.125 Un cable de transmision eléctrica de 130 m de longitud y masa
por unidad de longitud de 3.4 kg/m se suspende entro dos puntos que tienen
la misma altura. Si la flecha es de 30 m, determino la distancia horizontal en-
tre los apoyos, asi como la tensién méxima en el cable.

7.126 En la figura se muestra un alambre, con longitud de 30 my
masa por unidad de longitud de 0.3 kg/m que se une a un apoyo fijo en A
y a un collarin en B. Sin tomar en cuenta el efecto de la friccion, determine
a) la fuer/a P para la cual h = 12 m, b) el claro correspondiente L.

7.127 En lafiguraso muestra un alambro, con longitud de 30 my ma-
sa por unidad de longitud do 0.3 kg/m el cual se une a un apoyo fijo en Ay
a un collarin en B. Si la magnitud de la fuerza horizontal aplicada al collarin
es F = 30 N, determine a) la flecha h, b) el claro correspondiente L.

7.128 Un camino de acceso esta cerrado por medio de una cadena de
3.8 m de longitud que atraviesa la calle. Si la masa por unidad do longitud
de la cadena es de 3.72 kg/m determine a) la flecha h, b) la magnitud de la
componente horizontal de la fuer/a que ejerce la cadena sobre el poste AB.

7.129  Un alambre de 90 mde longitud se suspende de dos puntos que
estan a la misma altura separados por una distancia de 60 m. Si la tensién
méxima es de 300 N, determine a) la flecha h, b) la masa total del alambre.

7.130 Determine la flecha de una cadena de 45 ft de largo que esta
unida a dos puntos situados a la misma altura pero separados por una dis-
tancia de 20 ft.

7.131 Unacuerda de 10 ft de longitud se une a los apoyos Ay B como
indica la figura. Determine «) el claro de la cuerda tal que sea igual a la flecha
de la cuerda, b) el angulo correspondiente Oh.

7.132  Un cable que tiene masa por unidad de longitud de 3 kg/m se
suspende entre dos puntos situados a la misma altura y separados por una
distancia de 48 m. Determine la flecha minima permisible del cable si laten-
sion maxima no debe superar los 1800 N.

Figura P7.122

-3.6 m-

Figura P7.128
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Fuerzas en vigas y cables 7.133 Una cadena de 24 ft de longitud con masa por unidad de lon-
gitud de 2.73 Ib/ft se une a una viga en Ay pasa por una pequefia polea en
B como indica la figura. Sin tomar en cuenta el efecto de la friccion, deter-
mine los valores de la distanciaa para los cuales la cadena esta en equilibrio.

Figura P7.133

7.134 El cable AB, con longitud de 10 ft y peso de 20 Ib, se une a los
collarines instalados en Ay B. los cuales pueden desplazarse libremente so-
bre las varillas que muestra la figura. Sin tomar en cuenta el peso de los co-
llarines, determine a) la magnitud de la fuerza horizontal F de modo que
h = a, b) el valor correspondiente de h ya, ¢) la tension méxima presente en
el cable.

7.135 Un contrapeso D, de 40 kg de masa, se une a un cable que pa-
sa por una pequefia polea colocada en Ay esta unido a un apoyo en el pun-
toB. Si L =15 myh =5 m, determine a) la longitud del cable de AaB,
b) la masa por unidad de longitud del cable. No tome en cuenta la masa del
cable de A aD.

7.136 Como indica la figura, a la izquierda del punto B un cable muy
largo ABDE descansa sobre una superficie horizontal rugosa. Si el peso del
cable por unidad de longitud es de 1.5 Ib/ft, determine la fuerza F cuando
a = 10.8 ft.

7.137 Como indica la figura, a la izquierda del punto B un cable muy
largo ABDE descansa sobre una superficie horizontal mgosa. Si el peso del
cable por unidad de longitud es de 1.5 Ib/ft, determine la fuerza F cuando
a =18 ft



7.138 Un cable uniforme cuya masa por unidad de longitud es de 4
kg/m se mantiene en la posicion que indica la figura mediante la fuerza P
aplicada en B. Si P = 800 N v 0A = 60°, determine a) la ubicacion del punto
B, b) la longitud del cable.

7.139 Un cable uniforme cuya masa por unidad de longitud es de 4
kg/m se mantiene en la posicion mostrada en la figura mediante la fuerza P
aplicada en B. Si P = 600 Ny 0A= 60°, determine a) la ubicacion del punto
B,b) la longitud del cable.

7.140 Un cable eléctrico cuelga entre un poste y una casa. Si la masa
por unidad de longitud del cable es de 2.1 kg/m determine a) ladistancia desde
la casa hasta el punto mas bajo, C, del cable, b) la tensién méaximaen el cable.

Figura P7.140

7.141 El cable ACB mostrado en la figura pesa 0.3 Ib/ft. Si el punto
més bajo del cable se localiza a una distancia a = 6 ft por debajo del apoyo
A, determine a) la ubicacion del punto més bajo, C, b) la tension méxima en
el cable.

7.142 Denote con 0 el angulo formado por un cable uniforme y la ho-
rizontal y demuestre que en cualquier punto a) s = ¢ tan 0, b) j = ¢ sec 6.

7.143 a) Determine el claro horizontal maximo permisible para un ca-
ble uniforme, cuya masa por unidad de longitud es m*, si la tension en éste
no debe exceder un valor dado Tm b) Utilice el resultado del inciso a) para
determinar el claro méximo de un alambre de acero para el cual m* = 0.34
kg/my Tm= 32 kN.

*7.144  Un cable con peso por unidad de longitud de 2 Ib/ft se sostie-
ne en la forma que muestra la figura. Si el claro L es de 18 ft, determine los
dos valores de la flecha h para los cuales la tension méxima es de 80 Ib.

*7.145 Para el cable mostrado en la figura, determine la relacion en-
tre la flechay el claro para la cual la tension méxima en el cable AB es igual
al total de su peso.

*7.146 En la figura se muestra un cable de peso w por unidad de lon-
gitud que se sostiene entre dos puntos situados a la misma altura y separa-
dos por una distancia L. Determine «) la relacion entre la flecha y el claro
para la cual la tension méaxima Tmix sea lo méas pequefia posible, b) los valo-
res correspondientes de &Y A\

A B, x

Figura P7.144, P7.145y P7.146

Problemas 40 3



Fuerzas en elementos rectos sujetos
a dos fuerzas

a) b)
Figura 7.19

Fuerzas en elementos sujetos
a fuerzas multiples

Fuerzas en vigas
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REPASO Y RESUMEN
DEL CAPITULO 7

En este capitulo se aprendié a determinar las fuerzas internas que
mantienen unidas a las diversas partes de un elemento dado en una
estructura.
il i. v - N mm
Al considerar primero un elemento recto sujeto a dosfuerzas AB
[seccion 7.2], se recuerda que un elemento de este tipo esta someti-
doen Ay B afuerzas iguales y opuestas F y — que estan dirigidas a
lo largo de AB (figura 7.19a). Si se corta el elemento AB en C y se di-
buja el diagrama de cuerpo libre correspondiente a la parte AC, se
concluye que las fuerzas internas que existian en el elemento AB en
C son equivalentes a unafuerza axial — igual y opuesta a F (figura
7.19;>). Se observa que en el caso de un elemento sujeto a dos fuer-
zas que no es recto, las fuerzas internas se reducen a un sistema
fuerza-par y no a una sola fuerza.

D D

Figura 7.20

Si se considera después un elemento sujeto afuerzas maltiples AD
(figura 7.20a), se corta en /'y se dibuja el diagrama de cuerpo libre
correspondiente a la parte JD, se concluye que las fuerzas internas en
J son equivalentes a un sistema fuerza-par que constade lafuerza axial,
F, lafuerza cortante V y un par M (figura 7.20b). La magnitud de la
fuerzacortante mide \afuerzacortante en el punto} yseliace referencia
al momento del par como el momentoflector enJ. Puesto que, si se
hubiera considerado el diagrama de cuerpo libre correspondiente a la
parte AJ, se hubiera obtenido un sistema fuerza-par igual y opuesto es
necesario especificar qué porcion del elemento AD se utiliz6 cuando
se registraron las respuestas [problema resuelto 7.1].

La mayor parte del capitulo se dedico al anéfisis de las fuerzas
internas en dos tipos importantes de estructuras de ingenieria; las
vigas y los cables. Las vigas comunmente son elementos prismati-
cos rectos y largos disefiados para soportar cargas que se aplican en
varios puntos a largo del elemento. En general, las cargas son per-
pendiculares al eje de lavigay sélo producen corte yflexién en ésta.
Las cargas pueden estar concentradas en puntos especificos o dis-



tribuidas a lo largo de toda la longitud o a lo largo de una porcion
de la viga. La viga misma puede estar apoyada de varias formas;
puesto que en este libro sélo se consideran vigas estaticamente de-
terminadas, el andlisis se limitd a vigas simplemente apoyadas, vigas
con violados y vigas en voladizo [seccion 7.3],

Para obtener fuerza cortante Vy el momentoflector M en un
punto dado C de una viga, primero se determinan las reacciones en
los apoyos considerando toda la vigacomo un cuerpo libre. Entonces,
se corta a lavigaen C y se usa el diagrama de cuerpo libre correspon-
diente a una de las dos partes obtenidas de esta manera para determi-
nar los valores de V y M. Para evitar cualquier confusion en relacion
con el sentido de la fuerza cortante V y el par M (los cuales acttian en
direcciones opuestas en las dos porciones de laviga), se adoptd lacon-
vencioén de signos que se ilustraen la figura 7.21 [seccién 7.4]. Unavez
que se han determinado los valores de la fuerza cortante y el momen-
to flector en unos cuantos puntos seleccionados de la viga, usualmen-
te es posible dibujarun diagrama defuerza cortante y undiagrama de
momentoflector que representan, respectivamente, la fuerza cortante
y el momento flector en cualquier punto de laviga [seccién 7.5]. Cuan-
do unaviga solo esta sometida a cargas concentradas, la fuerza cortan-
te tiene un valor constante entre las cargas y el momento flector varia
linealmente entre éstas [problema resuelto 7.2], Por otra parte, cuan-
do una viga esta sometida a cargas distribuidas, la fuerza cortante y el
momento flector varian en forma diferente [problema resuelto 7.3],

La construccion de los diagramas de fuerza cortante y momento
flector se facilita si se toman en consideracion las siguientes relacio-
nes. Representando con w la carga distribiuda por unidad de longi-
tud (la cual se supone positiva si esta dirigida hacia abajo), se tiene
que [seccion 7.5]:

av = -w 7.1
dx (7.1)
dlVI—V (7.3)
dx '

0, después de integrar las ecuaciones anteriores,

Vp —Vc = —area bajo la curva de carga entre Cy D) (7.2
Md —Mc = area bajo la curva de fuerza cortante entre Cy D (7.4")

La ecuacién (7.2') hace que sea posible dibujar el diagrama de fuerza
cortante de una viga a partir de la curva que representa a la carga
distribuida que actia sobre dicha viga y del valor de V en un ex-
tremo de la misma. En forma andloga, la ecuacién (7.4") hace que
sea posible dibujar el diagrama de momento flector a partir del dia-
grama de fuerza cortante y del valor de M en un extremo de la viga.
Sin embargo, las cargas concentradas introducen discontinuidades
en el diagrama de fuerza cortante y los pares concentrados implican
discontinuidades en el diagrama de momento flector, ninguno de és-
tos estan tomados en consideracion en las ecuaciones (7.2") y (7.4")
[problemas resueltos 7.4 y 7.7], Por altimo, a partir de la ecuacion
(7.3) se observa que los puntos de la viga donde el momento flec-
tor es maximo o minimo son también los puntos donde la fuerza cor-
tante es igual a cero [problema resuelto 7.5].

Repaso y resumen del capitulo 7

Fuerza cortante y momento flector
en una viga

Fuerzas internas en la seccion
(fuerza cortante y momento (lector positivo)

Figura 7.21

Relaciones entre carga, fuerza cortante
momento flector
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Cables con cargas concentradas

Figura 7.22
Cables con cargas distribuidas

Figura 7.23
Cable parabdlico

Figura 7.24
Catenaria

La segunda mitad del capitulo estuvo dedicada al analisis de cables
flexibles. Primero se consider6 un cable con un peso despreciable que
soporta cargas concentradas [seccion 1.1}. Al suponer todo el cable AB
como un cuerpo libre (figura 7.22) se observo que las tres ecuaciones de
equilibrio que estan disponibles no son suficientes para determinar las
cuatro incégnitas que representan a las reacciones en los apoyos Ay B.
Sin embargo, si se conocen las coordenadas de un punto D del cable, se
puede obtener una ecuacion adicional considerando el diagrama de
cuerpo libre para laporcion AD o DB del cable. Unavez que se han de-
terminado las reacciones en los apoyos, se puede encontrar la elevacion
de cualquier punto del cable y la tensién en cualquier porcién del mis-
mo a partir del diagrama de cuerpo Ubre apropiado [problema resuelto
7.8], Se sefialo que la componente horizontal de la fuerzaT que repre-
senta a la tension es la misma en cualquier punto del cable.

Después se consideraron cables que soportan cargas distribui-
das [seccion 7.8], Utilizando como cuerpo libre un tramo del cable
CD que se extiende desde el punto mas bajo C hasta un punto arbi-
trario D del cable (figura 7.23), se observo que la componente hori-
zontal de la fuerza de tensién T en D es constante e igual a la tension
TOen C, mientras que su componente vertical es igual al peso W de
la porcion de cable CD. La magnitud y la direccion de T se obtuvie-
ron a partir del triangulo de fuerzas:

foommmee- W
T=VTS§ + W* tan 6 = *—0 (7.6)

En el caso de una carga uniformemente distribuida a lo largo de

la horizontal —como en el caso de un puente colgante (figura7.24)—

la carga soportada por la porcion CD esta dada por W = wx, donde

w es la carga constante por unidad de longitud horizontal [seccion

7.9]. También se encontré que la forma de la curva adoptada por el

cable es una parabola cuya ecuacién esta dada por

y - Sr 48

y que la longitud del cable se puede encontrar utilizando la expan-
sion en series dada en la ecuacion (7.10) [problema resuelto 7.9].

En el caso de una carga uniformemente distribuida a lo largo del
mismo cable —por ejemplo, un cable colgando bajo su propio peso
(figura 7.25)— la carga soportada por la porcion CD esta dada por
W = ws, donde s es la longitud medida a lo largo del cable y wes la
carga constante por unidad de longitud [seccidn 7.10]. Se seleccioné
el origen O de los ejes coordenados a una distanciac = TO/w por de-
bajo de C, y se derivaron las relaciones

S = c senh s (7.15)
u = ¢ cosh s (7.16)
y2 =7 (7.17)
TO = wc W = tvs T=wy (7.18)

las cuales pueden emplearse para resolver problemas que involu-
cran cables que cuelgan bajo la accion de su propio peso [problema
resuelto 7.10]. La ecuacion (7.16) define la forma adoptada por el
cable y es la ecuacion de una catenaria.



Problemas de repaso

7.147 Una barra semicircular esta cargada corno indica la figura. De-
termine las fuerzas internas en el puntoJ si 0 = 30°.

7.148 Si el radio de cada polea mide 7.2 in., y sin tomar en cuenta el
efecto de la friccion, determine las fuerzas internas en el puntoJ del armazén
que muestra la figura.

7.149 Para la barra en forma de un cuarto de circulo con peso W'y
seccion transversal uniforme, sostenida como indica la figura, determine el
momento flector en el punto] cuando 6 = 30°.

7.150 Para la viga y las cargas mostradas en la figura, a) trace los dia-
gramas de fuerza cortante v de momento flector, b) determine los valores
absolutos maximos de la fuerza cortante y del momento flector.

70 Ib
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Fuerzas en vigas y cables

4 kKK/m

Figura P7.151

20 kIV/m

7.151 Para la vigay las cargas mostradas en la figura, a) trace los dia-
gramas de fuerza cortante y de momento flector, b) determine los valores ab-
solutos méximos de la fuerza cortante y del momento flector.

7.152 Para laviga de la figura, determine a) la magnitud P de las dos
fuerzas que actlian hacia arriba para las cuales el valor maximo del momento
flector sea minimo, h) el valor correspondiente de X (Vea la sugeren-
cia del problema 7.51.)

fio k\ G0 KN

Figura P7.152

7.153 Para laviga de la figura, trace los diagramas do fuerza cortante
y de momento flector, también determine la magnitud y la ubicacion del va-
lor absoluto méximo del momento flector sabiendo quea) M = 0, b) M = 12
kN em.

7.154 Para la viga y las cargas mostradas en la figura, a) obtenga las
ecuaciones de las curvas de la fuerza cortante y del momento flector, b) tra-
ce los diagramas de fuerza cortante y de momento flector, c) determine la
magnitud y la ubicacion del momento flector maximo.

Figura P7.154

7.155 LavigaAB descansa sobre el suelo y sostiene la carga parabolica
indicada por la figura. Suponiendo que las reacciones del suelo estan uni-
formemente distribuidas y dirigidas hacia arriba, a) escriba las ecuaciones
para las curvas de la fuerza cortante y del momento flector, b) determine el
momento flector maximo.

Figura P7.155



7.156 Si-dc —4 m, determine «) la reaccion en A, b) la reaccion Problemas de repaso 409

en E.

7.157 Una tuberia de vapor que pesa 50 Ib/ft y pasa entre dos edifi-
cios, los cuales estan separados por una distancia de 60 ft, se sostiene me-
diante un sistema de cables como el mostrado en la figura. Si el peso del
cable es equivalente a una carga uniformemente distribuida de 7.5 Ib/ft, de-
termine a) la ubicacion del punto C més bajo del cable, b) la tensién méaxi-
ma en el cable.

Figura P7.157

7.158 Una cinta de medicion tiene 200 ft de longitud y pesa 4 Ib. Si
la cinta se tiende entre dos puntos situados a la misma altura y se estira hasta
que la tensién en cada extremo es de 16 Ib, determine la distancia horizon-
tal existente entre los extremos de la cinta. No tome en cuenta la elongacién
de la cinta debida a la tension.
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Figura P7.C1
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Figura P7.C2

1501b

Figura P7.C4

Viga |

Problemas de computadora

7.C1 Un elemento semicircular de radio igual a 20 in. esta cargado
como indica la figura. Grafique las fuerzas internas (fuerza axial, fuerza cor-
tante y momento flector) como funciones de 6 para 0 < 6 < 90°.

7.C2 El eje del elemento curvo AB es una parabola cuyo vortice se en-
cuentra en Ay para la cual L = nh. Si se aplica en A una carga vertical P
de magnitud igual a 1.2 kN, determine las fuerzas internas y el momento
flector en un punto arbitrario]. Grafique las fuerzas internas y el momen-
to flector como funciones de x para0.25L s .r < 0.75L cuando L = 400 mm
yayn=2byn=3c)n=4

7.C3 El piso de un puente consiste en tablones angostos apoyados so-
bre dos soportes simples de viga, uno de los cuales se muestra en la figura.
Como parte del disefio del puente, se desea simular el efecto que tendra so-
bre la viga un camion de 12 kN en movimiento. La distancia entre los ejes
del camion es de 1.8 m, y se supone que su peso se distribuye de igual mane-
ra sobre las cuatro ruedas, a) Utilice un programa de computadora para cal-
cular y graficar la magnitud y ubicacién del momento flector maximo en la
viga como una funcién de x para —8.9 m —x —3 m, en incrementos de 0.15
m. h) Utilice incrementos mas pequefios, si es necesario, para calcular el valor
méximo del momento flector que ocurre en lavigacuando el camién se mueve
sobre el puente, y determine el valor correspondiente de x.

7.C4 Determine las ecuaciones para las curvas de la fuerza cortante y
del momento flector de las vigas 1y 2 que se muestran en la figura, supo-
niendo que uso - 15 kN/mvL = 3 m Trace los diagramas de fuerza cortan-
te y de momento flector para cada viga.

Viga 2



7.C5 En.la figura se muestra una viga AB articulada en el punto B y
sostenida mediante un rodillo colocado en D, la cual se debe disefiar con efi-
ciencia méxima para soportar una carga distribuida uniformemente a partir
de su extremo A hasta su punto central C. Como parte del proceso de dise-
fio, use un programa de computo para determinar la distancia a desde el ex-
tremo A hasta el punto D, que es donde el rodillo debe colocarse para mi-
nimizar en la viga el valor absoluto del momento flector Ai. (Sugerencia: Un
analisis preliminar breve mostrara que el rodillo debe colocarse debajo de la
carga para que el valor maximo negativo de M ocurra en D, mientras que su
valor méximo positivo tenga lugar en algin punto situado entre D y C. Por
tanto, se debe trazar el diagrama de momento flector y después igualar el
valor absoluto maximo positivo del momento flector con el valor absoluto ma-
ximo negativo obtenido.)

7.C6 El cable AB soporta una carga uniformemente distribuida a lo
largo de la horizontal como indica la figura. La parte més baja del cable se
localiza a una distancia a = 3.6 m por debajo del apoyo A vy el apoyo B se
encuentra a una distanciab = na por encima de A a) Determine la tensién
méxima en el cable como una funcién de n. b) Grafique la tensién maxima
en el cable para2 < n< 6.

7.C7 Utilice un programa computacional para resolver el problema
7.127 con valores de P entre 0y 75 N usando incrementos de 5 N.

7.C8 Una instalacion tipica para lineas de transmision consiste en un
cable de longitud s/ de masa por unidad de longitud m', suspendido como
indica la figura entre dos puntos que tienen la misma altura. Use un progra-
ma de computo para elaborar una tabla que pueda ser usada en el disefio de
futuras instalaciones. La tabla debe contener las cantidades adimensionales
h/L, sawt, T{m'gLy Tmix'm"gL paravalores de c/L desde 0.2 hasta 0.5, usan-
do incrementos de 0.025, y desde 1 hasta 4, en incrementos de 0.5.

7.C9 El electricista mostrado en la figura esta instalando un cable eléc-
trico que pesa 0.2 Ib/ft. Conforme el electricista sube lentamente por la es-
calera, el cable se desenrolla del carrete de modo que la tensién TBen el
punto B del cable es de 1.2 Ib. Sabiendo que h =4 ft cuando el electricista
esta parado sobre el suelo, grafique la magnitud de la fuerza ejercida por el
cable sobre la mano del trabajador como una funcion de h para 4 ft< <
16 ft.

Figura P7.C9

Figura P7.C6

Problemas de computadora 411
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FRICCION ;'li!8§ilSE:.

Introduccién

Leyes de ta friccion seca.
Coeficientes de friccion

Angulos de friccion

Problemas que involucran friccion
seca

Cufas

Tomillos de rosca cuadrada
Chumaceras. Friccion en ejes
Cojinetes de empuje. Friccion

en discos

Friccién en ruedas. Resistencia a
la rodadura o rodamiento
Fricciéon en bandas

8.1. INTRODUCCION

En los capitulos anteriores se supuso que las superficies en contacto
eran superficies sinfriccion o superficies rugosas. Si éstas eran super-
ficies sin friccion, la fuerza que cada una de las superficies ejercia so-
bre la otra era normal a las superficies y las dos se podian mover de
manera libre una respecto a la otra. Si éstas eran superficies rugosas,
se supuso que se podian presentar fuerzas tangenciales para impedir
el movimiento de una superficie con respecto a la otra.

El anterior fue un punto de vista muy simplificado. En realidad, no
existen superficies sin friccion perfectas. Cuando dos superficies estan
en contacto, siempre se presentan fuerzas tangenciales, llamadasfuer-
zas defriccion, cuando se trata de mover una de las superficies con res-
pecto a la otra. Por otra parte, estas fuerzas de friccion estan limitadas
en magnitud y no impediran el movimiento si se aplican fuerzas lo sufi-
cientemente grandes. Por tanto, la distincion entre superficies sin fric-
cion y superficies rugosas es una cuestion de grado. Esto se estudiara
con mas detalle en el presente capitulo, el cual esti dedicado al estudio
de la friccién y a su aplicacion en situaciones de ingenieria comunes.

Existen dos tipos de friccion: lafriccion seca, que algunas veces es
llamada friccion de Coulomb, y lafriccién de fluidos. La friccion de
fluidos se desarrolla entre capas de fluido que se mueven a diferentes
velocidades, y es de gran importancia en problemas que involucran el
flujo de fluidos a través de tuberias y orificios 0 cuando se trabaja con
cuerpos que estdn sumergidos en fluidos en movimiento. Ademas, la
friccién en fluidos también es basica en el andlisis del movimiento de
mecanismos lubricados. Este tipo de problemas se consideran en los li-
bros sobre mecanica de fluidos. El presente estudio esta limitado a la
friccion seca, esto es, a problemas que involucran cuerpos rigidos que
estan en contacto a lo largo de superficies que no estan lubricadas.

En la primera parte del capitulo se analiza el equilibrio de distin-
tos cuerpos rigidos y estructuras de friccion seca en las superficies que
estan en contacto. Mas adelante se estudian ciertas aplicaciones de in-
genieria especificas en las cuales la friccién seca juega un papel im-
portante: cufias, tomillos de rosca cuadrada, chumaceras, cojinetes de
empuje, resistencia a la rodadura y friccién en bandas.

8.2. LEYES DE LA FRICCION SECA. COEFICIENTES
DE FRICCION

Las leyes de la friccidn seca se pueden ejemplificar mediante el siguien-
te experimento. Un bloque de peso W se coloca sobre una superficie
horizontal plana (figura 8.1a). Las fuerzas que actdan sobre el bloque
son su peso W y la reaccion de la superficie. Como el peso no tiene
una componente horizontal, la reaccion de la superficie tampoco la tie-
ne; por tanto, la reaccion es normal a la superficie y esta representada
por N en la figura 8.1a. Ahora, suponga que se aplica sobre el bloque
una fuerza horizontal P (figura 8.1¢). Si P es pequefia, el bloque no se
moverd; por tanto, debe existir alguna otra fuerza horizontal que equi-
libre a P. Esta otra fuerza es lafuerza defriccién estatica F, la cual es
en realidad la resultante de diversas fuerzas que actian sobre toda la
superficie de contacto entre el bloque y el plano. No se conoce con
exactitud la naturaleza de estas fuerzas, pero generalmente se supone
gue las mismas se deben a irregularidades de las superficies en con-
tacto y, en cierta medida, a la atraccion molecular.



Si se incrementa la fuerza P, también se incrementa la fuerza de
friccion F, la cual continGia oponiéndose a P hasta que su magnitud al-
canza un cierto valor maximo Fm (figura 8.1c). Si P se incrementa adn

a) b)
Figura 8.1

mas, la fuerza de friccion ya no la puede equilibrary el bloque comien-
za a deslizarse.1 En cuanto empieza a moverse el bloque, la magnitud
de F disminuye de Fma un valor menor F*. Lo anterior se debe a que
existe una menor interpenetracién entre las irregularidades de las
superficies en contacto cuando dichas superficies se mueven una con
respecto a la otra. A partir del momento en que el bloque empieza a
moverse, éste continda deslizdndose con una velocidad que va aumen-
tando mientras que la fuerza de friccion, representada por F* y deno-
minadafuerza defriccion cinética, permanece constante.

La evidencia experimental muestra que el maximo valor Fmde la
fuerza de friccion estéatica es proporcional a la componente normal N
de la reacciéon de la superficie. Asi, se tiene que

Fm = iAvt 8.1

donde Ades una constante llamada coeficiente defriccidon estatica. De
forma similar, la magnitud Fk de la fuerza de friccién cinética puede
expresarse de la siguiente forma:

(8.2)

donde es una constante denominada coeficiente de friccion ciné-
tica. Los coeficientes de friccion jsy /* no dependen del area de
las superficies en contacto, sino que dependen en gran medida de la
naturaleza de las superficies en contacto. Como dichos coeficientes
también dependen de la condicion exacta de las superficies, sus va-
lores casi nunca se conocen con una precisibn mayor a 5 por ciento.
En la tabla 8.1 se presentan valores aproximados de los coeficientes de
friccion estatica para distintas superficies secas. Los valores correspon-

*Es necesario sefialar que, conforme se incrementa la magnitud F de la fuerza de fric-
cion desde 0 hasta Fm, el punto de aplicacién A de la resultante N de las fuerzas de con-
tacto normales se mueve hacia la derecha, de manera que los pares formados, respecti-
vamente, por Py F y por Wy N permanecen en equilibrio. Si N alcanza el punto B antes
que F alcance su valor maximo Fro, el bloque se volcara con respecto a B antes de que
pueda comenzar a deslizarse (véanse problemas 8.15 y 8.16)

8.2. Leyes de la friccion seca. Coeficientes
de friccion
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Friccion dientes de friccion cinética son alrededor de 25 por ciento menores.
Como los coeficientes de friccion son cantidades adimensionales, los
valores proporcionados en la tabla 8.1 se pueden utilizar tanto con uni-
dades del SI como con las unidades de uso comun en Estados Unidos.

Tabla 8.1. Valores aproximados
de los coeficientes de friccion
estéatica para superficies secas

Metal sobre metal 0.15-0.60
Metal sobre madera 0.20-0.60
Metal sobre piedra 0.30-0.70
Metal sobre cuero 0.30-0.60
Madera sobre madera 0.25-0.50
Madera sobre cuero 0.25-0.50
Piedra sobre piedra 0.40-0.70
Tierra sobre tierra 0.20-1.00
Hule sobre concreto 0.60-0.90

Con base en la descripcion que se expuso en los parrafos anterio-
a) Sin friccion (P =0) res es posible afirmar que pueden ocurrir cuatro situaciones diferen-
tes cuando un cuerpo rigido esta en contacto con una superficie hori-

zontal:

1. Las fuerzas aplicadas sobre el cuerpo no tienden a moverlo a
lo largo dc la superficie de contacto; por tanto, no hay fuerza
de fricciéon (figura 8.2a).

2. Las fuerzas aplicadas tienden a mover al cuerpo a lo largo de la
b) Sin movimiento (Px< Fm) superficie de contacto pero no son lo suficientemente grandes
para ponerlo en movimiento. La fuerza de friccion F que se ha
desarrollado puede encontrarse resolviendo las ecuaciones de
equilibrio para el cuerpo. Como no hay evidencia de que F ha
alcanzado su valor maximo, no se puede utilizar la ecuacién
Fm = jjIsN para determinar la fuerza de friccion (figura 8.2b).

3. Las fuerzas aplicadas hacen que el cuerpo esté a punto de co-
menzar a deslizarse, en este momento se dice que el movi-
miento es inminente. La fuerza de friccion F ha alcanzado su
valor maximo F,,, y, junto con la fuerza normal N, equilibra las
fuerzas aplicadas. Se pueden utilizar tanto las ecuaciones de
equilibrio como la ecuacion F,n = fisN. También es necesario
sefialar que la fuerza de friccion tiene un sentido opuesto al
sentido del movimiento inminente (figura 8.2c).

¢) Movimiento inminente ------- > (7% - s>

4. EI cuerpo se desliza bajo la accion de las fuerzas aplicadas y
ya no se pueden aplicar las ecuaciones de equilibrio. Sin em-
bargo, ahora F es igual a F;. y se puede utilizar la ecuacion

d) Movimiento Fk —WRcN El sentido de F*. es opuesto al sentido del movi-
Figura 8.2 miento (figura 8.2d).



8.3. ANGULOS DE FRICCION

Algunas veces es conveniente reemplazar la fuerza normal Ny la fuer-
za de friccion F por su resultante R. Considere un bloque de peso W
que descansa sobre una superficie horizontal plana. Si no se aplica una
fuerza horizontal al bloque, la resultante R se reduce a la fuerza nor-
mal N (figura 8.3a). Sin embargo, si la fuerza aplicada P tiene una com-
ponente horizontal Pr que tiende a mover el bloque, la fuerza R ten-
dr4 una componente horizontal F y, por tanto, formara un angulo
con la normal a la superficie (figura 8.3b). Si se incrementa Pt hasta
que el movimiento se vuelva inminente, el angulo entre R y la vertical
aumenta y alcanza un valor maximo (figura 8.3c). Este valor recibe el
nombre de angulo elefriccion estatica y se representa con <s. Con ba-
se en la geometria de la figura 8.3c, se observa que
Fm _ fiH

tan@ = — = ——-
N N

tan = (8.3)

Si en realidad llega a ocurrir el movimiento, la magnitud de la fuer-
za de friccién decae a en forma similar, el angulo <$entre R y N
decae a un valor menor |, llamado angulo defriccion cinética (figura
8.3d). Con base en la geometria de la figura 8.3ri, se escribe

fan’fc-¥Fk - I—"’kN

tan €k = ju* (8.4)

Se demostrara con otro ejemplo como el angulo de friccién se pue-
de utilizar con ventaja para el anafisis de cierto tipo de problemas. Con-
sidérese un bloque que descansa sobre una tabla y que esta sujeto a
las fuerzas correspondientes a su peso W y a la reaccion R de la tabla.
Se le puede dar a la tabla cualquier inclinacion que se desee. Si la ta-
bla permanece horizontal, la fuerza R ejercida por la tabla sobre el blo-
que es perpendicular a la tabla y equilibra al peso W (figura 8.4a). Si
se le da a la tabla un pequefio angulo de inclinacion 6, la fuerza R se
desviara de la perpendicular a la tabla por el mismo angulo 6 y conti-
nuara equilibrando a W (figura 8,4b); entonces, R tendra una compo-
nente normal N de magnitud N = W cos 6 y una componente tangen-
cial F de magnitud F = W sen 9.

Si se continda incrementando el angulo de inclinacion el movi-
miento serd inminente en poco tiempo. En ese momento, el angulo

F=PX
a) Sin friccion b) sin movimiento

Figura 8.3

¢) Movimiento inminente

8.3. Angulos de friccion

d) Movimiento
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4 1 8 Friccion

=W eos 6 VY = W eos 6
""Fm= W sen 6
W sen 6 9 = 9x = angulo de reposo
0) Sin friccion b) Sin movimiento ¢) Movimiento inminente d) Movimiento

Figura 8.4

Fotografia 8.1 El coeficiente de friccion estatica
entre un paquete y la banda transportadora
inclinada debe ser lo suficientemente grande
para permitir que los paquetes sean
transportados sin resbalar.

entre R y la normal habrd alcanzado su valor méximo 4 (figura 8.4c:).
El valor del 4ngulo de inclinacion correspondiente al movimiento in-
minente recibe el nombre de angulo de reposo. Obviamente, el angu-
lo de reposo es igual al angulo de friccion estatica (pm Si se incremen-
ta ain més el angulo de inclinacién 0, comienza el movimiento y el
angulo entre R y la normal decae al valor menor (figura 84c/). La
reaccion R ya no es vertical y las fuerzas que acttan sobre el bloque
estan desequilibradas.

8.4. PROBLEMAS QUE INVOLUCRAN FRICCION SECA

En muchas aplicaciones de ingenieria se encuentran problemas que in-
volucran friccién seca. Algunos tratan con situaciones simples como la
del bloque que se desliza sobre un plano, que se describi6 en la sec-
cion anterior. Otros involucran situaciones mas complicadas como en
el problema resuelto 8.3; muchos tratan con la estabilidad de cuerpos
rigidos en movimiento acelerado y seran estudiados en la parte de di-
namica. Ademas, cierto nimero de maquinas v mecanismos comunes
pueden analizarse aplicando las leyes de friccion seca. Estos incluyen
cufas, tomillos, chumaceras, cojinetes de empuje y transmisiones de
banda, los cuales seran estudiados en las secciones siguientes.

Los métodos que deben utilizarse para resolver problemas que in-
volucran friccién seca son los mismos que se emplearon en los capitu-
los anteriores. Si un problema involucra sélo un movimiento de trasla-
cién, sin que sea posible una rotacion, usualmente se puede tratar al
cuerpo bajo consideracién como si fuera una particula y, por tanto, se
pueden usar los métodos del capitulo 2. Si el problema involucra una
posible rotacién, el cuerpo se debe considerar como un cuerpo rigido
y se pueden emplear los métodos del capitulo 4. Si la estructura que
se estudia esta hecha de varias partes, se debe utilizar el principio de
accion y reaccion como se hizo en el capitulo 6.

Si actian més de tres fuerzas sobre el cuerpo bajo jconsideracion
(incluyendo las reacciones en las superficies de contacto), la reaccion
en cada superficie serad representada por sus componentes Ny F y el
problema se resolvera con las ecuaciones de equilibrio. Si s6lo actan
tres fuerzas sobre el cuerpo considerado, puede ser mas conveniente
representar cada reaccion por medio de la fuerza Unica R y resolver el
problema dibujando un tridngulo de fuerzas.

La mayoria de los problemas que involucran la friccion pertene-
cen a uno de los siguientes tres grupos: en el primer grupo de proble-
mas todas las fuerzas aplicadas estan dadas y los coeficientes de fric-
cion se conocen; en estos casos, se desea determinar si el cuerpo
considerado permanecera en reposo o se deslizard. La fuerza de fric-
cion F requerida para mantener el equilibrio es desconocida (su mag-



nitud no es igual a psA) y debe determinarse, junto con la fuerza nor-
mal N, dibujando un diagrama de cuerpo libre y resolviendo las ecua-
ciones de equilibrio (figura 8.5a). Después, se compara el valor encon-
trado de la magnitud F dc la fuerza de friccién con el valor maximo
Fm= /vY. Si F es menor o igual que Fm el cuerpo permanecera en
reposo. Si el valor de F encontrado es mayor que Fmno se puede man-
tener el equilibrio y ocurre el movimiento; entonces, la magnitud real
de la fuerza de friccion es F;, = fi™N.

En los problemas del segundo grupo, todas las fuerzas aplicadas es-
tan dadas v se sabe que el movimiento es inminente; se desea determinar
el valor del coeficiente de friccion estatica. Aqui, nuevamente se determi-
na la fuerza de friccion y la fuerza normal dib