ESTRUCTURAS FERROVIARIAS 1. APUNTE REDACTADO POR EL ING. FABIAN
PERGOLA

REDUCCION DE UN SISTEMA DE FUERZAS A UN PUNTO

Previo a tratar el tema de la reduccién de un sistema de fuerzas, vamos a definir un
sistema de fuerzas como un conjunto de vectores fuerzas, y vectores momento, si los hubiere,
con una orientacién caracteristica en el espacio que limitamos para el estudio de un
determinado fendmeno fisico.

Reducir un sistema de fuerzas a un punto CR denominado centro de reduccién, significa
encontrar la minima expresién mecdanica equivalente en dicho punto.

Sea, por ejemplo el sistema de fuerzas de la figura n 2 1, que buscamos reducirlo al
centro de reduccidn CR.
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En el sistema de la figura n 2 1, constituido por las fuerzas, Pl; ....... ; ﬁ ...... ; F)n , ¥y los pares,
M s ; M HE M -, que queremos reducir a Cr , de la siguiente forma:
* a) trasladamos paralelamente los pares M;; ....... ; M J.; ..... ; M n asi mismos, de forma tal

gue sus rectas de accion pasen por CR;
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* b) colocar en CR, bifuerzas de Pl; ....... : Pi; ...... : Pn , de forma tal que, cada componente de

sentido opuesto a las fuerzas mencionadas, formen un par de magnitud

N

ﬁxicr - AJ, ........ : ﬁX(CR - A) ...... : EnXiCR - An Jcon las correspondientes fuerzas

_ —

del sistema, siendo A;....; A,, An , puntos arbitrarios de 5;; ....... : Pi; ...... : |:)n
respectivamente;

* ¢) Quedando el sistema de fuerzas Actuando en el punto CR;

* d) De esta forma, aplicando el primer principio de la estatica podemos componer las fuerzas

Pl; ....... : Pi; ...... X Pn en una sola fuerza, reemplazando estas por una sola fuerza equivalente

—_

a las mismas denominada resultante de reduccion RR;

* @) Componiendo los pares correspondientes en el item a), y los pares correspondientes en el
item b), se obtiene, el par de pares, resultante de la composicidon de los mismos, denominado

Momento de reduccidn del sistema |\/| Q-

_—

* ) La resultante de reduccion RR, y el momento de reduccion M - esla minima expresion

equivalente de nuestro sistema de fuerzas.

Las figuras n 22, y n 2 3, muestran esta situacion
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figuran©° 2

Como podemos observar de la figura n @ 2, trasladamos los momentos

M . M PR M . paralelamente a si mismos al centro de reduccién CR, considerando

la propiedad de los pares que se pueden desplazar en planos paralelos, mientras que, con

_—

respecto a las fuerzas P ;....... ; Pyi-ws P, por el segundo principio de la estatica,

colocamos en CR, bifuerzas o sistemas en equilibrio de cada una de las fuerzas del sistema, en

consecuencia, las fuerzas — Pl; ....... ;—Pi; ...... ;—Pn en el centro de reduccién, forman con sus

_—

homaélogas Pl; ....... X Pi; ...... ; Pn del sistema, pares cuyas distancias son

CR A N X CR A X CR — A, respectivamente. Luego, estos pares
EX(CR - A) ...... : ﬁX(CR - A) ....... : EnX(CR - An) se trasladan a CR por la misma

propiedad que mencionamos para los momentos.

En consecuencia, el sistema queda concentrado en CR y formado por las fuerzas

—_— _— —

Pl; ....... ; Pi; ...... X Pn, los momentos [\/| R M FHE M -, Y los momentos resultantes

de los pares EX(CR - A) ...... X EiX(CR - A) ....... X EnX(CR - An) De aqui, se componen

_—

_—

™ . CR .
las fuerzas P;....... ; Pys--ws P, reemplazéndose por una fuerza R~ denominada

—_—
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resultante de reduccién en CR, produciendo el mismo efecto que las fuerzas del sistema,
debido al primer principio de la estatica, mientras que los momentos y pares constitutivos
anteriormente descriptos se componen entre si y son reemplazados por un solo par que es el
par de pares del sistema en CR, y se denomina momento de reduccion de sistema en el centro

L CR . ., .
de reduccién CR (M 5 ) Esta situacién se muestra en la figura n 2 3. De esta forma se
efectua la reduccién de un sistema de fuerzas a un punto denominado centro de reduccién.

Conclusion: "Reducir un sistema de fuerzas a un punto denominado centro de reduccidn,
significa hallar la minima expresidn mecdanica equivalente el sistema en dicho punto".

En el caso general de un sistema espacial, la reduccién de un sistema de fuerzas a un

., CR ., CR
punto resulta una resultante de reduccién RR , Y un momento de reduccién (M R )

figuran©°3

Rr(CR)

, . ., CR . . .
De aqui, deducimos que la resultante de reduccién RR del sistema es un invariante,

_—

pues no depende del centro de reduccidn elegido, por lo que podemos escribirlo RR

directamente. Al ser un vector el mismo, lo denominaremos Invariante vectorial | Ve
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INVARIANTE ESCALAR

. CR .
De la figura n 2 3, observamos que los vectores RRy (M R jforman un angulo &,

de forma tal que si en el plano que definen estos vectores, descomponemos el momento de

_—

reduccién en una componente normal a RR, y otra en la direcciéon de esta ultima, como lo

—_—

indica la figuran 24, y llamando a la componente en la direccién de RR como M Y12

CR
componente normal a esta como [\/] n, » €ntonces, el producto escalar entre (M o )y RR

permanece constante, siendo el mismo independiente del centro de reduccion elegido.

figuran©4

CR

Demostracion del invariante escalar

Siendo
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© M= pAC.-A)

_—

Multiplicando (1) escalarmente por RR nos queda,
— N .
(2) M: R:= {Zl piX(CR - A)}RR
i=
Cambiando el centro de reduccion a CR', el producto escalar (2) queda,
MER. =[S oxc— R
(3) M- R- :|:21: piX C:.-A :|'RR
i=

. 1 .
Luego, podemos considerar los vectores 1( e — A Jcomo la suma vectorial de (( 2~ A ),y
1 H [o]
( :R —( :R , como lo mostramos en la figuran 25.
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figuran®°5

Pn CR'

Ai

P1

y

CR'
Entonces, (M ° ) se puede expresar,

4 M7 -3 piC.~A)- 2 pAc.- A ~C.

También se expresa (4) de la siguiente forma,

6 M - EpAC.-AlEpdcC)

—_—

Multiplicando ambos miembros de (5) por RR, llegamos a,

© M R.~| S piC.- Ak S pole. R,

Luego, el segundo término del corchete en el segundo miembro, el vector iCR'—CR) es

constante para todos los productos vectoriales, por lo que se puede extraer de esta sumatoria,
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NN — .,
quedando e producto vectorial de (CR'—CR)Z p.X1: RRX(CR'—CR). Reemplazando
i1

ésta Ultima en (6) y desarrollando el producto escalar, resulta,

[

CR =~ [of: B — \ —
(1) MR.=M{ Ra+ RHC.~CR:
El segundo término del segundo miembro de (7) es cero, debido a que el producto vectorial de

la resultante de reduccidn por el vector iCR '—CR ) es un vector normal al plano de estos, y,

RN

en consecuencia, el producto escalar por RR es nulo, concluyendo,

CR' =~ CR 1~
®) Mkr R:=Mks R:
Lo que demuestra que el producto escalar del momento de reduccién por la resultante

de reduccidn es independiente de CR, y es constante, que se denomina Invariante escalar |.

Geométricamente, podemos decir que el producto escalar representa la proyeccién

_—

del vector momento de reduccién en la direccion de RR.

De acuerdo al valor del invariante escalar, podemos resumir la siguiente tabla:

RR M ER | = RR-M ER Efecto
0 0 0 Equilibrio
#0 0 0 Resultante
0 #0 0 Par resultante
#0 #0 0 Resultante
#0 #0 #0 Irreductible
A continuacidn, explicaremos en detalle el caso RR #0; MER #0:1=0.1la

.z CR . .
conclusion es que los vectores RRy |\/| R SON normales entre si ( figura n 2 6-a), en

. CR = .
consecuencia, podemos reemplazar por un par |\/] R = RR.d en un plano normal al mismo

—_— —_—

(figura n 2 6-b), siendo la distancia entre Ry — R Ubicando la componente — R _de este

_—

par coincidente con la recta de accién de RR , formando un sistema en equilibrio con esta

ultima, y, por el segundo principio de la estatica, el sistema reducido con la restante

—_—

componente del par, es decir, RR.
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figura n ° 6-a
figura n © 6-b
Rr Rr
90 °
CR
Mr(CR) d
Rr
-Rr

COMPONENTES DE R.Y M| o

_—

Comenzando con las componentes de R
9 Re=Reui+Ryi*Rek
Siendo,
>Proy, - Ru=2P sq
(10) iZ::Proyyy N RRy:an:Pi.cos IBi
Z::Proyzza R., :iZl:Pi.cos V.

El mdédulo de la resultante de reduccion es,
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- JRL+R.+ RS

W R,

Mientras que los cosenos directores de los angulos (OCR ;ﬂR;yR )de la resultante respecto

de los ejes coordenados son,

(L2)cos B ===

_—

CR
En cuanto a las componentes del momento |\/] o !

CR CR+ CR ¥ CR~
13) Mr =M&i+Mgy i+ Mgk
Obteniéndose las componentes de efectuar el producto vectorial siguiente:
) i j k
) My = |P.cosr, P,-cos B P,.cosy.
i-1
(ke %) Veum V) (zen- 24

Las componentes de (13), deducidas de (14),

> Mom,, = M, = _nZ:PiCOS Bze-2.)-Preosy ly_-y, ]

i=1

(55> Mom, > M, = > pcos ¥ (Xen— X~ P,-c05 ot {Zc - 2.

i=1

Z Momzz - MEZR - i:PiCOS ai(yCR_ yAi)_ P;.cos ﬂi'(XCR_ XAi)]

i=1

, CR
En cuanto al médulo de |\/ .

(M- MET (M &)

Mientras que los cosenos directores de los dn qus( ﬂ ; ) ue forma el momento
q g Ok P s’V ) 9

to) | M5’

de reduccidn respecto los ejes coordenados, resultan,

10
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CR
- M=
COS ot v —
M «

@7)cos B =
M

Angulo ¢ entre ﬁé y M ER

—_—

. , . CR
Para determinar el dngulo &, partimos del producto escalar entre RR y M R’

.COS &

CR|
M-

_.—CFE -
18) 1-R. M3 =|Rs
Reemplazando (12) y (17) en (18), resulta,

M l-cos& (19)

(ReeT + ReyJ + R KM ST+ M E T+ M &K )= | Ry

_—

Reemplazando las componentes de RR y M (F“;R en (19), resulta:

—_

(cos Ol -COS Ol +€0S 3 .C0s [ +cOs 3 .cos 7/MR): ‘ﬁR My

.cos & (20)

CR
M-

R.

De donde obtenemos,

.c0s & = (cos Olr-C0S Yy +€0S 3 .C0s B +cos y_.cos yMR) (21)

EJE CENTRAL

Existen en el espacio infinitos puntos del espacio que siendo CR en los que el angulo
entre la resultante de reduccién y el momento de reduccion & =0,0¢& = 7. En los mismos

coinciden las direcciones entre ambos vectores son coincidentes.

Llamaremos eje central al lugar geométrico de los puntos del espacio que tomados

—_—

como centro de reduccién donde el vector de RR es paralela o coincidente con el vector de

CR S . . CR . . .
|\/| g - Esto implica que la direccién de |\/| R coincidente con M q- EN lafigurane7se

grafica esta situacion.

11
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figuran®7

@ S (b) / :

- © /
Rr Rr //

Rr / Rr

Mr(CR)=Mr1 Mr(CR)=Mr1 /
! Mr(CR)

UBICACION ANALITICA DEL EJE CENTRAL

Supongamos reducir un sistema de fuerzas en el espacio, que reducimos a un punto A,
como lo muestra la figuran 2 8.

12
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figuran®°8

£\ Mr(A)

-
—_—

., ., . A
De la reduccidn resulta una resultante de reduccion RRy un momento de reduccién |\/| R

Luego, reducimos estos vectores a el centro de reduccidn B, siendo este un punto del eje
central. Entonces,

M:=M+RxB-A) (22)

Pero, siendo B un punto del eje central, entonces, el momento de reducciéon en B debe ser,

B B . .
M R = M o, Que lo podemos indicar,

ME=ME=Mi+RXB-A)-kR; (23)

siendo k una constante de proporcionalidad, entonces, las componentes del momento de
reduccién en B segun los ejes coordenados es,

mX Mr(B)=Mr1

13
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M :x+RRy'(ZB_ZA)_ RRz'(yB_yA):k'RRX (a)
(24 M :y + RRZ '(XB a XA)_ RRX (ZB o ZA)= k. RRy (b)
M:‘z"_ RRy '(ZB - ZA)_ RRz '(yB - yA): k. RRZ (C)

Despejando la constante k de las tres ecuaciones (24), se obtiene,

- Mi+ Ry (2,- FfA)— RulY, Y

(25 K = M :y+ RRZ '(XB_ XA)_ RRX'(ZB_ ZA) (b)
Rs

_MaRY, —RyA)— Ry %)

Ahora bien, igualando las ecuaciones (25-a)=(25-b), (25-a)=(25-c), (25-b)=(25-c), se llega a un
sistema de 3 ecuaciones lineales con tres incdgnitas compatible indeterminado, puesto que
existen infinitos puntos del eje central.

CiXetDiY,*ErZst Fi=0
(265 C, - X, * D, Y, *E, Zs+ F,=0
CaXst DS.yB+ E.z.+F.=0
Siendo Cl’Cz’Cs’ D. D, D; E,; E, E; F, F, Fcoeficientes que resultan de
las operaciones algebraicas realizadas para llegar al sistema (26).

Debido a que (26) es un sistema compatible indeterminado, para determinar las
coordenadas de un punto del eje central, elegimos una coordenada arbitrariamente del
mismo, y luego determinamos las otras 2 con el auxilio del sistema (26).

14
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